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1 Elementární pravd¥podobnost

1.1 Náhoda, pravd¥podobnost a statistika

Neumíme-li dostate£n¥ dob°e vysv¥tlit £i p°edpov¥d¥t výsledek n¥jakého procesu £i
experimentu, jeví se nám tyto výsledký náhodné. Nap°. házíme-li opakovan¥ (na první
pohled prakticky totoºným zp·sobem) mincí £i kostkou, padají nakonec pokaºdé
jiná £ísla £i strany mince. Pokud bychom znali p°esn¥ polohu kostky i síly, které
na ni b¥hem hodu a po dopadu p·sobí, tak bychom sice (alespo¬ teoreticky) m¥li
být schopni vysv¥tlit, které £íslo padne a pro£, ale obvykle nám chybí jak p°esná
znalost po£áte£ních a okrajových podmínek, tak i schopnost (£i ochota) tyto simulace
provést.

Náhodný experiment je tedy dán seznamem moºných výsledk· a pravd¥podob-
nostmi, ºe k nim dojde. V této p°edná²ce budeme uvaºovat pouze experimenty, které
mají jen kone£ný (p°ípadn¥ nekone£ný, ale spo£etný) po£et v²ech moºných výsledk·.
Tak nap°íklad hod (férovou, ²estist¥nnou) kostkou je dán mnoºinou v²ech moºných
výsledk· Ω = {1, 2, . . . , 6} a vektorem p = (1/6, 1/6, . . . , 1/6). Tento vektor musí
spl¬ovat dva jednoduché p°edpoklady:

1. pω ≥ 0 pro v²echna ω ∈ Ω,

2.
∑
ω∈Ω

pω = 1.

Vektor p = (pω)ω∈Ω, který spl¬uje tato dv¥ pravidla, nazveme rozd¥lení pravd¥podob-
nosti na Ω.

Volba modelu: Pro daný experiment je £asto moºné volit r·zné modely, které
vedou na r·zné mnoºiny Ω, p°ípadn¥ vektory p = (pω)ω∈Ω. Tak nap°íklad pro ²es-
tist¥nnou kostku je moºné volit i Ω = {1, 2, . . . , 7} s p = (1/6, 1/6, . . . , 1/6, 0). Zde
p7 = 0 °íká jen prostý fakt, ºe £íslo 7 padne s pravd¥podobností 0. Protoºe se obvykle
snaºíme volit ná² model kompletní, ale co nejjednodu²²í1, tak samoz°ejm¥ preferu-
jeme model s ²estiprvkovým Ω.

N¥kdy je v²ak situace sloºit¥j²í. Uvaºujme hod dv¥ma (férovými, ²estist¥nnými)
kostkami. Výsledek takového hodu je moºné popsat dvojicí padlých £ísel se°azených
podle velikosti, tedy

Ω = {(1, 1), (1, 2), . . . , (1, 6), (2, 2), . . . , (2, 6), . . . , (6, 6)}

a
p = (1/36, 1/18, . . . , 1/18, 1/36, . . . , 1/18, . . . , 1/36).

1https://cs.wikipedia.org/wiki/Occamova_b°itva
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Skute£n¥, pravd¥podobnost, ºe padne jedni£ka a dvojka je dvakrát v¥t²í neº ºe pad-
nou dv¥ jedni£ky a

6∑
j=1

p(j,j) +
∑

1≤j<k≤6

p(j,k) = 6 · 1

36
+ 15 · 1

18
= 1.

Po£et prvk· Ω je #Ω = 21.
Stejn¥ tak si ale m·ºeme p°edstavit, ºe kostky jsou o£íslovány (a víme tedy, která

je první a která druhá) a volit

Ω = {1, . . . , 6} × {1, . . . , 6} = {(1, 1), (1, 2), . . . , (1, 6), (2, 1), . . . , (2, 6), . . . , (6, 6)}

a
p = (1/36, 1/36, . . . , 1/36, . . . , 1/36).

Výsledné Ω je sice v¥t²í (#Ω = 36), ale vektor p je nyní jednodu²²í, v²echny jeho
komponenty jsou stejn¥ veliké. Z toho d·vodu bývá obvyklé volit pro tento pokus
druhý model.

Krom¥ ozna£ení Ω a p = (pω)ω∈Ω bývá zvykem pouºívat je²t¥ jiný zp·sob zna£ení.
Ozna£íme-li X výsledek hodu kostkou, pak

pω = P(X = ω) = 1/6

pro v²echna ω ∈ {1, . . . , 6} ozna£uje (znovu) onen fakt, ºe pravd¥podobnost hodu
kaºdého £ísla od 1 do 6 je stejná, a sice 1/6. V tomto slova smyslu je X náhodná
veli£ina. Je-li A ⊂ Ω, tak de�nujeme

P(X ∈ A) =
∑
ω∈A

pω. (1.1)

Funkce A→ P(X ∈ A) spl¬uje mnoho zajímavých vlastností.

� P°edpis (1.1) de�nuje P(X ∈ A) pro v²echny mnoºiny A ⊂ Ω - °ada v (1.1)
obsahuje pouze nezáporné £leny, nem·ºe tedy oscilovat nebo nekonvergovat.
V²echny mnoºiny A ⊂ Ω jsou tedy m¥°itelné.

� P(X ∈ A) ≥ 0 pro kaºdou mnoºinu A ⊂ Ω.

� Jsou-li A1, A2, . . . , AN disjunktní podmnoºiny Ω, pak platí, ºe

P
(
X ∈

N⋃
j=1

Aj

)
=

N∑
j=1

P(X ∈ Aj).

� Pokud je Ω nekone£ná, ale spo£etná, a A1, A2, . . . je nekone£ná posloupnost
disjunktních podmnoºin Ω, platí op¥t

P
(
X ∈

∞⋃
j=1

Aj

)
=
∞∑
j=1

P(X ∈ Aj).
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� P(X ∈ Ω) = 1.

Funkci de�nované na v²ech podmnoºinách Ω, která spl¬uje vý²e uvedené poºadavky,
°íkáme pravd¥podobnostní míra. P°i tomto postupu jsme tedy m¥li na mysli nejprve
n¥jaký náhodný jev (hod kostkou), jeho (prom¥nlivý) výsledek jsme ozna£ili X,
obor hodnot X (tedy v²echny moºné výsledky) jsme nazvali Ω a teprve nakonec
zkonstruovali pravd¥podobnostní míru A→ P(X ∈ A).

V principu je moºné postupovat i opa£n¥. Formáln¥ je to naprosto v po°ádku,
celý postup je jen mnohem mén¥ intuitivní. Nejprve p°edpokládáme zadanou (kone£-
nou, nebo nekone£nou spo£etnou) mnoºinu Ω a poté i funkci P : A→ P (A), která je
de�nována pro v²echny A ⊂ Ω - a která spl¬uje vý²e zavedené vlastnosti. (Reálná)
náhodná veli£ina X je pak libovolné zobrazení X : Ω → R. Hod kostkou pak mo-
delujeme následujícím zp·sobem: Ω = {1, 2, . . . , 6}, P (A) = #A/6 a X(ω) = ω pro
v²echna ω ∈ Ω.

V dal²ím textu uº nebudeme mezi t¥mito dv¥ma p°ístupy rozli²ovat (v obou
p°ípadech máme nakonec jak mnoºinu Ω, tak i pravd¥podobnostní míru na ní) a
budeme pouºívat P(A) a P(X ∈ A) jako zám¥nné.

Uniformní rozd¥lení: Uniformní (nebo rovnom¥rné) rozd¥lení p = (pω)Ω je
charakterizováno tím, ºe v²echna pω jsou stejn¥ veliká, tedy pω = 1

#Ω
, kde #Ω ozna-

£uje po£et prvk· mnoºiny Ω. V tomto p°ípad¥ poºadujeme, aby byl po£et prvk·
mnoºiny Ω kone£ný, jinak totiº pω = 0 a

∑
ω

pω = 0 a p není rozd¥lení. V p°ípad¥

uniformního rozd¥lení lze vyjád°it P(X ∈ A) pomocí

P(X ∈ A) =
∑
ω∈A

pω =
∑
ω∈A

1

#Ω
=

#A

#Ω
.

Pro výpo£et pravd¥podobnosti, ºe náhodná veli£ina X spl¬uje n¥jakou podmínku
(vyjád°enou mnoºinou A) tedy sta£í pouze um¥t spo£ítat po£et v²ech moºností (tedy
#Ω) a po£et v²ech �pozitivních p°ípad·�, tedy #A. To bohuºel £asto nebývá tak jed-
noduché. Nej£ast¥ji se pro tento ú£el pouºívají elementární pojmy z kombinatoriky,
které te¤ p°ipomeneme.

1.2 Opakování kombinatorických pojm·

Faktoriál:

Pro p°irozené £íslo n ∈ N je n! := 1 · 2 · . . . · n.2 Toto £íslo ozna£uje po£et permutací
n-prvkové mnoºiny, tedy po£et prostých zobrazení σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}.

Uvaºujme nap°íklad, kolika zp·soby m·ºe n ºák· vystoupit z autobusu vystupují-
li po jednom p°edními dve°mi. Pokud si ºáky o£íslujeme {1, . . . , n} a první vystou-
piv²í bude σ(1), druhý σ(2) atd., tak kaºdý zp·sob vysednutí odpovídá práv¥ jedné
permutaci a celkem je tedy n! moºností, jak mohou ºáci vystoupit.

2https://cs.wikipedia.org/wiki/Faktoriál
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Variace:3 M¥jme n objekt·, z nichº chceme postupn¥ k vybrat. Pokud je vybráním
kaºdého objektu tento objekt odstran¥n a p°i dal²ím výb¥ru jiº nem·ºe být znovu
vybrán, dostáváme tzv. variace bez opakování. Jejich po£et je

V (k, n) = n(n− 1) . . . (n− k + 1) =
n!

(n− k)!
, 1 ≤ k ≤ n.

Pokud je po výb¥ru daný objekt vrácen nazp¥t do mnoºiny v²ech objekt· a p°i
dal²ím výb¥ru m·ºe být znovu vybrán, jde o variace s opakováním, jejiº po£et je

V ′(k, n) = nk, 1 ≤ k.

Kombinace:4 Pokud u k prvk· vybraných z n prvkové mnoºiny bez opakování
nezáleºí na jejich po°adí, jde o kombinace a jejich po£et je

C(k, n) =
n!

k!(n− k)!
=

(
n

k

)
, 0 ≤ k ≤ n.

1.3 Typické úlohy

1. Kolik r·zných 4-místných PIN kod· m·ºeme vytvo°it z £ísel 2,4,6,8, pokud se
ºádná £íslice nemá v kódu opakovat?

2. Kolik r·zných 4-místných PIN kod· m·ºeme vytvo°it z £ísel 1,3,5,7,9 pokud
se ºádná £íslice nemá v kódu opakovat?

3. Anglická abeceda má 26 písmen. Pot°ebujeme na její zakódování pomocí Mor-
seovy abecedy s te£kami a £árkami i p¥tiznakové kódy?

4. �ínská abeceda má 10 000 znak·. Kdybychom cht¥li pro tyto znaky vytvo°it
Morseovu abecedu, kolikaznakové kódy budeme pot°ebovat?

5. a) Jak pravd¥podobné je, ºe p°i hodech 7 mincemi padne práv¥ t°ikrát hlava?
b) Jak pravd¥podobné je, ºe p°i 5 hodech kostkou padnou práv¥ dv¥ ²estky?
c) Jaká je pravd¥podobnost, ºe p°i dvou hodech kostkou bude £íslo v druhém
hodu v¥t²í neº v prvním?

6. Házíme £ty°mi ²estist¥nnými hracími kostkami. Ur£ete, jaká je pravd¥podob-
nost, ºe (a) padnou £ty°i r·zná £ísla, (b) padnou pouze lichá £ísla, (c) sou£et
£ísel na v²ech kostkách dohromady bude roven 6, (d) sou£et £ísel bude v¥t²í
neº 5, (e) padne alespo¬ jedna ²estka.

3https://cs.wikipedia.org/wiki/Variace_(kombinatorika)
4https://cs.wikipedia.org/wiki/Kombinace
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7. a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe p°i hodu t°emi kostkami hodíme sou£et 9?
b) Jaká je pravd¥podobnost, ºe p°i hodu t°emi kostkami hodíme sou£et 10?
c) Jaký sou£et je p°i hodu t°emi kostkami nejpravd¥podobn¥j²í?

8. Který z následujících jev· má nejv¥t²í pravd¥podobnost:
a) p°i hodu 6 kostkami padne aspo¬ jedna ²estka,
b) p°i hodu 12 kostkami padnou aspo¬ dv¥ ²estky,
c) p°i hodu 18 kostkami padnou aspo¬ t°i ²estky?

9. Jaká je pravd¥podobnost, ºe p°i £ty°ech po sob¥ následujících hodech ²estist¥n-
nou kostkou padne aspo¬ jednou ²estka?
Jaká je pravd¥podobnost, ºe ve 24 hodech dv¥ma kostkami padnou aspo¬ jed-
nou dv¥ ²estky?
Na kterou z obou událostí je výhodn¥j²í si vsadit?

1.4 Sloºit¥j²í p°íklady
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2 Základní pojmy

Cílem této kapitoly je zavést základní pojmy nutné pro studium náhodných událostí.

2.1 Nezávislé jevy

M¥jme op¥t (kone£nou £i spo£etnou) Ω a na ní de�novanou pravd¥podobnostní míru
P. Prvky ω ∈ Ω se nazývají elementární jevy.5 Podmnoºiny A ⊂ Ω se nazývají
jevy. Na Ω p°edpokládáme zade�novanou pravd¥podobnostní míru P, která je tedy
de�nována na v²ech jevech. Její hodnotu na mnoºin¥ A ozna£ujeme P(A) a nazýváme
pravd¥podobností A.

� Je-li A ⊂ Ω n¥jaký jev, pak Ac = Ω \ A nazýváme jev opa£ný.

� Jsou-li A,B ⊂ Ω disjunktní, pak jim °íkáme i neslu£itelné.

� Jsou-li A1, . . . , Am (p°ípadn¥ A1, A2, . . . , Am, . . . ) vzájemn¥ neslu£itelné (tedy
Ai∩Aj = ∅ pro i 6= j), ale vºdy musí práv¥ jeden z nich nastat (tedy ∪jAj = Ω),
pak A1, A2, . . . nazveme úplný systém jev· (nebo také disjunktní rozklad Ω).

U jednoduchých náhodných pokus· se m·ºeme p°esný výsledek dozv¥d¥t velmi
jednodu²e - podíváme-li se na kostku, hned víme, co padlo. Tuto informaci uº pak
nelze (v rámci na²eho modelu) nijak up°esnit. U sloºit¥j²ích pokus· je t°eba provést
n¥kolik kontrol £i m¥°ení, abychom se dopátrali p°esného výsledku. Po kaºdém m¥°ení
pak m·ºeme n¥které moºnosti vylou£it, jiné se stávají naopak pravd¥podobn¥j²í.

Jako jednoduchý p°íklad zkusme léka°skou diagnózu. Náhodn¥ vybraný £lov¥k
z celé populace má pravd¥podobnost p0 na to, ºe je zdráv, a pravd¥podobnosti
p1, . . . , pN na to, ºe trpí jednou z N nemocí. Ozna£me A jev, kdy je £lov¥k zdráv,
a B1, . . . , BN jevy, kdy trpí nemocí 1, resp. 2, 3, atd. Pro jednoduchost p°edpo-
kládejme, ºe B1, . . . , BN jsou disjunktní a poloºme B = Ac = ∪Nj=1Bj. Celkem je
tedy

Ω = A ∪
N⋃
j=1

Bj, p0 +
N∑
j=1

pj = 1.

P°i²el-li ov²em n¥kdo do nemocnice, m·ºeme vylou£it jev A - zdraví lidé se na vstupu
do nemocnice (prakticky) neobjevují. To nám umoºní zjednodu²it celý model. Po-
loºme

Ω′ =
N⋃
j=1

Bj.

5Mnoºina Ω se pak n¥kdy nazývá mnoºina elementárních jev·, coº se ale jeví jako p°íli² krko-
lomné ozna£ení.
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Na vchodu do nemocnice tedy platí P(Ω′) = 1 a ná² model opravdu obsahuje v²echny
moºné výsledky. Jaká je nyní pravd¥podobnost, ºe náhodn¥ vybraný £lov¥k na vrát-
nici nemocnice má nemoc 1, 2, 3, atd.? Je to

p′1 =
p1

p1 + · · ·+ pN
, p′2 =

p2

p1 + · · ·+ pN
, . . . , p′N =

pN
p1 + · · ·+ pN

.

Nyní op¥t platí
∑N

j=1 p
′
j = 1. Pravd¥podobnost, ºe náhodný £lov¥k má nemoc 1 za

podmínky, ºe vyhledal nemocinici, je tedy

P(B1|B) = p′1 =
P(B1)

P(B)
.

Získaná dodate£ná informace - nebereme náhodné lidi z ulice, ale jen ty, kte°í vyhle-
dali léka°e - nám umoº¬uje zúºit prostor Ω a p°epo£ítat/up°esnit pravd¥podobnost
jednotlivých událostí.

De�nice 2.1. Nech´ A,B ⊂ Ω jsou dva jevy a nech´ P(B) > 0. Pak

P(A|B) =
P(A ∩B)

P(B)
(2.1)

nazýváme podmín¥ná pravd¥podobnost jevu A za podmínky B.

Pokud dodate£ná informace (tedy nap°íklad, ºe do²lo k jevu B) nemá vliv na to,
jestli do²lo k jevu A £i nikoliv, tedy pokud

P(A) = P(A|B), tj. pokud P(A ∩B) = P(A) · P(B),

tak výskyt jevu A nezávisí na B. Pokud ale i P(A) > 0, pak platí i

P(A ∩B)

P(A)
= P (B|A) = P(B)

a výskyt jevu B nezávisí na A. Celkov¥ v takovém p°ípad¥ °ekneme, ºe jevy A a B
jsou nezávislé.

De�nice 2.2. Dva jevy A,B jsou nezávislé, pokud

P(A ∩B) = P(A) · P(B).

Pojem nezávislosti lze snadno roz²í°it na v¥t²í po£et jev·.

De�nice 2.3. Nech´ A1, A2, . . . , Ak jsou jevy. �ekneme, ºe

1. Jevy A1, . . . , Ak jsou �po dvou nezávislé�,6 pokud

P(Ai ∩ Aj) = P(Ai) · P(Aj)

pro v²echna i 6= j.

6pairwise independent
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2. Jevy A1, . . . , Ak jsou �nezávislé�,7 pokud pro kaºdou podmnoºinu {i1, . . . , ij} ⊂
{1, . . . , k} platí

P(Ai1 ∩ · · · ∩ Aij) = P(Ai1) · . . . · P(Aik).

Mezi t¥mito dv¥ma de�nicemi je zásadní rozdíl. Zatímco první p°edstavuje
(
k
2

)
podmínek, druhá vyºaduje 2k rovností. Druhá de�nice zahrnuje jako speciální p°ípad
i první (pro j = 2) a nezávislé jevy jsou tedy i po dvou nezávislé. Opa£ná implikace
obecn¥ neplatí8, jak ukazuje následující jednoduchý (a klasický) p°íklad.

Háºeme dv¥ma mincemi. Událost, kdy na první minci padne hlava, ozna£me A.
Událost, kdy na druhé minci padne hlava, ozna£me B. A kone£n¥ C bude událost,
kdy na obou mincích padne totéº - tedy bu¤ na obou hlava nebo na obou orel. Pak
P(A) = P(B) = P(C) = 1/2. Dále platí (ov¥°te!)

P(A ∩B) = P(A ∩ C) = P(B ∩ C) = 1/4,

ale
P(A ∩B ∩ C) = 1/4 6= P(A) · P(B) · P(C).

Události A,B,C jsou tedy po dvou nezávislé, ale nejsou nezávislé.

Po£ítání s podmín¥nými pravd¥podobnostmi nebývá sloºité a typicky je zaloºeno
p°ímo na de�nici (2.1). Uve¤me dva p°íklady takového postupu.

V¥ta 2.4. Nech´ A je náhodný jev a nech´ B1, . . . , Bn je úplný systém jev· (a.k.a.
disjunktní rozklad Ω) a nech´ P(B1), . . . ,P(Bn) > 0.

1. Pak platí

P(A) =
n∑

j=1

P(A|Bj) · P(Bj). (2.2)

2. Pokud je navíc i P(A) > 0, pak platí

P(Bk|A) =
P(A|Bk) · P(Bk)
n∑

j=1

P(A|Bj) · P(Bj)

.

D·kaz. Mnoºiny A ∩Bj tvo°í disjunktní rozklad A a proto platí

P(A) =
n∑

j=1

P(A ∩Bj).

7mutually independent
8https://en.wikipedia.org/wiki/Independence_(probability_theory)#Pairwise_and_mutual_independence
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Protoºe navíc P(A ∩Bj) = P(A|Bj) · P(Bj), je první bod dokázán.

I druhý bod plyne rychle

P(Bk|A) =
P(A ∩Bk)

P(A)
=

P(A ∩Bk)

P(Bk)
· P(Bk)

P(A)
=

P(A|Bk) · P(Bk)

P(A)

a následn¥ dosadíme z p°edchozího vzorce (2.2).

2.2 Náhodné veli£iny

P°ipome¬me, ºe p°edpokládáme, ºe Ω je kone£ná, nebo nekone£ná spo£etná a ºe pro
kaºdou její podmnoºinu A ⊂ Ω je de�nována její míra P(A). Pak náhodná veli£ina
X je libovolné zobrazení z Ω do R, tedy X : Ω→ R.

Jako p°íklad náhodné veli£iny uvaºujme vý²ku d¥tí ve t°íd¥. Nech´ Ω =
{d1, . . . , dN}, kde d1, . . . , dN jsou (nap°íklad podle abecedy se°azené) jednotlivé d¥ti
ve t°íd¥. Nech´ X(d1) je vý²ka prvního dít¥te (v centimetrech) a stejn¥ de�nujeme i
X(d2), . . . , X(dN). D¥ti budeme vybírat náhodn¥, tedy P({dj}) = 1/N pro v²echna
1 ≤ j ≤ N. Pravd¥podobnost, ºe náhodn¥ vybrané dít¥ má vý²ku mezi 130 a 140
centimetry, pak m·ºeme zapsat jako

P({ω ∈ Ω : 130 ≤ X(ω) ≤ 140}).

Skute£n¥, {ω ∈ Ω : 130 ≤ X(ω) ≤ 140} ozna£uje mnoºinu v²ech d¥tí, které mají
poºadovanou vý²ku, a pomocí P pak zm¥°íme pravd¥podobnost, ºe náhodn¥ vybrané
dít¥ padne do této mnoºiny. Celkov¥ je ale tento zápis p°íli² dlouhý, obvykle jej
zkracujeme na

P(130 ≤ X ≤ 140).

Pro náhodnou veli£inu X lze de�novat její distribu£ní funkci F : R → R jako
F (x) := P(X ≤ x). Pro spojit¥ rozd¥lené náhodné veli£iny je to velice uºite£ný
pojem, pro diskrétní náhodné veli£iny se lze bez n¥j docela dob°e obejít a nahradit
jej p°ípadn¥ pomocí

F (x) = P(X ≤ x) =
∑
xj≤x

P(X = xj).

2.3 St°ední hodnota

De�nice 2.5. St°ední hodnota náhodné veli£iny X de�nované na diskrétním prav-
d¥podobnostním prostoru Ω a nabývající hodnot x1, x2, . . . je

EX =
∑
j

xj P(X = xj). (2.3)
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Poznámka 2.6. 1. Pokud je Ω kone£ná, tak je EX dob°e de�nováno pro kaºdou
náhodnou veli£inu X a je to vlastn¥ váºený pr·m¥r v²ech moºných výsledk·
x1, . . . , xn, kde váhy jsou pravd¥podobnosti toho, ºe p°i pozorování X opravdu
uvidíme x1, x2, . . . .

2. Je-li Ω nekone£ná, m·ºe dojít k problém·m s konvergencí v (2.3). Vzhledem k
tomu, ºe po°adí prvk· Ω by nem¥lo mít vliv na zavedené pojmy, tak vyºadujeme,
aby (2.3) konvergovala ke stejné hodnot¥ p°i libovolném p°euspo°ádání, tedy
(podle Riemannovy v¥ty) aby konvergovala absolutn¥. Pokud tomu tak není,
°ekneme, ºe st°ední hodnota X není de�nována.

3. Pokud nap°íklad Ω = {1, 2, 3, . . . }, P({j}) = 1
2j

a X(j) = 2j, tak

∞∑
j=1

xj · P(X = xj) =
∞∑
j=1

2j · 1

2j
=
∞∑
j=1

1.

Náhodná veli£ina X nabývá tedy jen kone£ných hodnot, ale i p°esto je její
st°ední hodnota nekone£ná.

Máme-li dány dv¥ náhodné veli£iny X a Y a znalost hodnoty jedné z nich nám
nedává ºádnou výhodu ve znalosti hodnoty druhé z nich, pak °ekneme, ºe X a Y
jsou nezávislé.

De�nice 2.7. �ekneme, ºe náhodné veli£iny X a Y , de�nované na témºe prostoru
Ω, jsou nezávislé, pokud

P(X = x, Y = y) = P(X = x) · P(Y = y)

pro v²echny moºné x z oboru hodnot X a v²echny y z oboru hodnot Y .9

V na²em p°ípad¥ s t°ídou, kde X ozna£ovalo vý²ku dít¥te, by nap°íklad Y mohlo
ozna£ovat váhu dít¥te. Veli£iny X a Y ale nejspí²e nebudou nezávislé - víme-li, ºe
náhodn¥ vybrané dít¥ má velkou vý²ku, bude mít spí²e i vy²²í váhu.

P°íkladem nezávislých náhodných veli£in je nap°íklad hod dv¥ma kostkami - p°ed-
pokládáme, ºe výsledný po£et ok na jedné kostce nijak neovliv¬uje po£et ok na druhé
kostce. Proto pro jejich modelování s výhodou pouºijeme techniku (tenzorového £i
kartezského) sou£inu. Jsou-li (Ω,P) a (Ω′,P′) dva (diskrétní) pravd¥podobnostní pro-
story, pak Ω×Ω′ vybavený mírou spl¬ující P(A×B) = P(A) ·P′(B) je op¥t pravd¥-
podobnostní prostor.

9V °e£i distribu£ních funkcí lze toto ekvivalentn¥ p°eformulovat jako

F(X,Y )(x, y) := P(X ≤ x, Y ≤ y) = P(X ≤ x) · P(Y ≤ y) = FX(x) · FY (y).
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P°edpoklad nezávislosti je £asto velmi praktický, protoºe umoº¬uje rozd¥lit slo-
ºit¥j²í problémy na nezávislé komponenty. �asto je ale pouºíván i p°esto, ºe víme,
ºe platí jen p°ibliºn¥. Nap°íklad p°edpoklad, ºe zpoºd¥ní jednotlivých autobus· na
stejné lince MHD, jsou na sob¥ nezávislá, je více £i mén¥ zavád¥jící.

Varování:10 Stejn¥ jako pro jevy bylo t°eba rozli²ovat mezi �po dvou nezávislými�
a �nezávislými� jevy, je toto t°eba rozli²ovat i pro náhodné veli£iny. Náhodné veli£iny
X1, . . . , Xn jsou po dvou nezávislé, je-li kaºdá dvojice Xi, Xj nezávislá pro v²echna
i 6= j. Veli£iny X1, . . . , Xn jsou (vzájemn¥) nezávislé, pokud

P(X1 = x1, . . . , Xn = xn) = P(X1 = x1) · . . . · P(Xn = xn)

pro v²echny moºné hodnoty x1, . . . , xn.11 Na rozdíl od náhodných jev· zde není nutné
uvaºovat i v²echny podmnoºiny {1, . . . , n}. Je-li nap°. n = 3, tak

P(X1 = x1, X3 = x3) =
∑
x2

P(X1 = x1, X2 = x2, X3 = x3)

=
∑
x2

P(X1 = x1) · P(X2 = x2) · P(X3 = x3)

= P(X1 = x1) · P(X3 = x3) ·
∑
x2

P(X2 = x2)

= P(X1 = x1) · P(X3 = x3).

P°íklad t°í náhodných veli£in, které jsou po dvou nezávislé, ale nejsou nezávislé, je
podobný p°íkladu, který jsme uvaºovali pro analogický efekt u jev·. A sice p°edpo-
kládejme, ºe házíme dv¥ma mincemi. Veli£ina X nabývá hodnoty 1, pokud na první
minci padla hlava, a hodnoty 0, pokud padl orel. Stejn¥ tak Y je 1, pokud na druhé
minci padne hlava, jinak je Y = 0. A kone£n¥ Z je 1, pokud padla práv¥ jedna
hlava, jinak je Z = 0. Snadno se ov¥°í, ºe X, Y, Z jsou po dvou nezávislé, ale nejsou
nezávislé, protoºe

0 = P(X = 1, Y = 1, Z = 1) 6= P(X = 1) · P(Y = 1) · P(Z = 1) = 1/8.

V²imn¥te si, ºe v tomto p°ípad¥ je vºdy XY Z = 0 (pokud X a Y nejsou rovny nule,
tak Z = 0) a tedy i 0 = E[XY Z] 6= E[X] · E[Y ] · E[Z] = 1/8.

V¥ta 2.8 (Vlastnosti st°ední hodnoty). 1. Nech´ X je náhodná veli£ina s kone£-
nou st°ední hodnotou. Nech´ a, b ∈ R. Pak E[aX + b] = aE[X] + b.

2. Nech´ X1, . . . , Xn jsou náhodné veli£iny s kone£nými st°edními hodnotami. Pak
E[X1 + · · ·+Xn] = E[X1] + · · ·+ E[Xn].12

10https://en.wikipedia.org/wiki/Pairwise_independence
11Ekvivalentn¥ lze op¥t v²e p°eformulovat pomocí distribu£ních funkcí.
12Varianta pro nekone£n¥ mnoho náhodných veli£in obecn¥ neplatí!
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3. Jsou-li X, Y nezávislé náhodné veli£iny s kone£nými st°edními hodnotami.
Pak E[X · Y ] = E[X] · E[Y ].

4. Jsou-li X1, . . . , Xn nezávislé náhodné veli£iny s kone£nými st°edními hodno-
tami, pak

E

[
n∏

j=1

Xj

]
=

n∏
j=1

E[Xj].

D·kaz. 1. Jsou-li x1, x2, . . . v²echny moºné hodnoty náhodné veli£iny X, pak
ax1 + b, ax2 + b, . . . jsou v²echny moºné hodnoty aX + b a platí

E[aX + b] =
∑
j

[axj + b]P(aX + b = axj + b) =
∑
j

[axj + b]P(X = xj)

= a
∑
j

xjP(X = xj) + b
∑
j

P(X = xj) = aE[X] + b.

2. Tvrzení dokáºeme pro n = 2 (tedy dv¥ náhodné veli£iny X a Y ), dále pak
plyne indukcí. Jsou-li x1, x2, . . . moºné hodnoty X a y1, y2, . . . hodnoty Y , pak
X + Y nabývá hodnot xi + yj s pravd¥podobnostmi pi,j = P(X = xi, Y = yj).
Poznamenejme, ºe m·ºe nastat i pi,j = 0. Pak platí

E[X + Y ] =
∑
i,j

(xi + yj)pi,j =
∑
i,j

xipi,j +
∑
i,j

yjpi,j

=
∑
i

xi
∑
j

pi,j +
∑
j

yj
∑
i

pi,j

=
∑
i

xi
∑
j

P(X = xi, Y = yj) +
∑
j

yj
∑
i

P(X = xi, Y = yj)

=
∑
i

xiP(X = xi) +
∑
j

yjP(Y = yj) = E[X] + E[Y ].

3. Op¥t ozna£me x1, x2, . . . moºné hodnoty X a pi = P(X = xi) a y1, y2, . . . hod-
noty Y s qj = P(Y = yj). Podobn¥ jako d°íve obdrºíme (s vyuºitím nezávislosti
X a Y )

E[X · Y ] =
∑
i,j

(xi · yj)P(X = xi, Y = yj) =
∑
i,j

(xi · yj) · pi · yj

=
(∑

i

pi · xi
)
·
(∑

j

qjyj

)
= E[X] · E[Y ].

4. Kone£n¥ obecný p°ípad plyne op¥t indukcí, sta£í si rozmyslet, ºe X1 · . . . ·Xn−1

a Xn jsou nezávislé, jsou-li X1, . . . , Xn nezávislé.
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2.4 Rozptyl

Rozptyl náhodné veli£iny vyjad°uje, jak moc se daná veli£ina obvykle li²í od svého
pr·m¥ru.

De�nice 2.9. Nech´ X je náhodná veli£ina a nech´ má dob°e de�novanou st°ední
hodnotu µ := EX. Pak rozptyl X de�nujeme jako

Var(X) = E(X − µ)2,

pokud je i tato st°ední hodnota dob°e de�nována.

Rozptyl X lze vyjád°it i jako

Var(X) = E(X − µ)2 = E(X2 − 2µX + µ2) = E[X2]− 2µE[X] + µ2

= E[X2]− [EX]2.

V¥ta 2.10 (Rozptyl sou£tu nezávislých náhodných veli£in). Nech´ X1, . . . , Xn jsou
nezávislé náhodné veli£iny s dob°e de�novaným rozptylem. Pak

Var(X1 + · · ·+Xn) = Var(X1) + · · ·+ Var(Xn).

D·kaz. Ozna£me X = X1 + · · ·+Xn, µj = EXj a µ = µ1 + · · ·+ µn = E[X]. Pak

Var(X) = E(X − µ)2 = E

[
n∑

j=1

(Xj − µj)

]2

= E

[
n∑

j,k=1

(Xj − µj)(Xk − µk)

]

=
n∑

j,k=1

E(Xj − µj)(Xk − µk)

=
n∑

j=1

E(Xj − µj)
2 +

∑
j 6=k

E(Xj − µj) · E(Xk − µk)

=
n∑

j=1

Var(Xj).
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