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1 Elementarni pravdépodobnost

1.1 Nahoda, pravdépodobnost a statistika

Neumime-li dostatec¢né dobfe vysvétlit ¢i predpovédét vysledek néjakého procesu ¢i
experimentu, jevi se nam tyto vysledky ndhodné. Napi. hazime-li opakované (na prvni
pohled prakticky totoZnym zpusobem) minci ¢ kostkou, padaji nakonec pokazdé
jind ¢isla ¢ strany mince. Pokud bychom znali pfesné polohu kostky i sily, které
na ni béhem hodu a po dopadu piisobi, tak bychom sice (alespon teoreticky) méli
byt schopni vysvétlit, které ¢islo padne a proc, ale obvykle ndm chybi jak ptfesna
znalost pocatecnich a okrajovych podminek, tak i schopnost (¢i ochota) tyto simulace
provést.

Nahodny experiment je tedy dan seznamem moznych vysledki a pravdépodob-
nostmi, ze k nim dojde. V této prednasce budeme uvazovat pouze experimenty, které
maji jen kone¢ny (pfipadné nekonecny, ale spocetny) pocet vSech moznych vysledki.
Tak napiiklad hod (férovou, Sestisténnou) kostkou je dan mnozinou vSech moznych
vysledka Q = {1,2,...,6} a vektorem p = (1/6,1/6,...,1/6). Tento vektor musi
spliiovat dva jednoduché predpoklady:

1. p, > 0 pro vSechna w € ),

2. pr: 1.

we

Vektor p = (py,)weq, ktery spliuje tato dvé pravidla, nazveme rozdéleni pravdépodob-
nosti na ).

Volba modelu: Pro dany experiment je ¢asto mozné volit rizné modely, které
vedou na rizné mnoziny €, pfipadné vektory p = (p,)weq- Tak napiiklad pro Ses-
tisténnou kostku je mozné volit 1 Q = {1,2,...,7} s p=(1/6,1/6,...,1/6,0). Zde
pr = 0 tika jen prosty fakt, ze ¢islo 7 padne s pravdépodobnosti 0. Protoze se obvykle
snazime volit na§ model kompletni, ale co nejjednoduééﬂ tak samoziejmé preferu-
jeme model s Sestiprvkovym €2.
kostkami. Vysledek takového hodu je mozné popsat dvojici padlych ¢isel sefazenych
podle velikosti, tedy

O =1{(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,2),...,(2,6),...,(6,6)}

p=(1/36,1/18,...,1/18,1/36,...,1/18,...,1/36).

'https://cs.wikipedia.org/wiki/Occamova_b¥itva



Skutec¢né, pravdépodobnost, Ze padne jednicka a dvojka je dvakrat vétsi nez ze pad-
nou dvé jednicky a

6
1

1<j<k<6

Pocet prvku €2 je # = 21.
Stejné tak si ale muzeme predstavit, ze kostky jsou ocislovany (a vime tedy, ktera
je prvni a ktera druhd) a volit

QO={1,...,6}x{1,....6} ={(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),...,(2,6),...,(6,6)}

a
= (1/36,1/36,...,1/36,...,1/36).

Vysledné € je sice vétsi (#Q = 36), ale vektor p je nyni jednodussi, v8echny jeho
komponenty jsou stejné veliké. Z toho divodu byva obvyklé volit pro tento pokus
druhy model.

Kromé oznaceni Q a p = (p,,)wen byva zvykem pouzivat jesté jiny zpusob znaceni.
Oznacime-li X vysledek hodu kostkou, pak
Pw :]P)(X :W) = 1/6

pro vSechna w € {1,...,6} oznacuje (znovu) onen fakt, ze pravdépodobnost hodu
kazdého ¢isla od 1 do 6 je stejnd, a sice 1/6. V tomto slova smyslu je X ndhodnéa
veli¢ina. Je-li A C QQ, tak definujeme

XEA pr (1‘1)

wEA

Funkce A — P(X € A) spliuje mnoho zajimavych vlastnosti.

e Predpis (L.1)) definuje P(X € A) pro vSechny mnoziny A C Q - fada v (1.1)
obsahuje pouze neziporné ¢leny, nemiize tedy oscilovat nebo nekonvergovat.
Vsechny mnoziny A C Q jsou tedy méfitelné.

e P(X € A) > 0 pro kazdou mnozinu A C €.

e Jsou-li Ay, As, ..., Ay disjunktni podmnoziny €2, pak plati, ze
N N
P(X e J4) =Y P(xea)
j=1 j=1

e Pokud je ) nekonecna, ale spocetna, a Aj, Ag,... je nekonecnéd posloupnost
disjunktnich podmnozin €2, plati opét

IP’(X e GAj) - ip(x € A)).



e P(X cQ)=1.

Funkci definované na vSech podmnozinach €2, ktera spliuje vyse uvedené pozadavky,
fikame pravdepodobnostni mira. P¥i tomto postupu jsme tedy méli na mysli nejprve
néjaky nahodny jev (hod kostkou), jeho (proménlivy) vysledek jsme oznacili X,
obor hodnot X (tedy vSechny mozné vysledky) jsme nazvali 2 a teprve nakonec
zkonstruovali pravdépodobnostni miru A — P(X € A).

V principu je mozné postupovat i opac¢né. Formalné je to naprosto v poradku,
cely postup je jen mnohem méné intuitivni. Nejprve predpokladame zadanou (konec-
nou, nebo nekone¢nou spocetnou) mnozinu 2 a poté i funkci P : A — P(A), ktera je
definovana pro vSechny A C Q) - a ktera spliuje vySe zavedené vlastnosti. (Realnd)
ndhodné veli¢ina X je pak libovolné zobrazeni X : 2 — R. Hod kostkou pak mo-
delujeme néasledujicim zptasobem: Q = {1,2,...,6}, P(A) = #A4/6 a X(w) = w pro
vSechna w € Q.

V dalsim textu uz nebudeme mezi témito dvéma piistupy rozliSovat (v obou
pfipadech mame nakonec jak mnozinu €2, tak i pravdépodobnostni miru na ni) a
budeme pouzivat P(A) a P(X € A) jako zaménné.

Uniformni rozdé&leni: Uniformni (nebo rovnomérné) rozdéleni p = (p,)q je
charakterizovano tim, Ze vSechna p,, jsou stejné velika, tedy p,, = ﬁ, kde #2 ozna-
¢uje pocet prvki mnoziny €. V tomto pfipadé pozadujeme, aby byl pocet prvki
mnoziny () kone¢ny, jinak totiz p, = 0 a pr = 0 a p neni rozdéleni. V pripadé

w

uniformniho rozdéleni lze vyjadrit P(X € A) pomoci

A
]P’(XGA):z%pw:z;#:%.

Pro vypocet pravdépodobnosti, Ze nahodné veli¢ina X spliiuje néjakou podminku
(vyjadfenou mnozinou A) tedy staci pouze umét spocitat pocet vSech moznosti (tedy
#Q) a pocet vSech “pozitivnich ptipada”, tedy #A. To bohuZel ¢asto nebyva tak jed-
noduché. Nejcastéji se pro tento ucel pouzivaji elementarni pojmy z kombinatoriky,
které ted p¥ipomeneme.

1.2 Opakovani kombinatorickych pojmii

Faktorial:

Pro prirozené ¢islon € Njen! :=1-2-...- nE] Toto ¢islo oznacuje pocet permutaci

n-prvkové mnoziny, tedy pocet prostych zobrazeni o : {1,...,n} — {1,...,n}.
Uvazujme napfiklad, kolika zptisoby mize n zaki vystoupit z autobusu vystupuji-

li po jednom pfednimi dvefmi. Pokud si zéky o¢islujeme {1,...,n} a prvni vystou-

pivsi bude o(1), druhy o(2) atd., tak kazdy zpisob vysednuti odpovida pravé jedné

permutaci a celkem je tedy n! moznosti, jak mohou 7Zaci vystoupit.

’https://cs.wikipedia.org/wiki/Faktorial

4



Variacef’| Mé&jme n objekti, z nichZ chceme postupné k vybrat. Pokud je vybranim
kazdého objektu tento objekt odstranén a pii dalsim vybéru jiz nemiize byt znovu
vybran, dostavame tzv. variace bez opakovdni. Jejich pocet je

V(k,n)=nn—1)...(n—k+1) = 1 <k<n.

(n— k)’
Pokud je po vybéru dany objekt vracen nazpét do mmnoziny vSech objektu a pii
dal$im vybéru muze byt znovu vybran, jde o variace s opakovdanim, jejiz pocet je

V'(k,n)=n* 1<k,

Kombinace{!| Pokud u k prvki vybranych z n prvkové mnoZiny bez opakovéani
nezalezi na jejich potadi, jde o kombinace a jejich pocet je

n! n

1.3 Typické alohy

1. Kolik riznych 4-mistnych PIN kodd muzeme vytvorit z Cisel 2,4,6,8, pokud se
7adna cislice neméa v kodu opakovat?

2. Kolik riznych 4-mistnych PIN kodu mizeme vytvofit z ¢isel 1,3,5,7,9 pokud
se zadna ¢islice nemé v kodu opakovat?

3. Anglickd abeceda méa 26 pismen. Potiebujeme na jeji zakédovani pomoci Mor-
seovy abecedy s teckami a ¢arkami i pétiznakové kody?

4. Cinska abeceda méa 10 000 znaki. Kdybychom chtéli pro tyto znaky vytvorit
Morseovu abecedu, kolikaznakové kody budeme potiebovat?

5. a) Jak pravdépodobné je, Ze pii hodech 7 mincemi padne pravé tiikrat hlava?
b) Jak pravdépodobné je, Ze pii 5 hodech kostkou padnou pravé dvé Sestky?
¢) Jaka je pravdépodobnost, ze pii dvou hodech kostkou bude ¢islo v druhém
hodu vétsi nez v prvnim?

6. Hazime ¢tyfmi Sestisténnymi hracimi kostkami. Urcete, jakd je pravdépodob-
nost, ze (a) padnou ¢tyfi ruzna ¢isla, (b) padnou pouze licha ¢isla, (c) soucet
¢isel na vSech kostkdach dohromady bude roven 6, (d) soucet ¢isel bude vétsi
nez 5, (e) padne alespoil jedna Sestka.

3https://cs.wikipedia.org/wiki/Variace_(kombinatorika)
*https://cs.wikipedia.org/wiki/Kombinace



7. a) Jaka je pravdépodobnost, Ze pii hodu tfemi kostkami hodime soucet 97
b) Jaka je pravdépodobnost, Ze pii hodu tfemi kostkami hodime soucet 107
c¢) Jaky soucet je pii hodu tfemi kostkami nejpravdépodobnéjsi?

8. Ktery z nésledujicich jevii ma nejvétsi pravdépodobnost:
a) pii hodu 6 kostkami padne aspon jedna Sestka,
b) pti hodu 12 kostkami padnou aspofi dvé Sestky,
¢) pii hodu 18 kostkami padnou aspon t¥i Sestky?

9. Jaké je pravdépodobnost, zZe pii ¢tyfech po sobé nasledujicich hodech Sestistén-
nou kostkou padne aspon jednou Sestka?
Jaka je pravdépodobnost, 7e ve 24 hodech dvéma kostkami padnou aspon jed-
nou dvé Sestky?
Na kterou z obou udélosti je vyhodnéjsi si vsadit?

1.4 Slozit&jsi priklady



2 Zakladni pojmy

Cilem této kapitoly je zavést zékladni pojmy nutné pro studium nadhodnych udalosti.

2.1 Nezavislé jevy

Mgéjme opét (konecnou ¢ spocetnou) € a na ni definovanou pravdépodobnostni miru
P. Prvky w € Q se nazyvaji elementdrni jevyl] Podmnoziny A C Q se nazyvaji
jevy. Na Q pfedpokladame zadefinovanou pravdépodobnostni miru P, ktera je tedy
definovana na v8ech jevech. Jeji hodnotu na mnoziné A oznacujeme P(A) a nazyvame
pravdépodobnosti A.

o Je-li A C Q néjaky jev, pak A° = Q\ A nazyvame jev opacny.
e Jsou-li A, B C Q disjunktni, pak jim fikdme i neslucitelné.

e Jsou-li Ay,..., A, (piipadné Ay, A, ..., A, ...) vzédjemné nesluditelné (tedy
A;NA; = D proi # j), ale vidy musi prave jeden z nich nastat (tedy U;A; = Q),
pak Ay, Ag, ... nazveme uplny systém jevii (nebo také disjunktni rozklad Q).

U jednoduchych nahodnych pokusii se miizeme presny vysledek dozvédét velmi
jednoduse - podivame-li se na kostku, hned vime, co padlo. Tuto informaci uz pak
nékolik kontrol ¢i méreni, abychom se dopatrali pfesného vysledku. Po kazdém méfeni
pak muzeme nékteré moznosti vyloucit, jiné se stavaji naopak pravdépodobnéjsi.

Jako jednoduchy piiklad zkusme lékarskou diagnézu. Nahodné vybrany cloveék
z celé populace mé& pravdépodobnost py na to, Ze je zdrav, a pravdépodobnosti
P1,-..,pn Da to, ze trpi jednou z N nemoci. Ozna¢me A jev, kdy je ¢lovék zdrav,
a Bi,...,By jevy, kdy trpi nemoci 1, resp. 2, 3, atd. Pro jednoduchost predpo-
kladejme, ze By,..., By jsou disjunktni a polozme B = A°¢ = Ué\[:lBj. Celkem je
tedy

N N
Q=AU JB;, po+Y p=1
j=1 j=1

Pfigel-1i ovSem nékdo do nemocnice, miazeme vyloudit jev A - zdravi lidé se na vstupu
do nemocnice (prakticky) neobjevuji. To nam umozni zjednodusit cely model. Po-
lozme

5Mnozina ) se pak nékdy nazyva mnoZina elementdrnich jevi, coz se ale jevi jako piili§ krko-
lomné oznadeni.



Na vchodu do nemocnice tedy plati P(£2') = 1 a na$ model opravdu obsahuje v8echny
mozné vysledky. Jaka je nyni pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany ¢lovék na vrat-
nici nemocnice ma nemoc 1, 2, 3, atd.? Je to

P = P1 o, = P2 Py = PN
optetpy’ T by T T ity
Nyni opét plati Zévzlp;- = 1. Pravdépodobnost, 7ze nadhodny ¢lovék ma nemoc 1 za
podminky, zZe vyhledal nemocinici, je tedy
P(By)
P(B)

P(Bi|B) = p, =

Ziskana dodatecnd informace - nebereme nahodné lidi z ulice, ale jen ty, ktefi vyhle-
dali 1ékafe - ndm umoznuje zazit prostor {2 a piepocitat/upiesnit pravdépodobnost
jednotlivych udélosti.

Definice 2.1. Necht A, B C Q jsou dva jevy a necht P(B) > 0. Pak

P(AN B)

PIAIB) = 55

(2.1)

nazyvame podminénd pravdépodobnost jevu A za podminky B.

Pokud dodate¢na informace (tedy napiiklad, ze doslo k jevu B) nemé vliv na to,
jestli doglo k jevu A ¢i nikoliv, tedy pokud

P(A) =P(A|B), tj. pokud P(ANB)=P(A)- -P(B),
tak vyskyt jevu A nezavisi na B. Pokud ale i P(A) > 0, pak plati i

P(AN B)

B = P(BIA) = P(B)

a vyskyt jevu B nezavisi na A. Celkové v takovém piipadé fekneme, ze jevy A a B
jsou nezduvislé.
Definice 2.2. Dva jevy A, B jsou nezavislé, pokud
P(AN B)=P(A) - P(B).

Pojem nezavislosti lze snadno rozsifit na vétsi pocet jevu.
Definice 2.3. Necht Ay, A, ..., A; jsou jevy. Rekneme, ze

1. Jevy A4, ..., Ai jsou “po dvou nezévislé”,ﬁ pokud

P(A; N A;) =P(A) - P(4;)

pro vSechna i # j.

pairwise independent



2. Jevy Ay, ..., Ag jsou “nezavislé”ﬂ pokud pro kazdou podmnozinu {iy,...,i;} C
{1,...,k} plati

P(A,

11

N NAL) =P(Ay) - ... P(A).

Mezi témito dvéma definicemi je zasadni rozdil. Zatimco prvni predstavuje (g)

podminek, druha vyzaduje 2* rovnosti. Druh4 definice zahrnuje jako specialni piipad
i prvni (pro j = 2) a nezavislé jevy jsou tedy i po dvou nezavislé. Opa¢na implikace
obecné neplatf] jak ukazuje nésledujici jednoduchy (a klasicky) p¥iklad.

Hazeme dvéma mincemi. Udalost, kdy na prvni minci padne hlava, oznac¢me A.
Udélost, kdy na druhé minci padne hlava, oznacme B. A konec¢né C' bude udalost,
kdy na obou mincich padne totéz - tedy bud na obou hlava nebo na obou orel. Pak
P(A) =P(B) = P(C) = 1/2. Déle plati (ovéite!)

P(ANB)=P(ANC)=P(BNC) =1/4,

ale
P(ANBNC)=1/44P(A)-P(B)-P(C).

Udalosti A, B, C jsou tedy po dvou nezavislé, ale nejsou nezavislé.

Pocitani s podminénymi pravdépodobnostmi nebyva slozité a typicky je zalozeno
ptimo na definici (2.1). Uvedme dva ptiklady takového postupu.

Véta 2.4. Necht A je ndhodny jev a necht By, ..., B, je dplng systém jevi (a.k.a.
disjunktni rozklad ) a necht P(By),...,P(B,) > 0.

1. Pak plati
P(A) = ZP(A’Bj) - P(B;). (2.2)

2. Pokud je navic i P(A) > 0, pak plati

P(A|By) - P(By)

P(Bi|A) =

n

> P(AB;) - P(B;)
j=1
Diikaz. Mnoziny A N B; tvoii disjunktni rozklad A a proto plati

P(A) = Z P(AN B;).

“mutually independent
8https://en.wikipedia.org/wiki/Independence_(probability_theory)#Pairwise_and_mutual_independence



Protoze navic P(AN B;) = P(A|B;) - P(B;), je prvni bod dokazan.
I druhy bod plyne rychle

CP(ANBy) P(ANBY) P(B,) P(A|B) - P(By)
PBIA) = =5y = BBy BA) )

a nésledné dosadime z pfedchoziho vzorce (2.2]). O

2.2 Nahodné veliCiny

Pripomenme, ze predpokladame, Ze €2 je kone¢né, nebo nekone¢né spocetna a ze pro
kazdou jeji podmnozinu A C 2 je definovana jeji mira P(A). Pak ndhodna veli¢ina
X je libovolné zobrazeni z (2 do R, tedy X : 2 — R.

Jako piiklad ndhodné veli¢iny uvazujme vysSku déti ve tiidé. Necht Q =
{di,...,dn}, kde dy, ..., dy jsou (napiiklad podle abecedy sefazené) jednotlivé déti
ve ti{dé. Necht X (d;) je vyska prvniho ditéte (v centimetrech) a stejné definujeme i
X(ds),...,X(dy). Déti budeme vybirat nahodné, tedy P({d,}) = 1/N pro viechna
1 < j < N. Pravdépodobnost, 7ze ndhodné vybrané dité mé vysku mezi 130 a 140
centimetry, pak mtuzeme zapsat jako

P({w e Q:130 < X(w) < 140}).

Skuteéné, {w € Q2 : 130 < X (w) < 140} oznacuje mnozinu v8ech déti, které maji
pozadovanou vysku, a pomoci P pak zméiime pravdépodobnost, Zze ndhodné vybrané
dité padne do této mnoziny. Celkové je ale tento zépis piili§ dlouhy, obvykle jej
zkracujeme na

P(130 < X < 140).

Pro nahodnou veli¢inu X lze definovat jeji distribucni funkci F' : R — R jako
F(z) .= P(X < z). Pro spojité rozdélené nahodné veli¢iny je to velice uziteény
pojem, pro diskrétni ndhodné veli¢iny se lze bez néj docela dobfe obejit a nahradit
jej piipadné pomoci

F(z)=P(X <x)= Y P(X

T;<zT

2.3 Stredni hodnota

Definice 2.5. Stiedni hodnota ndhodné veli¢iny X definované na diskrétnim prav-
dépodobnostnim prostoru €2 a nabyvajici hodnot z1,xs,... je

EX = Zl‘] = ;). (2.3)

10



Poznamka 2.6. 1. Pokud je Q) konecnd, tak je E X dobfe definovdno pro kazZdou
ndhodnou velicinu X a je to vlastnée vdZeny primeér vsech mozniych vysledki
T1,...,Ty, kde vihy jsou pravdépodobnosti toho, Ze pri pozorovdini X opravdu
uvidime x1, To, . . ..

2. Je-li Q) nekonecnd, muze dojit k problémum s konvergenci v . Vzhledem k
tomu, Ze poradi prokid Q) by nemélo mit vliv na zavedené pojmy, tak vyZadujeme,
aby konvergovala ke stejné hodnoté pri libovolném preuspordaddni, tedy
(podle Riemannovy véty) aby konvergovala absolutné. Pokud tomu tak nent,
rekneme, Ze stredni hodnota X meni definovdna.

3. Pokud napiiklad Q = {1,2,3,...}, P({j}) = 5 o X(j) =27, tak
j=1 1 ‘

Jj= Jj=1

Ndhodnd velicina X nabyjvd tedy jen konecnijch hodnot, ale 1 presto je jeji
stredni hodnota nekonecnd.

Mame-li dany dvé ndhodné veliciny X a Y a znalost hodnoty jedné z nich ndm
nedava zadnou vyhodu ve znalosti hodnoty druhé z nich, pak fekneme, 7ze X a Y
jsou nezavislé.

Definice 2.7. Rekneme, Ze ndhodné veliciny X a Y, definované na témze prostoru
), jsou nezavislé, pokud

PX=2x2Y=y)=PX=x)-PY =y)
pro viechny mo7né z z oboru hodnot X a viechny y z oboru hodnot Y [

V nasem ptipadé s tfidou, kde X oznacovalo vysku ditéte, by naptiklad Y mohlo
oznacovat vahu ditéte. Veliciny X a Y ale nejspiSe nebudou nezavislé - vime-li, ze
nidhodné vybrané dité mé velkou vysku, bude mit spiSe i vyssi vahu.

Prikladem nezavislych nahodnych veli¢in je naptiklad hod dvéma kostkami - pied-
pokladame, ze vysledny pocet ok na jedné kostce nijak neovliviiuje pocet ok na druhé
kostce. Proto pro jejich modelovani s vyhodou pouzijeme techniku (tenzorového ¢i
kartezského) sou¢inu. Jsou-li (Q2,P) a (€', P’) dva (diskrétni) pravdépodobnostni pro-
story, pak © x €' vybaveny mirou spliujici P(A x B) = P(A) - P'(B) je opét pravde-
podobnostni prostor.

9V fedi distribucnich funkci lze toto ekvivalentné pieformulovat jako

Fixyy(z,y) =P(X <2,V <y)=P(X <z)-P(Y <y)=Fx(z) Fy(y).
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Predpoklad nezévislosti je ¢asto velmi prakticky, protoze umoziuje rozdélit slo-

vvvvvv

ze plati jen piiblizné. Napiiklad predpoklad, Ze zpozdéni jednotlivych autobust na
stejné lince MHD, jsou na sobé nezavisla, je vice ¢i méné zavadéjici.

Varovdm’.m Stejné jako pro jevy bylo t¥eba rozliSovat mezi “po dvou nezavislymi”
a “nezavislymi” jevy, je toto tfeba rozlisovat i pro ndhodné veli¢iny. Nahodné veli¢iny
X1,...,X, jsou po dvou nezavislé, je-li kazda dvojice X;, X; nezavisla pro vSechna
i # 7. Veli¢iny X, ..., X, jsou (vzajemné&) nezavislé, pokud

PXy=x1,....Xp=2,) =P( X1 =21) ... ' P(X,, = z,)

pro véechny mozné hodnoty 1, . . ., 2, Na rozdil od nahodnych jevi zde neni nutné
uvazovat i vSechny podmnoziny {1,...,n}. Je-li napf. n = 3, tak

]P)(Xl = ZL‘l,Xg = {E'g) = ZP(Xl = I1,X2 = anX?: - 1'3)
T2
= Z]P(Xl =1x1) - P(Xy = 29) - P(X3 = 23)
2

= ]P(Xl = .Z'l) . P(Xg = 1’3) . ZP(XQ = ZL’Q)

)

I
=
o
I
8
=
e
I

5173).

Priklad t¥i ndhodnych veli¢in, které jsou po dvou nezavislé, ale nejsou nezavislé, je
podobny piikladu, ktery jsme uvazovali pro analogicky efekt u jevii. A sice predpo-
kladejme, 7ze hazime dvéma mincemi. Veli¢ina X nabyva hodnoty 1, pokud na prvni
minci padla hlava, a hodnoty 0, pokud padl orel. Stejné tak Y je 1, pokud na druhé
minci padne hlava, jinak je Y = 0. A konecné Z je 1, pokud padla pravé jedna
hlava, jinak je Z = 0. Snadno se ovéii, ze X, Y, Z jsou po dvou nezavislé, ale nejsou
nezéavislé, protoze

0=PX=1Y=12=1#PX=1)-P(Y =1)-P(Z=1) =1/3.

Vsimnéte si, ze v tomto piipadé je vidy XY Z = 0 (pokud X a Y nejsou rovny nule,
tak Z =0) atedy i 0 =E[XYZ] #E[X]-E[Y] -E[Z] =1/8.

Véta 2.8 (Vlastnosti stfedni hodnoty). 1. Necht X je ndhodnd veli¢ina s konec-
nou stiedni hodnotou. Necht a,b € R. Pak E[aX + b] = aE[X] + b.

2. Necht X1, ..., X, jsou ndhodné veliciny s konecnyms strednimi hodnotami. Pak
E[X) + -+ X, =E[X{] +--- + E[X,,][F

Ohttps://en.wikipedia.org/wiki/Pairwise_independence
HEkvivalentné lze opét vie preformulovat pomoci distribu¢nich funkei.
12Varianta pro nekone¢né mnoho nadhodnych veli¢in obecné neplati!
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3. Jsou-li X|Y nezavislé ndhodné veliciny s konecnymi stFednimi hodnotams.

Pak E[X - Y] = E[X] - E[Y].

4. Jsou-li Xq,...,X, nezavislé ndahodné veliciny s konecnymi stiednimi hodno-
tami, pak
E ij] = [ EX;]
j=1 j=1
Diikaz. 1. Jsou-li xy,29,... vSechny mozné hodnoty nahodné veliciny X, pak

ari + b,axs +0b, ... jsou v8echny mozné hodnoty aX + b a plati

ElaX +b] = Z[axj +bP(aX +b=az; +b) = Z[axj + bP(X = z;)

=a) zP(X=12;)+bY P(X =u;)=aE[X]+.

2. Tvrzeni dokdzeme pro n = 2 (tedy dvé nahodné veliciny X a Y), dale pak
plyne indukci. Jsou-li xq, x5, ... mozné hodnoty X a yq,ys,... hodnoty Y, pak
X + Y nabyva hodnot z; + y; s pravdépodobnostmi p; ; = P(X = z;,Y = y;).
Poznamenejme, Ze muZe nastat i p; ; = 0. Pak plati

E[XJrY]:Z(xz—ky] Dij = lep”—FZyjp”
—szZp”JrZyjzpu
:inZP —2,Y +Z%ZP =z, Y = y)
:inpz _xl—i—Zy] =y;) = E[X] + E[Y].

3. Opét oznalme x4, xg, ... mozné hodnoty X a p; = P(X = ;) a y1,¥s, ... hod-
noty Y's ¢; = P(Y = y;). Podobné jako dfive obdrzime (s vyuzitim nezavislosti
XaY)

EX-Y]= Z(l’z YIP(X =2, Y =y) =Y (@) pi-y

i?j

- (szxz> : (Z qa'%’) = E[X]-E[Y].

4. Konecné obecny piipad plyne opét indukci, staci si rozmyslet, ze X;-...- X,,_1
a X, jsou nezavislé, jsou-li Xy,..., X, nezavislé.
m
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2.4 Rozptyl

Rozptyl ndhodné veliciny vyjadiuje, jak moc se dana veli¢ina obvykle 1isi od svého
priaméru.

Definice 2.9. Necht X je ndhodn4 veli¢ina a necht ma dobre definovanou stiedni
hodnotu p := E X. Pak rozptyl X definujeme jako

Var(X) = E(X — )2,
pokud je i tato stfedni hodnota dobie definovana.
Rozptyl X lze vyjadrit i jako

Var(X) = E(X — p)? = BE(X? — 2uX + 1%) = E[X?] — 2uE[X] + 2
= E[X?) - [E X%

Véta 2.10 (Rozptyl souc¢tu nezavislych ndhodnych veli¢in). Necht Xy,..., X, jsou
nezdvislé ndhodné veliciny s dobre definovangm rozptylem. Pak

Var(X; +---+ X,,) = Var(Xy) + - - - + Var(X,,).

Dikaz. Oznatme X = X3+ -+ X,,, pj =EX; a p=py + -+ p, = E[X]. Pak

Var(X) = E(X — p)* =E Z(Xj —uy)| =E Z (X5 = p) (X — pn)
= > B — ) (Xk — )
7,k=1
- ZE(XJ’ — py)° + Z]E(Xj — ) - B( Xk — )
Jj=1 J#k

= ZVar(Xj).
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