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5. Cviceni
Néahodné prochéazka na Z

Néhodna prochézka na celych ¢islech Z je nasledujici koncept. Necht

n =

¥ +1, s pravdépodobnosti 1/2,
—1, s pravdépodobnosti 1/2

jsou nezavislé proménné. Pak
50:07 Sn:X1++Xn:Sn71+Xn
je ndhodna prochéazka na Z.
1. Dokazte, ze
EX,=0 varX,=1, ES,=0, varS,=n
pro v8echna n € Nj.

2. Rozmyslete si, Ze kazdou realizaci ndhodné prochazky do ¢asu n je mozné popsat pomoci
pravé jednoho vektoru (X7i,...,X,) € {—1,+1}"; jejich celkovy pocet je 2" a vSechny jsou
stejné pravdépodobné. Necht N, ; je pocet moznosti, jak miiZze ndhodna prochazka docilit
stavu S,, = k. Pro ktera k,n je Ny, # 07

3. Dokazte, ze pokud N, ; # 0, tak
n n
Noj = <n+k> - (n—>
2 2
4. Princip zrcadleni

Necht ng < n1 a necht dosazeni Sy, = k; je mozné po Sy, = ko. Necht ko a k1 maji stejné
znaménko. Rozmyslete si (napf. vhodnym obrazkem), Ze existuje vzajemné jednozna¢na
korespondence mezi cestami z Sy, = ko do Sy, = ki, které protinaji osu 5,, = 0, a cestami
Z Sno = —k() do Sn1 = k‘l.

Napovéda: Pronasobte ¢ast cesty mezi Sy, = ko a Sy, = 0 ¢islem -1.

5. “The Ballot theorem”

Pokud k£ > 0, tak pocet cest z Sg = 0 do S,, = k, které spliuji S1 > 0,...,5,-1 > 0,5, >0,

je
k
*Nn,k-
n

“Napoveéda’

e 51 =1 pfimo ze zadand;

e pocet cest z 51 =1do S, =k je Np—1 —1;



e ndkteré z téchto cest protnou osu S, = 0 a nevyhovuji tedy zadéni; jejich pocet je
(podle principu zrcadleni) stejny jako pocet cest z .S; = —1 do S, =k, tedy Np_1 j41;

e Definujme

n+k n—=k
p= > a m= 5
Pak plati
m+p—1 m+p—1 p—m (m+p)! k
Np1 k-1 — Np—1 k1 = - =...= . = Nk
p—1 p p+m m!p! n

6. Jiné verze “Ballot theorem:
Ve volbach s n hlasy vyhral jeden kanditat o £ hlasi. Hlasy se s¢italy v ndhodném poradi.
Jaka je paravdépodobnost, ze vitézny kandidat vedl po celou dobu s¢itani? Odpoved: k/n.

7. K prvnimu névratu do pocatku dojde v ¢ase 2n, pokud S1 #0,...,52,_1 # 0 a So, = 0.
Dokazte, ze

1 2
fon := P(k prvnimu navratu do po¢atku dojde v case 2n) = T ( n> 272,
n—1\n

Néavod: Cesty, které se poprvé navraci do poc¢atku v ¢ase 2n, spliuji Sp = 0, S1 =1, S2 > 0,
covy Sop_1 =1, Sy, =0, pripadné Sp = 0,571 = —1,55 <0,...,5,_1 = —1, S9, = 0. Pocet
cest v prvni skupiné€ je roven poctu cest z So = 0 do Sz,—1 = 1, které jsou pro m > 1
kladné, tedy

1 1 [(2n—1 1 @n—-1! 20 1 1 [(2n
Nop_11 = — == .

2 — 1 m—1\ n ) 2n—1 nln-1! 2n 2 2n—1\n

Druhé skupina je (ze symetrie) stejné velika, odkud jiz plyne vysledek.

8. Pravdépodobnost navratu do poc¢atku (v néjakém case) je 1.
Navod: Stadi oveérit, ze
oo
Z f2n =1
n=1

Vyuzijte, ze fon, = P(Sg(n,l) =0) —P(S2, = 0).

9. Stfedni doba navratu prvniho navratu do pocatku je +oc.
Népovéda: Staci ovérit, ze

oo
Z 2n fop, = 400.
n=1



