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6. Cviceni

Nerovnosti, stfedni hodnoty, grafy ...

Pravdépodobnostni nerovnosti:

a)

b)

c)

Markovova nerovnost: Necht X je nezdpornd nadhodné veli¢ina. Pak pro kazdé a > 0 plati

P(X >a) < %
a

éebyéevova nerovnost: Necht X je ndhodnd veli¢ina. Pak pro kazdé a > 0 plati

E|X — EX|? X
P(|X —EX| > a) = P(|X —EX|? > a?) < | : 2 Var(2 )
a a

Bernsteinova nerovnost: Necht Xi,..., X, jsou nezavislé s P(X; = £1) =1/2 a ¢ > 0. Pak
P11y, <2 2/2
n; i| >e| <2exp(—ne’/2).
Dtikaz: Pro A > 0 plati podle Markovovy nerovnosti

PNX1+ -4+ Xpn) > Ane) = P(exp[A(X1 + - - + X,,)] > exp(Ane))
< e MR ER) = AN [EAXI T — ¢ TAE cogh™ (N)

< €—>\n<5-i-n>\2/27 (COSh(t) < et2/2)'

Pak staci dosadit A = €.

Ulohy:

1. (5b)

2. (6b)

Predpokladejme, Ze po dlouhé noci se n opilych namoinika vrati na lod a postupné, nezavisle
a ndhodné vstoupi do jedné z r kabin a usnou. Za pfedpokladu, ze vyberou kazdou kabinu s
rovnomérnym rozdélenim (a ignoruji vSechny ostatni namorniky, ktefi jsou jiz uvnit¥), jaka
je stfedni hodnota poc¢tu prazdnych kabin?

Problém sbératele kupéni: Predpoklddejme, ze v kazdé krabici cerealii lze nalézt jeden
kupon. Existuje n raznych typd kupéni. Abyste vyhrali cenu, musite posbirat vSech n
typt. Ukazte, ze v priméru musite koupit < nlnn krabic, abyste vyhrali cenu. Jaky je
rozptyl této ndhodné veli¢iny?

Predpokladejme, ze par opravdu chce mit hol¢i¢ku. Pro jednoduchost predpokladejme, ze
pohlavi jednotlivych déti je nezavislé na ostatnich détech a ze je 50% Sance, Ze kazdé naro-
zené dité bude divka. Pokud péar trva na tom, ze bude mit déti, dokud si nepofidi divku,
kolik je primeérny pocet chlapci, ktefi se jim pred tim narodi?



4. (6b)

6. (3b)

7. (7h)

9. (10b)*

10. (6b)

11. (5b)*

12. (5b)*

13. (7h)

Méte n > 1 ¢fsel 0,1,...,n — 1 uspofddanych na kruhu. Nahodny chodec za¢ina na 0 a v
kazdém kroku se ndhodné presune k jednomu ze svych dvou nejbliz8ich sousedi. Pro kazdé
1 vypocitejte pravdépodobnost p;, Ze pfi prvnim piichodu do ¢ uz byly navstiveny vSechny
ostatni body - tedy ze ¢ je posledni navstiveny bod. Nap¥. pg = 0.

Pravdépodobnostni metoda v teorii grafi

. Zakladni pojmy teorie grafi: G = (V, E), obarveni vrchold, obarveni hran, K,

V uplném grafu o n vrcholech obarvime kazdou hranu ¢ervené s pravdépodobnosti 0 < p <
1. Jaka je stfedni hodnota cervenych trojuhlenika v grafu?

Ramseyho ¢islo R(k,?) je nejmensi pFirozené ¢islo n s nasledujici vlastnosti: Kdykoliv obar-
vime hrany kompletniho grafu K, dvéma barvami (napi. ¢ervenou a modrou), tak v ném
najdeme ¢ervené Kj nebo modré K. Presnéji feceno, najdeme k prvkovou podmnozinu
K, takovou, ze vSechny hrany mezi témito vrcholy jsou Cervené nebo najdeme £ prvkovou
podmnozinu takovou, Ze v8echny hrany mezi témito vrcholy jsou modré.

Dokazte: Pokud je (Z) 91-(5) < 1, pak R(k, k) > n. Odtud pak R(k, k) > [2"/2] pro k > 3.

Na turnaji hraje n hract systémem kazdy s kazdym hru, u které neni mozna remiza (a
kazdou z (g) partii tedy nékdo vyhral a nékdo prohral). Rekneme, Ze turnaj mél vlastnost
Sk, pokud pro kazdou podmnozinu k hraci existoval jiny hrac, ktery je vSechny porazil.

n

Dokazte, ze pokud (k:

Sp.

)(1 —27F)n=F < 1 pak existuje turnaj n hraci, ktery ma vlastnost

Dominujici podmnozina grafu G = (V, E) je mnozina U C V takovd, ze kazdy vrchol
v € V\U ma souseda v U. DokaZte, ze pokud mé v grafu o n vrcholech kazdy vrchol alesponi
1+In(d+1)

vrcholech.
0+1

0 > 1 sousedd, tak existuje dominujici podmnoZina o nejvyse n
Existuje turnaj o n hracich a alespoir n!2~ (1) hamiltonovskych kruznicich. (Hamiltonov-
ski kruznice je kruznice v grafu, kterd projde pravé jednou vSemi jeho vrcholy).

Necht G = (V, E) je graf o n vrcholech a e hranach. Pak v G existuje bipartitni podgraf
o alespon e/2 hranéach. (Graf se nazyva bipartitni, pokud lze jeho vrcholy rozdélit na dvé
Casti a vSechny hrany vedou jen mezi témito ¢astmi, ne uvniti téchto ¢asti.)

a

n

Existuje obarveni K,, dvéma barvami, které mé nanejvys < >21_(2) monochromatickych
a

K,.

Necht vy, ..., v, € R™ jsou jednotkové vektory, tedy ||vi]|2 = 1 proi = 1,...,n. Pak existuji

E1,...,6n € {=1,41} takové, Ze |eqv1 + -+ + epvnlle < /1 a také existuji ¢1,...,¢, €
{—1,+1} takové, Ze |[@1v1 + - + ppvp|l2 > V/n.



