
Úvod do pravd¥podobnosti 1

ZS 2024/25, FJFI �VUT

6. Cvi£ení
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Pravd¥podobnostní nerovnosti:

a) Markovova nerovnost: Nech´ X je nezáporná náhodná veli£ina. Pak pro kaºdé a > 0 platí

P(X ≥ a) ≤ EX
a
.

b) �eby²evova nerovnost: Nech´ X je náhodná veli£ina. Pak pro kaºdé a > 0 platí

P(|X − EX| ≥ a) = P(|X − EX|2 ≥ a2) ≤ E|X − EX|2

a2
=

var(X)

a2
.

c) Bernsteinova nerovnost: Nech´ X1, . . . , Xn jsou nezávislé s P(Xi = ±1) = 1/2 a ε > 0. Pak

P

∣∣∣∣∣∣ 1n
n∑
j=1

Xj

∣∣∣∣∣∣ > ε

 ≤ 2 exp
(
−nε2/2

)
.

D·kaz: Pro λ > 0 platí podle Markovovy nerovnosti

P(λ(X1 + · · ·+Xn) > λnε) = P(exp[λ(X1 + · · ·+Xn)] > exp(λnε))

≤ e−λnεEeλ(X1+···+Xn) = e−λnε[EeλX1 ]n = e−λnε coshn(λ)

≤ e−λnε+nλ2/2, (cosh(t) ≤ et2/2).

Pak sta£í dosadit λ = ε.

Úlohy:

1. (5b) P°edpokládejme, ºe po dlouhé noci se n opilých námo°ník· vrátí na lo¤ a postupn¥, nezávisle
a náhodn¥ vstoupí do jedné z r kabin a usnou. Za p°edpokladu, ºe vyberou kaºdou kabinu s
rovnom¥rným rozd¥lením (a ignorují v²echny ostatní námo°níky, kte°í jsou jiº uvnit°), jaká
je st°ední hodnota po£tu prázdných kabin?

2. (6b) Problém sb¥ratele kupón·: P°edpokládejme, ºe v kaºdé krabici cereálií lze nalézt jeden
kupón. Existuje n r·zných typ· kupón·. Abyste vyhráli cenu, musíte posbírat v²ech n
typ·. Ukaºte, ºe v pr·m¥ru musíte koupit � n lnn krabic, abyste vyhráli cenu. Jaký je
rozptyl této náhodné veli£iny?

3. (3b) P°edpokládejme, ºe pár opravdu chce mít hol£i£ku. Pro jednoduchost p°edpokládejme, ºe
pohlaví jednotlivých d¥tí je nezávislé na ostatních d¥tech a ºe je 50% ²ance, ºe kaºdé naro-
zené dít¥ bude dívka. Pokud pár trvá na tom, ºe bude mít d¥ti, dokud si nepo°ídí dívku,
kolik je pr·m¥rný po£et chlapc·, kte°í se jim p°ed tím narodí?



4. (6b) Máte n > 1 £ísel 0, 1, . . . , n − 1 uspo°ádaných na kruhu. Náhodný chodec za£íná na 0 a v
kaºdém kroku se náhodn¥ p°esune k jednomu ze svých dvou nejbliº²ích soused·. Pro kaºdé
i vypo£ítejte pravd¥podobnost pi, ºe p°i prvním p°íchodu do i uº byly nav²tíveny v²echny
ostatní body - tedy ºe i je poslední nav²tívený bod. Nap°. p0 = 0.

Pravd¥podobnostní metoda v teorii graf·

5. Základní pojmy teorie graf·: G = (V,E), obarvení vrchol·, obarvení hran, Kn

6. (3b) V úplném grafu o n vrcholech obarvíme kaºdou hranu £erven¥ s pravd¥podobností 0 < p <
1. Jaká je st°ední hodnota £ervených trojúhleník· v grafu?

7. (7b) Ramseyho £íslo R(k, `) je nejmen²í p°irozené £íslo n s následující vlastností: Kdykoliv obar-
víme hrany kompletního grafu Kn dv¥ma barvami (nap°. £ervenou a modrou), tak v n¥m
najdeme £ervené Kk nebo modré K`. P°esn¥ji °e£eno, najdeme k prvkovou podmnoºinu
Kn takovou, ºe v²echny hrany mezi t¥mito vrcholy jsou £ervené nebo najdeme ` prvkovou
podmnoºinu takovou, ºe v²echny hrany mezi t¥mito vrcholy jsou modré.

Dokaºte: Pokud je
(
n

k

)
21−(

k
2) < 1, pak R(k, k) > n. Odtud pak R(k, k) ≥ b2k/2c pro k ≥ 3.

8. (7b) Na turnaji hraje n hrá£· systémem kaºdý s kaºdým hru, u které není moºná remíza (a
kaºdou z

(
n
2

)
partií tedy n¥kdo vyhrál a n¥kdo prohrál). �ekneme, ºe turnaj m¥l vlastnost

Sk, pokud pro kaºdou podmnoºinu k hrá£· existoval jiný hrá£, který je v²echny porazil.

Dokaºte, ºe pokud
(
n

k

)
(1− 2−k)n−k < 1, pak existuje turnaj n hrá£·, který má vlastnost

Sk.

9. (10b)* Dominující podmnoºina grafu G = (V,E) je mnoºina U ⊂ V taková, ºe kaºdý vrchol
v ∈ V \U má souseda v U . Dokaºte, ºe pokud má v grafu o n vrcholech kaºdý vrchol alespo¬

δ > 1 soused·, tak existuje dominující podmnoºina o nejvý²e n
1 + ln(δ + 1)

δ + 1
vrcholech.

10. (6b) Existuje turnaj o n hrá£ích a alespo¬ n!2−(n−1) hamiltonovských kruºnicích. (Hamiltonov-
ská kruºnice je kruºnice v grafu, která projde práv¥ jednou v²emi jeho vrcholy).

11. (5b)* Nech´ G = (V,E) je graf o n vrcholech a e hranách. Pak v G existuje bipartitní podgraf
o alespo¬ e/2 hranách. (Graf se nazývá bipartitní, pokud lze jeho vrcholy rozd¥lit na dv¥
£ásti a v²echny hrany vedou jen mezi t¥mito £ástmi, ne uvnit° t¥chto £ástí.)

12. (5b)* Existuje obarvení Kn dv¥ma barvami, které má nanejvý²
(
n

a

)
21−(

a
2) monochromatických

Ka.

13. (7b) Nech´ v1, . . . , vn ∈ Rn jsou jednotkové vektory, tedy ‖vi‖2 = 1 pro i = 1, . . . , n. Pak existují
ε1, . . . , εn ∈ {−1,+1} takové, ºe ‖ε1v1 + · · · + εnvn‖2 ≤

√
n a také existují ϕ1, . . . , ϕn ∈

{−1,+1} takové, ºe ‖ϕ1v1 + · · ·+ ϕnvn‖2 ≥
√
n.


