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1. Základní pojmy teorie graf·: G = (V,E), obarvení vrchol·, obarvení hran, Kn

2. Ramseyho £íslo R(k, `) je nejmen²í p°irozené £íslo n s následující vlastností: Kdykoliv obar-
víme hrany kompletního grafu Kn dv¥ma barvami (nap°. £ervenou a modrou), tak v n¥m
najdeme £ervené Kk nebo modré K`. P°esn¥ji °e£eno, najdeme k prvkovou podmnoºinu
Kn takovou, ºe v²echny hrany mezi t¥mito vrcholy jsou £ervené nebo najdeme ` prvkovou
podmnoºinu takovou, ºe v²echny hrany mezi t¥mito vrcholy jsou modré.

Dokaºte: Pokud je
(
n

k

)
21−(

k
2) < 1, pak R(k, k) > n. Odtud pak R(k, k) ≥ b2k/2c pro k ≥ 3.

3. Na turnaji hraje n hrá£· systémem kaºdý s kaºdým hru, u které není moºná remíza (a
kaºdou z

(
n
2

)
partií tedy n¥kdo vyhrál a n¥kdo prohrál). �ekneme, ºe turnaj m¥l vlastnost

Sk, pokud pro kaºdou podmnoºinu k hrá£· existoval jiný hrá£, který je v²echny porazil.

Dokaºte, ºe pokud
(
n

k

)
(1− 2−k)n−k < 1, pak existuje turnaj n hrá£·, který má vlastnost

Sk.

4. Dominující podmnoºina grafu G = (V,E) je mnoºina U ⊂ V taková, ºe kaºdý vrchol
v ∈ V \U má souseda v U . Dokaºte, ºe pokud má v grafu o n vrcholech kaºdý vrchol alespo¬

δ > 1 soused·, tak existuje dominující podmnoºina o nejvý²e n
1 + ln(δ + 1)

δ + 1
vrcholech.

5. Existuje turnaj o n hrá£ích a alespo¬ n!2−(n−1) hamiltonovských kruºnicích.

6. Nech´ G = (V,E) je graf o n vrcholech a e hranách. Pak v G existuje biparitní podgraf o
alespo¬ e/2 hranách.

7. Existuje obarvení Kn dv¥ma barvami, které má nanejvý²
(
n

a

)
21−(

a
2) monochromatických

Ka.

8. Nech´ v1, . . . , vn ∈ Rn jsou jednotkové vektory, tedy ‖vi‖2 = 1 pro i = 1, . . . , n. Pak existují
ε1, . . . , εn ∈ {−1,+1} takové, ºe ‖ε1v1 + · · · + εnvn‖2 ≤

√
n a také existují ϕ1, . . . , ϕn ∈

{−1,+1} takové, ºe ‖ϕ1v1 + · · ·+ ϕnvn‖2 ≥
√
n.


