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Následující text vznikl jako dopln¥k k základním kurz·m matematiky p°edná²eným v �echách
a na Morav¥. Hlavní cíle celého tohoto spisku jsou ve zkratce následující:

• Ukázat student·m, ºe základní kurz matematiky není jen o Dirichletov¥ kriteriu a Eule-
rov¥ substituci, ale ºe má úzkou souvislost i s moderními partiemi teoretické i aplikované
matematiky.

• Ukázat student·m, ºe jednotlivé obory matematiky spolu úzce souvisejí. Tedy, ºe °adu
výsledk· v analýze dostaneme nejjednodu²eji pomocí statistiky, ºe analýza je základním
nástrojem numeriky, a ºe v²echny tyto sm¥ry je t°eba správn¥ skloubit, kdyº dojde na
aplikovanou matematiku.

Pokud se tento text dostane do ruky student·m se zájmem o n¥které z téma zde zpracovaných,
neváhejte se na m¥ obrátit!
Pokud se tento text dostane do ruky komukoliv, kdo bude znát n¥jaké jiné vhodné téma, dejte
mi prosím v¥det!
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1 Rychlá Fourierova transformace (FFT)

Nech´ ZN je mnoºina N -tých odmocnin jedni£ky v oboru komplexních £ísel, tedy

ZN = {1, e2πi/N , e2·2πi/N . . . , e(N−1)·2πi/N}.

Pak ZN s obvyklým násobením komplexních £ísel je Abelovská (tedy komutativní) grupa. Dále
je ZN isomorfní s mnoºinou {0, 1, . . . , N − 1} vybavenou sumací modulo N . A dále je isomorfní
s Z/NZ, mnoºin¥ t°íd ekvivalence celých £ísel de�novaných pomocí zbytku p°i d¥lení N .

De�nujeme vektory el ∈ CN s komponentami el(k), k = 0, . . . , N − 1

el(k) = e2πilk/N pro l = 0, 1, . . . , N − 1 a k = 0, 1, . . . , N − 1.

Stejn¥ tak je moºné se na dívat na el jako na funkce el : {0, 1, . . . , N−1} → C. Kone£n¥ ozna£íme
V vektorový prostor komplexních funkcí na {0, 1, . . . , N − 1} se skalárním sou£inem

〈F,G〉V =
N−1∑
k=0

F (k)G(k),

a normou

‖F‖2V =

N−1∑
k=0

|F (k)|2.

Jednoduchý výpo£et dává

Lemma 1.1. Pro 0 ≤ l,m ≤ N − 1 platí

〈el, em〉V = N · δm,l =

{
N pro l = m,

0 jinak.
.

Vektory e∗l = el/
√
N, l = 0, 1, . . . , N − 1, tvo°í tedy ortonormální bázi V .

Pro kaºdé F ∈ V tedy dostaneme

F =
N−1∑
n=0

〈F, e∗n〉V e∗n,

‖F‖2 =
N−1∑
n=0

|〈F, e∗n〉V |2.

Pro n ∈ Z de�nujeme n-tý Fourier·v koe�cient F jako

an = F̂ (n) =
1

N

N−1∑
k=0

F (k)e−2πikn/N =
1√
N
〈F, e∗n〉.

V¥ta 1.2. Pro F ∈ V máme

F (k) =
N−1∑
n=0

〈F, e∗n〉V e∗n(k) =
N−1∑
n=0

√
Nane

∗
n(k) =

N−1∑
n=0

anen(k) =
N−1∑
n=0

ane
2πink/N ,

N−1∑
n=0

|an|2 =
1

N

N−1∑
n=0

|〈F, e∗n〉V |2 =
1

N
‖F‖2 =

1

N

N−1∑
k=0

|F (k)|2.
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Naivní zp·sob výpo£tu F̂ (0), . . . , F̂ (N − 1) pro dané F (0), . . . , F (N − 1) a ωN = e−2πi/N je

aNk (F ) :=
1

N

N−1∑
r=0

F (r)ωkrN .

Zahrnuje tedy N−2 multiplikací vedoucí k ω2
N , . . . , ω

N−1
N a kaºdé aNk vyºaduje N+1 multiplikací

a N − 1 sou£t·. Celkem tedy pot°ebujeme 2N2 +N − 2 ≤ 2N2 +N operací. .

V¥ta 1.3. (Fast Fourier Transform) Pro dané ωN = e−2πi/N s N = 2n pot°ebujeme nejvý²e

4 · 2n · n = 4N log2(N) = O(N logN)

operací k výpo£tu v²ech Fourierových koe�cient· F .

D·kaz. Nech´ #(M) je minimální po£et operací pot°ebných k výpo£tu v²ech Fourierových koe�-
cient· na ZM . Tvrdíme, ºe platí

#(2M) ≤ 2#(M) + 8M

pokud ω2M = e−2πi/(2M) je dáno.
Pouºitím tohoto tvrzení lze jiº v¥tu snadno dokázat indukcí. Pro N = 21 = 2 pot°ebujeme jist¥
mén¥ neº 8 operací, abychom vypo£etli

aN0 (F ) = 1/2(F (1) + F (−1)), aN1 (F ) = 1/2(F (1)− F (−1)).

Pokud v¥ta platí pro N = 2n−1, pak dostaneme

#(2N) ≤ 2 · 4 · 2n−1(n− 1) + 8 · 2n−1 = 8n2n−1 = 4n2n.

D·kaz tvrzení:
Pot°ebujeme nejvý²e 2M operací, abychom získali ω2

2M , . . . , ω
2M−1
2M . Dále, pro F de�novanou na

Z2M , uvaºujeme F0 a F1 de�nované na ZM , které jsou zadány pomocí F0(r) = F (2r) a F1(r) =
F (2r+1). P°edpokládáme dále, ºe jsme schonpni jejich vypo£íst jejich Fourierovy koe�cienty (na
ZM ) v #(M) operacích.

Tvrzení pak plyne z následujícího výpo£tu (0 ≤ k ≤ 2M − 1)1

a2M
k (F ) =

1

2M

2M−1∑
r=0

F (r)ωkr2M =
1

2

(
1

M

M−1∑
l=0

F (2l)ω
k(2l)
2M +

1

M

M−1∑
m=0

F (2m+ 1)ω
k(2m+1)
2M

)

=
1

2

(
1

M

M−1∑
l=0

F0(l)ωklM +
1

M

M−1∑
m=0

F1(m)ωkmM ωk2M

)

=
1

2

(
aMk (F0) + aMk (F1)ωk2M

)
.

1V²imn¥te si, ºe aMk (F0) = aMk−M (F0) pro k ≥M.
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Cvi£ení:

1. Jiná forma téhoº de�nuje Diskrétní Fourierovu Transformaci (DFT) Fx signálu x ∈ CN
jako

Fx := FNx,

kde FN je N -dimenzionální Fourierova matice

FN =
(
e−2πik`/N

)
k,`=0,...,N−1

.

2. Rozmyslete si, ºe jsme jiº vlastn¥ dokázali, ºe 1√
N
· FN je unitární matice, a ºe tedy

F−1
N =

1

N

(
e2πik`/N

)
k,`=0,...,N−1

.

3. Cyklická konvoluce x ∗ y ∈ CN signál· x, y ∈ CN nad ZN je de�nována jako

(x ∗ y)k :=
N−1∑
`=0

x(k−`) mod Ny`, k ∈ ZN = {0, . . . , N − 1}.

4. Dokaºte, ºe platí
F(x ∗ y) = (Fx) · (Fy),

kde �·� je bodový sou£in dvou vektor·.

5. Odvo¤te vzorce pro DFT shiftu a modulace daného vektoru, tedy pro

F({xne2πinm
N }) a F({xn−m}).

6. Dokaºte, ºe ( 1√
N

FN
)4

= Id,

a ºe tedy vlastní £ísla matice 1√
N
FN leºí v mnoºin¥ {±1,±i}.

7. Cooley�Tukey FFT algorithm: Zkuste si rozmyslet, ºe popsaný algoritmus pro FFT lze
pouºít i pro libovolnou faktorizaci N = N1N2, kde není nutné, aby N1 nebo N2 bylo rovno
dv¥ma.

8



2 Pronyho metoda & Lasso

Pronyho metoda (vyvinutá Gaspardem Riche de Prony v roce 1795) se dá p°eformulovat jako
metoda °e²ení podur£ených soustav lineárních rovnic Ax = y, kde A ∈ R2s×N , y ∈ R2s a x ∈ RN
je s-sparse, tedy má nejvý²e s nenulových koe�cient·. Matice A bude prvních 2s °ádk· diskrétní
Fourierovy transformace. Proto se nám bude hodit následující lemma.

Lemma 2.1. Nech´ z ∈ CN má nejvý²e s nenulových sou°adnic, tedy # supp(z) ≤ s. Nech´ dále
ẑ(k) = 0 pro s po sob¥ jdoucích index· k ∈ {0, 1, . . . , N − 1}. Pak z = 0.

D·kaz. Poloºme S := supp(z) a p°edpokládejme, ºe existuje t ∈ {0, 1, . . . , N − 1} tak, ºe platí

0 = ẑ(k) =
N−1∑
l=0

e−2πi kl
N z(l) =

∑
l∈S

e−2πi kl
N z(l) pro k = t, t+ 1, . . . , t+ s− 1.

Tedy i
0 =

∑
l∈S

e−2πi
(t+j)l
N z(l) =

∑
l∈S

e−2πi jl
N e−2πi tl

N z(l) pro j = 0, 1, . . . , s− 1.

De�nujeme-li tedy vektor w(l) = e−2πi tl
N z(l) pro l ∈ S a nula jinak, je

0 =
∑
l∈S

(
e−2πi l

N

)j
w(l) pro j = 0, 1, . . . , s− 1.

Protoºe daná soustava rovnic odpovídá Vandemondov¥ soustav¥ a je regulární, je w = 0, a tedy
i z = 0.

Pronyho metoda pak °íká, ºe s-sparse vektory lze najít pomocí jejích prvních 2s Fourierových
koe�cient·.

V¥ta 2.2. Pro v²echna p°irozená £ísla N ≥ 2s existuje konstruktivní zp·sob, jak z prvních m = 2s
koe�cient· diskrétní Fourierovy transformace zrekonstruovat libovolný s-sparse vektor.

D·kaz. Nech´ x ∈ CN je s-sparse vektor, který budeme interpretovat jako funkci de�novanou
na mnoºin¥ {0, 1, . . . , N − 1} s nosi£em S o nejvý²e s prvcích. P°edpokládáme, ºe prvních 2s
Fourierových koe�cient· x̂(0), x̂(1), . . . , x̂(2s− 1) je dáno, kde

y(j) = x̂(j) =
N−1∑
k=0

x(k)e−2πijk/N , 0 ≤ j ≤ 2s− 1.

Nejprve popí²eme Pronyho algoritmus, a posléze dokáºeme, ºe skute£n¥ najde to, co má.
Algoritmus:

• Najdeme libovolné °e²ení soustavy2
y(s− 1) + . . . + y(0)
y(s) + . . . + y(1)
...

. . .
...

y(2s− 2) + . . . + y(s− 1)



z(1)
z(2)
...

z(s)

 = −


y(s)

y(s+ 1)
...

y(2s− 1)

 . (2.1)

2Pozd¥ji dokáºeme, ºe daná soustava má vºdy alespo¬ jedno °e²ení.
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• Dále poloºíme z(0) = 1, z(s+ 1) = · · · = z(N − 1) = 0.

• Pak S := supp(x) ⊂ S̃ := (supp z∨)c a #S̃ ≤ s.

• Odtud jiº pak snadno dopo£teme x jako °e²ení p°eur£eného systému 2s rovnic o s neznámých

y(j) =
∑
k∈S̃

x(k)e−2πi jk
N , j = 0, . . . , 2s− 1.

1. krok: Existence °e²ení (2.1):
Soustavu (2.1) °e²í nap°íklad Fourierova transformace trigonometrického polynomu (=vek-

toru)

p(t) :=
1

N

∏
k∈S

(1− e−2πik/Ne2πit/N ), 0 ≤ t ≤ N − 1. (2.2)

Z°ejm¥ p(t) = 0, práv¥ kdyº se v sou£inu v (2.2) n¥kde vyskytuje nula, a tedy práv¥ tehdy, pokud
t ∈ S. Proto je tedy p(t) ·x(t) = (p ·x)(t) = 0 pro v²echna 0 ≤ t ≤ N−1. Protoºe p̂∗ x̂ = p̂ · x = 0,
je tedy

(p̂ ∗ x̂)(j) :=

N−1∑
k=0

p̂(k) · x̂(j − k mod N) = 0, 0 ≤ j ≤ N − 1. (2.3)

Dále spo£teme, ºe

p̂(0) =

N−1∑
l=0

p(l) =
1

N

N−1∑
l=0

∏
k∈S

(1− e−2πik/Ne2πil/N )

=
1

N

N−1∑
l=0

∑
S′⊂S

∏
k∈S′

[
(−1)e−2πik/Ne2πil/N

]

=
1

N

N−1∑
l=0

∑
S′⊂S

(−1)#S′e2πil(#S′)/N
∏
k∈S′

[
e−2πik/N

]

=
1

N

N−1∑
l=0

∑
S′⊂S

(−1)#S′e2πil(#S′)/N exp
(
−2πi(

∑
k∈S′

k)/N
)

=
1

N

∑
S′⊂S

(−1)#S′ exp
(
−2πi(

∑
k∈S′

k)/N
)N−1∑
l=0

e2πil(#S′)/N .

Poslední suma p°es l je rovna nule, pokud #S′ je r·zné od nuly a pro #S′ = 0, tedy S′ = ∅, je
rovna N . Celkem je tedy p̂(0) = 1. Zcela analogicky pak obdrºíme pro j > s

p̂(j) =
N−1∑
l=0

e−2πi jl
N p(l) =

1

N

N−1∑
l=0

e−2πi jl
N

∑
S′⊂S

∏
k∈S′

[
(−1)e−2πik/Ne2πil/N

]

=
1

N

N−1∑
l=0

e−2πi jl
N

∑
S′⊂S

(−1)#S′e2πil(#S′)/N exp
(
−2πi(

∑
k∈S′

k)/N
)

=
1

N

∑
S′⊂S

(−1)#S′ exp
(
−2πi(

∑
k∈S′

k)/N
)N−1∑
l=0

e2πil(#S′−j)/N = 0.
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Dosadíme-li p̂(0) = 1 a p̂(s + 1) = · · · = p̂(N − 1) = 0 do (2.3) a p°epí²eme-li tuto rovnici pro
s ≤ j ≤ 2s− 1, dostaneme (2.1).

2. krok: Pokud má soustava (2.1) jediné °e²ení, musí být tímto °e²ením z = p̂, o kterém víme,
ºe S = supp(x) = (supp p)c = (supp z∨)c. Tím je tedy nalezen nosi£ x a úloha se stává triviální.

3. krok: P°edpokládejme tedy, ºe soustava (2.1) nemusí mít nutn¥ jediné °e²ení. Nech´ z
je libovolné °e²ení (2.1). Jak navrºeno v algoritmu, dode�nujeme z(0) = 1, z(s + 1) = · · · =
z(N − 1) = 0. Kone£n¥ poloºme q = z∨.

Vektor q · x je tedy s-sparse (uº x byl s-sparse) a má Fourierovu transformaci rovnu nule na
s po sob¥ jdoucích indexech s, s + 1, . . . , 2s − 1, protoºe q̂ · x(j) = q̂ ∗ x̂(j) = y ∗ z(j) = 0 plyne
pro j = s, s + 1, . . . , 2s − 1 z (2.1). Podle Lemmatu je tedy q · x = 0. Vektor q má tedy nulové
sou°adnice na S. Tím jsme vlastn¥ dokázali, ºe S ⊂ S̃. Kone£n¥, protoºe

q(t) =
1

N

s∑
k=0

q̂(k)e2πi kt
N = P (e2πit/N ),

kde

P (z) =
1

N

s∑
k=0

q̂(k)zk

je P polynom nejvý²e stupn¥ s (a q trigonometrický polynom nejvý²e stupn¥ s), je i #S′ ≤ s.

Cvi£ení:

• Naprogramujte Pronyho metodu (v Matlabu)

• Zjist¥te její chování p°i defektu sparsity

• Zjist¥te její chování p°i ²umu

Nápov¥da:

x=sprand(100,1,.2);

x_full=full(x);

y=fft(x_full);

y=y+0.000000000001*randn(100,1);

c=wkeep(y,20,20);

r=wkeep(y,20,1);

R=flipud(r);

Y=toeplitz(c,R);

yy=wkeep(y,20,21);

zz=linsolve(Y,-1*yy);

z=[1;zz;zeros(79,1)];

S=ifft(z);

Supp=find(abs(S)<1e-8);

FMat=dftmtx(100);

xout=sparse(Supp,1,FMat(1:40,Supp)\y(1:40),100,1);

norm(x-xout,2)
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P°edchozí cvi£ení ukazuje, ºe Pronyho metoda je sice funk£ní pro x ∈ RN s nejvý²e s ne-
nulovými koe�cienty, ale katastrofáln¥ selhává pro �skoro sparse� x a pro Fourierovy koe�cienty
ur£ené se ²umem. Stabilní metoda rekonstrukce sparse vektor· byla p°edstavena o dv¥ století
pozd¥ji Tibsiranim v roce 1996:

Nahradíme-li `2-normu p°i regularizaci (3.4) `1-normou, tak °e²ení následující minimalizace

min
α∈Rn

N∑
i=1

(
yi −

n∑
j=1

αj(x
i)j

)2
+ λ

n∑
j=1

|αj | = min
α∈Rn

N∑
i=1

(
yi − 〈α, xi〉

)2
+ λ‖α‖1

= min
α∈Rn

‖y −Xα‖22 + λ‖α‖1,

jsou sparse, tedy mají (v závislosti na parametru λ > 0) v¥t²í £i men²í po£et sou°adnic nulových.
Matematické vysv¥tlení tohoto efektu je p°edm¥tem oboru Compressed Sensing (Donoho 2006,
Candes, Romberg & Tao 2006).

Cvi£ení:

• implementace v matlabu

• chování p°i defektu sparsity

• chování p°i ²umu

Nápov¥da: Metodu není t°eba implementovat, sta£í pouºít p°íkaz lasso.
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3 Metoda nejmen²ích £tverc·

Metodu nejmen²ích £tverc· lze pojmout jako cvi£ení na lokální a globální extrémy funkcí více
prom¥nných:

1. Úloha: Nech´ je dáno n bod· (xi, yi) ∈ R2 , i = 1, 2, . . . , n. Ur£ete p°ímku y = Ax + B

tak, ºe f(A,B) :=

n∑
i=1

(yi −Axi −B)2 je minimální.

Funkce f je v²ude de�novaná v²ude hladká, takºe lokální extrémy najdeme pomocí rovnice
∇f = 0:

∂f

∂A
=

n∑
i=1

2(yi −Axi −B)(−xi) = −2
n∑
i=1

(yixi −Ax2
i −Bxi) = 0, (3.1)

∂f

∂B
=

n∑
i=1

2(yi −Axi −B)(−1) = −2

n∑
i=1

(yi −Axi −B) = 0. (3.2)

Pro zjednodu²ení notace poloºme

• 1 = (1, . . . , 1) ∈ Rn, x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn),

• 〈x, y〉 =

n∑
i=1

xiyi a ‖x‖22 = 〈x, x〉.

Pak m·ºeme p°epsat (3.1) a (3.2) jako

−2[〈x, y〉 −A〈x, x〉 −B〈x,1〉] = 0,

−2[〈y,1〉 −A〈x,1〉 − nB] = 0

a tedy jako

A〈x, x〉+B〈x,1〉 = 〈x, y〉,
A〈x,1〉+ nB = 〈y,1〉.

Dostali jsme tedy soustavu dvou lineárních rovnic o dvou neznámých A a B. Abychom zjistili,
kdy má tato soustava práv¥ jedno °e²ení, vypo£teme∣∣∣∣〈x, x〉 〈x,1〉〈x,1〉 n

∣∣∣∣ = n‖x‖22 − 〈x,1〉2 ≥ n‖x‖22 − ‖x‖22 · ‖1‖22 = n‖x‖22 − n‖x‖22 = 0,

kde jsme pouºili Cauchy-Schwartzovu nerovnost |〈x, y〉| ≤ ‖x‖2 · ‖y‖2. Determinant je roven nule,
jen pokud je x násobek 1, tedy pokud v²echna vstupní data x1, . . . , xn jsou stejná. Tento p°ípad
je samoz°ejm¥ prakticky nezajímavý, takºe budeme v dal²ím p°edpokládat, ºe tomu tak není. V
tom p°ípad¥ obdrºíme jediné °e²ení:

A =
n〈x, y〉 − 〈x,1〉〈y,1〉
n〈x, x〉 − 〈x,1〉2

, B =
〈x, y〉〈x,1〉 − 〈y,1〉〈x, x〉
〈x,1〉2 − n〈x, x〉

.
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Vzhledem k tomu, ºe lim
(A,B)→∞

f(A,B) = ∞ a tento bod je jediný kandidát na lok. minimum,

snadno si rozmyslíme, ºe se jedná o glob. minimum. Lze to ov¥°it i pomocí matice druhých
derivací:

∂2f

∂A2
= 2〈x, x〉, ∂2f

∂B2
= 2n,

∂2f

∂A∂B
= 2〈x,1〉.

Je tedy

Hf =

(
2〈x, x〉 2〈x,1〉
2〈x,1〉 2n

)
a detHf = 4n〈x, x〉 − 4〈x,1〉2

Z Chauchyho nerovnosti op¥t plyne, detHf > 0 a ºe tedy Hesseho matice je pozitivn¥ de�nitní
a f má v bod¥ (A,B) lokální minimum.

Metoda nejmen²ích £tverc·, Gauss & Legendre, ca. 1800
2. Úloha: Bu¤ x1, . . . , xN vektory v Rn (vstupy) a bu¤te y1, . . . , yN reálná £ísla (výstupy).

Chceme najít lineární závislost y ≈ 〈α, x〉, která nejlépe odpovídá t¥mto dat·m. Minimalizujeme
tedy

min
α∈Rn

N∑
i=1

(
yi −

n∑
j=1

αj(x
i)j

)2
= min

α∈Rn

N∑
i=1

(
yi − 〈α, xi〉

)2
= min

α∈Rn
‖y −Xα‖22, (3.3)

kde y = (y1, . . . , yN ) ∈ RN , α = (α1, . . . , αn) ∈ Rn a X ∈ RN×n je matice s °ádky x1, . . . , xN .
�e²ení odvo¤te pomocí následujících krok·:

• P°esv¥d£ete se, ºe fX,y(α) = ‖y −Xα‖22 je konvexní funkce prom¥nné α ∈ Rn.

• Derivujte fX,y(α) podle α1, . . . , αn a tyto derivace poloºte rovny nule.

• Dokaºte, ºe minimium se nabývá v bod¥ α̂ = (XTX)−1XT y, pokud má XTX inverzi.

Návod:
Z trojúhelníkové nerovnosti plyne snadno, ºe

√
fX,y je konvexní:√

fX,y(λα
0 + (1− λ)α1) = ‖y −X(λα0 + (1− λ)α1)‖2

= ‖(λy −X(λα0)) + ((1− λ)y −X((1− λ)α1))‖2
≤ ‖λy −X(λα0)‖2 + ‖(1− λ)y −X((1− λ)α1)‖2
= λ‖y −Xα0‖2 + (1− λ)‖y −Xα1‖2
= λ

√
fX,y(α

0) + (1− λ)
√
fX,y(α

1).

Pro fX,y pak dostaneme:

fX,y(λα
0 + (1− λ)α1) ≤ λ2fX,y(α

0) + (1− λ)2fX,y(α
1) + 2λ(1− λ)fX,y(α

0)fX,y(α
1)

= λfX,y(α
0) + (1− λ)fX,y(α

1) + λ(λ− 1)fX,y(α
0) + λ(λ− 1)fX,y(α

1) + 2λ(1− λ)fX,y(α
0)fX,y(α

1)

= λfX,y(α
0) + (1− λ)fX,y(α

1) + λ(λ− 1)[fX,y(α
0) + fX,y(α

1)− 2fX,y(α
0)fX,y(α

1)]

≤ λfX,y(α0) + (1− λ)fX,y(α
1).
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Derivování dává:

∂fX,y(α)

∂αl
= 2

N∑
i=1

(
yi −

n∑
j=1

αj(x
i)j

)
· (xi)l = 2

N∑
i=1

(
yi − 〈α, xi〉

)
· (xi)l

= 2
N∑
i=1

yi(x
i)l − 2

N∑
i=1

〈α, xi〉(xi)l = 2
N∑
i=1

(XT )l.iyi − 2
N∑
i=1

(XT )l,i(Xα)i

= 2(XT y)l − 2(XTXα)l.

Je tedy
∇fX,y(α) = 2XT y − 2(XTXα) = 0

ekvivalentní s XT y = XTXα a tedy α = (XTX)−1XT y, pokud má XTX inverzi.

Tikhonovova regularizace, Tikhonov & Phillips, ca. 1940
Regularizace (3.3) spo£ívá v penalizaci velkých vektor· α. Pro λ > 0 uvaºujeme tedy

min
α∈Rn

N∑
i=1

(
yi −

n∑
j=1

αj(x
i)j

)2
+ λ

n∑
j=1

α2
j = min

α∈Rn

N∑
i=1

(
yi − 〈α, xi〉

)2
+ λ‖α‖22

= min
α∈Rn

‖y −Xα‖22 + λ‖α‖22, (3.4)

• Dokaºte op¥t, ºe se jedná o minimalizaci konvexní funkce.

• Dokaºte, ºe se minimum nabývá v bod¥ α = (XTX − λI)−1XT y, pokud má XTX − λI
inverzi.

Konvexitu prvního £lenu jsme jiº dokázali, druhý £len je norma, je tedy také konvexní.

∂gX,y(α)

∂αl
= 2

N∑
i=1

(
yi −

n∑
j=1

αj(x
i)j

)
· (xi)l + 2λαl = 2

N∑
i=1

(
yi − 〈α, xi〉

)
· (xi)l + 2λαl

= 2
N∑
i=1

yi(x
i)l − 2

N∑
i=1

〈α, xi〉(xi)l + 2λαl = 2
N∑
i=1

(XT )l.iyi − 2
N∑
i=1

(XT )l,i(Xα)i + 2λαl

= 2(XT y)l − 2(XTXα)l + 2λαl.

Tedy je
∇gX,y(α) = 2XT y − 2(XTXα) + 2λα = 0

ekvivalentní s XT y = (XTX − λI)α a tedy α = (XTX − λI)−1XT y, pokud má XTX − λI
inverzi.
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4 Khintchinovy nerovnosti

Khintchinovy nerovnosti jsou jednou z nejp¥kn¥j²ích partií matematické analýzy, a to z dlouhé
°ady d·vod·. P·vodní Khintchin·v d·kaz (který se zachoval v nezm¥n¥né podob¥ dodnes a i
my na n¥m nebudeme mnoho m¥nit) je jak elementární, tak elegantní. Khintchinovy nerovnosti
p°ekvapivým zp·sobem demonstrují výjime£nou úlohu p = 2 v teorii Lebesgueových prostor·. A v
neposlední °ad¥ mají Khintchinovy noerovnosti zajímavé d·sledky pro geometrii Lebesgueových
prostor·, statistiku, diskrétní geometrii a funkcionální analýzu. A v úpln¥ neposlední °ad¥ se
nekomutativní verze Khintchonvy nerovnosti t¥²í v posledních letech velkému zájmu pro aplikace
v teorii náhodných matic.

Onza£me
rn(t) := sign sin(2nπt), t ∈ [0, 1], n ∈ N0.

Rademacherovy funkce. Funkce (rn)∞n=0 tvo°í ortogonální systém v L2(0, 1), není to ale báze
(uvaºujte nap°íklad funkci f(t) = 1− 2t???).

V¥ta 4.1. Nech´ p ∈ [1,∞). Pak existují pozitivní konstanty Ap a Bp takové ºe

Ap

(
m∑
n=1

|an|2
)1/2

≤

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

anrn(t)

∣∣∣∣∣
p

dt

)1/p

≤ Bp

(
m∑
n=1

|an|2
)1/2

platí pro kaºdé m ∈ N a kaºdou posloupnost reálných £ísel a1, . . . , am.

D·kaz. Ozna£me Ap a Bp nejlep²í moºné konstanty (jejichº hodnota je dokonce p°esn¥ známa -
my ale dokáºeme pon¥kud slab²í odhady). Z ortogonality Rademacherových funkcí plyne ihned
A2 = B2 = 1. Kone£n¥, díky monotonii Lp-norem, platí Ar ≤ Ap a Br ≤ Bp pro r ≤ p.

Sta£í tedy, pokud ukáºeme, ºe A1 > 0 a B2k <∞ pro v²echna k ∈ N.
Za£neme s odhadem B2k. Uºitím binomické v¥ty dostaneme

E :=

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

anrn(t)

∣∣∣∣∣
2k

dt =

∫ 1

0

(
m∑
n=1

anrn(t)

)2k

dt

=
∑
|α|=2k

(2k)!

α1! . . . αm!
aα1

1 . . . aαmm

∫ 1

0
rα1

1 (t) . . . rαmm (t)dt

=
∑
|α|=k

(2k)!

(2α1)! . . . (2αm)!
a2α1

1 . . . a2αm
m

∫ 1

0
r2α1

1 (t) . . . r2αm
m (t)dt

=
∑
|α|=k

(2k)!

(2α1)! . . . (2αm)!
a2α1

1 . . . a2αm
m ,

kde jsme navíc pouºili i zajímavý fakt, ºe∫ 1

0
rα1

1 (t) . . . rαmm (t)dt

je rovno nule pokud n¥jaké z αi je liché a rovno jedné, pokud jsou v²echna ai sudá.
Nech´ α = (α1, . . . , αm) ∈ Nm0 jsou p°irozená £ísla s |α| = k, pak

2kα1! . . . αm! = (2α1α1!) . . . (2αmαm!) ≤ (2α1)! . . . (2αm)!.
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Odtud dostaneme

E ≤ (2k)!

2kk!

∑
|α|=k

k!

α1! . . . αm!
a2α1

1 . . . a2αm
m

=
(2k)!

2kk!

(
m∑
n=1

|an|2
)k

=
(2k)!

2kk!
‖a‖2k2

a

E1/(2k) ≤
(

(2k)!

2kk!

)1/(2k)

‖a‖2.

Tvrzení tedy platí pro3

B2k ≤
(

(2k)!

2kk!

)1/(2k)

.

Kone£n¥ musíme dokázat existenci A1 > 0. Pouºijeme elegantní trik s dualitou a (jiº dokáza-
nou) první £ást v¥ty. Nech´ f(t) :=

∑m
n=1 anrn(t). Z Hölderovy nerovnosti pro p = 3/2 a p′ = 3

dostaneme∫ 1

0
|f(t)|2dt =

∫ 1

0
|f(t)|2/3 · |f(t)|4/3dt ≤

(∫ 1

0
|f(t)|dt

)2/3

·
(∫ 1

0
|f(t)|4

)1/3

≤
(∫ 1

0
|f(t)|dt

)2/3

B
4/3
4 · ‖a‖4/32 =

(∫ 1

0
|f(t)|dt

)2/3

B
4/3
4 · ‖f‖4/32 .

Platí tedy (∫ 1

0
|f(t)|dt

)2/3

≥ B−4/3
4

(∫ 1

0
|f(t)|2dt

)1/3

,

nebo-li ∫ 1

0
|f(t)|dt ≥ B−2

4

(∫ 1

0
|f(t)|2dt

)1/2

= B−2
4 ‖a‖2.

Dokázali jsme tedy, ºe A1 ≥ B−2
4 a d·kaz je hotov.

Khintchinovy nerovnosti lze nap°íklad pouºít ve funkcionální analýze ke konstrukci p°ekva-
piv¥ mnoha �témé° ortogonálních� vektor·. Pro ten ú£el nejprve p°eformulujeme Khintchinovy
nerovnosti jako

Ap

(
m∑
n=1

|an|2
)1/2

≤

 1

2m

∑
e∈{−1,+1}m

|〈a, e〉|p dt

1/p

≤ Bp

(
m∑
n=1

|an|2
)1/2

pro v²echny m ∈ N a a ∈ Rm. Konstrukce �skoro-ortogonálních� vektor· je pak popsána následu-
jícím lemmatem (a jeho d·kazem).

Lemma 4.2. Nech´ m a n jsou p°irozená £ísla. Pak existují x1, . . . , xm ∈ `n2 takové ºe ‖xi‖2 = 1
pro v²echna i = 1, 2, . . . ,m a

|〈xi, xj〉| ≤ 2

[
log2m

n

]1/2

pro i 6= j.

3Ze Stirlingovy formule snadno plyne, ºe B2k roste nejvý²e jako
√
2k pro k →∞.
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D·kaz. Je-li m ≤ n, pak sta£í vzít libovolné ortonormální vektory (x1, . . . , xm) ⊂ Rn. P°edpo-
kládejme tedy, ºe m ≥ n a ºe tvrzení bylo jiº dokázáno pro n¥jaké m. Pak

m∑
i=1

∑
e∈{−1,+1}n

|〈xi, e〉|p ≤ Bp
pm2n.

Tedy alespo¬ pro jedno e ∈ {−1,+1}n platí

m∑
i=1

|〈xi, e〉|p ≤ Bp
pm.

Poloºme xm+1 := n−1/2e. Pak ‖xm+1‖2 = 1 a

|〈xi, xm+1〉| ≤ Bpm1/pn−1/2 pro i = 1, 2, . . . ,m.

Zvolíme-li p := log2m, pak obdrºíme

|〈xi, xm+1〉| ≤ 2

[
log2m

n

]1/2

pro i = 1, 2, . . . ,m.

Tato geometrická konstrukce je zna£n¥ nekonstruktivní. Víme, ºe jeden z vektor·
{−1/

√
n, 1/

√
n} je vhodným kandidátem, ale nevíme, který to je. Protoºe pr·m¥r p°es v²echny

tyto vektory je malý, musí být (alespo¬) jeden z nich vhodný. Konstrukce tohoto typu jsou dnes
standardními nastroji °ady obor· v£etn¥ kombinatoriky, teorie graf· nebo funkcionální analýzy.4

Pro mnoho tvrzení tohoto typu není znám ºádný konstruktivní d·kaz. V p°ípad¥ lemmatu 4.2
tomu tak ale není. Pro zajímavost uve¤me konstruktivní d·kaz podobného (vlastn¥ o mali£ko
siln¥j²ího) tvrzení.

Lemma 4.3. Bu¤ 0 < λ < 1. Pak existuje konstanta cλ > 0 taková, ºe pro v²echny mλ ≤ n ≤ m
existuje m jednotkových vektor· x1, x2, . . . , xm v `n2 , pro které platí

|〈xi, xj〉| ≤
cλ
n1/2

, i 6= j.

D·kaz. Nech´ p je prvo£íslo a nech´ GF (p) je Galoisovo t¥leso, tedy mnoºina {0, 1, . . . , p − 1}
vybavná s£ítáním a násobením modulo p. Nech´ k ∈ N a nech´ Pk zna£í polynomy nad GF (p)
stupn¥ nejvý²e k. Pro kaºdé π ∈ Pk de�nujeme vektor

xπ ∈ `p
2

2 , xπi,j =

{
1 pokud π(i) = j,

0 jinak.

Platí tedy

• ‖|xπ‖2 =
√
p pro v²echna π ∈ Pk,

• |〈xπ, xσ〉| ≤ k pro v²echna π, σ ∈ Pk s π 6= σ,

4Alon: Probabilistic method
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• celkov¥ takto obdrºíme #Pk = pk+1 vektor·.

Systém {
xπ
√
p

}
π∈Pk

má tedy v²echny poºadované vlastnosti pro

n = p2, λ =
2

k + 1
, m = pk+1, cλ = k.

Khintchinovy nerovnosti p°eformulovány do °e£i funkcionální analýzy pak °íkají, ºe Lp([0, 1])
obsahuje pro 1 < p <∞ podprostor isomorfní s `2.5

Remark 1. Reformulace Khintchinových nerovností v °e£i statistky vypadá následovn¥. Nech´
εi, i = 1, . . . ,m jsou nezávislé nahodné prom¥nné s P(εi = 1) = 1/2 a P(εi = −1) = 1/2. Nech´
1 ≤ p <∞. Pak existují konstanty Ap, Bp takové, ºe pro v²echna a1, . . . , am ∈ R

Ap‖a‖2 ≤

(
E

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

aiεi

∣∣∣∣∣
p)1/p

≤ Bp‖a‖2. (4.1)

Vezmeme-li p dostate£n¥ velké, lze pomocí standardního argumentu ze statistiky odvodit tail

bound estimates on sum of independent Rademacher variables, neboli asymptotické chování

P

(∣∣∣∣∣
m∑
i=1

aiεi

∣∣∣∣∣ > t

)
pro t→∞.

Vyuºijeme tuto reformulaci Khintchinových nerovností k jejich alternativnímu d·kazu.

D·kaz. (horního odhadu ve v¥t¥ 4.1).
Díky normalizaci m·ºeme p°edpokládat, ºe ‖a‖2 = 1. Pak

E exp

(
m∑
i=1

aiεi

)
= E

m∏
i=1

exp(aiεi) =

m∏
i=1

E exp(aiεi) =

m∏
i=1

cosh(ai).

Z Taylorova rozvoje plzne snadno cosh(aj) ≤ exp(a2
j/2). Tedy,

E exp

(
m∑
i=1

aiεi

)
≤

m∏
i=1

exp(a2
i /2) = e1/2,

a pomocí Markovovy nerovnosti

P

(
m∑
i=1

aiεi > λ

)
= P

(
exp

(
m∑
i=1

aiεi

)
> exp(λ)

)
= P

(
exp

(
m∑
i=1

aiεi − λ

)
> 1

)

≤ E exp

(
m∑
i=1

aiεi − λ

)
≤ e1/2−λ.

5M. Fabian, P. Habala, P. Hájek, V. Montesinos, V, Zizler: Banach Space Theory: The Basis for Linear and

Nonlinear Analysis, Springer 2011, strana 210.
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Díky symetrii εi dostaneme P

(∣∣∣∣∣
m∑
i=1

aiεi

∣∣∣∣∣ > λ

)
. e−λ. Zbytek pak plyne z distributivní repre-

zentace Lp-normy.

Khintchinovy nerovnosti (4.1) platí i pro mnoho jiných náhodných prom¥nných. Nech´ jsou
nap°íklad ω1, . . . , ωm nezávislé normální prom¥nné. Pak (z 2-stability normálního rozd¥lení, viz
kapitolu o JL-vno°ení),

m∑
i=1

aiωi ≈ ‖a‖2 · ω,

kde ω ≈ N(0, 1), a tedy (
E
∣∣∣ m∑
i=1

aiωi

∣∣∣p)1/p
= ‖a‖2 · (E|ω|p)1/p.

Máme tedy (4.1) s rovností pro Ap = Bp = (E|ω|p)1/p, tedy p-té momenty standardní normální
prom¥nné. P°i tro²e dal²í práce je moºné dokázat podobné tvrzení i pro v²echnya subgaussovské
prom¥nné.6

Khintchinovy nerovnosti mají zajímavou aplikaci v teorii operátor·. Nech´ 1 ≤ p <∞ a nech´
T : Lp(Rn)→ Lp(Rn) je omezený lineární operátor. Pak∥∥∥∥∥(

N∑
j=0

|Tfj |2
)1/2

∥∥∥∥∥
p

≤ cp

∥∥∥∥∥(
N∑
j=0

|fj |2
)1/2

∥∥∥∥∥
p

, (4.2)

kde konstanta cp závisí jen na p a ‖T‖.
D·kaz provedeme pomocí Rademacherových funkcí r1, . . . , rN a následujícího výpo£tu∥∥∥∥∥(

N∑
j=0

|Tfj |2
)1/2

∥∥∥∥∥
p

p

=

∫
Rn

( N∑
j=1

|(Tfj)(x)|2
)p/2

dx ≤ c
∫
Rn

(∫ 1

0
|
N∑
j=1

Tfj(x)rj(t)|pdt
)p/p

dx

= c

∫ 1

0

∫
Rn
|
N∑
j=1

Tfj(x)rj(t)|pdxdt = c

∫ 1

0

∫
Rn
|T
( N∑
j=1

fjrj(t)
)

(x)|pdxdt

≤ c‖T‖p
∫ 1

0

∫
Rn
|
N∑
j=1

fj(x)rj(t)|pdxdt ≤ c′
∫
Rn

( N∑
j=1

|fj(x)|2
)p/2

dx

= cpp

∥∥∥∥∥(
N∑
j=0

|fj |2
)1/2

∥∥∥∥∥
p

p

.

Uvaºujeme-li N → ∞ (a vyjasníme otázky konvergence), pak stejný výsledek platí i pro
nekone£né sou£ty.

6Vershynin. . .
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5 Diskrepance

The proof is a two-page gem due to Roth.

Ji°í Matou²ek, Geometric Dicrepancy

Roth·v d·kaz dolního odhadu diskrepance

Cílem této kapitolky není nic jiného neº p°edvést Roth·v d·kaz dolního odhadu diskrepance
libovolné mnoºiny bod·. Ve své klasické podob¥ studuje teorie diskrepance, jak co nejrovnom¥rn¥ji
rozprost°ít mnoºinu bod· v jednotkové krychli [0, 1]d. Je-li P mnoºina n bod· v [0, 1]d a je-li
R ⊂ [0, 1]d krychle se st¥nami rovnob¥ºnými se sou°adnicovými osami, tedy

R = [a1, b1)× · · · × [ad, bd) ⊂ [0, 1]d, (5.1)

pak by (pokud jsou tedy body P dob°e rovnom¥rn¥ rozd¥lené) m¥l objem krychle R p°ibliºn¥
odpovídat pom¥ru bod· z P , které leºí v R a po£tu bod· P , tedy

vol(R)

vol([0, 1]d)
≈ #(P ∩R)

#(P )
, neboli nvol(R) ≈ #(P ∩R).

Je²t¥ jinak, nvol(R) je o£ekávaný po£et bod·, které padnou do R, pokud zkonstruujeme nezávisle
n náhodných a rovnom¥rn¥ rozd¥lených bod· v [0, 1]d. De�nujme tedy

D(P,R) := n · vol(R)−#(P ∩R)

jako odchylku P od rovnom¥rného rozd¥lení na R. Diskrepance mnoºiny P

D(P,Rd) = sup
R∈Rd

|D(P,R)|

je pak nejv¥t²í odchylka P od rovnom¥rného rozd¥lení braná p°es mnoºinu v²ech krychlí (5.1).
Kone£n¥, hledání nejlépe rozloºené mnoºiny P lze pak vyjád°it jako minimalizaci D(P,Rd)

p°es v²echny n-prvkové podmnoºiny [0, 1]d, tedy jako

D(n,Rd) = inf
P⊂[0,1]d

#P=n

D(P,Rd).

Základní otázka teorie diskrepance zní, jestli je D(n,Rd) omezená posloupnost. Odpov¥¤ na tuto
otázku je záporná, jak ukazuje

V¥ta 5.1 (Roth·v dolní odhad diskrepance). Pro kaºdé p°irozené £íslo d existuje konstanta

cd > 0 taková, ºe pro v²echna p°irozená £ísla n platí

D(n,Rd) ≥ cd log(d−1)/2 n. (5.2)

D·kaz. D·kaz provedeme pouze pro d = 2. Nech´ P ⊂ [0, 1]2 s #(P ) = n. Na²ím cílem je najít
obdélník R ∈ R2, pro který bude platit

D(P,R) ≥ c2

√
log n. (5.3)
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Vzhledem k tomu, ºe mnoºina P m·ºe být zcela libovolná, explicitní konstrukce obdélníku R by
byla p°íli² technická a sloºitá. Místo toho ukáºeme, ºe pr·m¥rná hodnota D(P,R) p°es v²echny
R ∈ R2 s jedním vrcholem v po£átku je alespo¬ c2

√
log n. Existence obdélníka R s (5.3) pak

plyne implicitn¥.
Pro x ∈ [0, 1]2 de�nujme tedy Cx = [0, x1)× [0, x2). Dokáºeme, ºe

D2(P, C2) :=

√∫
[0,1]2

D(P,Cx)2dx ≥ c2

√
log n. (5.4)

Klí£ovým bodem Rothova d·kazu je konstrukce pomocné funkce F ; [0, 1]2 → R (v závislosti na
P ), pro kterou platí ∫

[0,1]2
F 2(x)dx ≤ c log n, (5.5)∫

[0,1]2
F (x)D(P,Cx)dx ≥ c′ log n (5.6)

s konstantami c, c′ > 0 nezávislými na P a n. Vybaveni (5.5) a (5.6) pak dokáºeme (5.4) pomocí
prosté Cauchy-Schartzovy norevnosti

c′ log n ≤
∫

[0,1]2
F (x)D(P,Cx)dx ≤

√∫
[0,1]2

F 2(x)dx·
√∫

[0,1]2
D(P,Cx)2dx ≤

√
c log n·D2(P, C2).

Zbytek d·kazu se tedy budeme v¥novat konstrukci funce F s (5.5) a (5.6). Zvolme p°irozené
£íslo m s 2n ≤ 2m < 4n a de�nujme pro kaºdé j = 0, 1, . . . ,m funkci fj : [0, 1]2 → {−1, 0, 1}
následujícím zp·sobem. Interval I = [0, 1] rozd¥líme na dyadické intervaly

I = [0, 1] = [0, 2−j) ∪ [2−j , 2 · 2−j) ∪ [2 · 2−j , 3 · 2−j) ∪ · · · ∪ [(2j − 1) · 2−j , 1] = Ij,1 ∪ · · · ∪ Ij,2j .

Rozd¥líme [0, 1]2 na 2m obdélní£k· s plochou 2−m

I2 = [0, 1]2 =

2j⋃
s=1

2m−j⋃
t=1

Ij,s × Im−j,t.

Pokud obdélní£ek Ij,s × Im−j,t obsahuje alespo¬ jeden bod z mnoºiny P , de�nujeme fj = 0 na
celém Ij,s × Im−j,t. Pokud ale v tomto obdélní£ku ºádný bod P neleºí, rozd¥líme jej na £tvriny
a de�nujeme fj = +1 v jeho levém dolním a v pravém horním kvadrantu a fj = −1 v levém
horním a v pravém dolním kvadrantu. Kone£n¥ de�nujeme F = f0 + f1 + · · ·+ fm.

D·kaz (5.5):
Nejprve ukáºeme, ºe

∫
fifj = 0 pro i < j. Skute£n¥, nech´ fi není identicky rovna nule na

Ii,s×Im−i,t a fj na Ij,u×Im−j,v a nech´ tyto dva obdélní£ky mají neprázdný pr·nik. Pak Ij,u ⊂ Ii,s
a Im−i,t ⊂ Im−j,v a

(Ii,s × Im−i,t) ∩ (Ij,u × Im−j,v) = Ij,u × Im−i,t =: Q.

Funkce fi na Q nezávisí na x1 a fj nezávisí na x2. Jejich sou£in je pak na polovin¥ mnoºiny
Q roven 1 a na druhé polovin¥ −1. Celkem je tedy

∫
Q fifj = 0. Protoºe toto platí pro kaºdý z
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2m+j−i potenciální obdélník· Q, dostaneme i
∫

[0,1]2 fifj = 0. Odtud jiº snadno plyne∫
[0,1]2

F 2(x)dx =

m∑
i,j=0

∫
[0,1]2

fi(x)fj(x)dx =

m∑
j=0

∫
[0,1]2

fi(x)2dx ≤
m∑
j=0

1 = m+1 ≤ log(4n)+1 = log n+3.

D·kaz (5.6):
Dokáºeme, ºe

∫
[0,1]2 fj(x)D(P,Cx)dx je zdola omezen c′′ > 0 pro v²echna j = 0, 1, . . . ,m;

(5.6) pak plyne prost¥ sou£tem p°es v²echna j. Nech´ tedy j ∈ {0, 1, . . . ,m} je pevné. Budeme
uvaºovat pouze ty obdélníky Ij,s × Im−j,t, na kterých není fj identicky rovna nule, tedy ty, které
neobsahují ºádný bod z P . Vzhledem k tomu, ºe po£et v²ech obdélní£k· z de�nice fj je 2m ≥ 2n
a mnoºina P má jen n bod·, je fj nenulová alespo¬ na polovin¥ obdélní£k· typu Ij,s × Im−j,t.
Sta£í tedy dokázat, ºe na kaºdém z nich je∫

Ij,s×Im−j,t
fj(x)D(P,Cx)dx ≥ c̃/n.

Zvolme tedy Q := Ij,s × Im−j,t pevné. Ozna£me Q̃ = 2−j [s − 1, s − 1/2) × 2m−j [t − 1, t − 1/2)
levnou dolní £tvrtinu Q, a = (2−j−1, 0) a b = (0, 2−m+j−1).

∫
Q
fj(x)D(P,Cx)dx =

∫
Q̃
D(P,Cx)dx−

∫
a+Q̃

D(P,Cx)dx−
∫
b+Q̃

D(P,Cx)dx+

∫
a+b+Q̃

D(P,Cx)dx

=

∫
Q̃
D(P,Cx)−D(P,Cx+a)−D(P,Cx+b) +D(P,Cx+a+b)dx

= n

∫
Q̃

vol(Cx)− vol(Cx+a)− vol(Cx+b) + vol(Cx+a+b) dx

−
∫
Q̃

#(Cx ∩ P )−#(Cx+a ∩ P )−#(Cx+b ∩ P ) + #(Cx+a+b ∩ P ) dx.

Funkce v prvním integrálu je rovna

x1x2 − (x1 + 2−j−1)x2 − x1(x2 + 2−m+j−1) + (x1 + 2−j−1)(x2 + 2−m+j−1) = 2−m−2

pro v²echna x ∈ Q̃. Podobn¥ se ukáºe, ºe p°ísp¥vek kaºdého bodu P , který neleºí v Q je nulový.
V Q samotném ale ºádné body neleºí, takºe druhý integrál je nulový. Celkem tedy máme∫

Q
fj(x)D(P,Cx)dx = n

∫
Q̃

2−m−2dx = n2−2m−4 ≥ n

16
· 1

(4n)2
≥ c̃

n
.

Nerovnost Koksmy a Hlawky
Nech´ nejprve d = 1 a nech´ f : [0, 1] → R je hladká7 funkce. Obor numerické integrace

se zabývá tím, jak co nejlépe aproximovat integrál této funkce
∫ 1

0 f(t)dt pomocí kone£n¥ mnoha

funk£ních hodnot. Logicky se nabízí aproximovat tento integrál pomocí sumy
n∑
j=1

f(xj), kde body

7Jak moc hladká up°esníme pozd¥ji.
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x1, . . . , xn ⊂ [0, 1] jsou co nejrovnom¥rn¥ji rozloºeny v intervalu [0, 1] - tedy mají malou diskre-
panci.

Nahradíme-li tedy f(x) pomocí f(1)−
∫ 1
x f
′(t)dt, dostaneme∫ 1

0
f(x)dx− 1

n

n∑
j=1

f(xj) =

∫ 1

0

(
f(1)−

∫ 1

x
f ′(t)dt

)
dx− 1

n

n∑
j=1

(
f(1)−

∫ 1

xj

f ′(t)dt
)

=
1

n

n∑
j=1

∫ 1

xj

f ′(t)dt−
∫ 1

0

∫ 1

x
f ′(t)dtdx

=

∫ 1

0

1

n

n∑
j=1

χ(xj ,1](t)f
′(t)dt−

∫ 1

0

∫ t

0
f ′(t)dxdt

=

∫ 1

0
f ′(t)

[ 1

n

n∑
j=1

χ(xj ,1](t)− t
]
dt =

∫ 1

0
f ′(t)

[ 1

n

n∑
j=1

χ[0,t)(xj)− t
]
dt.

Vezmeme-li nyní absolutní hodnotu, dostaneme∣∣∣∫ 1

0
f(x)dx− 1

n

n∑
j=1

f(xj)
∣∣∣ ≤ ∫ 1

0
|f ′(t)|dt · sup

t∈[0,1]

∣∣∣ 1
n

n∑
j=1

χ[0,t)(xj)− t
∣∣∣

=

∫ 1

0
|f ′(t)|dt · 1

n
· sup
t∈[0,1]

∣∣∣#(P ∩ [0, t))− nvol([0, t))
∣∣∣.

Zde jsme op¥t poloºili P = {x1, . . . , xn}. Ozna£íme-li te¤ A1 ty intervaly z R1, které mají jeden
vrchol v po£átku, je poslední výraz napravo roven D(P,A1)8 a dostaneme∣∣∣∫ 1

0
f(x)dx− 1

n

n∑
j=1

f(xj)
∣∣∣ ≤ ∫ 1

0
|f ′(t)|dt · D(P,A1)

n
. (5.7)

Chyba numerické integrace je tedy omezena sou£inem dvou výraz·, z nichº jeden m¥°í regularitu
funkce f a druhý zase kvalitu rozloºení bod· z P . Nerovnost (5.7) je nejjednodu²²ím p°íkladem
nerovnosti Koksmy a Hlawky.

Ve zbytku této kapitoly nazna£íme, jak vypadá d-dimenzionální analogie (5.7). Ozna£me Ad
ty obdélníky z Rd, které mají jeden vrchol v po£átku. Pro jednoduchost p°edpokládejme, ºe
f : [0, 1]d → R a f(x) = 0 je identicky rovna nule, pokud je alespo¬ jedna ze sou°adnic vektoru
x rovna jedné. V tom p°ípad¥ obdrºíme

−f(y) = f(y1, y2, . . . , yn−1, 1)− f(y1, . . . , yn) =

∫ 1

yn

∂f(y1, . . . , yn−1, tn)

∂xn
dtn

=

∫ 1

yn

∂f(y1, . . . , yn−1, tn)

∂xn
− ∂f(y1, . . . , yn−2, 1, tn)

∂xn
dtn

= −
∫ 1

yn

∫ 1

yn−1

∂2f(y1, . . . , yn−2, tn−1, tn)

∂xn−1∂xn
dtn−1dtn

= · · · = (−1)n−1

∫
(y,1]

∂nf(t)

∂x1∂x2 . . . ∂xn
dt,

8tzv. star discrepancy
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kde (y, 1] := (y1, 1]× · · · × (yn, 1]. Dosazením této identity pak dostaneme podobn¥ jako v jedno-
rozm¥rném p°ípad¥∫

[0,1]d
f(x)dx− 1

n

n∑
j=1

f(xj) =

∫
[0,1]d

(−1)n
∫

(x,1]

∂nf(t)

∂x1∂x2 . . . ∂xn
dtdx− (−1)n

n

n∑
j=1

∫
(xj ,1]

∂nf(t)

∂x1∂x2 . . . ∂xn
dt

= (−1)n
∫

[0,1]d

∂nf(t)

∂x1∂x2 . . . ∂xn

∫
[0,t)

1dxdt− (−1)n
∫

[0,1]d

1

n

n∑
j=1

χ(xj ,1](t)
∂nf(t)

∂x1∂x2 . . . ∂xn
dt

= (−1)n
∫

[0,1]d

∂nf(t)

∂x1∂x2 . . . ∂xn

[
t1 · · · · · tn −

1

n

n∑
j=1

χ(xj ,1](t)
]
dt

= (−1)n
∫

[0,1]d

∂nf(t)

∂x1∂x2 . . . ∂xn

[
t1 · · · · · tn −

1

n

n∑
j=1

χ[0,t)(xj)
]
dt

=
(−1)n

n

∫
[0,1]d

∂nf(t)

∂x1∂x2 . . . ∂xn

[
nvol([0, t))−#(P ∩ [0, t))

]
dt.

Odtud jiº pak snadno plyne∣∣∣∫
[0,1]d

f(x)dx− 1

n

n∑
j=1

f(xj)
∣∣∣ ≤ 1

n
·
∫

[0,1]d

∣∣∣ ∂nf(t)

∂x1∂x2 . . . ∂xn

∣∣∣dt ·D(P,Ad),

tedy op¥t odhad chyby numerické integrace pomocí sou£inu dvou výraz·, z nichº jeden m¥°í
regularitu funkce a druhý rovnom¥rnost rozloºení bod· z P .
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6 Objem jednotkové koule - klasicky a modern¥

Lebesgueova míra λn v Rn je normovaná tak, aby λn([0, 1]n) = 1. Objemy jiných konvexních
t¥les hrají zásadní roli v °ad¥ obor· matematiky.9 Pro v¥t²inu t¥les v Rn je vcelku obtíºné jejich
objem p°esn¥ spo£ítat a musíme se proto spokojit s více £i mén¥ p°esnými odhady. Vyjímkou z
tohoto pravidla je objem jednotkové koule, resp. jednotkové koule prostoru `np , kde

‖x|`np‖ = ‖x‖p =
( n∑
j=1

|xj |p
)1/p

, 0 < p <∞.

Pro p = ∞ de�nujeme samoz°ejm¥ ‖x‖∞ = maxj |xj |. Ukáºeme n¥kolik zp·sob·, jak spo£ítat
objem �koule�

Bn
p = {x ∈ Rn : ‖x‖p ≤ 1}

v závislosti na p a n.
Výsledek je vyjád°en pomocí gamma (a beta) funkce a v²echny zp·soby tedy d°íve £i pozd¥ji

tyto funkce pot°ebují. Takºe pro p°ipomenutí:

Γ(t) =

∫ ∞
0

xt−1e−xdx, t > 0

a

B(x, y) =

∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt

Cvi£ení:

1. Dokaºte Γ(t+ 1) = tΓ(t), t > −1.

2. Dokaºte Γ(n) = (n− 1)!, kde n ∈ N.

3. Dokaºte Γ(1/2) =
√
π.

4. Dokaºte B(x, y) = Γ(x)Γ(y)/Γ(x+ y).

Nejstar²í z p°ístup·, které projdeme, pochází od Dirichleta.
1. Postup

λn(Bn
p ) =

∫
x∈Rn:‖x‖p≤1

1 dx = 2n
∫
x≥0:‖x‖p≤1

1 dx,

kde x ≥ 0 znamená, ºe x = (x1, . . . , xn) a xj ≥ 0 pro v²echna j = 1, . . . , n. Provedeme substituci
tj = xpj a dostaneme

λn(Bn
p ) = 2n

∫
t≥0

t1+···+tn≤1

1

pn

n∏
j=1

t
1/p−1
j dt

=
2n

pn

∫ 1

0
t1/p−1
n

∫
t1,...,tn−1≥0

t1+···+tn−1≤1−tn

n−1∏
j=1

t
1/p−1
j dt1 . . . dtn−1dtn.

9Pisier: Volumes of convex bodies
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Dále substituujeme sj = tj/(1− tn) pro j = 1, . . . , n− 1 a dostaneme

λn(Bn
p ) =

2n

pn

∫ 1

0
t1/p−1
n

∫
s≥0

s1+···+sn−1≤1

n−1∏
j=1

s
1/p−1
j (1− tn)1/pds dtn

=
2n

pn

∫ 1

0
t1/p−1
n (1− tn)(n−1)/pdtn

∫
s≥0

s1+···+sn−1≤1

n−1∏
j=1

s
1/p−1
j ds

=
2n

pn
B(1/p, (n− 1)/p+ 1) · p

n−1

2n−1
λn−1(Bp

n−1)

=
2

p

Γ(1/p)Γ((n− 1)/p+ 1)

Γ(n/p+ 1)
λn−1(Bp

n−1).

Z této rekursivní formule a z λ1(B1
p) = 2, dostaneme

λ2(B2
p) = 22 Γ(1/p+ 1)2

Γ(2/p+ 1)
a obecn¥ λn(Bn

p ) = 2n
Γ(1/p+ 1)n

Γ(n/p+ 1)
.

Pro p = 1, 2 a p =∞ dostaneme speciáln¥

λn(Bn
1 ) =

2n

n!
, λn(Bn

2 ) =
πn/2

Γ(n/2 + 1)
, λn(Bn

∞) = 2n.

2. Postup, p = 2
Pon¥kud modern¥j²í postup je inspirován Gaussovskými náhodnými prom¥nnými. Integrujme
funkci f(x) = e−x

2
1−...−x2n v polárních sou°adnicích. Tím obdrºíme(∫ ∞

−∞
e−t

2
dt
)n

=

∫
Rn
f(x)dx =

∫ ∞
0

A(Sn−1)rn−1e−r
2
dr,

kde A(Sn−1) je povrch jednotkové koule v Rn. Pouºijeme-li(∫ ∞
−∞

e−t
2
dt
)2

=

∫
R2

e−x
2−y2d(x, y) =

∫ ∞
0

(2πr)e−r
2
dr = π

a (substituce t = r2)∫ ∞
0

rn−1e−r
2
dr =

∫ ∞
0

t(n−1)/2e−t
dt

2
√
t

=
1

2

∫ ∞
0

tn/2−1e−tdt =
1

2
Γ(n/2).

Je tedy

A(Sn−1) =
2πn/2

Γ(n/2)
a λ2(Bn

2 ) = A(Sn−1)

∫ 1

0
rn−1dr =

2πn/2

nΓ(n/2)
=

πn/2

Γ(n/2 + 1)
.

2. Postup, obecné p:
Na první pohled se zdá být nemoºné zobecnit p°edchozí postup na p 6= 2. Vyuºili jsme totiº
polárních sou°adnic a Gaussovských integrál· s e−t

2
. P°esto je toto zobecn¥ní moºné, a nedá ani

tolik práce.10

10G. Schechtman & J. Zinn: On the volume of the intersection of two Lnp balls, Proc. Amer. Math. Soc. 110
(1990), 217�224
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Za£neme malým pozorováním: Náhodný bod na sfé°e Sn−1 lze vygenerovat nap°íklad tak, ºe
vezmeme n nezávislých Gaussovských prom¥nných ω1, . . . , ωn a vynormujeme je, tedy

P
((ω1, . . . , ωn)

‖ω‖2
∈ A

)
= σ(A), A ⊂ Sn−1,

kde σ je normalizovaná povrchová míra na Sn−1 a A je libovolná m¥°itelná podmnoºina Sn−1.11

Pro 0 < p <∞ de�nujeme ω1, . . . , ωn jako nezávislé náhodné prom¥nné s hustotou rozd¥lení

cpe
−tp , t > 0.

Konstanta cp je samoz°ejm¥ volena tak, aby ²lo o pravd¥podobnostní míru, tedy aby

cp

∫ ∞
0

e−t
p
dt = 1.

Jednoduchá substituce r = tp dává, ºe cp = p/Γ(1/p) = 1/Γ(1/p+ 1). Dále de�nujeme

∆n
p = {(t1, . . . , tn) : ti ≥ 0, ‖t‖pp = 1}

a cone measure12

µ(A) =
λn([0, 1] ·A)

λn([0, 1] ·∆n
p )
, A ⊂ ∆n

p ,

kde symbolem [0, 1] ·A myslíme samoz°ejm¥ mnoºinu {α · t : α ∈ [0, 1], t ∈ A}.
Dokáºeme postupn¥ n¥kolik zajímavých vlastností zobecn¥ných Gaussovských prom¥nných a

cone measure.

• Náhodné veli£iny
(ω1, . . . , ωn)

‖ω‖p
a ‖ω‖p

jsou nezávislé a

P
(

(ω1, . . . , ωn)

‖ω‖p
∈ A

)
= µ(A), A ⊂ ∆n

p .

D·kaz. Nech´ A ⊂ ∆n
p . Pak

P
(

ω

‖ω‖p
∈ A

∣∣∣∣ ‖ω‖p = a

)
:= lim

ε→0

P(ω ∈ (a− ε, a+ ε) ·A)

P(a− ε < ‖ω‖p < a+ ε)

= lim
ε→0

∫
(a−ε,a+ε)·A

e−‖t‖
p
pdt

/∫
(a−ε,a+ε)·∆n

p

e−‖t‖
p
pdt

≤ lim sup
ε→0

e(a+ε)p−(a−ε)p λn((a− ε, a+ ε) ·A)

λn((a− ε, a+ ε) ·∆n
p )

= lim
ε→0

λn((a+ ε) · [0, 1] ·A)− λn((a− ε) · [0, 1] ·A)

λn((a+ ε) · [0, 1] ·∆n
p )− λn((a− ε) · [0, 1] ·∆n

p )

= lim
ε→0

λn([0, 1] ·A)((a+ ε)n − (a− ε)n)

λn([0, 1] ·∆n
p )((a+ ε)n − (a− ε)n)

= µ(A).

11Formální d·kaz tohoto tvrzení plyne nejjednodu²eji z Haarovy v¥ty - ob¥ míry jsou rota£n¥ invariantní prav-
d¥podobnostní míry na Sn−1.

12. . . kuºelovou míru?!
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Stejn¥ se dokáºe odhad zezdola. Pravd¥podobnost, ºe ω/‖ω‖p padne £i nepadne do A, tedy
opravdu nezávisí na hodnot¥ ‖ω‖p, a je rovna µ(A).

• Pro A ⊂ Rn+ m¥°itelnou platí

λn(A)

λn([0, 1] ·∆n
p )

= n

∫ ∞
0

rn−1µ(A/r)dr.

D·kaz. D·kaz provedeme pro A = [a, b] · B, kde B ⊂ ∆n
p a a < b (zbytek plyne ze stan-

dardních aproxima£ních argument·)

n

∫ ∞
0

rn−1µ(A/r)dr = n

∫ ∞
0

rn−1µ

(
[a, b] ·B

r

)
dr = n

∫ b

a
rn−1µ(B)dr

= µ(B)(bn − an) =
λn([0, 1] ·B)(bn − an)

λn([0, 1] ·∆n
p )

=
λn([0, b] ·B)− λn([0, a] ·B)

λn([0, 1] ·∆n
p )

=
λn([a, b] ·B)

λn([0, 1] ·∆n
p )
.

• Pro kaºdou integrovatelnou f : Rn+ → R platí polariza£ní identita∫
Rn+
f(x)dλ(x)

λ([0, 1] ·∆n
p )

= n

∫ ∞
0

rn−1

∫
∆n
p

f(rx)dµ(x)dr.

D·kaz. Pro f = χA, A ⊂ Rn+ se polariza£ní identita redukuje na rovnost v p°edchozím
bod¥. Zbytek jsou op¥t standardní aproxima£ní argumenty.

• Pouºijeme-li polariza£ní identitu na funkci f(x) = e−x
p
1−...−x

p
n , dostaneme(∫∞

0 e−t
p
dt
)n

2−nλn(Bn
p (R))

= n

∫ ∞
0

rn−1e−r
p
dr.

Po substituci s = tp a pouºití de�nice funkce gamma jiº dostaneme hledanou formuli pro
objem koule.

3. Postup, obecné p
P°edchozí postup lze zjednodu²it.13 Nech´ f je hladká nezáporná funkce na [0,∞) rychle klesající
k nule u nekone£na. Pak platí∫

Rn
f(‖x‖p)dx = −

∫
Rn

∫ ∞
‖x‖p

f ′(t)dtdx = −
∫ ∞

0

∫
x:‖x‖p≤t

1 dxf ′(t)dt

= −
∫ ∞

0
vol(tBn

p )f ′(t)dt = −vol(Bn
p )

∫ ∞
0

tnf ′(t)dt (6.1)

= vol(Bn
p ) ·

∫ ∞
0

ntn−1f(t)dt.

13Tento p°ístup je moºné najít nap°. v Pisierov¥ knize o knovexních t¥lesech na str. 11. . .
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Dosadíme-li f(t) = e−t
p
, obdrºíme∫

Rn
e−‖x‖

p
pdx = vol(Bn

p ) ·
∫ ∞

0
ntn−1e−t

p
dt = vol(Bn

p ) · n
p
·
∫ ∞

0
sn/p−1e−sds

=
n vol(Bn

p )Γ(n/p)

p
= vol(Bn

p )Γ(1 + n/p). (6.2)

Celý výpo£et je pak dokon£en Fubiniovou v¥tou

vol(Bn
p )Γ(1 + n/p) =

∫
Rn
e−‖x‖

p
pdx =

(
2

∫ ∞
0

e−t
p
dt

)n
= 2n

(
1

p

∫ ∞
0

s1/p−1e−sds

)n
= 2n

(
Γ(1/p)

p

)n
= 2nΓ(1 + 1/p)n.
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Most constructions in geometric functional analysis are random.

Roman Vershynin

7 Koncentrace míry a Johnson-Lindenstraussovo vno°ení

Normální náhodná prom¥nná je de�nována svým rozd¥lením

f(x) =
1√
2π

e−x
2/2.

Pro ty, kte°í nemají rádi statistiku, ale p°esto necht¥jí ignorovat posledních £ty°icet let vývoje
funkcionální analýzy14, bude moºná sch·dn¥j²í p°edstava pravd¥podobnostního prostoru Ω =
(R, µ), kde µ(A) =

∫
A f . Normální náhodná prom¥nná je pak prost¥ funkce ω(x) = x na tomto

Ω. Její st°ední hodnota je

Eω =

∫
R
xdµ(x) =

∫
R
xf(x)dx = 0

a její variance

σ2 =

∫ ∞
−∞

x2dµ(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

x2e−x
2/2dx =

1√
2π

[−x · e−x2/2]∞−∞ −
1√
2π

∫ ∞
−∞
−e−x2/2dx = 1.

Kone£n¥ n nezávislých náhodných prom¥nných ω = (ω1, . . . , ωn) si m·ºeme p°edstavit jako funkci
f(x) = x na Ω = (Rn, µ), kde µ(A) =

∫
A f(x1) . . . f(xn)dx = 1

(2π)n/2

∫
A e
−‖x‖22/2dx.

Normální náhodné prom¥nné mají °adu p¥kných (nap°. geometrických) vlastností. V násle-
dujícím budeme pot°ebovat tyto dv¥:

Lemma 7.1. (i) Nech´ ω je normální prom¥nná. Pak E (eλω
2
) = 1/

√
1− 2λ pro −∞ < λ <

1/2.

(ii) (2-stabilita normálního rozd¥lení) Nech´ m ∈ N, nech´ λ = (λ1, . . . , λm) ∈ Rm a nech´

ω1, . . . , ωm jsou nezávislé normální prom¥nné. Pak λ1ω1 + · · · + λmωm ∼ (
∑m

i=1 λ
2
i )

1/2 ·
N (0, 1), neboli má stejné rozd¥lení jako násobek normální prom¥nné.

D·kaz. D·kaz (i) plyne ze substituce s :=
√

1− 2λ · t následujícím zp·sobem.

E (eλω
2
) =

1√
2π

∫ ∞
−∞

eλt
2 · e−t2/2dt =

1√
2π

∫ ∞
−∞

e(λ−1/2)t2dt

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−s
2/2 · ds√

1− 2λ
=

1√
1− 2λ

.

Vlastnost (ii) je sice dob°e známá, pro úplnost ale uvedeme jednoduchý geometrický d·kaz. Sta£í
dokázat p°ípad m = 2, zbytek plyne snadno indukcí.

14. . . jako jsem t°eba já . . .
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Nech´ tedy λ = (λ1, λ2) ∈ R2, λ 6= 0 je pevné a nech´ ω1 a ω2 jsou dv¥ nezávislé normální
náhodné prom¥nné. Poloºme S := λ1ω1 + λ2ω2. Nech´ t ≥ 0 je libovolné nezáporné reálné £íslo.
Pak platí

P(S ≤ t) =
1

2π

∫
(u,v):λ1u+λ2v≤t

e−(u2+v2)/2dudv =
1

2π

∫
u≤c;v∈R

e−(u2+v2)/2dudv

=
1√
2π

∫
u≤c

e−u
2/2du.

P°itom jsme pouºili rota£ní invariance funkce (u, v)→ e−(u2+v2)/2. Hodnota c je dána vzdáleností
p°ímky {(u, v) : λ1u + λ2v = t} od po£átku. Pomocí elementární geometrie a Pythagorovy v¥ty
(cf. ∆OAP ' ∆BAO v obr. 1) dostaneme

c = |OP | = |OB| · |OA|
|AB|

=
t√

λ2
1 + λ2

2

.

�
�
�
�

O u

P

A

B

t/λ1

t/λ2

λ1u+ λ2v = t

v

Obrázek 1: Výpo£et c = |OP | pomocí elementární geometrie pro λ1, λ2 > 0

Dostaneme tedy

P(S ≤ t) =
1√
2π

∫
√
λ21+λ22·u≤t

e−u
2/2du = P

(√
λ2

1 + λ2
2 · ω ≤ t

)
.

Stejný odhad platí pro negativní t pomocí symetrie a d·kaz je hotov.

Pokud jsou ω1, . . . , ωm normální náhodné prom¥nné (ne nutn¥ nezávislé), pak E(ω2
1 + · · · +

ω2
m) = m. Pokud jsou ale ω1, . . . , ωm dokonce i nezávislé, pak se hodnota ω2

1 +· · ·+ω2
m koncentruje

velice siln¥ okolo m. Tento efekt je znám jako koncentrace míry15

Lemma 7.2. Nech´ m ∈ N a nech´ ω1, . . . , ωm jsou nezávislé normální prom¥nné. Nech´ 0 < ε <
1. Pak

P(ω2
1 + · · ·+ ω2

m ≥ (1 + ε)m) ≤ e−
m
2

[ε2/2−ε3/3]

15concentration of measure, cf.
Ledoux, M.: The concentration of measure phenomenon. American Mathematical Society, Providence, (2001)
Ledoux, M., Talagrand, M.: Probability in Banach spaces. Isoperimetry and processes. Springer, Berlin, (1991)
Milman, V.D., Schechtman, G.: Asymptotic theory of �nite-dimensional normed spaces. Springer, Berlin (1986)
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a

P(ω2
1 + · · ·+ ω2

m ≤ (1− ε)m) ≤ e−
m
2

[ε2/2−ε3/3].

D·kaz. Dokáºeme pouze první nerovnost. D·kaz druhé probíhá velice podobn¥. Poloºme β :=
1 + ε > 1 a po£ítejme

P(ω2
1 + · · ·+ ω2

m ≥ βm) = P(ω2
1 + · · ·+ ω2

m − βm ≥ 0)

= P(λ(ω2
1 + · · ·+ ω2

m − βm) ≥ 0)

= P(exp(λ(ω2
1 + · · ·+ ω2

m − βm)) ≥ 1)

≤ E exp(λ(ω2
1 + · · ·+ ω2

m − βm)),

kde λ > 0 je kladné reálné £íslo, které ur£íme pozd¥ji. V posledním kroku jsme pouºili Markovovu
nerovnost. Dále pouºijeme elementární vlastnosti exponenciální funkce a

E
[ N∏
j=1

Xj

]
=

N∏
j=1

E(Xj).

pro nezávislé prom¥nné X1, . . . , Xm. To vede k

E exp(λ(ω2
1 + · · ·+ ω2

m − βm)) = e−λβm · E eλω2
1 · · · eλω2

m = e−λβm · (E eλω
2
1 )m

a s pomocí Lemma 7.1 dostaneme kone£n¥ (pro 0 < λ < 1/2)

E exp(λ(ω2
1 + · · ·+ ω2

m − βm)) = e−λβm · (1− 2λ)−m/2.

Nyní hledáme optimální hodnotu 0 < λ < 1/2, která bude minimalizovat poslední výraz. Proto
derivujeme e−λβm · (1− 2λ)−m/2 a poloºíme rovno nule. P°ímo£arý výpocet vede k

λ =
1− 1/β

2
,

které zjevn¥ spl¬uje také podmínku 0 < λ < 1/2. Pouºitím této hodnoty λ dostaneme

P(ω2
1 + · · ·+ ω2

m ≥ βm) ≤ e−
1−1/β

2
·βm · (1− (1− 1/β))−m/2 = e−

β−1
2
m · βm/2

= e−
εm
2 · e

m
2

ln(1+ε).

Výsledek pak plyne z nerovnosti

ln(1 + t) ≤ t− t2

2
+
t3

3
, −1 < t < 1.

Do konce této sekce ozna£íme

A =
1√
m

 ω1,1 . . . ω1n
...

. . .
...

ωm1 . . . ωmn

 , (7.1)

kde ωij , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, jsou nezávislé normální prom¥nné.
Pouºitím 2-stability normálního rozd¥lení, Lemma 7.2 dokáºeme, ºe A de�nované pomocí

(7.1) je s vysokou pravd¥podobností skoro isometrie pro jedno pevné x ∈ Rn.
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V¥ta 7.3. Nech´ x ∈ Rn s ‖x‖2 = 1 a nech´ A je de�nováno pomocí (7.1). Pak

P
(∣∣∣‖Ax‖22 − 1

∣∣∣ ≥ t) ≤ 2e−
m
2

[t2/2−t3/3] ≤ 2e−Cmt
2

(7.2)

pro 0 < t < 1 s absolutní konstantou C > 0.

D·kaz. Nech´ x = (x1, x2, . . . , xn)T . Pomocí 2-stability normálního rozd¥lení a Lemma 7.2 do-
staneme

P
(∣∣∣‖Ax‖22 − 1

∣∣∣ ≥ t)
= P

(∣∣(ω1,1x1 + · · ·+ ω1nxn)2 + · · ·+ (ωm1x1 + · · ·+ ωmnxn)2 −m
∣∣ ≥ mt)

= P
(∣∣ω2

1 + · · ·+ ω2
m −m

∣∣ ≥ mt)
= P

(
ω2

1 + · · ·+ ω2
m ≥ m(1 + t)

)
+ P

(
ω2

1 + · · ·+ ω2
m ≤ m(1− t)

)
≤ 2e−

m
2

[t2/2−t3/3].

To dává první nerovnost v (7.2). Druhá pak plyne prostým p°epo£tením (pro C = 1/12).

Remark 2. (i) V²imn¥me si, ºe (7.2) lze snadno homogenizvat na

P
(∣∣∣‖Ax‖22 − ‖x‖22∣∣∣ ≥ t‖x‖22) ≤ 2e−Cmt

2
, (7.3)

které platí pro v²echna x ∈ Rn.
(ii) Pon¥kud odli²ný d·kaz (7.2) je zaloºen na rota£ní invariance rozd¥lení matic de�novaných
pomocí (7.1). Sta£í tedy dokázat (7.2) pro jeden pevný prvek x ∈ Rn s ‖x‖2 = 1. Vezm¥me-li
x = e1 = (1, 0, . . . , 0)T jako první kanonický vektor, m·ºeme pouºít Lemma 7.2 bez nutnosti
aplikovat 2-stabilitu normálního rozd¥lení.

Koncentra£ní nerovnosti podobné (7.2) hrají zásadní roli v mnoha oblastech matematiky.
My ukáºeme jejich souvislost s klasickým výsledkem funkcionální analýzy zvaným Johnson-
Lindenstraussovo lemma16. Toto lemma °íká, ºe mnoºinu bod· ve vysocedimenzionálním pro-
storu je moºné vno°it do prostoru mnohem men²í dimenze, a to takovým zp·sobem, ¹e vzájemné
vzdálenosti mezi body jsou tém¥° zachovány.

Lemma 7.4. Nech´ 0 < ε < 1 a nech´ m,N a n jsou p°irozená £ísla s

m ≥ 4(ε2/2− ε3/3)−1 lnN.

Pak pro kaºdou mnoºinu {x1, . . . , xN} ⊂ Rn existuje zobrazení f : Rn → Rm, takové ºe

(1− ε)‖xi − xj‖22 ≤ ‖f(xi)− f(xj)‖22 ≤ (1 + ε)‖xi − xj‖22, i, j ∈ {1, . . . , N}. (7.4)

D·kaz. Poloºme f(x) = Ax, kde op¥t

Ax =
1√
m

 ω1,1 . . . ω1n
...

. . .
...

ωm1 . . . ωmn

x,

16cf. Johnson, W.B., Lindenstrauss, J.: Extensions of Lipschitz mappings into a Hilbert space. In: Conf. in
Modern Analysis and Probability, pp. 189�206, (1984)
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a ωij , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n jsou nezávislé normální prom¥nné. Ukáºeme, ºe s touto volbou
spl¬uje f podmínku (7.4) s kladnou pravd¥podobností. Tím bude existence takového zobrazení
dokázána.

Nech´ i, j ∈ {1, . . . , N} jsou libovolné s xi 6= xj . Pak poloºíme z = xi−xj
‖xi−xj‖2 a vypo£teme

pravd¥podobnost, ºe pravá strana (7.4) neplatí. V¥ta 7.3 pak implikuje

P
(∣∣∣‖f(xi)− f(xj)‖22 − ‖xi − xj‖22

∣∣∣ > ε‖xi − xj‖22
)

= P
(∣∣∣‖Az‖2 − 1

∣∣∣ > ε
)

≤ e−
m
2

[ε2/2−ε3/3].

Tentýº odhad platí i pro v²echny
(
N
2

)
páry {i, j} ⊂ {1, . . . , N} s i 6= j. Pravd¥podobnost, ºe jedna

z nerovností v (7.4) neplatí, je tedy nejvý²e

2 ·
(
N

2

)
· e−

m
2

[ε2/2−ε3/3] < N2 · e−
m
2

[ε2/2−ε3/3] = exp
(

2 lnN − m

2
[ε2/2− ε3/3]

)
≤ e0 = 1

pro m ≥ 4(ε2/2− ε3/3)−1 lnN . Pravd¥podobnost, ºe (7.4) platí pro v²echna i, j ∈ {1, . . . , N} je
tedy pozitivní a d·kaz je hotov.
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8 Geometrické nerovnosti

17

Dokáºeme Prekopa-Leindlerovu nerovnost a Brunn-Minkowského nerovnost, které poté pou-
ºijeme p°i d·kazu isoperimetrické nerovnosti a Brunnova principu.

V¥ta 8.1. (i) (Brunn-Minkowski) Pro libovolné m¥°itelné A,B ⊂ Rn platí

(1) (aditivní forma) vol(A+B)1/n ≥ vol(A)1/n + vol(B)1/n,
(2) (multiplikativní forma) vol(λA+ (1− λ)B) ≥ vol(A)λ vol(B)1−λ.
(ii) (Prekopa-Leindler) Nech´ f, g, h : Rn → [0,∞) jsou m¥°itelné funkce a nech´ λ ∈ (0, 1).
P°edpokládejme, ºe pro v²echna x, y ∈ Rn

h(λx+ (1− λ)y) ≥ f(x)λg(y)1−λ.

Pak ∫
Rn
h ≥

(∫
Rn
f

)λ(∫
Rn
g

)1−λ
.

D·kaz. 1. krok: (1) a (2) v Brunn-Minkowského nerovnosti jsou ekvivalentní.

Nech´ platí (1) - do které dosadíme λA místo A a (1 − λ)B místo B. Pouºitím nerovnosti mezi
aritmetickým a geometrickým pr·m¥rem (nebo konkávnosti logaritmu) dostaneme

log
(

vol(λA+ (1− λ)B)1/n
)
≥ log

(
vol(λA)1/n + vol((1− λ)B)1/n

)
= log

(
λ vol(A)1/n + (1− λ) vol(B)1/n

)
≥ λ log

(
vol(A)1/n

)
+ (1− λ) log

(
vol(B)1/n

)
= log

(
vol(A)λ/n vol(B)(1−λ)/n

)
,

a tedy (2).
Pokud platí (2), dosadíme

A′ =
A

vol(A)1/n
, B′ =

B

vol(B)1/n
, λ =

vol(A)1/n

vol(A)1/n + vol(B)1/n

a obdrºíme

vol

(
A+B

vol(A)1/n + vol(B)1/n

)
= vol(λA′ + (1− λ)B′) ≥ vol(A′)λ vol(B′)1−λ = 1.

2. krok: Jednodimenzionální Brunn-Minkowski.

Díky regularit¥ Lebesguevy míry sta£í uvaºovat A a B kompaktní. Díky její transla£ní invarianci
navíc m·ºeme p°edpokládat

supA = 0 = inf B.

Pak A ⊂ A+B a B ⊂ A+B. Celkem tedy |A|+ |B| = |A ∪B| ≤ |A+B|.
17P°evzato z R. Vershynin, Lectures in Geometric Functional Analysis
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3. krok: Jednodimenzionální Prekopa-Leindler.

Nech´ a ≥ 0. Jestliºe pro x, y ∈ R platí f(x) ≥ a a g(y) ≥ a, pak i

h(λx+ (1− λ)y) ≥ f(x)λg(y)1−λ ≥ a,

a tedy λx+ (1− λ)y ∈ {z : h(z) ≥ a}. Celkem tedy máme

λ{f ≥ a}+ (1− λ){g ≥ a} ⊂ {h ≥ a}.

Z jednodimenzionální Brunn-Minkowského nerovnosti pak plyne

λ|{f ≥ a}|+ (1− λ)|{g ≥ a}| = |λ{f ≥ a}|+ |(1− λ){g ≥ a}|
≤ |λ{f ≥ a}+ (1− λ){g ≥ a}| ≤ |{h ≥ a}|.

Kone£n¥ vyuºijeme ∫
f =

∫ ∞
0
|{f ≥ a}|da

a obdrºíme (∫
f

)λ(∫
g

)1−λ
≤ λ

∫
f + (1− λ)

∫
g ≤

∫
h,

kde první nerovnost je op¥t nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým pr·m¥rem.
4. krok: Indukce p°es dimenzi v Prekopa-Leindler.

P°edpokládejme, ºe tvrzení platí na Rn−1. Pro t ∈ R uvaºujme funkce

ft, gt, ht : Rn−1 → R

de�nované ft(x) = f(t, x) a obdobn¥ pro g, h. Nech´ t = λt1 + (1− λ)t2. Pak

ht(λx+ (1− λ)y) = h(t, λx+ (1− λ)y) = h(λt1 + (1− λ)t2, λx+ (1− λ)y)

≥ f(t1, x)λg(t2, y)1−λ = ft1(x)λgt2(y)1−λ

pro v²echna x, y ∈ Rn−1. Podle indukn£ního kroku tedy platí∫
Rn−1

ht ≥
(∫

Rn−1

ft1

)λ(∫
Rn−1

gt2

)1−λ
.

Kone£n¥, pouºijeme jednodimenzionální Prekopa-Leindlerovu nerovnost pro funkce

F : t1 →
∫
Rn−1

ft1 , G : t2 →
∫
Rn−1

gt2 , H : t→
∫
Rn−1

ht

a dostaneme ∫
Rn
h =

∫
R
H ≥

(∫
R
F

)λ(∫
R
G

)1−λ
=

(∫
Rn
f

)λ(∫
Rn
g

)1−λ
.

5. krok: Obecná dimenze Brunn-Minkowského nerovnosti.

Poloºme f = χA, g = χB, h = χλA+(1−λ)B a dosa¤me do Prekopa-Leindlerovy nerovnosti. Obdr-
ºíme multiplikativní formu Brunn-Minkowského nerovnosti.
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Isoperimetrická nerovnost v Rn
Nech´ A ⊂ Rn je m¥°itelná. Pak de�nujeme její povrch jako

vol(∂A) = lim
ε→0+

vol(A+ εBn
2 )− vol(A)

ε

(pokud tato limita existuje).

V¥ta 8.2. (Isoperimetrická nerovnost v Rn) Mezi v²emi t¥lesy daného objemu v Rn (které mají

povrch) má koule nejmen²í povrch.

D·kaz. Bu¤ A ⊂ Rn a B Eukleidovská koule s vol(B) = vol(A). Chceme dokázat, ºe vol(∂A) ≥
vol(∂B). Z Brunn-Minkowského nerovnosti plyne

vol(A+ εBn
2 )1/n ≥ vol(A)1/n + vol(εBn

2 )1/n = vol(B)1/n + vol(εBn
2 )1/n

= vol(B + εBn
2 )1/n.

Nyní sta£í umocnit ob¥ strany nerovnosti na n, ode£íst od obou stran vol(A) = vol(B), vyd¥lit
ε > 0 a vzít limitu pro ε→ 0+.

Brunn·v princip

V¥ta 8.3. Nech´ K je konvexní t¥leso v Rn a u ∈ Rn \ {0}. Ozna£íme-li

Ht = {x ∈ Rn : 〈x, u〉 = t},

pak funkce

t→ vol(K ∩Ht)
1

n−1

je konkávní na svém nosi£i.

D·kaz. Objem v zadání je (n− 1)-dimenzionální Lebesgueova míra na Ht. Ekvivalentn¥ m·ºeme
uvaºovat ortogonální projekci na H0 a (n − 1)-dimenzionální Lebesgueovu míru na H0, tedy
vol(K ∩Ht) = vol(PH0(K ∩Ht)).

Ozna£me je²t¥ Kt = K ∩Ht. Z konvexity K plyne pro kaºdé r, s ∈ R a λ ∈ (0, 1)

Kλr+(1−λ)s ⊃ λKr + (1− λ)Ks

a totéº platí i pro projekce do H0

PH0(Kλr+(1−λ)s) ⊃ λPH0(Kr) + (1− λ)PH0(Ks).

Výsledek pak plyne z Brunn-Minkowského nerovnosti na H0

vol(Kλr+(1−λ)s)
1

n−1 = vol(PH0(Kλr+(1−λ)s))
1

n−1 ≥ vol(λPH0(Kr) + (1− λ)PH0(Ks))
1

n−1

≥ vol(λPH0(Kr))
1

n−1 + vol((1− λ)PH0(Ks))
1

n−1

= λ vol(PH0(Kr))
1

n−1 + (1− λ) vol(PH0(Ks))
1

n−1

= λ vol(Kr)
1

n−1 + (1− λ) vol(Ks)
1

n−1 .
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9 Disperze

Nech´ d ∈ N a nech´ P ⊂ [0, 1]d je libovolná mnoºina. Pak de�nujeme disperzi P

disp(P) := sup
B : B∩P=∅

|B|,

(supremum je bráno p°es v²echny kvádry s hranami rovnob¥ºnými se sou°adnými osami, tedy
B = I1×· · ·×Id, I` ⊂ [0, 1] jsou intervaly, a |B| je objem B). Disperze P je tedy objem nejv¥t²ího
kvádru, který neobsahuje ºádný bod z P.

Pro pevné n ≥ 1 budeme hledat mnoºinu P s n prvky, která bude mít minimální disperzi,
de�nujeme tedy

disp(n, d) := inf
P⊂[0,1]d :

#P=n

disp(P)

a její inverzní funkci
N(ε, d) := min

{
n : disp(n, d) ≤ ε

}
.

Jakub Sosnovec dokázal v roce 2017, ºe pro kaºdé pevné 0 < ε < 1/4 existuje cε > 0 tak, ºe
platí

N(ε, d) ≤ cε log2(d).

Cílem této kapitoly je zjemn¥ní Sosnovcova argumentu, které vylep²í závislost cε na ε > 0.

V¥ta 9.1. Nech´ d ≥ 2 je p°irozené £íslo a nech´ ε ∈ (0, 1/2). Pak existuje P ⊂ [0, 1]d s

disp(P) ≤ ε a

#P ≤ 27 log2(d)

(
1 + log2(ε−1)

)2
ε2

.

Toto lze p°ímo£a°e p°eformulovat jako odhad pro disp(n, d).

D·sledek 9.2. Nech´ n, d ∈ N s n ≥ 2 a d ≥ 2. Pak

disp(n, d) ≤ c log2(n)

√
log2(d)

n

pro absolutní konstantu c > 0.

Pro 0 < ε < 1/2 zvolme k ∈ N tak, aby 2−k ≤ ε < 2−k+1, tedy k = dlog2(1/ε)e ≥ 2, a
de�nujeme

Mk =

{
1

2k
,

2

2k
, . . . ,

2k − 1

2k

}
⊂ [0, 1].

Budeme uvaºovat náhodnou mnoºinu bod· X = {x1, x2, . . . , xn} ⊂ Md
k se sloºkami (xj)l vybra-

nými náhodn¥ a stejnom¥rn¥ z Mk.
Ukáºeme, ºe pro n rostoucí polynomiáln¥ v 1/ε a logaritmicky v d, X má s nenulovou pravd¥-

podobností neprázdný pr·nik s kaºdým kvádrem s hranami rovnob¥ºnými se sou°adnými osami a
objemem alespo¬ ε. Mnoºinu v²ech kvádru s objemem alespo¬ 2−k rozd¥líme na n¥kolik skupin.
Pro p ∈Md

k a s ∈ {0, . . . , 2k − 1}d poloºme

Ωk :=
{
B ⊂ [0, 1]d : |B| > 2−k

}
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a

Ωk(p, s) :=
{
I1 × · · · × Id ∈ Ωk :

s`
2k

< |I`| ≤
s` + 1

2k

a inf I` ∈
[
p` −

1

2k
, p`

)
pro v²echna ` = 1 . . . , d

}
.

Z°ejm¥, Ωk(p, s) = ∅ pokud s` = 0 pro n¥jaké ` = 1, . . . , d.
Hlavním krokem je následující lemma.

Lemma 9.3. Nech´ x náhodn¥ a rovnom¥rn¥ vybrané z Md
k . Pak pro kaºdé B ∈ Ωk platí

P(x ∈ B) > 2−k−4.

Dále pro kaºdé p ∈Md
k a s ∈ {1, . . . , 2k − 1}d platí

P
(
∃B ∈ Ωk(p, s) : x /∈ B

)
< exp

(
−2−k−4

)
.

D·kaz. Nech´ x je náhodn¥ vybráno z Md
k a B = I1 × · · · × Id ∈ Ωk. Pak B ∈ Ωk(p, s) pro

n¥jaké p ∈ Md
k a s ∈ {1, . . . , 2k − 1}d. Dále poloºme B(p, s) :=

∏d
`=1[p`, p` + s`−1

2k
]. Z°ejm¥ tedy

B ∩Md
k ⊃ B(p, s) ∩Md

k a

P(x ∈ B) ≥ P(x ∈ B(p, s)) =

d∏
`=1

( s`
2k − 1

)
=
∏
`∈Ds

( s`
2k − 1

)
,

kde Ds :=
{
` ∈ {1, . . . , d} : s` < 2k − 1

}
. Pro dal²í postup vyuºijeme nerovnost

( j

2k − 1

)
≥
(

1− 1

k2k

)(j + 1

2k

) k
k−1 pro v²echna j = 1, . . . , 2k − 2, (9.1)

jejíº d·kaz provedem pozd¥ji. Tím dostaneme

P(x ∈ B) ≥
(

1− 1

k2k

)|Ds| ∏
`∈Ds

(s` + 1

2k

) k
k−1

≥
(

1− 1

k2k

)|Ds|
|B|

k
k−1 .

Protoºe |Ds| = m1(s) < ln(2)k2k, see (9.3), m·ºeme dále odhadovat

P(x ∈ B) ≥
(

1− 1

k2k

)ln(2)k2k

2−
k2

k−1 ≥
(

1− 1

8

)8 ln(2)
2−

k2

k−1

>
1

4
· 2−

k2

k−1 ≥ 1

16
· 2−k,

kde jsme pouºili monotonii posloupnosti (1− 1/k)k a k2

k−1 ≤ k + 2 for k ≥ 2.
Pro d·kaz (9.1) vyuºijeme ekvivalentní reformulace

min
j=1,2,...,2k−2

j

(j + 1)
k
k−1

≥ (2k − 1)2−
k2

k−1

(
1− 1

k2k

)
. (9.2)
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Protoºe funkce t → t

(1+t)
k
k−1

má jen jeden lokální extrém na (0,∞) a tento extrém je lokální

maximum, sta£í uvaºovat j ∈ {1, 2k − 2} a dokázat

min
( 1

2
k
k−1

,
2k − 2

(2k − 1)
k
k−1

)
≥ (2k − 1)2−

k2

k−1

(
1− 1

k2k

)
.

Tato nerovnost se p°irozen¥ rozpadá na dv¥ £ásti. První (pro j = 1) plyne z

1

2
k
k−1

= 2k · 2−
k2

k−1 .

Druhá, pro j = 2k − 2, je ekvivalentní

2k − 2

2k − 1
≥
(2k − 1

2k

) k
k−1
(

1− 1

k2k

)
,

která bude (díky monotonii) dokázána, pokud ji dokáºeme s exponentem k
k−1 nahrazeným jed-

ni£kou, tedy
2k − 2

2k − 1
≥
(2k − 1

2k

)(
1− 1

k2k

)
.

Pomocí jednoduchých úprav je tato nerovnost ekvivalentní

22k − 2 · 2k ≥ (2k − 1)2
(

1− 1

k2k

)
= 22k − 2 · 2k + 1− 22k − 2 · 2k + 1

k2k

a
22k − 2 · 2k + 1 ≥ k · 2k,

která platí pro k ≥ 2. Tím je hotov d·kaz P(x ∈ B) > 2−k−4 pro v²echna B ∈ Ωk.
Pro d·kaz druhé £ásti lemmatu si v²imn¥me, ºe B ∩Md

k ⊃ B(p, s) ∩Md
k pro v²echna B ∈

Ωk(p, s). Tím dostaneme

P
(
∀B ∈ Ωk(p, s) : x ∈ B

)
≥ P

(
x ∈ B(p, s)

)
> 2−k−4

a tedy i
P
(
∃B ∈ Ωk(p, s) : x /∈ B

)
< 1− 2−k−4 ≤ exp

(
−2−k−4

)
.

P°ipome¬me, ºe konstruovaná mnoºina X je rovna X = {x1, x2, . . . , xn} ⊂ Md
k . Pomocí

jednoduché nerovnosti pro míru sjednocení mnoºin (union bound) a Lemma 9.3 dostaneme

P
(
∃B ∈ Ωk : X ∩B = ∅

)
≤

∑
p,s : Ωk(p,s) 6=∅

P
(
∃B ∈ Ωk(p, s) : X ∩B = ∅

)
=

∑
p,s : Ωk(p,s) 6=∅

P
(
∃B ∈ Ωk(p, s) : x1 /∈ B

)n
< #

{
p, s : Ωk(p, s) 6= ∅

}
exp
(
−n 2−k−4

)
.

Je²t¥ pot°ebujeme odhadnout po£et t¥ch dvojic (p, s), pro které Ωk(p, s) 6= ∅. Nejprve si v²im-
n¥me, ºe Ωk(p, s) = ∅ pokud p`2

k > 2k − s` pro n¥jaké ` = 1, . . . , d. Pokud tedy s je takové,
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ºe Ωk(p, s) 6= ∅ pro n¥jaké p ∈ Md
k , pak existuje p°esn¥

∏d
`=1(2k − s`) takových p, pro které

Ωk(p, s) 6= ∅. Ozna£íme-li m1(s) := #{` : s` < 2k − 1}, tak je tento po£et omezen shora 2km1(s).
Je-li dále B ∈ Ωk(p, s), pak

2−k < |B| ≤
d∏
`=1

(s` + 1

2k

)
≤
(

1− 1

2k

)m1(s)
.

Pokud je tedy Ωk(p, s) 6= ∅, pak i

m1(s) < Ak := ln(2) k 2k. (9.3)

Skute£n¥,

2−k <
(

1− 1

2k

)m1(s)
and 2−k >

(
1− 1

2k

)ln(2)k2k

,

kde první z t¥chto nerovností plyne z monotónní konvergence (1− 1/2k)2k k e−1.
Po£et t¥ch s ∈ {0, . . . , 2k − 1}d, pro které m1(s) = #{l : sl < 2k − 1} < Ak je dále omezen(

d

Ak

)
2kAk <

(
4d

k

)Ak
,

kde jsme pouºili
(
d
Ak

)
≤ (ed/Ak)

Ak a e/ ln(2) < 4. Celkem tedy dostaneme

#
{
p, s : Ωk(p, s) 6= ∅

}
<

(
4d

k

)Ak
2kAk ≤ exp

(
k 2k

(
k + log2(4d/k)

))
≤ exp

(
k 2k log2

(
2k+1d

))
a

P
(
∃B ∈ Ωk : X ∩B = ∅

)
< exp

(
k 2k log2

(
2k+1d

)
− n 2−k−4

)
.

Tento výraz je ost°e men²í neº jedna, pokud

n ≥ 24 k 22k log2

(
2k+1d

)
.

V tom p°ípad¥ tedy existuje mnoºina X s n body, pro kterou X ∩B 6= ∅ pro v²echny kvádry B
s |B| > 2−k. Celkem tedy

N(2−k, d) ≤ 24 k 22k log2

(
2k+1d

)
.

Kone£n¥, z 2−k ≤ ε < 2−k+1, 2k−1 < ε−1 ≤ 2k a k ≥ log2(1/ε) > k − 1 dostaneme

N(ε, d) ≤ 26

(
1 + log2(ε−1)

)
log2

(
4dε−1

)
ε2

≤ 27 log2(d)

(
1 + log2(ε−1)

)2
ε2

.
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10 Maticové normy: Spektrální, Frobeniova a nukleární

P°íklady metrických a normovaných prostor· se £asto omezují na prostory posloupností. Díky
aplikacím v numerice £i zpracování signál· hrají ale £ím dál d·leºit¥j²í roli prostory matic. Budeme
se zabývat m× n reálnými maticemi, komplexní by bylo moºné uvaºovat podobn¥. Normy, které
projdeme, jsou zaloºené na spektrálních vlastnostech t¥chto matic. P°ipome¬me tedy Singular

value decomposition theorem:

V¥ta 10.1. Bu¤ A ∈ Rm×n reálná m× n matice. Pak lze napsat A jako

A = UΣV T ,

kde U je m × m ortogonální matice, Σ je m × n diagonální matice s nezápornými reálnými

koe�cienty na diagonále a V je n× n ortogonální matice.

Diagonální koe�cienty matice Σ ozna£íme σ1(A) ≥ σ2(A) ≥ · · · ≥ 0 a nazýváme je singulár-
ními £ísly matice A.

Spektrální norma matice A je ‖A‖ := σ1(A). Je-li x ∈ Rn s ‖x‖2 ≤, pak platí

‖Ax‖2 = ‖UΣV Tx‖2 = ‖ΣV Tx‖2 ≤ σ1(A)‖V Tx‖2 ≤ σ1(A).

Pro x = v1 první sloupec matice V ale dostaneme V T v1 = e1 a ‖Ax‖2 = σ1(A). Celkem je tedy

‖A‖ = sup
x∈Rn,‖x‖2≤1

‖Ax‖2 = sup
x∈Rn,x 6=0

‖Ax‖2
‖x‖2

.

Odtud jiº ihned plyne, ºe ‖ · ‖ je skute£n¥ norma, zejména trojúhleníkovou nerovnost dokáºeme
pomocí

‖A+B‖ = sup
x∈Rn,‖x‖2≤1

‖(A+B)x‖2 ≤ sup
x∈Rn,‖x‖2≤1

‖Ax‖2 + sup
x∈Rn,‖x‖2≤1

‖Bx‖2 = ‖A‖+ ‖B‖.

Hilbert-Schmidtova norma nebo také Frobeniova norma je de�nována pomocí

‖A‖F =
(min(m,n)∑

j=1

σj(A)2
)1/2

.

Nech´ v1, v2, . . . , vn jsou sloupce matice V v singulárním rozkladu matice A. Pak

n∑
j=1

‖Avj‖22 =
n∑
j=1

‖UΣV T vj‖22 =
n∑
j=1

‖ΣV T vj‖22 =

min(m,n)∑
j=1

‖σj(A)vj‖22 =

min(m,n)∑
j=1

σj(A)2 = ‖A‖2F .

Dokáºeme, ºe stejná identita platí pro libovolnou ortonormální bázi ϕ1, . . . , ϕn, tedy ºe

‖A‖2F =

n∑
j=1

‖Aϕj‖22. (10.1)

Poté tento výsledek aplikujeme na ortonormální bázi e1, . . . , en a obdrºíme

‖A‖2F =

m∑
j=1

n∑
k=1

|aj,k|2.
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Z toho pak jiº ihned plyne, ºe ‖ · ‖F je skute£n¥ norma.
Zbývá tedy dokázat (10.1).

n∑
j=1

‖Aϕj‖22 =
n∑
j=1

‖UΣV Tϕj‖22 =
n∑
j=1

‖ΣV Tϕj‖22 =
n∑
j=1

min(m,n)∑
k=1

σk(A)2|〈vk, ϕj〉|2

=

min(m,n)∑
k=1

σk(A)2
n∑
j=1

|〈vk, ϕj〉|2 =

min(m,n)∑
k=1

σk(A)2.

Tato norma je samoz°ejm¥ generována skalárním sou£inem

〈A,B〉F =

m∑
j=1

n∑
k=1

aj,kbj,k = Tr(ATB).

Nukleární norma matice A je de�nována jako

‖A‖∗ =

min(m,n)∑
j=1

σj(A).

Tato norma se v minulých deseti letech stala st°edem zájmu pro sv·j význam v oboru low-rank

matrix recovery.18 My se zde omezíme na d·kaz faktu, ºe nukleární norma je opravdu norma.
Dokáºeme, ºe je vlastn¥ duální ke spektrální norm¥ vzhledem k párování 〈A,B〉F , tedy

‖A‖∗ = sup
B∈Rm×n,‖B‖≤1

〈A,B〉F . (10.2)

Trojúhelníková nerovnost pro ‖ · ‖∗ pak plyne lehce z

‖A+B‖∗ = sup
C∈Rm×n,‖C‖≤1

〈A+B,C〉F = sup
C∈Rm×n,‖C‖≤1

(〈A,C〉F + 〈B,C〉F ) ≤ ‖A‖∗ + ‖B‖∗.

Nech´ A = UΣV T je singulární rozklad matice A. Nech´ n ≥ m. Poloºme C = UIV T , kde
I ∈ Rm×n je diagonální matice s jedni£kami na diagonále. Pak samoz°ejm¥ ‖C‖ = 1, ale i

〈A,C〉F = 〈UΣV T , UIV T 〉 = Tr ((UΣV T )T (UIV T )) = Tr ((V ΣTUT )(UIV T ))

= Tr (V ΣT IV T ) = Tr (V TV ΣT I) = Tr (ΣT I) = ‖A‖∗.

Pro m > n pouºijeme nejprve 〈A,C〉F = 〈C,A〉F . Tím je jedna nerovnost v (10.2) dokázána.
Pouºili jsme identitu Tr(XY Z) = Tr(ZXY ), která platí kdykoliv jsou oba sou£iny de�nované.

18Literature. . .
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D·kaz opa£né nerovnosti plyne z

sup
C∈Rm×n,‖C‖≤1

〈A,C〉F = sup
C∈Rm×n,‖C‖≤1

Tr (ATC) = sup
C∈Rm×n,‖C‖≤1

Tr ((UΣV T )TC)

= sup
C∈Rm×n,‖C‖≤1

Tr (V ΣTUTC) = sup
C∈Rm×n,‖C‖≤1

Tr (ΣTUTCV )

= sup
C∈Rm×n,‖C‖≤1

〈Σ, UTCV 〉 = sup
C∈Rm×n,‖C‖≤1

min(m,n)∑
j=1

σj(A)(UTCV )j,j

= sup
C∈Rm×n,‖C‖≤1

min(m,n)∑
j=1

σj(A)(uTj Cvj)j,j ≤ sup
C∈Rm×n,‖C‖≤1

min(m,n)∑
j=1

σj(A)σ1(C)

= ‖A‖∗,

kde jsme op¥t pouºili identitu o stop¥ sou£inu t°ech matic.
Jiný zp·sob d·kazu jde p°es Lidskii inequality.19

Pro reálnou £tvercovou symetrickou matici A = AT ozna£me λj(A) její (reálná) vlastní £ísla.
P°ipome¬me, ºe jejich sou£et je roven stop¥ A - sou£tu prvk· na diagonále. Následující lemma je
obdobou trojúhelíkové nerovnosti ori vlastní £ísla symetrické matice a singulární £ísla obdélníkové
matice.

Lemma 10.2. (i) Nech´ A,B ∈ Rd×d jsou dv¥ reálné symetrické matice (i.e. A = AT , B = BT ).

Pak
d∑
j=1

|λj(A)− λj(B)| ≤
d∑
j=1

|λj(A−B)| = ‖A−B‖∗.

(ii) Nech´ A,B ∈ Rn×N . Pak
n∑
j=1

|σj(A)− σj(B)| ≤
n∑
j=1

σj(A−B).

D·kaz. (i) Pouºijeme Jordan·v rozklad A−B na pozitivn¥ a negativn¥ de�nitní £ást

A−B = (A−B)+ − (A−B)−

a dostaneme
‖A−B‖∗ = tr(A−B)+ + tr(A−B)−.

Poloºme
C := A+ (A−B)− = B + (A−B)+.

Pak C < A a C < B. Z Weylova principu monotonie20

19https://terrytao.wordpress.com/tag/lidskii-inequality/
20Toto lze dokázat i z minimax-charakterizace vlastních £ísel

λk(A) = max
M⊂Rd

dim(M)=k

min
x∈M
‖x‖2=1

〈x,Ax〉 ≤ max
M⊂Rd

dim(M)=k

min
x∈M
‖x‖2=1

〈x,Cx〉 = λk(C),

kde jsme pouºili, ºe
〈x,Ax〉 = 〈x,Cx〉+ 〈x, (A− C)x〉 ≤ 〈x,Cx〉

pokud C −A je pozitivn¥ semi-de�nitní.
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λj(C) ≥ λj(A) a λj(C) ≥ λj(B). Dostaneme tedy

λj(A)− λj(B) ≤ λj(2C)− λj(A)− λj(B) a

λj(B)− λj(A) ≤ λj(2C)− λj(A)− λj(B), a tedy

|λj(A)− λj(B)| ≤ λj(2C)− λj(A)− λj(B).

Kone£n¥ se£tením obdrºíme

d∑
j=1

|λj(A)− λj(B)| ≤ tr(2C)− tr(A)− tr(B)

= tr(A+ (A−B)−) + tr(B + (A−B)+)− tr(A)− tr(B)

= ‖A−B‖∗.

(ii) Poloºme

Ã =

(
0 A
AT 0

)
a B̃ =

(
0 B
BT 0

)
, a tedy Ã− B̃ =

(
0 A−B

(A−B)T 0

)
.

Pak Ã a B̃ jsou d × d symetrické matice s d = n + N. Navíc, vlastní £ísla Ã jsou21

(±σ1(A), . . . ,±σn(A)) a podobn¥ pro B a A−B. Pouºitím (i) dostaneme

n+N∑
j=1

|λj(Ã)− λj(B̃)| =
n∑
j=1

|σj(A)− σj(B)|+
n∑
j=1

| − σj(A) + σj(B)|

= 2
n∑
j=1

|σj(A)− σj(B)| ≤
n+N∑
j=1

|λj(Ã− B̃)|

=
n∑
j=1

|σj(A−B)|+
n∑
j=1

| − σj(A−B)| = 2
n∑
j=1

σj(A−B).

21. . . vlastní vektory jsou (uTj , v
T
j )
T a (uTj ,−vTj )T
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11 Náhodná procházka v obecné dimenzi

De�nice 11.1. Nech´ d ≥ 1 je p°irozené £íslo a nech´ X1, X2, X3, . . . je posloupnost Rd-
hodnotových nezávislých stejn¥ rozd¥lených náhodných prom¥nných. Pak náhodná procházka v

dimenzi d je posloupnost (Sn)n≥0, kde S0 = 0 a

Sn = Sn−1 +Xn = X1 +X2 + · · ·+Xn, n ≥ 1.

X1, X2, X3, . . . se nazývají kroky náhodné procházky.

Dal²í ozna£ení, které budeme pouºívat je následující.

• Jednoduchá náhodná procházka: Pro d = 1 je P(Xj = 1) = P(Xj = −1) = 1/2, pro d > 1
je P(Xj = ek) = P(Xj = −ek) = 1

2d pro v²echna j ∈ N a v²echna k = 1, . . . , d. Vektory
(ek)

d
k=1 ozna£ují kanonickou bázi Rd.

• Po£et výskyt· v po£átku: Náhodná veli£ina N je de�nována

N = #{n ∈ N0 : Sn = 0}.

• £as prvního návratu do po£átku: Náhodná veli£ina τ

τ = inf{n ≥ 1 : Sn = 0}.

Zde uºíváme úmluvu inf ∅ = +∞. Pokud se tedy náhodná procházka jiº nikdy do po£átku
nevrátí (Sn 6= 0 pro v²echna n ≥ 1), je τ = +∞.

• Náhodná procházka je rekurentní, pokud P(N = +∞) = 1, nebo ekvivalentn¥ P (N <
+∞) = 0. Náhodná procházka je tranzitní, pokud P(N < +∞) = 1, nebo ekvivalentn¥
P(N = +∞) = 0.

Prvním krokem bude dokázat, ºe náhodná procházka je bu¤ rekurentní, nebo tranzitní. Na-
p°íklad P(N = +∞) = 1/2 (tedy jedna polovina procházek se nekone£n¥krát vrací do po£atku,
druhá polovina nikoliv) tedy nem·ºe nastat.

Lemma 11.2. Pro libovolnou náhodnou procházku v libovolné dimenzi a pro kaºdé n ≥ 1 platí

P(N = n) = P(τ = +∞)P(τ <∞)n−1.

D·kaz. Nejprve dokáºeme

P(N = n+ 1) = P(N = n)P(τ < +∞), n ≥ 1.

Skute£n¥ - návratem do po£átku v kroce k se náhodná procházka rozpadá na dv¥ nezávislé £asti,
první (kone£nou) s S0 = Sk = 0, a druhou (nekone£nou) (Sk+j)j≥0, která má stejný tvar (a stejné
rozd¥lení stav·) jako (Sj)j≥0. Celkem tedy máme

P(N = n+ 1) =
∑
k≥1

P(N = n+ 1 & τ = k) =
∑
k≥1

P(N ′ = n & τ = k)

=
∑
k≥1

P(N ′ = n)P(τ = k) = P(N ′ = n)
∑
k≥1

P(τ = k) = P(N = n)P(τ <∞),

kde N ′ = #{l ∈ N0 : Sk+l = 0}.
Tvrzení lemmatu pak snadno dokáºeme indukcí. Pro n = 1 je P(N = 1) = P(τ = +∞). Pro

n > 1 je pak P(N = n+ 1) = P(N = n)P(τ < +∞) = P(τ = +∞)P(τ < +∞)n.
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D·sledek 11.3. Kaºdá náhodná procházka je bu¤ rekurentní nebo tranzitní.

D·kaz. Pokud P(τ = +∞) = 0, pak z lemmatu plyne, ºe P(N = n) = 0 pro kaºdé n ≥ 1 a tedy
i P (N < +∞) = 0 a procházka je rekurentní.

Pokud ale P(τ = +∞) > 0, pak je i P(τ < +∞) < 1 a

P (N < +∞) =
∑
n≥1

P(N = n) =
∑
n≥1

P(τ = +∞)P(τ < +∞)n−1

= P(τ = +∞)
1

1− P(τ < +∞)
=

1− P(τ < +∞)

1− P(τ < +∞)
= 1

a procházka je tranzitní.

Charakterizovat, zda je náhodná procházka rekurentní nebo tranzitní, nám pom·ºe následující
lemma.

Lemma 11.4. Náhodná procházka je tranzitní pokud EN < +∞, a rekurentní pokud EN = +∞.

D·kaz. P°i pouºití konvence (obvyklé v teorii míry a pravd¥podobnosti) �0·(+∞) = 0� dostaneme

EN =
∑
n≥1

nP(N = n) +∞ · P(N = +∞).

Pokud EN < +∞, je tedy P(N = +∞) = 0 a procházka je tranzitní.
Pokud naopak P(N = +∞) = 0, a tedy P(N < +∞) = 1, je podle p°edchozího lemmatu

P(τ = +∞) > 0 a tedy i P(τ < +∞) < 1. Celkem je tedy

EN =
∑
n≥1

nP(N = n) =
∑
n≥1

nP(τ = +∞)P(τ < +∞)n−1

= P(τ = +∞)
∑
n≥1

nP(τ < +∞)n−1 =
P(τ = +∞)

[1− P(τ < +∞)]2
=

1

P(τ = +∞)
< +∞.

Veli£inu EN lze explicitn¥ spo£ítat pomocí Fourierovy transformace, v teorii pravd¥podob-
nosti známé spí²e pod názvem charakteristická funkce.

Lemma 11.5. Nech´ náhodná procházka v Zd (tedy Sn ∈ Zd pro v²echna n ≥ 1) má kroky

X1, X2, X3, . . . a nech´ ϕ(ξ) = E(eiξ·X1) = E cos(ξ ·X1) + iE sin(ξ ·X1) pro ξ ∈ Rd. Pak

EN = lim
t→1−

1

(2π)d

∫
[−π,π]d

1

1− tϕ(ξ)
dξ

D·kaz. Pro d = 1 je

1

2π

∫ π

−π
eimθdθ =

1

2π

∫ π

−π

(
cos(mθ) + i sin(mθ)

)
dθ =

{
1 pro m = 0,

0 pro m ∈ Z \ {0}.

Pro d ≥ 1 platí tedy

1

(2π)d

∫
[−π,π]d

eim·ξdξ =
d∏
j=1

1

2π

∫ π

−π
eimjξjdξj =

{
1 pro m = (0, . . . , 0),

0 pro m ∈ Zd \ {(0, . . . , 0)}.
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Dosadíme-li za m polohu náhodné procházky po n krocích, tedy m = Sn (zde poprvé vyuºíváme,
ºe Sn ∈ Zd), dostaneme

1

(2π)d

∫
[−π,π]d

eiSn·ξdξ = χ{Sn=0} =

{
1 pro Sn = (0, . . . , 0),

0 pro Sn ∈ Zd \ {(0, . . . , 0)}.

Integrací p°es trajektorie náhodné procházky a s vyuºitím nezávislosti jejich krok· obdrºíme

P(Sn = 0) = Eχ{Sn=0} =
1

(2π)d

∫
[−π,π]d

E(eiSn·ξ)dξ =
1

(2π)d

∫
[−π,π]d

E(eiX1·ξ · eiX2·ξ . . . eiXn·ξ)dξ

=
1

(2π)d

∫
[−π,π]d

E(eiX1·ξ) · E(eiX2·ξ) . . .E(eiXn·ξ)dξ =
1

(2π)d

∫
[−π,π]d

ϕ(ξ)ndξ.

Tuto identitu pronásobíme tn pro 0 < t < 1, se£teme a vyrobíme p°íslu²nou mocninnou °adu
(tento postup se v £eské literatu°e ozna£uje termínem vytvo°ující funkce)∑

n≥0

tnP(Sn = 0) =
∑
n≥0

tn

(2π)d

∫
[−π,π]d

ϕ(ξ)ndξ =
∑
n≥0

1

(2π)d

∫
[−π,π]d

tnϕ(ξ)ndξ

=
1

(2π)d

∫
[−π,π]d

∑
n≥0

[tϕ(ξ)]ndξ

=
1

(2π)d

∫
[−π,π]d

1

1− tϕ(ξ)
dξ.

P°i tomto výpo£tu jsme uºili

• |ϕ(ξ)| = |E(eiξ·X1)| ≤ E(|eiξ·X1 |) = E1 = 1,

• |tϕ(ξ)| ≤ t < 1,

• stejnom¥rné konvergence °ady
∑

n[tϕ(ξ)]n na [−π, π]d pro zám¥nu integrálu a °ady,

• a nakonec sou£tu geometrické °ady.

Funkce
t→

∑
n≥0

tnP(Sn = 0)

je na intervalu (0, 1) neklesající, má tedy (kone£nou nebo nekone£nou) limitu pro t→ 1−. Pokud
je
∑

n P(Sn = 0) kone£ná, pak z Abelovy v¥ty o mocninných °adách plyne, ºe

lim
t→1−

∑
n≥0

tnP(Sn = 0) =
∑
n≥0

P(Sn = 0). (11.1)

Jako (lehké) cvi£ení si rozmyslete, ºe pokud je pravá strana (11.1) nekone£ná, tak ani levá strana
nem·ºe být kone£ná. Rovnost (11.1) tedy platí vºdy. D·kaz tedy uº dokon£íme pozorováním∑

n≥0

P(Sn = 0) =
∑
n≥0

Eχ{Sn=0} = E
(∑
n≥0

χ{Sn=0}

)
= EN.
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Následující v¥ta je v matematickém folklóru ozna£ována: �A drunken man will always �nd his
way home but a drunken bird may get lost forever�.

V¥ta 11.6. Jednoduchá náhodná procházka na Zd je rekurentní pro d = 1, 2 a tranzitní pro d ≥ 3.

D·kaz. Pro jednoduchou procházku je Xj ∈ {±e1, . . . ,±ed} a tedy

ϕ(ξ) = E(eiX·ξ) =
1

2d

(
eiξ1 + e−iξ1 + · · ·+ eiξd + e−iξd

)
=

cos(ξ1) + · · ·+ cos(ξd)

d

a ϕ(ξ) ≤ 1 je tedy reálná funkce. Navíc platí

lim
t→1−

1

(2π)d

∫
[−π,π]d

1

1− tϕ(ξ)
dξ

= lim
t→1−

[
1

(2π)d

∫
ξ∈[−π,π]d,ϕ(ξ)≤0

1

1− tϕ(ξ)
dξ +

1

(2π)d

∫
ξ∈[−π,π]d,ϕ(ξ)>0

1

1− tϕ(ξ)
dξ

]
=

1

(2π)d

∫
ξ∈[−π,π]d,ϕ(ξ)≤0

1

1− ϕ(ξ)
dξ +

1

(2π)d

∫
ξ∈[−π,π]d,ϕ(ξ)>0

1

1− ϕ(ξ)
dξ

=
1

(2π)d

∫
[−π,π]d

1

1− ϕ(ξ)
dξ.

První zám¥na limity a integrálu plyne ze stejnom¥rné omezenosti 0 ≤ (1 − tϕ(ξ))−1 ≤ 1 pro
v²echna 0 < t < 1 a ξ ∈ [−π, π]d s ϕ(ξ) ≤ 0, druhá pak z monotónní konvergence (1− tϕ(ξ))−1 ↗
(1− ϕ(ξ))−1.

Na [−π, π]d je tedy ϕ(ξ) = 1 jen pro ξ = (0, . . . , 0) a toto je tedy jediný kritický bod∫
[−π,π]d

dξ

1− ϕ(ξ)
. Pro zji²t¥ní konvergence £i divergence tohoto integrálu je tedy d·leºité cho-

vání 1− ϕ(ξ) pro ξ → 0. Pomocí následující posloupnosti jinak triviálních fakt· obdrºíme

• 1− cosx = 2 sin2(x/2), x ∈ R,

• 2x
π ≤ sinx ≤ x, x ∈ [0, π/2],

• 2ξ2i
π2 ≤ 1− cos(ξi) ≤

ξ2i
2 , ξi ∈ [−π, π],

•

1− ϕ(ξ) =
(1− cos(ξ1)) + · · ·+ (1− cos(ξd))

d
=

{
≥ 1

d ·
2|ξ|2
π2 ,

≤ 1
2d |ξ|

2.

Pro d = 1, 2 máme tedy
1

1− ϕ(ξ)
≥ 1

|ξ|2/(2d)

a integrál z této funkce p°es [−π, π]d diverguje. Celkem tedy EN = +∞ a procházka je rekurentní.
Pro d ≥ 3 je

1

1− ϕ(ξ)
≤ 1

2
π2d
|ξ|2

a integrál p°es [−π, π]d konverguje. Celkem je tedy EN < +∞ a procházka je tranzitní.
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12 Support Vector Machines

Support Vector Machines jsou jedny z nejpopulárn¥j²ích metod strojového u£ení pro klasi�ka£ní
problémy. P°edpokládejme, ºe vektory x1, . . . , xn ∈ Rd jsou rozd¥leny do dvou (p°edem známých)
skupin, tedy

{x1, . . . , xn} = A−1 ∪A1,

kde A−1 a A1 jsou disjunktní. P°irozen¥ de�nujeme

yi =

{
+1, pokud xi ∈ A1,

−1, pokud xi ∈ A−1.

Celkem tedy máme na vstupu páry

(x1, y1), . . . , (xn, yn) ∈ Rd × {−1, 1}.

Hlavní my²lenka support vector machines je odd¥lit body z mnoºin A−1 a A1 od sebe nadrovinou
(=a�nní funkcí), tedy najít vektor ω ∈ Rd a b ∈ R tak, aby mnoºiny {xi : yi = 1} a {xi : yi = −1}
leºely v opa£ných poloprostorech ur£ených nadrovinou

Eω = {z ∈ Rd : 〈z, ω〉 = b}. (12.1)

Celkem tedy chceme, aby

〈xi, ω〉 − b

{
≥ 0 pro yi = +1,

≤ 0 pro yi = −1.

Toto lze shrnout jako yi(〈xi, ω〉 − b) ≥ 0 pro v²echna i = 1, . . . , n.
Neº se s z tohoto prostého konceptu stanou support vector machines, je t°eba si rozmyslet

n¥kolik mali£kostí.

• V principu není jasné, jestli lze body na vstupu opravdu odd¥lit n¥jakou nadrovinou - tedy
jestli se poda°í najít alespo¬ jednu dvojici ω ∈ Rd a b ∈ R, které by spl¬ovaly p°edchozí
nerovnosti.

• Pokud body separovatelné jsou (tedy n¥jaké takové ω ∈ Rd existuje), tak jich typicky bude
existovat i více. Pro stabilitu klasi�kace nových dat je pak p°irozené vzít takovou nadrovinu
(12.1), která bude mít nejv¥t²í vzdálenost (v n¥jakém smyslu) od A−1 i A1. Tím (alespo¬
intuitivn¥) zvý²íme pravd¥podobnost, ºe nová data padnou na správnou stranu (12.1), viz
obr.

• Spojením (ω,−b) ∈ Rd ×R do ω′ ∈ Rd+1 a roz²í°ením vstupních dat o jedni£ku, tedy x′j =
(xj , 1) m·ºeme trochu zjednodu²it notaci. Opravdu, poté 〈ω′, x′j〉 = 〈ω, xj〉 − b. M·ºeme
tedy (bez v¥t²í újmy na obecnosti) p°edpokládat, ºe b = 0.

Jak tedy poznáme, která z nadrovin spl¬ujících yi〈ωi, xi〉 ≥ 0 pro v²echna i = 1, . . . , n má nejv¥t²í
vzdálenost od vstupních dat?

Nech´ ‖ · ‖ je norma na Rd. Pak de�nujeme duální normu pomocí

‖ · ‖′ : Rd → [0,∞), ‖w‖′ = sup
v∈Rd:‖v‖=1

〈v, w〉 = sup
v∈Rd:‖v‖=1

|〈v, w〉|.

Jako lehké cvi£ení (na Hahn-Banachovu v¥tu?) si rozmyslete, ºe
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Obrázek 2: Support vector machines; vlevo: nadrovina H1 body dvou r·zných skupin neodd¥luje
v·bec. H2 je odd¥luje, ale nestabiln¥ - je zde velká pravd¥podobnost, ºe nové body (které o£e-
káváme sice blízko uº známých vzork·, ale p°ece jen mírn¥ odli²né) padnou na �²patnou stranu�
H2. H3 odd¥luje body co nejstabiln¥ji.

• ‖ · ‖′ je norma na Rd,

• |〈v, w〉| ≤ ‖v‖ · ‖w‖′,

• (‖ · ‖′)′ = ‖ · ‖.

Následující lemma charakterizuje vzdálenost a ∈ Rd od Eω v norm¥ ‖ · ‖, tedy

d‖·‖(a,Eω) = inf
v∈Eω

‖a− v‖.

Lemma 12.1. Nech´ ω ∈ Rd \ {0} a a ∈ Rd. Pak

d‖·‖(a,Eω) =
|〈a, ω〉|
‖ω‖′

. (12.2)

D·kaz. Pro a ∈ Eω je tvrzení z°ejmé. Nech´ tedy a 6∈ Eω. Nech´ z = a+ λzez ∈ Eω je libovolný
bod z Eω s λz ∈ R a ‖ez‖ = 1. Protoºe z ∈ Eω, tak

0 = 〈z, ω〉 = 〈a, ω〉+ λz〈ez, ω〉, i.e. λz = − 〈a, ω〉
〈ez, ω〉

.

Dále

‖a− z‖ = |λz| =
|〈a, ω〉|
|〈ez, ω〉|

.

Pokud vezmeme in�mum p°es v²echna z ∈ Eω, dostaneme

d‖·‖(a,Eω) = inf
z∈Eω

‖a− z‖ = inf
z∈Eω

|λz| =
|〈a, ω〉|

supz∈Eω |〈ez ,ω〉|
=
|〈a, ω〉|
‖ω‖′

.
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V poslední identit¥ vyuºíváme toho, ºe

sup
z∈Eω

|〈ez, ω〉| = sup
‖e‖=1,〈e,ω〉6=0

|〈e, ω〉| = sup
‖e‖=1

|〈e, ω〉| = ‖ω‖′.

Identita (12.2) uº umoº¬uje zade�novat support vector machines pro p°ípad, kdy data jsou
opravdu separovatelná, tzv. hard-margin support vector machines. Hledáme tedy

(∗) = max
ω:yi〈xi,ω〉≥0

min
i=1,...,n

|〈xi, ω〉|
‖ω‖′

= max
ω:yi〈xi,ω〉≥0

1

‖ω‖′
min

i=1,...,n
|〈xi, ω〉|.

Poslední výraz je homogenní v ω - nahradíme-li tedy ω výrazem λω pro λ 6= 0, hodnota vý-
razu se nezm¥ní. M·ºeme tedy (bez újmy na obecnosti) za�xovat velikost ω. Nabízí se n¥kolik
moºností, nap°. vyºadovat ‖ω‖ = 1 nebo ‖ω‖′ = 1. My pouºijeme mini=1,...,n |〈xi, ω〉| = 1. Vek-
tory s mini=1,...,n |〈xi, ω〉| = 0 nejsou zjevn¥ optimální a m·ºeme je tedy vynechat. Celkem tak
dostaneme

(∗) = max
{ 1

‖ω‖′
: yi〈xi, ω〉 ≥ 0 & min

i=1,...,n
|〈xi, ω〉| = 1

}
= min

{
‖ω‖′ : yi〈xi, ω〉 ≥ 0 & min

i=1,...,n
|〈xi, ω〉| = 1

}
= min

{
‖ω‖′ : min

i=1,...,n
yi〈xi, ω〉 = 1

}
.

Poslední výraz bývá obvyklé psát ve tvaru

(∗) = min ‖ω‖′ such that min
i=1,...,n

yi〈xi, ω〉 = 1,

nebo - a to je²t¥ £ast¥ji -

(∗) = min ‖ω‖′ such that min
i=1,...,n

yi〈xi, ω〉 ≥ 1. (12.3)

De�nice 12.2. Pro (x1, y1), . . . , (xn, yn) ∈ Rd×R, které jsou separovatelné n¥jakou nadrovinou,
se optimaliza£ní problém

min ‖ω‖′ such that min
i=1,...,n

yi〈xi, ω〉 ≥ 1

nazývá hard-margin support vector machine. Ozna£íme-li ω̃ jeho °e²ení (tedy takový bod Rd, ve
kterém se nabývá minimum), pak x → sgn(〈x, ω̃〉) je hledaný klasi�kátor nových dat. Kone£n¥,
vektory xi, pro které yi〈ω̃, xi〉 = 1 se nazývají support vectors.

V p°ípad¥, ºe data nejsou bezchybn¥ separovatelná lineární nadrovinou, tak penalizujeme
ty vektory ω, které klasi�kují ²patn¥ (a výrazn¥) mnoho vektor· xi, ale nezakáºeme tento jev
kompletn¥. Zavádím tedy tzv. hinge loss function

L(ω, xi, yi) = max(0, 1− yi〈xi, ω〉) = [1− yi〈xi, ω〉]+.
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De�nice 12.3. Pro (x1, y1), . . . , (xn, yn) ∈ Rd×R, nikoliv nezbytn¥ separovatelné n¥jakou nadro-
vinou, a λ > 0 se optimaliza£ní problém

min
ω∈Rd

[
λ‖ω‖′ + 1

n

n∑
i=1

L(ω, xi, yi)

]
= min

ω∈Rd

[
λ‖ω‖′ + 1

n

n∑
i=1

[1− yi〈xi, ω〉]+
]

nazývá soft-margin support vector machine. Ozna£íme-li ω̃ jeho °e²ení, pak x → sgn(〈x, ω̃〉) je
op¥t hledaný klasi�kátor nových dat.

Úloha parametru λ > 0 je vcelku z°ejmá: je to váha mezi ²í°kou separa£ního pruhu okolo
nadroviny Eω a chybou klasi�kace. Soft-margin support vector machine má °adu variant a mo-
di�kací. Pro ‖ · ‖ Eukleidovskou normu je moºné brát λ‖ω‖2 místo λ‖ω‖′. Stejn¥ tak je moºné
uvaºovat [1− yi〈xi, ω〉]2+. Dal²í varianta uºívá tzv. slack variables ξi = [1− yi〈xi, ω〉]+ ≥ 0 a

min
ω∈Rd,ξ∈Rn+

[
λ‖ω‖′ + ‖ξ‖1

]
such that yi〈xi, ω〉 ≥ 1− ξi.

R·zné aspekty (nap°. implementaci) by bylo moºné jist¥ rozebrat do detailu, my se zam¥°íme
jen na jeden z nich. Ob¥ varianty SVM p°edstavené vý²e jsou lineární. Roz²í°ení na nelineární
klasi�kátory je moºné provést pomocí tzv. kernel trick. Tento trik spo£ívá v tom, ºe data nejprve
zobrazíme nelineárním zobrazením Φ : Rd → RN , kde N � d (nebo dokonce N = +∞). Pokud
je zvolená norma Eukleidovská, je pro celý p°edchozí postup dosta£ující, kdyº spo£teme skalární
sou£iny 〈u, v〉 pro u, v ∈ Rd. Aplikujeme-li tedy SVM na (Φ(x1), y1), . . . , (Φ(xn), yn), je nutné
um¥t (rychle) spo£ítat 〈Φ(u),Φ(v)〉. To je bohuºel tím obtíºn¥j²í, £ím vy²²í je N , a tedy i £ím
více nelineárních operaci Φ zahrnuje. N¥kdy je ale moºné najít relativn¥ jednoduchou funkci
k : Rd × Rd → R, pro kterou 〈Φ(u),Φ(v)〉 = k(u, v).

Nap°íklad volba (keyword: quadratic kernel)

Φ(u) = Φ(u1, . . . , ud) = (u2
1, . . . , u

2
d,
√

2u1u2, . . . ,
√

2ud−1ud)

dává

〈Φ(u),Φ(v)〉 =

d∑
j=1

u2
jv

2
j + 2

∑
1≤i<j≤d

uiujvivj =

d∑
i,j=1

uiujvivj =
( d∑
i=1

uivi

)2
= 〈u, v〉2,

a tedy k(u, v) = 〈u, v〉2.
Samoz°ejm¥, ne pro kaºdou funkci k existuje p°íslu²né Φ (a ne pro kaºdou Φ lze k spo£ítat

jednodu²e). De�nujeme-li k danému Φ jádro k pomocí k(u, v) := 〈Φ(u),Φ(v)〉, pak k spl¬uje

• symetrie: k(u, v) = k(v, u),

• pozitivn¥ semide�nitní: pro kaºdé c1, . . . , cn ∈ R a u1, . . . , un ∈ Rd platí
n∑

i,j=1

cicjk(ui, uj) =
n∑

i,j=1

cicj〈Φ(ui),Φ(uj)〉 =

〈 n∑
i=1

ciΦ(ui),
n∑
j=1

cjΦ(uj)

〉
≥ 0.

Naopak, je-li k : X ×X → R symetrická a pozitivn¥ semide�nitní (X je libovolná mnoºina),
pak de�nujeme

Φ(x) = k(·, x) ∈ RX , x ∈ X.
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Na vektorovém prostoru

span{Φ(x) : x ∈ X} =
{
f =

n∑
i=1

αik(·, xi) : n ∈ N, xi ∈ X,αi ∈ R
}

de�nujeme skalární sou£in

〈f, g〉 =
〈∑

i

αik(·, ui),
∑
j

βjk(·, vj)
〉

:=
∑
i,j

αiβjk(ui, vj).

V²imn¥me si, ºe

〈f, k(·, x)〉 =
∑
i

αi〈k(·, ui), k(·, x)〉 =
∑
i

αik(x, ui) = f(x),

jde tedy o tzv. Reproducing Kernel Hilbert-Space (RKHS). Zbývá ov¥°it, ºe 〈f, g〉 je dob°e de�-
nován (r·zné reprezentace f a g dávají stejný výsledek) a ºe jde opravdu o skalární sou£in. Aby
platilo, ºe 〈f, f〉 = 0 jen pro f = 0, je navíc t°eba, aby k bylo pozitivn¥ de�nitní, tedy aby pro
r·zná x1, . . . , xn a nenulové (c1, . . . , cn) 6= 0 bylo

∑
i,j cicjk(xi, xj) > 0.

Oblíbené volby k zahrnují

• Gaussian radial basis function: k(x, y) = exp
(
−‖x− y‖22/c

)
,

• Polynomial: k(x, y) = (〈x, y〉+ θ)d,

• Sigmoidal: tanh(κ(〈x, y〉) + θ),

• Inverse multiquadratic: (‖x− y‖22 + c2)−1/2.
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13 Principal Component Analysis

P°ipome¬me op¥t Singular value decomposition theorem:

V¥ta 13.1. Bu¤ A ∈ Rn×d reálná n× d matice. Pak lze napsat A jako

A = UΣV T ,

kde U je n×n ortogonální matice, Σ je n×d diagonální matice s nezápornými reálnými koe�cienty

na diagonále a V je d× d ortogonální matice.

Diagonální koe�cienty matice Σ ozna£íme σ1(A) ≥ σ2(A) ≥ · · · ≥ 0 a nazýváme je sin-
gulárními £ísly matice A. Sloupce matice U ozna£íme u1, . . . , un ∈ Rn, sloupce matice V pak
v1, . . . , vd ∈ Rd.

Alternativní forma singulárního rozkladu je dána

A =

min(n,d)∑
j=1

σj(A)ujv
T
j . (13.1)

V¥ta 13.2. Nech´ A ∈ Rn×d a 1 ≤ k ≤ min(n, d). Pak

min
rank(B)≤k

‖A−B‖2F =

min(n,d)∑
j=k+1

σj(A)2 = ‖A−Ak‖2F ,

kde

Ak =
k∑
j=1

σj(A)ujv
T
j

je £áste£ný sou£et (13.1)

D·kaz. Z Weylova principu22 plyne

σi+j−1(X + Y ) ≤ σi(X) + σj(Y )

pro v²echna X,Y ∈ Rn×d, 1 ≤ i, j ≤ min(n, d) a i+ j − 1 ≤ min(n, d). Pro Y := B, j := k + 1 a
X := A−B dostaneme

σi+k(A) ≤ σi(A−B) + σk+1(B) = σi(A−B),

protoºe B má hodnost k. Celkem je tedy

‖A−B‖2F ≥
min(n,d)−k∑

i=1

σi(A−B)2 ≥
min(n,d)−k∑

i=1

σi+k(A)2 =

min(n,d)∑
i=k+1

σi(A)2 = ‖Ak‖2F .

Opa£ná nerovnost je z°ejmá.
223.3.16 in Topics in Matrix Analysis....
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Optimální redukce dimenze
Nech´ nyní x1, . . . , xn ∈ Rd jsou body v Rd a nech´ k ≤ d. Hledáme k-dimenzionální podpro-

stor L ⊂ Rd, který nejlépe aproximuje tyto body. Vzdálenost x ∈ Rd od L je dána jako ‖x−PLx‖2,
kde PL : Rd → Rd je ortogonální projekce na L. Pokud n ≤ k ≤ d, tak m·ºeme vzít za L lineární
obal bod· x1, . . . , xn. Budeme tedy p°edpokládat, ºe 1 ≤ k ≤ min(n, d).

Hledáme tedy

min
dim(L)=k

n∑
j=1

‖xj − PLxj‖22. (13.2)

Nech´ X ∈ Rd×n je matice se sloupci x1, . . . , xn. Pak lze (13.2) zapsat jako

min
dim(L)=k

‖X − PLX‖2F .

Nech´ z1, . . . , zk je ortonormální báze L. Pak

PLx =
k∑
j=1

〈x, zj〉zj =
k∑
j=1

zjz
T
j x

a tedy

PL =
k∑
j=1

zjz
T
j

má hodnost k - a tedy i PLX má hodnost nejvý²e k. Celkem je tedy

min
dim(L)=k

n∑
j=1

‖xj −PLxj‖22 = min
dim(L)=k

‖X −PLX‖2F ≥ min
rank(Y )≤k

‖X − Y ‖2F = min
rank(Y )=k

‖X − Y ‖2F .

(13.3)
Podle p°edchozí v¥ty uvaºujeme tedy singulární rozklad X = UΣV T a optimální Y = Xk je dáno
o°ezaným rozkladem Y = UkΣkV

T
k , kde Uk ∈ Rd×k má sloupce u1, . . . , uk ∈ Rd, Σk ∈ Rk×k je

diagonální matice s σ1(X) ≥ · · · ≥ σk(X) ≥ 0 na diagonále a Vk ∈ Rn×k se sloupci v1, . . . , vk ∈
Rn.

Naopak volbou L = span{u1, . . . , uk} a PL = UkU
T
k =

k∑
j=1

uju
T
j dostaneme

PLX =
k∑
j=1

uju
T
j

(min(n,d)∑
l=1

σl(X)ulv
T
l

)
=

min(n,d)∑
l=1

σl(X)
k∑
j=1

uju
T
j ulv

T
l

=

min(n,d)∑
l=1

σl(X)
k∑
j=1

ujδj,lv
T
l =

k∑
l=1

σl(X)ulv
T
l = Xk.

Lineární obal prvních k sloupc· matice U tedy dává k-dimenzionální podprostor Rd, který nejlépe
aproximuje po£áte£ní data, resp. projekcí do n¥jº dojde k nejmen²í chyb¥. Checeme-li tedy zre-
dukovat dimenzi po£áte£ních dat z Rd na Rk, tak podprostor, který toto umoº¬uje s co nejmen²í
chybou, získáme ze singulárního rozkladu maticové reprezentace t¥chto dat.
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Maximalizace rozptylu dat
M¥jme op¥t dány body x1, . . . , xn ∈ Rd a nech´ nejprve k = 1. Chceme sníºit dimenzionalitu

dat p°i co nejv¥t²ím zachování informa£ní hodnoty. Ta ja (zcela intuitivn¥ a heuristicky) nejniºí,
pokud se v²echny body zprojektují do jednoho bodu. Cílem je tedy najít p°ímku takovou, aby
data po projekci na ni byla co nejrozptýlen¥j²í, neboli m¥la co nejv¥t²í rozptyl. Pokud de�nujeme

x̄ =
x1 + · · ·+ xn

n
,

pak hledáme v s ‖v‖2 = 1 tak, aby

1

n

n∑
j=1

‖〈v, xj〉v − 〈v, x̄〉v‖22 =
1

n

n∑
j=1

(〈v, xj〉 − 〈v, x̄〉)2 =
1

n

n∑
j=1

〈v, xj − x̄〉2

=
1

n

n∑
j=1

vT (xj − x̄)(xj − x̄)T v = vTSv

bylo co nejv¥t²í, kde

S =
1

n

n∑
j=1

(xj − x̄)(xj − x̄)T

je �kovarian£ní matice dat�.
Zkusme danou úlohu °e²it pomocí Lagrangeových multiplikátor·. Poloºme tedy J(v) = vTSv

a (vazba je ‖v‖22 = vT v = 1)

L(v, λ) = J(v) + λ(1− vT v) = vTSv + λ(1− vT v).

Pak je
∇vL(v, λ) = 2(Sv − λv) = 0,

a tedy Sv = λv. Kritické body podez°elé z extrému jsou tedy vlastní vektory matice S.
Výsledný rozptyl v kaºdém takovém bod¥ je pak J(v) = vTSv = vTλv = λ. Maximum tedy

získáme pro nejv¥t²í vlastní £íslo matice S. Vztah k p°edchozí kapitolce pak dostaneme, pokud si
uv¥domíme, ºe pokud matice X ∈ Rd×n je op¥t tvo°ena sloupcovými vektory x1, . . . , xn, pak je

(XXT )u,v =
n∑
z=1

Xu,z(X
T )z,v =

n∑
z=1

Xu,zXv,z =
n∑
z=1

(xz)u(xz)v =
( n∑
z=1

xzx
T
z

)
u,v
,

tedy XXT =
∑n

z=1 xzx
T
z . Tedy (pokud pro jednoduchost x̄ = 0) XXT = nS a nejv¥t²í vlastní

£íslo S tak odpovídá nejv¥t²ímu singulárnímu £íslu X.
Pro obecné k by bylo moºno postupovat indukcí (a de fakto takto dokázat v¥tu o singulárním

rozkladu matice), nebo sta£í pouºít p°edchozí kapitolku. Pro podprostor L ⊂ Rd je totiº x =
(x−PLx)+PLx rozklad x na dv¥ na sebe kolmé komponenty. Je tedy ‖x‖22 = ‖x−PLx‖22+‖PLx‖22
a chceme-li maximalizovat (p°edpokládejme op¥t pro jednoduchost, ºe x̄ = 0)

1

n

n∑
j=1

‖PLxj‖22 =
1

n

n∑
j=1

(‖xj‖22 − ‖xj − PLxj‖22) =
1

n

n∑
j=1

‖xj‖22 −
1

n

n∑
j=1

‖xj − PLxj‖22,

tak sta£í minimalizovat druhý s£ítanec, protoºe první je nezávislý na L.
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Ve strojovém u£ení se £asto na data nahlíºí jako na náhodné nezávislé vektory vygenerované z
n¥jaké neznámé distribuce D. Terminologie st°ední hodnoty a rozptylu je pak naprosto p°irozená.

Poslední poznámka k terminologii. Volba báze u1, . . . , ud ∈ Rd umoº¬uje vyjád°it kaºdé xj ∈
Rd jako

xj =
d∑
l=1

〈xj , ul〉ul,

tedy vyjád°it po£áte£ní data jako lineární kombinaci ul. P°i£emº o°ezání tohoto rozvoje (tedy
s£ítání p°es l = 1, . . . , k) zachová maximum moºné informace pro dané k. Je to tedy rozvoj xj
do komponent u1, . . . , ud, z nichº u1 je nejd·leºit¥j²í, pak následuje u2, atd. Odtud tedy název
�Principal Component Analysis� (nebo-li analýza hlavních komponent). Nalezené komponenty
jsou navíc �nezávislé� (nebo-li na sebe kolmé).
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14 Princip neur£itosti

Princip neur£itosti z matematického pohledu °íká, ºe funkce a její Fourierova transformace nemo-
hou být ob¥ zárove¬ siln¥ koncentrované. Ve své nejjednodu²²í form¥ (ob£as nazývané Heisenberg-
Pauli-Weylova nerovnost) vypadá následovn¥.

V¥ta 14.1. Nech´ f ∈ L2(R) a nech´ a, b ∈ R jsou libovolná reálná £ísla. Pak(∫ ∞
−∞

(x− a)2|f(x)|2dx
)1/2

·
(∫ ∞
−∞

(ξ − b)2|Ff(ξ)|2dξ
)1/2

≥ 1

2
‖f‖22. (14.1)

D·kaz. Nejprve provedeme (instruktivní) d·kaz pro hladké funkce f ∈ S(R). Jednoduchými
substitucemi (tzv. translací a modulací, tedy pomocí funkcí typu e−i〈x,β〉f(x − α) místo f) se
m·ºeme omezit na a = b = 0. Navíc m·ºeme p°edpokládat, ºe ‖f‖2 = 1. Poté dostaneme

1 =

∫ ∞
−∞
|f(x)|2dx = −

∫ ∞
−∞

x
d

dx
|f(x)|2dx = −

∫ ∞
−∞

(
xf ′(x)f(x) + xf ′(x)f(x)

)
dx,

kde jsme pouºili parciální integraci a identitu |f |2 = ff . Platí tedy

1 ≤ 2

∫ ∞
−∞
|x| · |f(x)| · |f ′(x)|dx ≤ 2

(∫ ∞
−∞

x2|f(x)|2dx
)1/2(∫ ∞

−∞
|f ′(x)|2dx

)1/2

.

D·kaz pak jiº snadno dokon£íme Parsevalovou identitou

‖f ′‖2 = ‖F(f ′)‖2 = ‖ξ · Ff(ξ)‖2.

Tím je (14.1) dokázáno pro hladké f .
D·kaz pro f ∈ L2(R) plyne pak pomocí obvyklé aproximace. Budeme p°edpokládat, ºe xf(x) i

ξF(ξ) leºí ob¥ v L2(R). Pro ϕ ∈ S(R), ϕ ≥ 0 a
∫
R ϕ = 1 poloºme fn = ϕn∗f , kde ϕn(x) = nϕ(nx).

Potom ‖fn − f‖2 → 0 pro n→∞. Dále platí, ºe

ξ(Ff)(ξ)− ξ(Ffn)(ξ) = ξ(Ff)(ξ)(1− (Fϕ)(ξ/n))

a ‖ξ(Ffn)(ξ)‖2 → ‖ξ(Ff)(ξ)‖2 plyne z ξ(Ff)(ξ) ∈ L2(R) a Lebesgueovy v¥ty o dominantní
konvergenci.

Z xf(x) ∈ L2(R) plyne na druhou stranu, ºe pro L > 0 velké, je
∫
|x|>L |xf(x)|2dx malé a

(uniformn¥ v n) i
∫
|x|>L |xfn(x)|2dx je malé, a odtud, ºe i ‖xf(x)− xfn(x)‖2 → 0. Tím je d·kaz

hotov.

V Rd platí tém¥r stejné tvrzení, d·kaz (op¥t pro hladké f) plyne z identity
n∑
j=1

1

2
xj

∂

∂xj
|f(x)|2 = Re

(
∇f(x) · xf(x)

)
.

Vyintegrováním p°es Rd a uºitím parciální integrace dostaneme

d

2
‖f‖22 = Re

(∫
Rd
∇f(x) · xf(x)dx

)
≤
∣∣∣∣∫

Rd
∇f(x) · xf(x)dx

∣∣∣∣
= ‖∇f‖2 · ‖xf(x)‖2 = ‖ξ(Ff)(ξ)‖2 · ‖xf(x)‖2.

Princip neur£itosti platí v p°ekvapivé obecnosti, p°edchozí v¥ta pak vyplyne jako speciální
p°ípad.
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V¥ta 14.2. Nech´ A a B jsou (omezené £i neomezené) samoadjungované operátory na Hilbertov¥

prostoru H. Pak

‖(A− aI)f‖ · ‖(B − bI)f‖ ≥ 1

2
|〈[A,B]f, f〉|

pro v²echna a, b ∈ R a v²echna f v de�ni£ním oboru AB a BA. Poznamenejme, ºe [A,B] =
AB −BA je komutátor A a B.

D·kaz. Platí

〈[A,B]f, f〉 = 〈(AB −BA)f, f〉
= 〈{(A− aI)(B − bI)− (B − bI)(A− aI)}f, f〉
= 〈(B − bI)f, (A− aI)f〉 − 〈(A− aI)f, (B − bI)f〉
= 2iIm〈(B − bI)f, (A− aI)f〉.

Zbytek pak plyne z Cauchy-Schwartzovy nerovnosti.

V¥ta 14.1 plyne volbou

Xf(x) = xf(x), Pf(x) = if ′(x).

De�ni£ní obory t¥chto zobrazení jsou dány p°irozen¥, D(X) = {f ∈ L2(R) : xf(x) ∈ L2(R)} a
D(P ) = {f ∈ L2(R) : ξF(ξ) ∈ L2(R)}.

Pokud f není v D(X) nebo D(P ), pak je levá strana (14.1) nekone£ná. Pokud je f v D(PX)
i v D(XP ), pak obdrºíme

[X,P ]f(x) = ixf ′(x)− i(xf(x))′ = −if(x)

a
‖f‖22

2
=

1

2
|〈−if(x), f(x)〉| ≤ ‖(X − aI)f‖2 · ‖(P − bI)f‖2,

kde
‖(P − bI)f‖2 = ‖F(P − bI)f‖2 = ‖(ξ − b)Ff(ξ)‖2.

Princip neur£itosti Donoha a Starka
Jiné vyjád°ení faktu, ºe funkce i její Fourierova transformace nemohou být koncentrované

zárove¬, poskytuje princip neur£itosti pocházející od Donoha a Starka. �ekneme, ºe f ∈ L2(Rd)
je ε-koncentrovaná na m¥°itelné mnoºin¥ T ⊂ Rd, pokud(∫

T c
|f(x)|2dx

)1/2

≤ ε‖f‖2.

V¥ta 14.3. Nech´ f ∈ L2(Rd), f 6= 0, je εT -koncentrovaná na T ⊂ Rd a Ff je εΩ-koncentrovaná

na Ω ⊂ Rd. Pak
|T | · |Ω| ≥ (1− εT − εΩ)2.

D·kaz. M·ºeme jist¥ p°edpokládat, ºe T a Ω mají kone£nou míru. De�nujeme dva operátory
obvyklé v analýze signál·

PT f = χT · f

QΩf(x) = F−1(χΩFf)(x) =
1

(2π)d/2

∫
Rd
eix·ξFf(ξ)dξ.
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Oba tyto operátory jsou ortogonální projekce; PT je projekce na {f ∈ L2(Rd) : supp f ⊂ T} a QΩ

je projekce na {f ∈ L2(Rd) : suppFf ⊂ Q}. P°i tomto ozna£ení platí, ºe f je εT -koncentrovaná
na T , pokud

‖f − PT f‖2 ≤ εT · ‖f‖2
a Ff je εΩ-koncentrovaná na Ω, pokud

‖f −QΩf‖2 = ‖χΩcFf‖2 ≤ εΩ · ‖f‖2.

Nejprve odhadneme

‖f −QΩPT f‖2 ≤ ‖f −QΩf‖2 + ‖QΩ(f − PT f)‖2 ≤ (εΩ + εT )‖f‖2

a dostaneme

‖QΩPT f‖2 ≥ ‖f‖2 − ‖f −QΩPT f‖2 ≥ (1− εΩ − εT )‖f‖2.

Pro dokon£ení d·kazu pot°ebujeme odhadnout ‖QΩPT f‖2.

QΩPT f(x) = F−1(χΩF(PT f))(x) =
1

(2π)d/2

∫
Rd
χΩ(ξ)F(PT f)(ξ)eix·ξdξ

=
1

(2π)d/2

∫
Ω
F(PT f)(ξ)eix·ξdξ =

1

(2π)d

∫
Ω

∫
Rd

(χT f)(z)e−iξ·zdzeix·ξdξ

=
1

(2π)d

∫
Ω

(∫
T
f(z)e−iξ·zdz

)
eix·ξdξ.

Protoºe f ∈ L2(T ) ⊂ L1(T ) a T i Ω mají kone£nou míru, integrál konverguje absolutn¥ a m·ºeme
pouºít Fubiniho v¥tu.

QΩPT f(x) =
1

(2π)d

∫
T
f(z)

(∫
Ω
eix·ξe−iξ·zdξ

)
dz

=

∫
Rd
K(x, t)f(t)dt,

kde

K(x, t) =
χT (t)

(2π)d

∫
Ω
ei(x−t)·ξdξ =

χT (t)

(2π)d/2
· Tt(F−1χΩ)(x).

Hilbert-Schmidtovu normu QΩPT spo£teme jako

‖QΩPT ‖2HS =

∫
Rd

∫
Rd
|K(x, t)|2dxdt,

kde ∫
Rd
|K(x, t)|2dx =

χT (t)

(2π)d
· ‖TtF−1χΩ‖22 =

χT (t)

(2π)d
· ‖χΩ‖22 =

χT (t)

(2π)d
· |Ω|

a

‖QΩPT ‖2HS =

∫
Rd

∫
Rd
|K(x, t)|2dxdt = |Ω| · |T |.
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Nakonec vyuºijeme toho, ºe operátorová norma je nejvý²e rovna Hilbert-Schmidtov¥ norm¥ a
dostaneme

(1− εT − εΩ)2 · ‖f‖22 ≤ ‖QΩPT f‖22 ≤ ‖QΩPT ‖2 · ‖f‖22
≤ ‖QΩPT ‖2HS · ‖f‖22 = |T | · |Ω| · ‖f‖22.

Z p°edchozí v¥ty plyne jednoduchý d·sledek: Má-li f ∈ L2(Rd) jak supp f ⊂ T tak i
suppFf ⊂ Q, pak |T | · |Q| ≥ 1 - v p°edchozí v¥t¥ sta£í zvolit εT = εΩ = 0.
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15 Náhodné algoritmy

23

Cílem je p°edstavit algoritmus pro tzv. Approximate Counting. Pokud máme v klasickém
p°ípad¥ ur£it po£et výskyt· n¥jaké události, tak inicializujeme po£ítadlo na nulu a p°i kaºdém
výskytu dané události p°i£teme jedni£ku. Toto °e²ení je tak triviální, ºe se zdá, ºe není moºné (a
ºe ani není d·vod) postupovat jinak. Pokud nepot°ebujeme znát ale p°esný po£et t¥chto událostí,
ale chceme (drasticky) sníºit pam¥´ovou náro£nost (nap°íklad proto, ºe daných po£ítadel máme
uloºeno velké mnoºství), pak m·ºeme postupovat podle algoritmu Robert Morris, CACM '78.

Triviální °e²ení (viz vý²e) vyºaduje dlog2(n)e bit· p°i n událostech. Chceme-li znát p°esný
po£et událostí, pak je tento po£et i optimální. Pouºijeme-li mén¥ bit· (nap°. t < dlog2(n)e) a
zakódujeme-li £ísla od 1 do n pomocí tohoto po£tu bit· (coº znamená, ºe kaºdému p°i°adíme
jednu z 2t kód·, které lze z t¥chto bit· vytvo°it), pak se nutn¥ n¥které dv¥ z t¥chto £ísel musí
zobrazit na stejný kód a jsou tedy nerozli²itelné. Keyword:pidgeonhole principle.

Pokud pot°ebujeme znát po£et událostí jen p°ibliºn¥, pak toto lze za°ídit randomizovaným
algoritmem. P°esn¥ji, budueme chtít, aby výstup algoritmu (ozna£ený ñ) spl¬oval

P(|ñ− n| > εn) < δ

pro n¥jaké malé ε, δ > 0. Typické hodnoty budou nap°. ε = 1
3 a δ = 0.01 (tedy 2n/3 ≤ ñ ≤ 4n/3

s pravd¥podobností alespo¬ 99%). Toto lze ur£it¥ za°ídit s men²ím po£tem bit·. V intervalu
[2n/3, 4n/3) leºí práv¥ jedno dyadické £íslo, tedy £íslo tvaru 2k, k ∈ N). Dyadických £ísel mezi 0
a 4n/3 je ca. log2(n) a na jejich zakódóvání tedy sta£í log2(log2(n)) bit·. Podle stejného principu
je toto minimální po£et bit·. Je ale tato mez dosaºitelná?

Algorithm 1 Morris·v algoritmus
1: Inicializuj: X = 0
2: P°i kaºdé události: zv¥t²i X o 1 s pravd¥podobností 1

2X

3: Výstup: 2X − 1

Tedy ñ = 2X − 1. Intuitivn¥ by tedy m¥lo platit, ºe X ∼ log2(n). Samoz°ejm¥, X je náhodná
prom¥nná, a v²echny vlastnosti X platí s v¥t²í £i men²í pravd¥podobností. Analýza tohoto algo-
ritmu spo£ívá v d·kazu jeho vlastností. Pro ten ú£el pot°ebujeme n¥jaké vlastnosti náhodných
prom¥nných.

• Nech´ X je náhodná prom¥nná s diskrétním oborem hodnot S.

• Pak EX =
∑

j∈S jP(X = j),

• E(X + Y ) = EX + EY (linearita st°ední hodnoty),

• Markovova nerovnost: Pokud X > 0, pak

∀λ > 0 : P(X > λ) <
EX
λ
,

23Podle první p°edná²ky Jelaniho Nelsona, Random Algorithms (pozd¥ji Algorithms for Big Data, Harvard)
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• Chebyshevova nerovnost

∀λ > 0 : P(|X − EX| > λ) <
E[(X − EX)2]

λ2
.

D·kaz: Markovova nerovnost a

P(|X − EX| > λ) = P(|X − EX|2 > λ2).

Stejn¥ projde i s p 6= 2.

• Cherno�: Pro X1, . . . , Xn nezávislé s Xi ∈ [0, 1]. Pak pro X =
∑

iXi platí

P(|X − EX| > λEX) ≤ 2 exp(−λ2EX/3), 0 < λ < 1.

D·kaz: Ozna£me pi = EXi ∈ [0, 1] a p =
∑

i pi = EX. Nech´ op¥t t > 0. Pak Xi =
0 · (1−Xi) + 1 ·Xi a z konvexity funkce x→ etx plyne

etXi ≤ (1−Xi)e
t·0 +Xi · et·1 = (1−Xi) + etXi

a ve st°ední hodnot¥

EetXi ≤ 1− EXi + etEXi = 1− pi + etpi.

Protoºe
P(|X − p| > λp) ≤ P(X > (1 + λ)p) + P(X < (1− λ)p),

budeme odhadovat jen první z obou pravd¥podobností napravo, druhá je podobná.

Pro t > 0 tedy upravujeme (pomocí nerovnosti 1 + s ≤ es)

P(X > (1 + λ)p) = P(tX > (1 + λ)tp) = P(etX > e(1+λ)tp)

≤ e−(1+λ)tpEetX = e−(1+λ)tp
n∏
i=1

EetXi ≤ e−(1+λ)tp
n∏
i=1

(1− pi + etpi)

= e−(1+λ)tp
n∏
i=1

(1 + pi(e
t − 1)) ≤ e−(1+λ)tp

n∏
i=1

epi(e
t−1)

= e−(1+λ)tpep(e
t−1).

Poloºme nyní t = ln(1 + λ)

P(X > (1 + λ)p) ≤ e−(1+λ) ln(1+λ)pepλ =

(
eλ

(1 + λ)1+λ

)p
.

Poslední výraz je pak men²í neº (e−λ
2/3)p, coº lze ukázat pomocí elementárního kalkulu.

V dal²ím budeme postupn¥ analyzovat Algoritmus 1, odvozovat jeho vlastnosti a navrhovat
úpravy k jejich vylep²ení.

V¥ta 15.1. Nech´ Xn je hodnota prom¥nné X po n krocích. Pak E[2Xn − 1] = n.
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D·kaz. D·kaz provedeme indukcí. Pro n = 0 je Xn = 0 a 2Xn − 1 = 0 = n. V prvním kroce je
X = 0 a X je tedy zv¥t²eno o 1 s pravd¥podobností 1/20 = 1, tedy (skoro) jist¥. Tedy i pro n = 1
je E[2X1 ] = 21 = 2.

Nech´ n ≥ 2. Pak p°edpokládáme, ºe E[2Xn−1 ] = n, pouºijeme, ºe P(Xn−1 = 0) = 0, a
po£ítáme

E[2Xn ] =

∞∑
i=1

2iP(Xn = i)

=

∞∑
i=1

2i
(
P(Xn−1 = i− 1) · 1

2i−1
+ P(Xn−1 = i) ·

(
1− 1

2i

))

=
∞∑
i=1

2P(Xn−1 = i− 1) +
∞∑
i=1

2iP(Xn−1 = i)−
∞∑
i=1

P(Xn−1 = i)

=
∞∑
i=2

2P(Xn−1 = i− 1) + E[2Xn−1 ]− 1

= E[2Xn−1 ] + 1 = n+ 1.

V¥ta 15.2. Uloºení X po n krocích vyºaduje O(ln lnn) bit· s pravd¥podobností ≥ 90%.

D·kaz. Z Markovovy nerovnosti plyne

P
(

2Xn − 1 > 10n
)

= P
(

2Xn − 1

10n
> 1

)
≤ E

[
2Xn − 1

10n

]
= 0.1.

Na uloºení Xn budeme tedy (s pravd¥podobností alespo¬ 90%) pot°ebovat nejvý²e

ln ln(10n) = O(ln lnn)

bit·.

Náhodná veli£ina 2Xn − 1 má nejen st°ední hodnotu n, ale umíme odhadnout i jak siln¥ se
okolo této hodnoty koncetruje.

V¥ta 15.3. var[2Xn − 1] = n(n−1)
2 .

D·kaz.

var[2Xn − 1] = E[2Xn − 1− n]2 = E[2Xn − 1]2 − 2nE[2Xn − 1] + n2 = E[2Xn − 1]2 − n2

= E[22Xn ]− 2E[2Xn ] + 1− n2 = E[22Xn ]− 2(n+ 1) + 1− n2

= E[22Xn ]− n2 − 2n− 1.
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Nyní spo£teme E[22Xn ]

E[22Xn ] =
∞∑
i=1

22iP(Xn = i)

=
∞∑
i=1

22i

(
P(Xn−1 = i− 1) · 1

2i−1
+ P(Xn−1 = i) ·

(
1− 1

2i

))

=
∞∑
i=1

2i+1P(Xn−1 = i− 1) +
∞∑
i=1

22iP(Xn−1 = i)−
∞∑
i=1

2iP(Xn−1 = i)

= 4E[2Xn−1 ] + E[22Xn−1 ]− E[2Xn−1 ] = 3E[2Xn−1 ] + E[22Xn−1 ] = 3n+ E[22Xn−1 ].

Celkem tedy m·ºeme pouºít indukci. E[22X0 ] = E[1] = 1, E[22X1 ] = E[22] = 4 a

E[22Xn ] =

n∑
i=1

3i+ 1 =
3n(n+ 1)

2
+ 1.

Celkem je tedy

var[2Xn − 1] =
3n(n+ 1)

2
+ 1− n2 − 2n− 1 =

3n2 + 3n− 2n2 − 4n

2
=
n(n− 1)

2
.

Dohromady s Chebyshevovou nerovností pak okamºit¥ dostaneme

P
(
|2Xn − 1− n| > λn

)
≤ var[2Xn − 1]

λ2n2
=
n(n− 1)

2λ2n2
≤ 1

2λ2
.

Tento odhad uº dává jakousi p°edstavu o velikosti E[2Xn−1], ale cht¥li bychom je²t¥ lep²í odhad.
Dosáhneme toho jednoduchým trikem, paralelními kopiemi Morrisova po£ítadla.

Algorithm 2 Morris+ algoritmus
1: Paraleln¥ spustíme k nezávislých Morisových po£ítadel X1, . . . , Xk

2: Výstup: Yn = 1
k

∑k
j=1(2X

j
n − 1).

V¥ta 15.4. Platí E[Yn] = n, var[Yn] = n(n−1)
2k .

D·kaz. Z linearity st°ední hodnoty plyne E[Yn] = 1
k

∑k
j=1 E[2X

j
n − 1] = n. Dále z nezávislosti Xj

var[Yn] = E[Yn − n]2 = E
[

1

k

k∑
j=1

(2X
j
n − 1)− n

]2

= E
[

1

k

k∑
j=1

(2X
j
n − 1− n)

]2

=
1

k2

k∑
j=1

E(2X
j
n − 1− n)2 =

1

k2

k∑
j=1

var[2X
j
n − 1] =

1

k
var[2Xn − 1] =

n(n− 1)

2k
.

67



Stejn¥ jako d°ív pak dostaneme

P
(
|Yn − n| > λn

)
≤ var[Yn]

λ2n2
=
n(n− 1)

2kλ2n2
≤ 1

2kλ2
.

Aby byl p°edchozí výraz men²í neº δ > 0, museli bychom zvolit 1
2kλ2

= δ, tedy k = 1
2δλ2

, tedy
zbyte£n¥ veliké. Následujícím trikem sníºíme δ−1 na ln(δ−1).

Algorithm 3 Morris++ algoritmus
1: Paraleln¥ spustíme l nezávislých Morisových+ po£ítadel Y 1, . . . , Y l s k = 1

2·1/3·λ2 ,
tedy δ = 1/3

2: Výstup: Zn bude medián Y 1
n , . . . , Y

l
n, output je Zn.

Potom víme, ºe |Y j
n − n| ≤ λn s pravd¥podobností alespo¬ 2/3. De�nujme

Λj =

{
1, pokud Morris+ neusp¥l, tedy pokud |Y j

n − n| > λn,

0, jinak.

Pokud Morris++ neusp¥je, tedy |Zn − n| > λn, pak to znamená, ºe neusp¥la aspo¬ polovina
Moris+ instancí, tedy kdyº

∑l
m=1 Λm > l/2. Pouºijeme EΛj ≤ 1/3 a Cherno� bound a dostaneme

P
( l∑
m=1

Λm >
l

2

)
≤ P

( l∑
m=1

Λm −
l∑

m=1

E[Λm] >
l

6

)

≤ P
(∣∣∣∣ l∑

m=1

[
Λm − E[Λm]

]∣∣∣∣ > l

6

)

≤ P
(∣∣∣∣ l∑

m=1

[
Λm − E[Λm]

]∣∣∣∣ > 1

6EΛ
· lEΛ

)
≤ 2 exp

(
− 1

36[EΛ]2
· lEΛ · 1

3

)
= 2 exp

(
− l

3 · 36EΛ

)
≤ 2 exp

(
− l

36

)
.

Chceme-li poslední výraz zmen²it pod δ > 0, sta£í volit l = O(ln(δ−1)).
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16 Laplac·v operátor

Polární sou°adnice24

(Skoro) kaºdý bod roviny (x, y) ∈ R2 = R× R lze vyjád°it jako

x = r cosϕ, (16.1)

y = r sinϕ, (16.2)

kde r > 0 a ϕ ∈ (−π, π). Tento zápis m·ºeme zkrátit jako (x, y) = Φ(r, ϕ), kde Φ : (0,∞)×(−π, π)
je dáno (16.1) a (16.2).

P°evodem funkce (a operátoru) do polárních sou°adnic rozumíme následující úlohu: Pokud je
f(x, y) (hladká) funkce prom¥nných x a y, najd¥te funkci w(r, ϕ), tak aby w(r, ϕ) = f(Φ(r, ϕ)) =
(f ◦Φ)(r, ϕ). Dále pak chceme vyjád°it parciální derivace prvního a vy²²ích °ád· funkce f (podle
x a y) pomocí parciálních derivací w (podle r a ϕ). P°i tom chceme, aby se v daných výrazech
vyskytovaly parciální derivace Φ podle r a ϕ (které jsou na první pohled snadno vyjád°itelné),
ale rádi bychom se vyhli derivacím Φ−1, které jsou mnohem techni£t¥j²í.

Pro polární sou°adnice lze tuto úlohu vy°e²it �hrubou silou�. De�nujeme

w(r, ϕ) = f(r cosϕ, r sinϕ) (16.3)

a tento vztah derivujeme tolikrát (podle r a ϕ), kolikrát bude zapot°ebí. Dostaneme

∂

∂r
w(r, ϕ) =

∂

∂x
f(r cosϕ, r sinϕ) · cosϕ+

∂

∂y
f(r cosϕ, r sinϕ) · sinϕ, (16.4)

∂

∂ϕ
w(r, ϕ) =

∂

∂x
f(r cosϕ, r sinϕ) · (−r sinϕ) +

∂

∂y
f(r cosϕ, r sinϕ) · (r cosϕ). (16.5)

Z této soustavy dvou rovnic o dvou neznámých vyjád°íme

∂

∂x
f(x, y) =

∂

∂x
f(r cosϕ, r sinϕ) =

1

r

(
r cosϕ · ∂

∂r
w(r, ϕ)− sinϕ · ∂

∂ϕ
w(r, ϕ)

)
∂

∂y
f(x, y) =

∂

∂y
f(r cosϕ, r sinϕ) =

1

r

(
r sinϕ · ∂

∂r
w(r, ϕ) + cosϕ · ∂

∂ϕ
w(r, ϕ)

)
.

Máme-li tedy rovnici (16.3), vyjád°íme parciální derivace f podle x a y tak, ºe vezmeme parciální
derivace w podle r a ϕ a dosadíme do p°edchozích rovnic. Formáln¥ bývá zvykem tento zápis
zkracovat na

∂

∂x
=

1

r

(
r cosϕ · ∂

∂r
− sinϕ · ∂

∂ϕ

)
∂

∂y
=

1

r

(
r sinϕ · ∂

∂r
+ cosϕ · ∂

∂ϕ

)
,

nebo dokonce

∇ =

(
1

r

(
r cosϕ · ∂

∂r
− sinϕ · ∂

∂ϕ

)
,
1

r

(
r sinϕ · ∂

∂r
+ cosϕ · ∂

∂ϕ

))
,

24Antonín �e²ík, 20. 3. 2019
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nebo 
∂

∂x

∂

∂y

 =

cosϕ −sinϕ

r

sinϕ
cosϕ

r




∂

∂r

∂

∂ϕ

 .

Tyto formule lze aplikovat kdykoliv, máme-li n¥jakou funkci p°evedenu do polárních sou°adnic
(jako v (16.3)), tedy nap°iklad i na ∂

∂xf. Dostaneme tak

∂2

∂x2
f(x, y) =

∂

∂x

( ∂
∂x
f(x, y)

)
=

1

r

(
r cosϕ · ∂

∂r
− sinϕ · ∂

∂ϕ

)(
cosϕ · ∂

∂r
w(r, ϕ)− sinϕ

r
· ∂
∂ϕ

w(r, ϕ)
)

=
1

r

{
r cos2 ϕ

∂2

∂r2
w(r, ϕ)− r cosϕ sinϕ

[
− 1

r2

∂

∂ϕ
w(r, ϕ) +

1

r

∂2

∂r∂ϕ
w(r, ϕ)

]
− sinϕ

[
(− sinϕ) · ∂

∂r
w(r, ϕ) + cosϕ · ∂2

∂r∂ϕ
w(r, ϕ)

]
+

sinϕ

r

[
cosϕ · ∂

∂ϕ
w(r, ϕ) + sinϕ · ∂

2

∂ϕ2
w(r, ϕ)

]}
a

∂2

∂y2
f(x, y) =

∂

∂y

( ∂
∂y
f(x, y)

)
=

1

r

(
r sinϕ · ∂

∂r
+ cosϕ · ∂

∂ϕ

)(
sinϕ · ∂

∂r
w(r, ϕ) +

cosϕ

r
· ∂
∂ϕ

w(r, ϕ)
)

=
1

r

{
r sin2 ϕ

∂2

∂r2
w(r, ϕ) + r sinϕ cosϕ

[
− 1

r2

∂

∂ϕ
w(r, ϕ) +

1

r

∂2

∂r∂ϕ
w(r, ϕ)

]
+ cosϕ

[
cosϕ · ∂

∂r
w(r, ϕ) + sinϕ · ∂2

∂r∂ϕ
w(r, ϕ)

]
+

cosϕ

r

[
(− sinϕ) · ∂

∂ϕ
w(r, ϕ) + cosϕ · ∂

2

∂ϕ2
w(r, ϕ)

]}
.

�Prostým se£tením� pak dostaneme

∆f(x, y) =
∂2

∂x2
f(x, y) +

∂2

∂y2
f(x, y)

=
∂2

∂r2
w(r, ϕ) +

1

r

∂

∂r
w(r, ϕ) +

1

r2

∂2

∂ϕ2
w(r, ϕ),

coº bývá op¥t zkracováno jako

∆ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂ϕ2
=

1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2

∂2

∂ϕ2
.

Poznamenejme jen, ºe p°evod Laplace do polárních sou°adnic je natolik p°ímo£ará záleºitost, ºe
sta£ilo nap°íklad jen vyderivovat (16.4) a (16.5) je²t¥ jednou podle r a ϕ a vzniklé rovnice vhodn¥
nakombinovat tak, aby napravo vznikl ∆f(x, y).
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Válcové sou°adnice
Válcové sou°adnice v R3 jsou dány prost¥ jako polární sou°adnice v rovinách paralelních s

x− y rovinou, tedy

x = r cosϕ,

y = r sinϕ,

z = ξ (nebo prost¥ jako z = z).

Nep°ekvapí proto, ºe dostaneme

∂

∂x
=

1

r

(
r cosϕ · ∂

∂r
− sinϕ · ∂

∂ϕ

)
,

∂

∂y
=

1

r

(
r sinϕ · ∂

∂r
+ cosϕ · ∂

∂ϕ

)
,

∂

∂z
=

∂

∂ξ
,

∆ =
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2

∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂ξ2
.

Sférické sou°adnice
Sférické sou°adnice jsou dány (nap°íklad) pomocí

x = r cosϕ cos θ,

y = r sinϕ cos θ,

z = r sin θ,

kde r > 0, ϕ ∈ (−π, π), θ ∈ (−π/2, π/2). Jakkoliv by bylo moºné pouºít hrubé síly a diferencovat
výraz

w(r, ϕ, θ) = f(r cosϕ cos θ, r sinϕ cos θ, r sin θ)

podle r, ϕ, a θ, zdá se být tento zp·sob více mén¥ neupo£ítatelný.
Projdeme dva, zcela r·zné zp·spoby, zaloºené na dvou odli²ných nápadech.
První zp·sob25 vyjad°uje sférické sou°adnice jako sloºení dvou válcových transormací. De�-

nujeme

(x, y, z) = Φ(%, ϕ′, ξ),

xy
z

 =

% cosϕ′

% sinϕ′

ξ


a

(%, ϕ′, ξ) = Ψ(r, ϕ, θ),

 %
ϕ′

ξ

 =

r cos θ
ϕ

r sin θ

 .

Prostým dosazením snadno zjistíme, ºe (x, y, z) = (Φ ◦ Ψ)(r, ϕ, θ). Aby dále bylo (%, ϕ′, ξ) ∈
R+ × (−π, π) × R, je t°eba zvolit (r, ϕ, θ) ∈ R+ × (−π, π) × (−π/2, π/2). Vyuºitím p°edchozích

25Radek Fu£ík, FJFI, �VUT
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vztah· pro válcové sou°adnice pak dostaneme

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

=
∂2

∂%2
+

1

%

∂

∂%
+

1

%2

∂2

∂ϕ′2
+

∂2

∂ξ2

=
∂2

∂%2
+

∂2

∂ξ2
+

1

r cos θ

∂

∂%
+

1

r2 cos2 θ

∂2

∂ϕ2
.

Poslední £len je jiº hotov. Sou£et prvních dvou £len· (tedy sou£et druhých derivací podle % =
r cos θ a ξ = r sin θ) m·ºeme vyjád°it pomocí formule odvozené pro polární sou°adnice

∂2

∂%2
+

∂2

∂ξ2
=

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2
.

Chybí tedy p°evést t°etí £len, resp. derivaci podle %. Ta op¥t odpovídá derivaci podle x v polárních
sou°adnicích, tedy

∂

∂%
=

1

r

(
r cos θ · ∂

∂r
− sin θ · ∂

∂θ

)
Dosazením pak

∆ =
∂2

∂%2
+

∂2

∂ξ2
+

1

r cos θ

∂

∂%
+

1

r2 cos2 θ

∂2

∂ϕ2

=
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2
+

1

r cos θ

(
cos θ · ∂

∂r
− sin θ

r
· ∂
∂θ

)
+

1

r2 cos2 θ

∂2

∂ϕ2

=
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

1

r2 cos θ

∂

∂θ

(
cos θ · ∂

∂θ

)
+

1

r2 cos2 θ

∂2

∂ϕ2

=
2

r

∂

∂r
+

∂2

∂r2
+

1

r2

∂2

∂θ2
− sin θ

r2 cos θ

∂

∂θ
+

1

r2 cos2 θ

∂2

∂ϕ2
.

Druhý zp·sob p°evodu Laplace do sférických a cylindrických sou°adnic je zaloºen na tom, ºe
tyto systémy sou°adnic jsou ortogonální - jsou ur£eny vzájemn¥ kolmými plochami.

Nech´ u, v, w jsou k°ivo£aré ortogonální sou°adnice v R3. Nech´ ~ex, ~ey, ~ez je kanonická báze
R3. De�nujeme (vektorová pole, g(u, v, w) = (x, y, z))

~eu =
1

hu
∂ug, kde

∂ug =

(
∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u

)
,

hu =

√(
∂x

∂u

)2

+

(
∂y

∂u

)2

+

(
∂z

∂u

)2

a podobn¥ ~ev = 1
hv
∂vg a ~ew = 1

hw
∂wg. V dal²ím budeme p°edpokládat, ºe ~eu, ~ev, ~ew jsou v kaºdém

bod¥ na sebe kolmé.
a) Dokáºeme, ºe 1

hu
~eu = gradu, 1

hv
~ev = grad v, 1

hw
~ew = gradw.
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Nejprve spo£teme pro hladkou funkci f

grad f · ~eu =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
1

hu

(
∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u

)
(16.6)

=
1

hu

[
∂f

∂x

∂x

∂u
+
∂f

∂y

∂y

∂u
+
∂f

∂z

∂z

∂u

]
=

1

hu
∂uf

a podobn¥ pro v a w. Celkov¥ platí

grad f =
1

hu
∂uf · ~eu +

1

hv
∂vf · ~ev +

1

hw
∂wf · ~ew.

Pro f(u, v, w) = u vychází

gradu =
1

hu
~eu

a stejn¥ pro v a w.
b) Odvo¤te pro vektorové pole ~F = Fu~eu + Fv~ev + Fw~ew reprezentaci

div ~F =
1

huhvhw
[∂u(hvhwFu) + ∂v(huhwFv) + ∂w(huhvFw)].

Návod: Napí²eme ~eu, ~ev, ~ew jako vektorové sou£iny a pouºijeme a) a vhodné formule pro diver-
genci. Obdrºíme ~F = Fu~eu + Fv~ev + Fw~ew a ~eu = ~ev × ~ew, ~ev = ~ew × ~eu, ~ew = ~eu × ~ev.

Celkem tedy

div ~F = div(Fu~eu + Fv~ev + Fw~ew)

= div(Fu~eu) + div(Fv~ev) + div(Fw~ew).

Upravíme první £len26

div(Fu~eu) = div(Fu(~ev × ~ew)) = div(hvhwFu(grad v × gradw)) =

= grad(hvhwFu)(grad v × gradw) + (hvhwFu) div(grad v × gradw)

= grad(hvhwFu)

(
1

hvhw
~ev × ~ew

)
= grad(hvhwFu)

(
1

hvhw
~eu

)
=

1

hvhw
grad(hvhwFu) · ~eu =

1

huhvhw
∂u(hvhwFu),

kde jsme op¥t pouºili (16.6).
c) Pro skalární funkci f = f(u, v, w) ukaºte, ºe pro Laplac·v operátor platí následující repre-

zentace

∆f =
1

huhvhw

[
∂u

(
hvhw
hu

∂uf

)
+ ∂v

(
huhw
hv

∂vf

)
+ ∂w

(
huhv
hw

∂wf

)]
.

26div(f ~V ) = ~V grad f + f div V ; div(grad v × gradw) = rot(grad v) · gradw − grad v · rot(gradw) = 0
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Pouºijeme b) a vypo£teme

∆f = div(grad f)

= div

 1

hu
∂uf︸ ︷︷ ︸
Fu

·~eu +
1

hv
∂vf︸ ︷︷ ︸
Fv

·~ev +
1

hw
∂wf︸ ︷︷ ︸
Fw

·~ew


=

1

huhvhw
[∂u(hvhwFu) + ∂v(huhwFv) + ∂w(huhvFw)]

=
1

huhvhw

[
∂u

(
hvhw

1

hu
∂uf

)
+ ∂v

(
huhw

1

hv
∂vf

)
+ ∂w

(
huhv

1

hw
∂wf

)]
.

Kone£n¥ toto pouºijeme pro transformaci Laplacova operátoru.
Sférické sou°adnice:

x = r sin θ cosϕ,

y = r sin θ sinϕ,

z = r cos θ.

gr =

sin θ cosϕ
sin θ sinϕ

cos θ

 , gθ =

r cos θ cosϕ
r cos θ sinϕ
−r sin θ

 , gϕ =

−r sin θ sinϕ
r sin θ cosϕ

0


und

hr = ‖gr‖ = 1, hθ = ‖gθ‖ = r, hϕ = ‖gϕ‖ = r sin θ.

∆f =
1

r2 sin θ

[
∂r

(
r2 sin θ

∂f

∂r

)
+ ∂θ

(
sin θ

∂f

∂θ

)
+ ∂ϕ

(
1

sin θ

∂f

∂ϕ

)]
=

2

r

∂f

∂r
+
∂2f

∂r2
+

cos θ

r2 sin θ

∂f

∂θ
+

1

r2

∂2f

∂θ2
+

1

r2 sin2 θ

∂2f

∂ϕ2
.

Válcové sou°adnice:
x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = z.

hr = 1, hϕ = r, hz = 1.

∆f =
1

r

[
∂r

(
r
∂f

∂r

)
+ ∂ϕ

(
1

r

∂f

∂ϕ

)
+ ∂z

(
r
∂f

∂z

)]
=
∂2f

∂r2
+

1

r

∂f

∂r
+

1

r2

∂2f

∂ϕ2
+
∂2f

∂z2
.
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17 Atom vodíku

V této kapitole27 projdeme °e²ení Schrödingerovy rovnice pro atom vodíku. Druhá mocnina ab-
solutní hodnoty funkce ψ = ψ(x, y, z, t) tedy bude odpovídat hustot¥ pravd¥podobnosti nalezení
elektronu v £ase t v daném bod¥, tedy pro kaºdé t ≥ 0 platí∫

R3

|ψ(x, y, z, t)|2d(x, y, z) = 1.

Dále z toho plyne, ºe ψ je ur£ena jen na konstantu - komplexní £íslo s absolutní hodnotou jedna.
Vývoj funkce ψ(x, y, z, t) v £ase je dán rovnicí28

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ,

kde Hamiltonián Ĥ je dán

Ĥ = − ~2

2m
∆ + V (r).

Zde je m hmotnost elektronu a V (r) potenciální energie elektrostatického protonu, tedy

V (r) = −e
2

r
, r =

√
x2 + y2 + z2.

Celkem tedy budeme °e²it rovnici

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m
∆ψ − e2

r
ψ. (17.1)

• Sféricky symetrická °e²ení - s-orbitaly
Budeme hledat stacionární °e²ení této rovnice, tedy °e²ení, kde |ψ(x, y, z, t)| nezávisí na £ase:
ψ = eif(t)ψ(x, y, z). Díky sférické symetrii p·vodního problému je p°irozené hledat °e²ení, které
závisí jen na polom¥ru, tedy ψ = eif(t)ψ(r). Po dosazení tohoto tvaru do (17.1) je vid¥t, ºe f ′(t)
musí být konstanta, tedy funkce f musí být lineární: f(t) = −Et/~. Celkem tedy hledáme °e²ení
(17.1) ve tvaru ψ(x, y, z, t) = e−(i/~)Etψ(r).

Po dosazení do (17.1) vidíme, ºe ψ(r) musí spl¬ovat

− ~2

2m
∆ψ =

(
E +

e2

r

)
ψ.

Po p°evodu do sférických sou°adnic

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ

je

∆f(r, θ, φ) =
1

r

∂2

∂r2
(rf) +

1

r2

{ 1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂f

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2f

∂φ2

}
. (17.2)

Protoºe ale ψ nebude záviset na θ a φ, v²e se zjednodu²í na

1

r

d2

dr2
(rψ) = −2m

~2

(
E +

e2

r

)
ψ.

27viz. http://www.feynmanlectures.caltech.edu/III_19.html; na seminá°i p°edná²el Jan Krej£í 14. 3. 2019
28e je náboj elektronu, ~ je Planckova konstanta.

75



Abychom zjednodu²ili konstanty, p°e²kálujeme problém zavedením

r =
~2

me2
%, E =

me4

2~2
ε (17.3)

a dostaneme
d2(%ψ)

d%2
= −

(
ε+

2

%

)
%ψ.

P°e²kálování znamená, ºe m¥°íme energii a polom¥r v p°irozených �atomárních� jednotkách, tedy

% = r/rB, rB =
~2

me2
Bohr·v polom¥r, ca. 0.528 Angstrom·

ε = E/ER, ER = me4/2~2 Rydbergova energie, ca. 13.6 eV.

Dále ozna£íme f = %ψ a °e²íme rovnici

d2f

d%2
= −

(
ε+

2

%

)
f.

Dále p°edpokládáme f ve tvaru f(%) = e−α%g(%), kde α ∈ R a g(%) spl¬uje

d2g

d%2
− 2α

dg

d%
+
(2

%
+ ε+ α2

)
g = 0.

Parametr α > 0 m·ºeme zvolit, a podle p°edchozí rovnice bude výhodné zvolit α2 = −ε. Zde je
nutné si uv¥domit, ºe E < 0 - nulová energie odpovídá protonu a elektronu nekone£n¥ vzdáleným
od sebe, E je energie elektronu a protonu ve vazb¥, a £ím niº²í E, tím stabiln¥j²í stav. Celkem
dostaneme

d2g

d%2
− 2α

dg

d%
+

2

%
g = 0.

Tuto rovnici m·ºeme vcelku snadno vy°e²it pomocí mocninných °ad. Dosadíme

g(%) =
∞∑
k=1

ak%
k, g′(%) =

∞∑
k=1

akk%
k−1, g′′(%) =

∞∑
k=1

akk(k − 1)%k−2

a dostaneme
∞∑
k=1

[(k + 1)kak+1 − 2αkak + 2ak]%
k−1 = 0.

Zvolíme tedy a1 libovoln¥ (vlastní funkce ψ je ur£ena aº na konstantu!) a dopo£teme

ak+1 =
2(αk − 1)

k(k + 1)
ak, k ≥ 1. (17.4)

Ne v²echna tato °e²ení ale mají matematický £i fyzikální smysl. Výb¥r lze provést dv¥ma (na-
vzájem ekvivalentními zp·soby). Z pohledu funkcionální analýzy je nutné nejen splnit rovnici
Ĥψ = Eψ, ale i ψ ∈ L2(R3). Z fyzikálního pohledu jsou zajímavá jen °e²ení s ψ(r) → 0 pro
r →∞: elektron má být vázán protonem.

Lehce neformáln¥ lze postupovat takto: P°i k → ∞ je (17.4) aproximovatelné ak+1 = 2α
k ak

a ak+1 ∼ (2α)k

k! . To jsou ale koe�cienty °ady e2α%, coº ani v kombinaci s faktorem e−α% není
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pouºitelné. Pokud ale α = 1/k > 0, pak ak+1 (a i v²echny následující al, l ≥ k + 1) bude nulové.
To uº spolu s faktorem e−α% pln¥ posta£uje.

Celkem tedy máme °e²ení pro α = 1
n , n = 1, 2, . . . a −ε = 1, 1

4 ,
1
9 , . . . . Tím jsme na²li v²echny

sféricky symetrické orbitaly elektronu, jejich energie je dána jako

En = −ER ·
1

n2
, n = 1, 2, 3, . . . ; ER =

me4

2~2
∼ 13.6eV

je Rydbergova energie.
První t°i vlastní funkce k n = 1, 2, 3 pak mají tvar

ψ1(%) = e−%,

ψ2(%) =
(

1− %

2

)
e−%/2,

ψ3(%) =
(

1− 2%

3
+

2

27
%2
)
e−%/3.

• �e²ení závisející na θ a φ
Dosadíme-li ψ(x, y, z, t) = e−(i/~)Etψ(x, y, z) do (17.1) a uºijeme obecný tvar Laplaceova operá-
toru ve sférických sou°adnicích, dostaneme

1

r

∂2

∂r2
(rψ) +

1

r2

{ 1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2ψ

∂φ2

}
= −2m

~2

(
E +

e2

r

)
ψ.

Rovnici budeme °e²it p°edpokladem separovatelnosti prom¥nných, tedy ψ(x, y, z) = Y (θ, φ)F (r),
£ímº dostaneme

Y

r

∂2

∂r2
(rF ) +

F

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y

∂θ

)
+

F

r2 sin2 θ

∂2Y

∂φ2
= −2m

~2

(
E +

e2

r

)
Y F.

Celou rovnici vynásobíme r2

Y F a separujeme závislost na θ a φ od závislosti na r

1

Y

{ 1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂φ2

}
= −r

2

F

{1

r

d2

dr2
(rF ) +

2m

~2

(
E +

e2

r

)
F
}
.

Protoºe ob¥ strany závisí na jiných prom¥nných, musí být rovny konstant¥ - kterou ozna£íme
−K a °e²íme tedy soustavu dvou rovnic

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂φ2
= −KY, (17.5)

1

r

d2

dr2
(rF ) +

2m

~2

(
E +

e2

r

)
F =

KF

r2
. (17.6)

Rovnici (17.5) vy°e²íme (op¥t) separací, tedy dosazením Y (θ, φ) = f(θ)g(φ). Poté pronásobíme
sin2 θ

f(θ)g(φ) a dostaneme

sin θ

f(θ)

∂

∂θ

(
sin θ

∂f(θ)

∂θ

)
−K sin2 θ +

1

g(φ)

∂2g(φ)

∂φ2
= 0.
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První dva £leny závisí jen na θ, poslední £len zase jen na φ - oba jsou tedy rovny jedné konstant¥
(která op¥t závisí na K)

sin θ

f(θ)

∂

∂θ

(
sin θ

∂f(θ)

∂θ

)
−K sin2 θ = M (17.7)

1

g(φ)

∂2g(φ)

∂φ2
= −M. (17.8)

Za£neme rovnicí (17.8). Protoºe hledáme periodická °e²ení na [−π, π], dostaneme M = m2 (kde
m ∈ Z) a gm(θ) = eimθ.29 Tuto hodnotu dosadíme do (17.7) a dostaneme

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ

∂f(θ)

∂θ

)
−K sin2 θf(θ)−m2f(θ) = 0.

Toto je Sturm-Liouvillova rovnice, jejíº periodické °e²ení existuje pro K = l(l+ 1) pro celo£íselné
l s l ≥ |m|. Celkem tedy máme pro −l ≤ m ≤ l funkce Yl,m(θ, φ), tzv. spherical harmonics.

Kdyº toto dosadíme do (17.6), dostaneme rovnici

1

r

d2

dr2
(rF ) = −2m

~2

{
E +

e2

r
− l(l + 1)~2

2mr2

}
F.

Op¥t p°e²kálujeme, cf. (17.3)

1

%

d2(%F )

d%2
= −

{
ε+

2

%
− l(l + 1)

%2

}
F

Pro %F (%) = e−α%G(%) a α2 = −ε, kone£n¥ dostáváme

d2G

d%2
− 2α

dG

d%
+G

{2

%
− l(l + 1)

%2

}
= 0.

Dosadíme op¥t

G(%) =
∞∑
k=1

ak%
k,

d

d%
G =

∞∑
k=1

kak%
k−1,

d2

d%2
G =

∞∑
k=1

k(k − 1)ak%
k−2

a dostaneme
∞∑
k=1

[{(k + 1)k − (l + 1)l}ak+1 − (2αk − 1)ak]%
k−1 − l(l + 1)a1

%
= 0.

U %−1 je jen jeden £len, takºe musí být nulový, tedy l(l+ 1)al = 0. Pro l = 0 bychom dostali na²e
p°edchozí °e²ení, musí tedy být a1 = 0. Pro ostatní k pak vychází

[k(k + 1)− l(l + 1)]ak+1 = 2(αk − 1)ak,

coº pro k 6= l m·ºeme p°epsat i jako

ak+1 =
2(αk − 1)

k(k + 1)− l(l + 1)
ak.

29P°esn¥ji, gm(θ) = α1 cos(mt) + α2 sin(mt).
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Z a1 = 0 tedy plyne, ºe ak = 0 pro k ≤ l. �len al+1 m·ºeme zvolit libovoln¥ (p°esn¥ji °e£eno
bude nakonec ur£en L2-normalizací) a dopo£ítávat al+2, al+3, . . . .

Pokud αn − 1 6= 0 pro v²echna p°irozená n ≥ l + 1, °ada bude op¥t nekone£ná a výsledná
funkce nebude leºet v L2(R3). Toho lze tedy dosáhnout jen tak, ºe zvolíme n ≥ l + 1 pevné a
α = 1/n. Nakonec obdrºíme an+1 = 0 a odtud jiº an+2 = an+3 = · · · = 0.

Celkem tedy máme pro kaºdé l ≥ 1 moºná °e²ení Fn,l pro n ≥ l+ 1. Kaºdé °e²ení má energii

En = −me
4

2~2
· 1

n2
.

P°íslu²ná vlnová funkce pak má tvar

ψn,l,m = aYl,m(θ, φ)Fn,l(%),

kde Yl,m jsou sférické harmoniky a

%Fn,l(%) = e−α%
n∑

k=l+1

ak%
k.

�ísla l, n a m se nazývají kvantová £ísla. �íslo n = 1, 2, 3, . . . (hlavní kvantové £íslo) ur-
£uje slupku elektronové vrstvy. Orbitální kvantové £íslo l = 0, 1, 2, . . . ur£uje podslupku: l = 0
odpovídá s-orbital·m, l = 1 odpovídá p-orbital·m, . . . . Kone£n¥ magnetické kvantové £íslo

m = −l,−l+1, . . . , l−1, l rozli²uje mezi jednotlivými podslupkami, nap°. pro l = 1 am = −1, 0, 1
dostáváme t°i p-orbitaly px, py, pz.
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18 Entropy numbers

The concept of covering numbers can be traced back to the work of Kolmogorov [23, 24] and
became since then an important tool used in several areas of theoretical and applied mathema-
tics. Furthermore, Pietsch introduced in his book [30] a formal de�nition of an inverse function
of covering numbers under the name of entropy numbers. Later on, Carl and Triebel [6, 9] inves-
tigated the relation between entropy numbers and other geometric and approximation quantities
related to sets and operators, most importantly to eigenvalues of compact operators.

Due to the natural de�nition of covering and entropy numbers, and due to their relations
to other geometric notions, these concepts found applications in many areas of pure and applied
mathematics, including geometry of Banach spaces [3, 4, 7, 16, 31], information theory [20, 32, 36,
37, 38], and random processes [27, 28]. They also appeared in the theory of compressed sensing
[5, 11] in the study of optimality of recovery of sparse vectors and in the study of eigenvalue
problems in Banach spaces [13, 25]. One of the most important classes of operators, whose entropy
numbers are well understood and often applied, are the identities between �nite-dimensional
vector spaces. The main aim of this note is to present a self-contained overview of this area. To
state the main result in detail, we need to recall some notation.

The couple (X, ‖ · ‖X) is called a quasi-Banach space, if X is a real or complex vector space
and the mapping ‖ · ‖X : X → [0,∞) satis�es

(i) ‖x‖X = 0 if, and only if, x = 0,

(ii) ‖αx‖X = |α| · ‖x‖X for all α ∈ R (or in C) and all x ∈ X,

(iii) there exists a constant C ≥ 1 such that ‖x+ y‖X ≤ C(‖x‖X + ‖y‖X) for all x, y ∈ X,

(iv) X is complete with respect to ‖ · ‖X .

If the constant C in (iii) can be chosen to be equal to one, X is actually a Banach space. If ‖ · ‖X
satis�es the axioms above with (iii) replaced by

‖x+ y‖pX ≤ ‖x‖
p
X + ‖y‖pX , x, y ∈ X

for some 0 < p ≤ 1, then (X, ‖ · ‖X) is called a p-Banach space and ‖ · ‖X is a p-norm. It follows
that a Banach space X is also a p-Banach space for p = 1. It is easy to see that every p-norm is
a quasi-norm with C = 21/p−1. On the other hand, by the Aoki-Rolewicz theorem [1, 33], every
quasi-norm is equivalent to some p-norm for a suitably chosen p. We refer to [22] for a survey on
quasi-Banach spaces.

If X is a vector space equipped with some (quasi-)norm or p-norm ‖ · ‖X , we denote by BX
its unit ball, i.e. the set BX = {x ∈ X : ‖x‖X ≤ 1}. The symbol L(X,Y ) stands for the set of
all bounded linear operators from X to Y . For 0 < p ≤ ∞, we de�ne `np (R) (or `np (C)) to be the
Euclidean space Rn (or Cn) equipped with the (quasi-)norm

‖x‖p = ‖(xi)ni=1‖p =


( n∑
i=1

|xi|p
)1/p

, 0 < p <∞ ;

max
1≤i≤n

|xi| , p =∞.
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The unit ball of `np (R) will be denoted by Bn
p . It is easy to see, that `np (R) and `np (C) are Banach

spaces if p ≥ 1 and p-Banach spaces if 0 < p ≤ 1. Therefore, we will denote p̄ = min(1, p) and
use the triangle inequality in `np (R) and `np (C) in the form

‖x+ y‖p̄p ≤ ‖x‖p̄p + ‖y‖p̄p.

We de�ne now the concept of entropy numbers of a bounded linear operator T between two
(quasi-)Banach spaces X and Y . Essentially, we are allowed to use 2k−1 balls of radius r in Y to
cover the image of the unit ball of X by T and ek(T ) denotes the smallest r, for which this is
still possible.

De�nice 18.1. Let X and Y be Banach spaces, p-Banach spaces, or quasi-Banach spaces. Let
T : X → Y be a bounded linear operator and let k ≥ 1 be a positive integer. The kth (dyadic)
entropy number of T is de�ned as

ek(T ) := inf
{
r > 0 : ∃y1, . . . , y2k−1 ∈ Y with T (BX) ⊂

2k−1⋃
j=1

(yj + rBY )
}
. (18.1)

The relation of the entropy numbers to the covering numbers of Kolmogorov is quite strai-
ghtforward. If K ⊂ Y and r > 0, then the covering number N(K,Y, r) is the smallest number N
such that there exist points y1, . . . , yN with K ⊂

⋃N
j=1(yj + rBY ). The entropy numbers ek(T )

can then be equivalently de�ned as

en(T ) = inf{r > 0 : N(T (BX), Y, r) ≤ 2k−1}.

Although easy to de�ne, the entropy numbers of some speci�c operator T are usually rather
di�cult to calculate, or estimate. One class of operators, where the upper and lower bounds on
entropy numbers are known, are the identities between �nite-dimensional vector spaces. The main
aim of this note is to present a self-contained proof of the following result.

V¥ta 18.2. Let 0 < p, q ≤ ∞ and let n ∈ N.

a) If 0 < p ≤ q ≤ ∞ then for all k ∈ N it holds

ek(id : `np (R)→ `nq (R)) ∼


1 if 1 ≤ k ≤ log2 n,(

log2(1 + n/k)

k

) 1
p
− 1
q

if log2 n ≤ k ≤ n,

2−
k−1
n n

1
q
− 1
p if n ≤ k.

(18.2)

b) If 0 < q ≤ p ≤ ∞ then for all k ∈ N it holds

ek(id : `np (R)→ `nq (R)) ∼ 2−
k−1
n n

1
q
− 1
p . (18.3)

The constants of equivalence in both (18.2) and (18.3) may depend on p and q, but are independent
of k and n.
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Theorem 18.2 was �rst proved for 1 ≤ p < q ≤ ∞ by Schütt [34] with partial results given
before by Höllig [21] and Pietsch [30, Section 12.2]. The case of quasi-Banach spaces (i.e. when
p and/or q is smaller than one) was studied by Edmunds and Triebel in [13, Section 3.2.2], who
provided the estimates from above in (18.2) including the intermediate k's with log2 n ≤ k ≤ n.
Finally, the corresponding lower bound was supplied by Kühn [26] and, independently, by Guédon
and Litvak in [18]. Although all the estimates in Theorem 18.2 may be found in the literature
since nearly two decades, there seems to be no place, were all the parts would appear together -
the reader has to combine several sources, sometimes using di�erent notations.

Interestingly enough, the proof of Theorem 18.2 requires a combination of several di�erent
techniques, which are of independent interest. The most natural are the so-called volume ar-
guments. Quite intuitively, if we want to cover a body K ⊂ Rn by a number of other bodies
L1, . . . , LN ⊂ Rn, then their volume combined must be larger than the volume of K. Here, vo-
lume can be any positive measure on Rn. As Lj 's are now di�erent translates of a �xed dilation of
one �xed body L, it is most convenient to work with a shift-invariant measure, which behaves well
with respect to dilations. It is therefore most natural to work with the usual Lebesgue measure
on Rn and vol(K) will be the usual Lebesgue volume of a measurable set K ⊂ Rn. If K = BX
and L = BY are unit balls of some quasi-Banach spaces X and Y , and if the number N is �xed
to be N = 2k−1 for a positive integer k, this can be immediately translated into lower bounds of
the entropy numbers ek(id : X → Y ).

With a bit of additional work, volume arguments can be also used to give upper bounds on
entropy numbers. Indeed, if r > 0 is �xed, we take a maximal set y1, . . . , yN ∈ BX ⊂ Y with
‖yi−yj‖Y ≥ r. Then, on one hand, the sets yj+c1rBY are disjoint and BX is covered by the union
of yj + c2rBY for suitably chosen constants c1, c2 > 0. On the other hand, the sets yj + c1rBY
are included in a certain multiple of BX , which must therefore have a larger volume than all the
disjoint sets yj + c1rBY combined. This gives an upper bound on their number N , leading to an
upper bound on the entropy numbers.

Although the volume arguments represent a powerful technique, which can in principle be ap-
plied to all the parameter settings in Theorem 18.2, the obtained bounds are not always optimal.
Actually, it turns out that the volume arguments provide optimal bounds (up to a multiplicative
constant) only when k is large or, equivalently, when r is small. For smaller k's, direct combi-
natorial estimates are needed to provide both the lower and the upper bounds. Geometrically it
means, that any good cover of T (BX) with a small number of sets yj + rBY needs to have big
overlap and/or to cover also some large neighborhood of T (BX).

The structure of the paper is as follows. Section 18.1 gives basic properties of entropy numbers
and Gamma function, presents the calculation of the volume of Bn

p , and provides a couple of
lemmas used later. The proof of Theorem 18.2 comes in Section 18.2. Finally, Section 18.3 collects
few additional remarks and topics, including the extension of Theorem 18.2 to the complex setting.

18.1 Preparations

We start by recalling few well-known basic facts about entropy numbers. Although the reader
may �nd the proof, for instance, in [8] or [13], we include it for the sake of completeness.

V¥ta 18.3. Let X,Y, Z be p-Banach spaces for some 0 < p ≤ 1. Let S, T ∈ L(X,Y ) and

R ∈ L(Y,Z). Then, for all k, l ∈ N, it holds

(i) ‖T‖ ≥ e1(T ) ≥ e2(T ) ≥ · · · ≥ 0 (monotonicity);
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(ii) epk+l−1(S + T ) ≤ epk(S) + epl (T ) (subadditivity);

(iii) ek+l−1(R ◦ T ) ≤ ek(R) · el(T ) (submultiplicativity).

D·kaz. Monotonicity of entropy numbers follows directly from (18.1). Similarly, e1(T ) ≤ ‖T‖ is
implied by T (BX) ⊂ ‖T‖ ·BY .

For the proof of subadditivity, let k, l be positive integers and let ε > 0. Then there are
y1, . . . , y2k−1 ∈ Y and z1, . . . , z2l−1 ∈ Y with

S(BX) ⊂
2k−1⋃
i=1

(
yi + (ek(S) + ε)BY

)
and T (BX) ⊂

2l−1⋃
j=1

(
zj + (el(T ) + ε)BY

)
.

Then

(S + T )(BX) ⊂ S(BX) + T (BX)

⊂
[2k−1⋃
i=1

(
yi + (ek(S) + ε)BY

)]
+

[2l−1⋃
j=1

(
zj + (el(T ) + ε)BY

)]
=
⋃
i,j

(
yi + zj + (ek(S) + ε)BY + (el(T ) + ε)BY

)
⊂
⋃
i,j

(
yi + zj + [(ek(S) + ε)p + (el(T ) + ε)p]1/pBY

)
and taking the in�mum over ε > 0 gives the result.

The proof of submultiplicativity follows in a similar way. Indeed, if k, l are positive integers
and ε > 0, we �nd y1, . . . , y2l−1 ∈ Y and z1, . . . , z2k−1 ∈ Z with

T (BX) ⊂
2l−1⋃
i=1

(
yi + (el(T ) + ε)BY

)
and R(BY ) ⊂

2k−1⋃
j=1

(
zj + (ek(R) + ε)BZ

)
.

The proof then follows from

(R ◦ T )(BX) = R(T (BX)) ⊂ R
( 2l−1⋃

i=1

(
yi + (el(T ) + ε)BY

))

=

2l−1⋃
i=1

(
Ryi + (el(T ) + ε)R(BY )

)
⊂
⋃
i,j

(
Ryi + (el(T ) + ε)zj + (el(T ) + ε)(ek(R) + ε)BZ

)
.

We will also need few basic facts about the Gamma function, which is de�ned by Γ(t) =∫∞
0 xt−1e−xdx for every positive real number t > 0. By partial integration, we get

Γ(1 + t) = tΓ(t) for every t > 0 (18.4)

and Γ(n) = (n − 1)! for every positive integer n. Furthermore, by standard calculus it follows
that Γ is a continuous function on (0,∞).

83



Lemma 18.4. Let 0 < p <∞. Then

Γ(1 + x/p)1/x ∼ x1/p, x ≥ 1, (18.5)

where the constants of equivalence may depend on p.

D·kaz. The result is a corollary of Stirling's formula [35, Chapter A.2, Theorem 2.3], but we give
also a simple proof for reader's convenience.

If x = n is a positive integer and p = 1, the result follows from

n log(n)− n ≤ log(n!) = log(Γ(1 + n)) ≤ n log(n), (18.6)

where the right-hand side of (18.6) comes from n! ≤ nn and the left-hand side can be obtained
by taking the Riemann sum of

∫ n
1 log(x)dx at right endpoints.

We modify this strategy also for x ≥ 1 and p > 0. Let k ∈ N0 be the unique integer with

1

p
+ k ≤ x

p
<

1

p
+ k + 1.

Iterative application of (18.4) leads to

Γ(1 + x/p) = Γ(x/p− k + 1)
k−1∏
j=0

(x/p− j) ≤ Cp(x/p)k, (18.7)

where Cp = sup1/p+1≤t≤1/p+2 Γ(t). We conclude, that

Γ(1 + x/p)1/xx−1/p ≤ C1/x
p p−k/xxk/x−1/p ≤ C1/x

p max(1, p−1/p)x−1/px,

which is bounded (by a constant depending on p) for x ∈ [1,∞).
On the other hand, using the �rst identity in (18.7) and Riemann sums, we obtain

log

(
Γ(1 + x/p)1/x

x1/p

)
=

1

x
log Γ(1 + x/p)− 1

p
log(x)

≥ 1

x
log(cp) +

1

x

k−1∑
j=0

log(x/p− j)− 1

p
log(x)

≥ 1

x
log(cp) +

1

x

∫ x/p

x/p−k
log(t)dt− 1

p
log(x)

=
1

x
log(cp) +

1

p
log(1/p)− 1

p
− 1

x
f(x/p− k),

where cp = inf1/p+1≤t≤1/p+2 Γ(t) > 0 and f(t) = t log(t)− t. The last expression is bounded (by
a constant depending on p) for x ∈ [1,∞), as 1/p ≤ x/p− k < 1/p+ 1.

To apply the volume arguments, it is of course necessary to calculate (or at least to estimate)
the volume of the unit ball Bn

p in `np (R). The exact value has been known (at least) since the
work of Dirichlet, cf. [10]. We give a more modern proof, cf. [31].

84



V¥ta 18.5. Let 0 < p ≤ ∞ and let n ∈ N. Then it holds

vol(Bn
p ) =

2n · Γ(1 + 1
p)n

Γ(1 + n
p )

. (18.8)

D·kaz. Let f be a smooth non-increasing positive function on [0,∞) quickly decaying to zero at
in�nity. Then, by Fubini's theorem and partial integration,∫

Rn
f(‖x‖p)dx = −

∫
Rn

∫ ∞
‖x‖p

f ′(t)dtdx = −
∫ ∞

0

(∫
x:‖x‖p≤t

1 dx

)
f ′(t)dt

= −
∫ ∞

0
vol(tBn

p )f ′(t)dt = −vol(Bn
p )

∫ ∞
0

tnf ′(t)dt

= vol(Bn
p ) ·

∫ ∞
0

ntn−1f(t)dt.

For f(t) = e−t
p
, we get∫

Rn
e−‖x‖

p
pdx = vol(Bn

p ) ·
∫ ∞

0
ntn−1e−t

p
dt = vol(Bn

p ) · n
p
·
∫ ∞

0
sn/p−1e−sds

=
n vol(Bn

p )Γ(n/p)

p
= vol(Bn

p )Γ(1 + n/p). (18.9)

The proof is then �nished by Fubini's theorem

vol(Bn
p )Γ(1 + n/p) =

∫
Rn
e−‖x‖

p
pdx =

∫
Rn
e−|x1|

p−...−|xn|pdx =

(
2

∫ ∞
0

e−t
p
dt

)n
= 2n

(
1

p

∫ ∞
0

s1/p−1e−sds

)n
= 2n

(
Γ(1/p)

p

)n
= 2nΓ(1 + 1/p)n.

Theorem 18.5 combined with Lemma 18.4 gives

vol(Bn
p )1/n =

2Γ(1 + 1
p)

Γ(1 + n
p )1/n

∼ n−1/p, n ≥ 1, (18.10)

where the constants of equivalence depend again on p.
Next, we collect two simple facts about the `np -(quasi-)norms. The easy proof is left to the

reader.

Lemma 18.6. (i) Let 0 < p, q ≤ ∞ and n ∈ N. Then

‖id : `np (R)→ `nq (R)‖ = max(1, n1/q−1/p).

(ii) Let 0 < p < q <∞. Then ‖x‖q ≤ ‖x‖p/qp · ‖x‖1−p/q∞ .

The following lemma is the analogue of [30, Proposition 12.1.13] for quasi-Banach spaces and
appeared already in [19]. Although it uses the volume arguments, no calculation of vol(BX) is
necessary, because two such terms cancel each other out. The estimate obtained is optimal up to
the constant 41/p, cf. Section 18.4 for details.
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Lemma 18.7. Let 0 < p ≤ 1, n ∈ N, and let X be a real n-dimensional p-Banach space. Then,

for all k ∈ N,
ek(id : X → X) ≤ 41/p · 2−

k−1
n . (18.11)

D·kaz. If k − 1 ≤ 2n/p, the result is trivial as the right-hand side of (18.11) is larger than or
equal to 1. We will therefore assume that k − 1 > 2n/p or, equivalently, 2(k−1)p/n > 4.

Let x1, . . . , xN be a maximal family of elements of BX with ‖xi − xj‖X > τ for i 6= j, where
τ > 0 is given by 1+τp/2

τp/2 = 2p(k−1)/n. Then, by triangle inequality, the sets xi + 2−1/pτBX are

mutually disjoint, they are all included in (1 + τp/2)1/pBX and BX is covered by the union of
xi + τBX over i = 1, . . . , N . By volume comparison, we get

N vol(2−1/pτBX) ≤ vol[(1 + τp/2)1/pBX ]

and, therefore,

N ≤ (1 + τp/2)n/p

2−n/pτn
=
(1 + τp/2

τp/2

)n/p
= 2k−1.

We conclude that

ek(id : X → X) ≤ τ =

[
2

2(k−1)p/n − 1

]1/p

≤
[

4

2(k−1)p/n

]1/p

= 41/p2−
k−1
n .

The behavior of entropy numbers with respect to interpolation of Banach spaces was studied
intensively. It is rather easy to show, that they behave well if one of the endpoints is �xed and we
refer to [13] for details. Surprisingly, it was shown only recently in [12], that a general interpolation
formula for entropy numbers with both endpoints interpolated is out of reach. We give only a
simpli�ed version in a form, which shall be needed later on.

Lemma 18.8. Let 0 < p ≤ q <∞ and let k, l, n be positive integers. Then

ek+l−1(id : `np (R)→ `nq (R)) ≤ 21/p̄e
p/q
k (id : `np (R)→ `np (R)) · e1−p/q

l (id : `np (R)→ `n∞(R)),

where p̄ = min(1, p).

D·kaz. Let ε > 0 be arbitrary. We put

e0 := (1 + ε)ek(id : `np (R)→ `np (R)) and e1 := (1 + ε)el(id : `np (R)→ `n∞(R)).

Then Bn
p can be covered by 2k−1 balls in `np (R) with radius e0 and by 2l−1 balls in `n∞(R) with

radius e1. We can therefore decompose

Bn
p =

⋃
i

Ai,

where this union contains at most 2k−1 components Ai, and each Ai lies in some ball in `np (R)
with radius e0. Similarly we can write

Bn
p =

⋃
j

Bj ,
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with at most 2l−1 components Bj , each of them lying in some ball in `n∞(R) with radius e1.
Finally, we denote Ci,j = Ai∩Bj and choose zi,j ∈ Ci,j arbitrarily any time Ci,j is non-empty.

Let now x ∈ Ci,j . Then both x and zi,j are in Ci,j ⊂ Ai. Therefore ‖x − zi,j‖p ≤ 21/p̄e0. Using
Ci,j ⊂ Bj , we get in the same way also ‖x− zi,j‖∞ ≤ 2e1 ≤ 21/p̄e1. Hence, by Lemma 18.6,

‖x− zi,j‖q ≤ 21/p̄(e0)p/q(e1)1−p/q,

and balls with centers in zi,j 's with this radius in `nq (R) cover Bn
p . Finally, there is at most 2k+l−2

such points.

Some of the arguments used in the proof of Theorem 18.2 are of combinatorial nature. As a
preparation, we present the following lemma from [26], another variant is discussed in the last
section.

Lemma 18.9. Let m,n ∈ N with m ≤ n
4 and de�ne

Hm = {x ∈ {−1, 0, 1}n : ‖x‖1 = 2m}.

Furthermore, for x, y ∈ Hm, de�ne their Hamming distance as h(x, y) = #{i : xi 6= yi}. Then
there is a set Am ⊂ Hm with #Am ≥ [n/(2m)]m, such that any two distinct x, y ∈ Am satisfy

h(x, y) > m.

D·kaz. First note, that

#Hm =

(
n

2m

)
22m. (18.12)

Second, if x ∈ Hm is arbitrary, then the set {y ∈ Hm : h(x, y) ≤ m} has cardinality at most(
n

m

)
3m. (18.13)

Indeed, there is
(
n
m

)
ways to choose m coordinates, where x and y may di�er, and three possible

values for each of the coordinates for y.
The set Am can be constructed by the following greedy algorithm. First, choose x1 ∈ Hm

arbitrarily. If x1, . . . , xl were already selected and if there is some y ∈ Hm, which has the Hamming
distance from all these points at least equal to m + 1, put xl+1 := y. Otherwise, the algorithm
stops and Am is the collection of all x1, . . . , xN , which were selected so far. This ensures, that
h(x, y) ≥ m+ 1 for any two distinct x, y ∈ Am.

Finally, from (18.12) and (18.13) it follows that

#Am = N ≥
(
n

2m

)
22m(

n
m

)
3m

=
4m

3m
· (n−m) . . . (n− 2m+ 1)

(2m) . . . (m+ 1)
≥ 4m

3m

(n−m
2m

)m
≥
( n

2m

)m
.

We have used that t→ n−2m+t
m+t is decreasing on (0,∞) and n ≥ 4m.

18.2 Proof of Theorem 18.2

This section is devoted to the proof of the main result, Theorem 18.2. For reader's convenience,
we repeat its statement and then prove step-by-step all the upper and lower bounds of ek(id :
`np (R)→ `nq (R)) for all possible values of p, q, k and n.
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V¥ta 18.2. Let 0 < p, q ≤ ∞ and let n ∈ N.

a) If 0 < p ≤ q ≤ ∞ then for all k ∈ N it holds

ek(id : `np (R)→ `nq (R)) ∼


1 if 1 ≤ k ≤ log2 n,(

log2(1 + n/k)

k

) 1
p
− 1
q

if log2 n ≤ k ≤ n,

2−
k−1
n n

1
q
− 1
p if n ≤ k.

(18.2)

b) If 0 < q ≤ p ≤ ∞ then for all k ∈ N it holds

ek(id : `np (R)→ `nq (R)) ∼ 2−
k−1
n n

1
q
− 1
p . (18.3)

The constants of equivalence in both (18.2) and (18.3) may depend on p and q, but are independent
of k and n.

D·kaz. We split the proof of the di�erent estimates in Theorem 18.2 by the used technique.
Furthermore, we denote throughout the proof p̄ = min(1, p) and q̄ = min(1, q).

Step 1: Elementary estimates

(i) If 0 < p ≤ q ≤ ∞, we have by Theorem 18.3 and Lemma 18.6

ek(id : `np (R)→ `nq (R)) ≤ ‖id : `np (R)→ `nq (R)‖ = 1

or, equivalently, we can always cover Bn
p with Bn

q . This gives the optimal upper bound for
1 ≤ k ≤ log2 n.

(ii) On the other side, the canonical vectors e1, . . . , en de�ned by

(ei)l = δil, i, l = 1, . . . , n,

satisfy ei ∈ Bn
p and ‖ei − ej‖q = 21/q for i, j ∈ {1, . . . , n} and i 6= j. Therefore, if we cover

Bn
p with 2k−1 < n balls in `nq (R) of radius r > 0, at least one of these balls must contain

two di�erent ei, ej with i 6= j, simply by the pigeonhole principle. We denote the center of
such a ball by z ∈ Rn and obtain by triangle inequality

2q̄/q = ‖ei − ej‖q̄q ≤ ‖ei − z‖q̄q + ‖z − ej‖q̄q ≤ 2rq̄.

Therefore,
ek(id : `np (R)→ `nq (R)) ≥ 21/q−1/q̄

for 1 ≤ k ≤ log2 n. Together with (i), this �nishes the proof of the equivalence in (18.2) for
this range of k's.

(iii) Lemma 18.7 together with Lemma 18.6 can be used to prove the upper bound in (18.3).
Let 0 < q ≤ p ≤ ∞ and let k and n be positive integers. Then

ek(id : `np (R)→ `nq (R)) ≤ ek(id : `np (R)→ `np (R)) · ‖id : `np (R)→ `nq (R)‖

≤ 41/p · 2−
k−1
n · n1/q−1/p.
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Step 2: Volume arguments, estimates from below

If Bn
p is covered by 2k−1 balls in `nq (R) of radius r > 0, then their volume must be larger than

the volume of Bn
p . This simple observation can be turned into the estimate

vol(Bn
p ) ≤ 2k−1 vol(rBn

q ) = 2k−1rn vol(Bn
q )

and, by (18.10),

ek(id : `np (R)→ `nq (R)) ≥ 2−
k−1
n

(
vol(Bn

p )

vol(Bn
q )

)1/n

∼ 2−
k−1
n n1/q−1/p.

This proves the lower bound in (18.3) for all k's and in (18.2) for k ≥ n. Together with Step 1,
the proof of (18.3) is therefore �nished.

Step 3: Volume arguments, estimates from above

Let 0 < p ≤ q ≤ ∞ and let τ > 0. Similarly to the proof of Lemma 18.7, we let {y1, . . . , yN} ⊂
Bn
p be any maximal τ -distant set in the `nq -(quasi)-norm. In detail, this means that we assume that
‖yi − yj‖q > τ for i, j ∈ {1, . . . , N} with i 6= j and that for every y ∈ Bn

p , there is i ∈ {1, . . . , N}
with ‖y − yi‖q ≤ τ .

Then we observe a couple of simple facts

(i) If z ∈ (yi + 2−1/q̄τBn
q ) ∩ (yj + 2−1/q̄τBn

q ) for i 6= j, then

τ q̄ < ‖yi − yj‖q̄q ≤ ‖yi − z‖q̄q + ‖z − yj‖q̄q ≤ 2(2−1/q̄τ)q̄,

gives a contradiction. Hence, the sets yj + 2−1/q̄τBn
q , j = 1, . . . , N, are disjoint.

(ii) If z ∈ yj + 2−1/q̄τBn
q , we obtain for ν = ‖id : `nq (R)→ `np (R)‖ = n1/p−1/q

‖z‖p̄p ≤ ‖yj‖p̄p + ‖z − yj‖p̄p ≤ 1 + ν p̄‖z − yj‖p̄q ≤ 1 + (2−1/q̄τν)p̄.

It follows that all the sets yj+2−1/q̄τBn
q , j = 1, . . . , N are included in (1+(2−1/q̄τν)p̄)1/p̄Bn

p .

By volume comparison, we conclude

N vol(2−1/q̄τBn
q ) ≤ vol[(1 + (2−1/q̄τν)p̄)1/p̄Bn

p ]

and

N ≤
(1 + (2−1/q̄τν)p̄)n/p̄ vol(Bn

p )

2−n/q̄τn vol(Bn
q )

=

[
1 + (2−1/q̄τν)p̄

2−p̄/q̄τ p̄

]n/p̄
Vn(p, q), (18.14)

where we denoted Vn(p, q) =
vol(Bnp )

vol(Bnq ) . For a positive integer k, we de�ne τ by putting the right-

hand side of (18.14) equal to 2k−1. We obtain[
1 + (2−1/q̄τν)p̄

2−p̄/q̄τ p̄

]n/p̄
Vn(p, q) = 2k−1 and τ =

21/q̄

[2(k−1)p̄/nVn(p, q)−p̄/n − ν p̄]1/p̄
.

Observe, that this is always possible if the denominator is positive. This is the case if

2
k−1
n > 2νVn(p, q)1/n = 2n1/p−1/q

(
vol(Bn

p )

vol(Bn
q )

)1/n

. (18.15)
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By (18.10), the right-hand side of (18.15) is equivalent to a constant, and (18.15) is satis�ed if
k ≥ γp,qn for some γp,q > 0 depending only on p and q.

We conclude that, for k ≥ γp,qn,

ek(id : `np (R)→ `nq (R)) ≤ τ ≤ Cp,q

[2(k−1)p̄/nVn(p, q)−p̄/n]1/p̄
≤ C ′p,q2−

k−1
n n1/q−1/p,

where we used (18.15) in the last but one inequality with Cp,q = 21+1/q̄/(2p̄ − 1)1/p̄.

Step 4: Combinatorial part - estimate from below

Let 0 < p ≤ q ≤ ∞. Let m,n ∈ N with m ≤ n/4 and let Am be the set from Lemma 18.9.
Then Ãm := (2m)−1/pAm ⊂ Bn

p and for two distinct x, y ∈ Ãm it holds ‖x−y‖q ≥ 2−1/pm1/q−1/p.

As a consequence, two di�erent points from Ãm cannot be covered by an `nq -ball, unless its radius
is at least 2−1/p−1/q̄m1/q−1/p.

We summarize, that if for some k ∈ N, there is m ∈ N with

m ≤ n/4 and 2k−1 <
( n

2m

)m
, (18.16)

then ek(id : `np → `nq ) ≥ 2−1/p−1/q̄m1/q−1/p.
Let us therefore �x k, n ∈ N with n ≥ 64 and log2 n ≤ k ≤ n/8. Then k ≥ log2 n ≥

log2(n/k + 1) and we may choose m to be any integer with

k

log2(n/k + 1)
≤ m ≤ 2k

log2(n/k + 1)
.

Then m ≤ 2k/ log2(8) = 2k/3 ≤ n/12. The function f : t→ t log2(n/(2t)) is increasing on (0, n2e)
and therefore

m log2

( n

2m

)
= f(m) ≥ f

( k

log2(n/k + 1)

)
=

k

log2(n/k + 1)
log2

(n log2(n/k + 1)

2k

)
≥ k,

where in the last inequality we used that

n

2k
log2(n/k + 1) ≥ 3n

2k
≥ n

k
+ 1.

We therefore get also
2k ≤

( n

2m

)m
.

This �nishes the proof of (18.16). It follows that

ek(id : `np (R)→ `nq (R)) ≥ 2−1/p−1/q̄m1/q−1/p ≥ cp,q
( log2(n/k + 1)

k

)1/p−1/q

for n ≥ 64 and log2 n ≤ k ≤ n/8. Furtermore, by Step 2, we know that en(id : `np (R)→ `nq (R)) &

n1/q−1/p. This allows to use the monotonicity of entropy numbers and to obtain the lower bound
in (18.2) for all n ≥ 64 and all positive integers k. The (�nitely many) remaining values of n can
then also be incorporated at the cost of possibly larger constants.

90



Step 5: Combinatorial part - estimate from above

We �rst prove the result for 0 < p < q =∞, the general case then follows by interpolation, i.e.
by Lemma 18.8. Let 1 ≤ m ≤ n be two natural numbers. Then every x ∈ Bn

p can be approximated
in the `n∞-norm by a vector x̃ with at most m non-zero components and ‖x− x̃‖∞ ≤ r0 := m−1/p.
Indeed, we can take x̃ equal to x on the indices of them largest (in the absolute value) components
of x, and zero elsewhere.

Let now l ≥ γp,∞m be an integer, where γp,∞ > 0 is the constant de�ned at the end of Step 3.
Then we know that el(id : `mp (R)→ `m∞(R)) ≤ r1 := Cp,∞2−

l−1
m m−1/p. Therefore, for any ε > 0,

there exist points x1, . . . , x2l−1 ∈ Rm with

Bm
p ⊂

2l−1⋃
j=1

(xj + (1 + ε)r1Bm
∞).

we collect the points with support of the size at most m and equal to some of xj 's on its support.
In this way, we obtain at most

(
n
m

)
2l−1 centers of `n∞-balls of radius r

0 + (1 + ε)r1, which cover
Bn
p .
We conclude, that if 1 ≤ m ≤ n and l ≥ γp,∞m, then

2k−1 ≥
(
n

m

)
2l−1 =⇒ ek(id : `np (R)→ `n∞(R)) ≤ m−1/p

(
1 + Cp,∞2−

l−1
m

)
. (18.17)

For 1 ≤ m ≤ n, we choose any integer l with γp,∞m ≤ l ≤ (γp,∞ + 1)m. Using the elementary
estimate (

n

m

)
≤ nm

m!
≤ nm

( e
m

)m
≤
(3n

m

)m
≤
( n
m

+ 1
)3m

we obtain

log2

[(
n

m

)
2l−1

]
= l − 1 + log2

(
n

m

)
≤ (γp,∞ + 1)m− 1 + 3m log2

( n
m

+ 1
)
.

Together with (18.17), we arrive at

k ≥ γpm log2(n/m+ 1) =⇒ ek(id : `np (R)→ `n∞(R)) ≤ Cpm−1/p,

where γp = γp,∞ + 4 and Cp = 1 + Cp,∞ depend only on p.
Next, we de�ne αp > 2 to be a real number large enough to ensure

γpαp + 1 ≤ 2αp−2. (18.18)

Moreover, we assume that k and n are positive integers with n ≥ k ≥ 2αpγp log2 n. This allows
us to choose m to be any integer with

k

2αpγp log2(n/k + 1)
≤ m ≤ k

αpγp log2(n/k + 1)
. (18.19)
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From γp > 4 and αp > 2, it follows that m ≤ n and, by monotonicity of f : t → t log2(n/t + 1)
on (0,∞), we get

γpf(m) = γpm log2(n/m+ 1) ≤ γpf
(

k

γpαp log2(n/k + 1)

)
= γp ·

k

γpαp log2(n/k + 1)
log2

(n
k
γpαp log2

(n
k

+ 1
)

+ 1
)

≤ k

αp log2(n/k + 1)

[
log2

(n
k

+ 1
)

+ log2(γpαp + 1) + log2

(
log2

(n
k

+ 1
)

+ 1
)]

≤ 2k

αp
+
k log2(γpαp + 1)

αp log2(n/k + 1)
≤ k

αp

[
2 + log2(γpαp + 1)

]
≤ k,

where we used (18.18) in the last step.
This �nishes the proof of the upper bound in (18.2) for q =∞ and 2αpγp log2 n ≤ k ≤ n. The

k's between log2 n and 2αpγp log2 n can be incorporated by monotonicity at the cost of larger
constants.

Finally, the case 0 < p < q <∞ follows by interpolation. Indeed, Lemma 18.8 implies that

ek(id : `np (R)→ `nq (R)) ≤ 21/p̄e
1− p

q

k (id : `np (R)→ `n∞(R)),

and the result follows from the bound just proven for ek(id : `np (R)→ `n∞(R)).

18.3 Extensions

We collect further facts about the entropy numbers of identities between �nite-dimensional spaces,
which seem to be very well known in the community. Several parts of Theorem 18.2 can be proved
in di�erent ways and we present some of these alternative approaches. Finally, we extend Theorem
18.2 also to the complex setting.

18.4 Alternative use of volume arguments

Without much work, one can show that Lemma 18.7 is optimal up to the constant 41/p̄. Indeed,
if X is a n-dimensional real vector spaces equipped with a (quasi)-norm and BX is covered by
2k−1 translations of rBX , then

vol(BX) ≤ 2k−1rn vol(BX).

This implies that ek(id : X → X) ≥ 2−
k−1
n .

If 0 < p ≤ q ≤ ∞, we can write

2−
k−1
n ≤ ek(id : `np (R)→ `np (R)) ≤ ek(id : `np (R)→ `nq (R)) · ‖id : `nq (R)→ `np (R)‖.

By Lemma 18.6, the last norm is equal to n1/p−1/q and we obtain the lower bound in (18.2) for
k ≥ n.

The upper bound on ek(id : `np (R) → `nq (R)) for 0 < p < q ≤ ∞ and log2 n ≤ k ≤ n was
proven in Section 18.2 �rst for q =∞ and, afterwards, for p < q <∞ by interpolation. Actually,
one can adapt the original proof for q = ∞ also to the general setting of q ≤ ∞. Unfortunately,
this comes at a price of further technical di�culties and we, together with [30], preferred to go
through interpolation.
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18.5 Alternative use of combinatorial arguments

Next comment considers the lower bound in (18.2) for log2 n ≤ k ≤ n. Lemma 18.9 constructs a
large subset (namely (2m)−1/pAm) of Bn

p with the elements having large mutual distances in `nq .
There is, however, more ways to achieve a similar result. We present a statement, which is very
well-known in coding theory, cf. [17, 29], and appeared also in [14, 15] and [2] in connection with
Gelfand widths and optimality results of sparse recovery. There the reader can also �nd a short
proof, which is very much in the spirit of the proof of Lemma 18.9.

Lemma 18.10. Let k ≤ n be two positive integers. Then there are N subsets T1, . . . , TN of

{1, . . . , n}, such that

(i) N ≥
( n

4k

)k/2
,

(ii) |Ti| = k for all i = 1, . . . , N and

(iii) |Ti ∩ Tj | < k/2 for all i 6= j.

Similarly to Lemma 18.9, Lemma 18.10 can be used to produce a large set of points in Bn
p

with large distance in `nq . It is enough to take xj = k−1/pχTj , j = 1, . . . , N , where Tj 's are the
sets from Lemma 18.10 and χTj is the indicator vector of Tj .

18.6 Complex spaces

It is surprisingly easy to extend the estimates of Theorem 18.2 to the setting of complex spaces
`np (C). The main result then reads as follows.

V¥ta 18.11. Let 0 < p, q ≤ ∞ and let n ∈ N.

a) If 0 < p ≤ q ≤ ∞ then for all k ∈ N it holds

ek(id : `np (C)→ `nq (C)) ∼


1 if 1 ≤ k ≤ log2(2n),(

log2(1 + 2n/k)

k

) 1
p
− 1
q

if log2(2n) ≤ k ≤ 2n,

2−
k−1
2n n

1
q
− 1
p if 2n ≤ k.

(18.20)

b) If 0 < q ≤ p ≤ ∞ then for all k ∈ N it holds

ek(id : `np (C)→ `nq (C)) ∼ 2−
k−1
2n n

1
q
− 1
p . (18.21)

The constants of equivalence in both (18.20) and (18.21) may depend on p and q, but are inde-

pendent of k and n.

D·kaz. We observe, that the mapping

J (z) = J (z1, . . . , zn) = (R(z1), Im(z1), . . . ,R(zn), Im(zn))
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is bounded from `np (C) to `2np (R) with the norm bounded by a quantity independent of n. The
same is true about

J ′(x) = J ′(x1, . . . , x2n) = (x1 + ix2, . . . , x2n−1 + ix2n)

as a mapping from `2np (R) to `np (C).
Using the submultiplicativity of entropy numbers, we get

ek(id : `np (C)→ `nq (C)) ≤ ‖J : `np (C)→ `2np (R)‖
· ek(id : `2np (R)→ `2nq (R)) · ‖J ′ : `2nq (R)→ `nq (C)‖

and

ek(id : `2np (R)→ `2nq (R)) ≤ ‖J ′ : `2np (R)→ `np (C)‖
· ek(id : `np (C)→ `nq (C)) · ‖J : `nq (C)→ `2nq (R)‖.

This can be summarized into

ek(id : `np (C)→ `nq (C)) ∼ ek(id : `2np (R)→ `2nq (R))

with constants of equivalence independent on k and n. The result then follows from Theorem
18.2.
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19 Carl-Triebelova nerovnost

We restrict ourselves to the Banach space setting in this section. The generalisation to the quasi-
Banach spaces may be found in the book [13].

Let X be a complex Banach space and let T ∈ K(X,X) = K(X). Then the spectrum of T is
de�ned as

σ(T ) = {λ ∈ C : (T − λI) is not boundedly invertible}.

Here, I is the identity mapping I : X → X and we say, that (T − λI) is boundedly invertible if
• (T − λI)−1 exists, i.e. (T − λI) must be injective and surjective, and
• (T − λI)−1 is boudned, i.e. (T − λI)−1 ∈ (X,X).
If for some λ ∈ C, there is a 0 6= x ∈ X, such that Tx = λx, then (T − λI) is not injective

and hence λ ∈ σ(T ). Such a λ is called eigenvalue and the corresponding x is called eigenvector

. But in general, not all the elements of σ(T ) are eigenvalues, cf. Exercise 21.
We recall brie�y the Riesz-Schauder theory of compact operators.
If T ∈ K(X), then

• σ(T ) is countable,

• for all ε > 0, there are only �nitely many λ ∈ σ(T ) with |λ| ≥ ε,

• 0 ∈ σ(T ),

• if λ ∈ σ(T ) \ {0}, then λ is an eigenvalue and

• it has �nite multiplicity.

We discuss in a bigger detail the notion of multiplicity of an eigenvalue. The geometrical multipli-

city is de�ned as
dim ker (T − λI)

and denotes the dimension of the space of eigenvectors associated to λ. The so-called algebraic

multiplicity is de�ned as

dim

∞⋃
k=1

ker (T − λI)k

and is always bigger than (or equal to) the geometrical multiplicity. We refer to Exercise 24b.
According to the Riesz-Schauder theory, we may assign to each T ∈ K(X) a sequence of all

its eigenvalues
|λ1(T )| ≥ |λ2(T )| ≥ · · · ≥ 0,

where each eigenvalue is repeated with its algebraic multiplicity. If T has only �nitely many
eigenvalues, �ll the rest of the sequence with zeros.

V¥ta 19.1. Let X be a complex Banach space and let T ∈ K(X). We re-order the eigenvalues,

as described above. Then

|λn(T )| ≤
( n∏
j=1

|λj(T )|
)1/n

≤ inf
k∈N

2
k
2n ek(T ) ≤

√
2en(T ). (19.1)
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D·kaz. We give the proof in the most signi�cant case, when all the eigenvalues are simple. The
full proof may be found for example in the book [?].

So, take n ∈ N and |λ1(T )| ≥ |λ2(T )| ≥ · · · ≥ |λn(T )| ≥ 0. Then there are linearly independent
x1, . . . , xn ∈ X such that Txj = λxj , j = 1, . . . , n. We de�ne M = span(x1, . . . , xn). Then
dim M = n and T (M) = M.

Let us take x ∈M , i.e. x =
n∑
j=1

γjxj with γj ∈ C, j = 1, . . . , n and Tx =
n∑
j=1

γjλjxj .

We de�ne an operator J : M → Cn, which assigns to each x ∈ M the coe�cients γ1, . . . , γn,
i.e.

Jx =

γ1
...
γn

 and J−1 : Cn →M, J−1

γ1
...
γn

 =
n∑
j=1

γjxj .

Then Tx = J−1TnJx for every x ∈M , where

Tn =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0 λn

 .

Unfortunately, we wish to apply volume arguments and in this context, R2n seems to be more
suitable space then Cn.

Hence, we de�ne J : M → R2n and J−1 : R2n →M by

Jx =


Re(γ1)
Im(γ1)

...
Re(γn)
Im(γn)

 and J−1


α1

β1
...
αn
βn

 =

n∑
j=1

(αj + iβj)xj ,

where Re(z) denotes the real part of a complex number z ∈ C and Im(z) its imaginary part.
Then Tx = J−1TnJx for all x ∈M , where

Tn =



Re(λ1) −Im(λ1) 0 0 . . . 0 0
Im(λ1) Re(λ1) 0 0 . . . 0 0

0 0 Re(λ2) −Im(λ2) . . . 0 0
0 0 Im(λ2) Re(λ2) . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . Re(λn) −Im(λn)
0 0 0 0 . . . Im(λn) Re(λn)


,

while

Tx =

n∑
j=1

(Re(λj) + i Im(λj))(Re(γj) + i Im(λj))xj

=
n∑
j=1

{
Re(λj)Re(γj)− Im(λj)Im(γj) + i (Re(λj)Im(λj) + Im(λj)Re(λj))

}
xj .

98



We de�ne a measure µ on M by
µ(K) = vol

(
J(K)

)
for all K ⊂M , for which J(K) ⊂ R2n is Lebesgue-measurable. 30

With the help of the notation introduced so far, the proof becomes simple.
For every K ⊂M , we get

JT (K) = JJ−1TnJ(K) = Tn(J(K)),

hence

µ(T (K)) = vol (JT (K)) = vol (Tn(J(K)))

= det (Tn) · vol (J(K))

=

∣∣∣∣Re(λ1) −Im(λ1)
Im(λ1) Re(λ1)

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣Re(λ2) −Im(λ2)
Im(λ2) Re(λ2)

∣∣∣∣ · · · ∣∣∣∣Re(λn) −Im(λn)
Im(λn) Re(λn)

∣∣∣∣ · µ(K)

=

( n∏
j=1

|λj |2
)
· µ(K).

Let us mention, that this formula (with a slightly more technical proof, which uses the Jordan
canonical form of T ) holds also for eigenvalues with higher multiplicity.

Let k ∈ N and let

T (BX) ⊂
2k−1⋃
j=1

yj + εBX ,

where ε > ek(T ) is arbitrary. Then

T (BX ∩M) ⊂
2k−1⋃
j=1

(yj + εBX) ∩M.

If (yj + εBX) ∩M = ∅, then we may leave out this j. Otherwise, we �nd zj ∈ M , such that
yj + εBX ⊂ zj + 2εBX . Then

T (BX ∩M) ⊂
2k−1⋃
j=1

(zj + 2εBX) ∩M =
2k−1⋃
j=1

zj + 2ε(BX ∩M).

Comparing the µ-volumes, we obtain( n∏
j=1

|λj |2
)
· µ(Bx ∩M) = µ(T (BX ∩M)) ≤ 2k−1µ(2ε(BX ∩M)) = 2k−1 · (2ε)2n · µ(BX ∩M).

Dividing by µ(BX ∩M) and taking the 2n-root, we get

n

√√√√ n∏
j=1

|λj | = 2n

√√√√ n∏
j=1

|λj |2n ≤ 2
k−1
2n · 2ε ≤ 2 · 2

k
2n · ε.

30Of course, vol denotes the Lebesgue measure on R2n.
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As we may take ε arbitrarily close to ek(T ), we get

n

√√√√ n∏
j=1

|λj | ≤ 2 · 2
k
2n · ek(T ).

We use the so-called Carl's trick to improve the constant, namely we apply the obtained result
to T r and k′ = kr and take r →∞. This leads to

n

√√√√ n∏
j=1

|λj(T )|r = n

√√√√ n∏
j=1

|λj(T r)| ≤ 2 · 2
kr
2n erk(T

r) ≤ 2 · 2
kr
2n erk(T ).

Taking the 1/r power gives

n

√√√√ n∏
j=1

|λj(T )| ≤ 21/r · 2
k
2n · ek(T )

and we let r →∞ to �nish the proof.

20 =========
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21 Cauchy-Schwartz pro Riemann·v integrál

V¥ta 21.1. Nech´ x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn a y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn jsou dv¥ n-tice reálných £ísel a

nech´ 1 ≤ p ≤ ∞. Poloºme p′ = p/(p − 1) pokud 1 < p < ∞, p′ = 1 pokud p = ∞ a p′ = ∞ pro

p = 1. Pak platí

〈x, y〉 ≤ ‖x‖p · ‖y‖p′ . (21.1)

P°edchozí v¥tu lze snadno p°enést ze sumací na integrály.

V¥ta 21.2. Bu¤ f, g : [a, b]→ R dv¥ reálné funkce na intervalu [a, b] ⊂ R. Pak31∫−b
a
f(x)g(x)dx ≤

(∫−b
a
|f(x)|pdx

)1/p
·
(∫−b

a
|g(x)|p′dx

)1/p′

. (21.2)

D·kaz. Nech´ D ⊂ [a, b] je d¥lení intervalu [a, b] s d¥lícími body a = x0 < x1 < · · · < xn = b.
Pak pro horní sou£ty platí

S(fg,D) =

n∑
j=1

(xj − xj−1) sup
t∈[xj−1,xj ]

f(t)g(t) ≤
n∑
j=1

(xj − xj−1) sup
t∈[xj−1,xj ]

|f(t)g(t)|

≤
n∑
j=1

(xj − xj−1) sup
t∈[xj−1,xj ]

|f(t)| sup
t∈[xj−1,xj ]

|g(t)|

≤
( n∑
j=1

(xj − xj−1) sup
t∈[xj−1,xj ]

|f(t)|p
)1/p

·
( n∑
j=1

(xj − xj−1) sup
t∈[xj−1,xj ]

|g(t)|p′
)1/p′

= S(|f |p,D)1/p · S(|g|p′ ,D)1/p′ .

Vezmeme-li supremum p°es v²echna d¥lení D intervalu [a, b], je d·kaz hotov.

31Modi�kace nutné pro p =∞ nebo p′ =∞ p°enecháváme £tená°i.
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22 Bochnerova v¥ta - jednoduchá £ást

We say, that a complex-valued function Φ : Rn → C is positive-de�nite if the matrix (Φ(xj −
xk))

N
j,k=1 is positive semi-de�nite for every N ∈ N and every choice of points x1, . . . , xN ∈ Rn,

i.e. if
N∑

j,k=1

cjckΦ(xj − xk) ≥ 0

for every N ∈ N, every x1, . . . , xN ∈ Rn and every c = (c1, . . . , cN ) ∈ CN .
Let Φ be a Fourier transform of a �nite positive Borel measure ν, i.e.

Φ(ξ) =
1

(2π)n/2

∫
Rn
e−i〈x,ξ〉dν(x), ξ ∈ Rn.

We observe, that each such function is positive-de�nite by

N∑
j,k=1

cjckΦ(xj − xk) =
N∑

j,k=1

cjck ·
1

(2π)n/2

∫
Rn
e−i〈xj−xk,ξ〉dν(ξ)

=
1

(2π)n/2

∫
Rn

 N∑
j,k=1

cjcke
−i〈xj−xk,ξ〉

 dν(ξ)

=
1

(2π)n/2

∫
Rn

 N∑
j,k=1

cje
−i〈xj ,ξ〉cke−i〈xk,ξ〉

 dν(ξ)

=
1

(2π)n/2

∫
Rn

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1

cje
−i〈xj ,ξ〉

∣∣∣∣∣∣
2

dν(ξ) ≥ 0.

This gives immediately the easy part of the following theorem.

V¥ta 22.1. The Fourier transform of every positive Borel measure on Rn is a positive-de�nite

function. On the other hand, if Φ : Rn → C is continuous and positive-de�nite, then Φ is a

Fourier transform of a �nite positive Borel measure.

Bochnerova v¥ta (ov²em její t¥º²í £ást) se £asto pouºívá ve strojovém u£ení. �ada metod
strojového u£ení je lineárních, jinak °e£eno, p°i jejich implementaci vysta£íme se skalárními sou-
£iny vstupních dat x1, . . . , xN ∈ Rd. Nelineární zobecn¥ní takové metody je pak moºno do-
stat tím, ºe nejprve zobrazíme vstupní data nelineárn¥ do prostoru vy²²í dimenze, tedy pomocí
Φ : Rd → RD, D � d. Nap°íklad

Φ : (x1, . . . , xd)→ (x2
1, . . . , x

2
d,
√

2x1x2, . . . ,
√

2xd−1xd) ∈ RD, D = d(d+ 1)/2.

Pokud je D mnohem v¥t²í neº d, vede toto zobrazení k enormnímu zpomalení výpo¢tu skalárních
sou£in· a celého algoritmu. V n¥kterých p°ípadech se tomuto efektu dá vyhnout pomocí obratu
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zvaném kernel trick. Nap°íklad pro Φ uvedené vý²e platí:

〈Φ(x),Φ(y)〉 =
d∑
j=1

x2
jy

2
j + 2

∑
i<j

xixjyiyj =
( d∑
j=1

xjyj
)2

= 〈x, y〉2.

Zatímco naivní výpo£et 〈Φ(x),Φ(y)〉 by tedy vyºadoval O(D) = O(d2) operací, pravou stranu
p°edchozí rovnice lze vypo£íst pomocí O(d) krok·. Nabízí se tedy otázka, pro která Φ : Rd → RD
platí 〈Φ(x),Φ(y)〉 = k(〈x, y〉) pro vhodn¥ zvolené k : Rd × Rd → R? Bochnerova v¥ta umoº¬uje
odpov¥d¥t na tuto otázku pro transla£n¥ invariantní jádra k(x, y) = K(x− y).

Nech´ je opravdu 〈Φ(x),Φ(y)〉 = K(x − y) pro v²echna x, y ∈ Rd. Pak je pro libovolná
x1, . . . , xN ∈ Rd a libovolná c1, . . . , cN ∈ R

0 ≤
〈 N∑
l=1

clΦ(xl),
N∑
m=1

cmΦ(xm)
〉

=
N∑

l,m=1

clcm〈Φ(xl),Φ(xm)〉 =
N∑

l,m=1

clcmK(xl − xm).

Jinými slovy, matice (K(xl−xm))Nl,m=1 je pozitivn¥ semide�nitní, nebo-li K je pozitivn¥ de�nitní
funkce, a je tedy Fourierovou transformací n¥jaké nezáporné míry µ na Rd. Tato podmínka je i
posta£ující...32

Open problem: If f : Rn → C is a positive and positive-de�nite continuous function (i.e.
f(x) is real, f(x) ≥ 0 for all x ∈ Rn and f = Fµ for some positive �nite Borel m easure µ) with
f(0) = 1, then

N∑
j,k=1

cjckf(xj − xk) ≥
|c1 + · · ·+ cN |2

N

for all x1, . . . , xN ∈ Rn and all c = (c1, . . . , cN ) ∈ CN .

23 =========

32Kernel Methods in Machine Learning, Thomas Hofmann, Bernhard Schölkopf and Alexander J. Smola
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24 Fourierova transformace - 0/5

1. De�nice nevlastnim integralem

2. Modulace, translace

3. Jednoduche priklady (e−|x|,. . . )

4. e−x
2/2 - di�. rovnici?
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25 Approxima£ní a dal²í £ísla - 0/5

• De�nice, interpretace...

• Jednoduché odhady

• Jeden sloºit¥j²í???

• Carlova nerovnost
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26 Other topics:

• Grothendick?

• Komplexka???

• Mumford-Shah

• Level-set methods
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27 PageRank
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28 Shannon's theorem

Podle J.H. van Lint
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29 Monte Carlo - 4. semestr (?) - 0/5

1. t.b.a.???
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30 Numericka integrace - u Riemannova integralu - 2.-3. semestr
- 0/5

1. Jednoduchy odhad konvergence nektere numericke metody
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