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8. Cviceni
Retézce se spojitym ¢asem

1. V dilné je pét stroji a opravai. Kazdy stroj pracuje, dokud se nepokazi, coz se d&je s exponencidlnim
rozdélenim s parametrem 0.20 (v hodinach). Na druhou stranu, oprava kazdého stroje je ndhodna
veli¢ina s exponencialnim rozdélenim s parametrem 0.50 (v hodinéch). V kazdou chvili probiha oprava
na nejvyse jednom piistroji. Spoctéte, kolik ¢asu stravi v dlouhodobém horizontu opravaf bez prace.

2. 'V databézi dochazi ke dvéma nezévislym Poissonovym procestim: proces ¢teni s parametrem Ag a
proces zapisu s parametrem Ay .

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze interval mezi dvéma piikazy ¢teni je vétsi nez ¢ > 07

b)

c)

d) Najdéte rozlozeni po¢tu piikazt ke ¢teni v intervalu [0, ¢], pokud vite, Ze v tomto intervalu doglo
celkem k n povelim ¢teni a zapisu.

Jaka je pravdépodobnost, Ze v ¢asovém intervalu [0,t] dojde k nejvyse tfem zapisim?

Jaka je pravdépodobnost, Ze piisti operace bude ¢teni?

3. Délka praskliny ve skile je méfena na celé milimetry a je modelovana procesem zrodu se spojitym
Casem a intenzitami Ay = (1 4+ k)¢, kde k je aktualni délka pukliny. Ukazte, Zze pro ¢ > 1 dochazi
ke konecné stiedni dobé ristu praskliny do nekone¢na. Odvodte, Ze skile se skoro jisté rozpadne v
konetném case.

4. Necht N; je Poissontiv proces s parametrem A = 3. Necht T}, je doba pfichodu n-té udalosti. Spoctéte
pro 0 <t <to <tz <ty
a) ]P)(Nt:s = 5|]Vt1 = 1)7
b) E[N¢, Niy(Ney — Ney),
c) E[Ng,|To > 1].
5. Necht X je proces vzniku a zaniku na 0,1,..., N s parametry A, = a(N —n) a u, = Sn. Najdéte
stacionarni rozdéleni (Xy)icr, -
6. Uvazujte proces vzniku s parametry Ao = 1, \; = 3, A2 = 2, A3 = 5. Spoctéte Py ,(t) pron =0,1,2,3.
7. Uvazujte proces vzniku (Xi);cr, zacinajici v Xo = 0. Necht T}, je ¢as vzniku k-té udalosti. Ukazte,
7e
P(Tl >t,To >t + 8) = PO,O(t)(PO,O(S) + Po,l(s)).
Najdéte hustotu rozdéleni (T1,T5) a (19, 71) := (11,12 — T1).
ktery se chysta prejit pres cestu, ¢eka, az uvidi, ze v pristich T jednotkach ¢asu nepfijizdi zadné auto.

Jaka je pravdépodobnost, ze chodec nebude muset viibec ¢ekat? Jaka je pramérna doba Cekani?

9. Necht X;(t) a Xs(t) jsou dva nezéavislé dvoustavové Markovské fetézce na {0,1} s generatorem
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Dokazte, ze Z(t) = X1(t) + Xa(t) je Markovsky Fetézec na S = {0,1,2} a najdéte semigrupu matic
prechodu P(t) procesu Z(t).



10. Necht (N});er+ a (N2)ier+ jsou dva nezavislé Poissonovy procesy s parametry A\; > 0 a Ag > 0.

a) Ukazte, ze (N}! + N?)ier, je Poissoniv proces a najdéte jeho intenzitu.
b) Necht M; = N} — N?. Ukazte, ze (M;)cr, ma nezavislé a stacionarn{ piiristky.
c) Najdéte rozdéleni My — M, 0 < s < t.
d) Necht ¢ > 0. Spoc¢téte limy_,oo P(| M| < ¢).
e) Interpretujte M; a d), pokud N} je pocet zékaznikii pfichézejicich ke stanovisti taxi a N7 je
pocet prijizdéjicich taxiki.
11. Necht (X¢)ier, na {0,1,..., N} je proces vzniku a zaniku se semigrupou matic pfechodu (P(t)):cr,

a intenzitami vzniku a zaniku

A= (N—=n)\, pp=nu, n=0,1,...,N.

a) Najdéte generator @ procesu (X;)icr, -
b) Z doptfedné Kolmogorovy rovnice P'(t) = P(t)Q odvodte pro 1 <k < N —1

Py o) = =XoPao(t) + 1P (1),
P () = M1 P -1 (8) — (N + pk) P (8) + pi1 P g1 (£),
Py n(t) = AN-1Pan-1(t) — pN PN (D).

¢) Necht
N N
Gi(s,t) =E[sX"[Xo=k] =) _s"P(X; =n|Xo=k) =D _s"Pen(t)
n=0 n=0
je vytvorujici funkce Xy p¥i Xo = k. Pomoci b) ukazte, ze Gi(s,t) spliuje
oG oG
“(s:1) = AN(s = DGi(s,8) + (1 + (A = p)s = As®) =% (5.1)
ot ds
a Gr(s,0) =5 k=0,1,...,N.
d) Ukazte, ze FeSeni této rovnice je dano pomoci (kK =0,...,N)
1 k N—k
R — ~ e~ A+t _ ~ e~ (At
Gr(s,t) ()\+M)N{,u+)\s+u(s le } X {/L—i—)\s As—1)e } .

e) Ukazte, ze

k _ _ _
E[Xi|Xo = k| = 5w (At pe OF0) (- N (- ANV

f) Spoctéte tlim E[X:| X0 = k] a ukaZte, Ze nezavisi na k € {0,1,...,N}.
—00

12. Necht T1,T5,... je posloupnost pfichodd k-té udélosti Poissonova procesu (N;);er, s intenzitou
A > 0. Pro integrovatelnou f : Ry — R ukaite, Ze

> 1| = /0 £(s)ds.

Uvazujte jen f = X[qp Pro 0 < a < b <, zbytek pak plyne pies linearn{ kombinace a aproximacf i
pro libovolné integrovatelné funkce.
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