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8. Cvi£ení
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�et¥zce se spojitým £asem

1. V díln¥ je p¥t stroj· a opravá°. Kaºdý stroj pracuje, dokud se nepokazí, coº se d¥je s exponenciálním

rozd¥lením s parametrem 0.20 (v hodinách). Na druhou stranu, oprava kaºdého stroje je náhodná

veli£ina s exponenciálním rozd¥lením s parametrem 0.50 (v hodinách). V kaºdou chvíli probíhá oprava

na nejvý²e jednom p°ístroji. Spo£t¥te, kolik £asu stráví v dlouhodobém horizontu opravá° bez práce.

2. V databázi dochází ke dv¥ma nezávislým Poissonovým proces·m: proces £tení s parametrem λR a

proces zápisu s parametrem λW .

a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe interval mezi dv¥ma p°íkazy £tení je v¥t²í neº t > 0?

b) Jaká je pravd¥podobnost, ºe v £asovém intervalu [0, t] dojde k nejvý²e t°em zápis·m?

c) Jaká je pravd¥podobnost, ºe p°í²tí operace bude £tení?

d) Najd¥te rozloºení po£tu p°íkaz· ke £tení v intervalu [0, t], pokud víte, ºe v tomto intervalu do²lo

celkem k n povel·m £tení a zápisu.

3. Délka praskliny ve skále je m¥°ena na celé milimetry a je modelována procesem zrodu se spojitým

£asem a intenzitami λk = (1 + k)%, kde k je aktuální délka pukliny. Ukaºte, ºe pro % > 1 dochází

ke kone£né st°ední dob¥ r·stu praskliny do nekone£na. Odvo¤te, ºe skále se skoro jist¥ rozpadne v

kone£ném £ase.

4. Nech´ Nt je Poisson·v proces s parametrem λ = 3. Nech´ Tn je doba p°íchodu n-té události. Spo£t¥te
pro 0 < t1 < t2 < t3 < t4

a) P(Nt3 = 5|Nt1 = 1),

b) E[Nt1Nt4(Nt3 −Nt2)],

c) E[Nt2 |T2 > 1].

5. Nech´ Xt je proces vzniku a zániku na 0, 1, . . . , N s parametry λn = α(N − n) a µn = βn. Najd¥te
stacionární rozd¥lení (Xt)t∈R+ .

6. Uvaºujte proces vzniku s parametry λ0 = 1, λ1 = 3, λ2 = 2, λ3 = 5. Spo£t¥te P0,n(t) pro n = 0, 1, 2, 3.

7. Uvaºujte proces vzniku (Xt)t∈R+ za£ínající v X0 = 0. Nech´ Tk je £as vzniku k-té události. Ukaºte,

ºe

P(T1 > t, T2 > t+ s) = P0,0(t)(P0,0(s) + P0,1(s)).

Najd¥te hustotu rozd¥lení (T1, T2) a (τ0, τ1) := (T1, T2 − T1).

8. Auta projíºd¥jí daným místem na silnici podle Poissonova procesu s parametrem λ > 0. Chodec,
který se chystá p°ejít p°es cestu, £eká, aº uvidí, ºe v p°í²tích T jednotkách £asu nep°ijíºdí ºádné auto.

Jaká je pravd¥podobnost, ºe chodec nebude muset v·bec £ekat? Jaká je pr·m¥rná doba £ekání?

9. Nech´ X1(t) a X2(t) jsou dva nezávislé dvoustavové Markovské °et¥zce na {0, 1} s generátorem[
−λ λ
µ −µ

]
.

Dokaºte, ºe Z(t) = X1(t) +X2(t) je Markovský °et¥zec na S = {0, 1, 2} a najd¥te semigrupu matic

p°echodu P (t) procesu Z(t).



10. Nech´ (N1
t )t∈R+ a (N2

t )t∈R+ jsou dva nezávislé Poissonovy procesy s parametry λ1 > 0 a λ2 > 0.

a) Ukaºte, ºe (N1
t +N2

t )t∈R+ je Poisson·v proces a najd¥te jeho intenzitu.

b) Nech´ Mt = N1
t −N2

t . Ukaºte, ºe (Mt)t∈R+ má nezávislé a stacionární p°ír·stky.

c) Najd¥te rozd¥lení Mt −Ms, 0 < s < t.

d) Nech´ c > 0. Spo£t¥te limt→∞ P(|Mt| ≤ c).
e) Interpretujte Mt a d), pokud N1

t je po£et zákazník· p°icházejících ke stanovi²ti taxi a N2
t je

po£et p°ijíºd¥jících taxík·.

11. Nech´ (Xt)t∈R+ na {0, 1, . . . , N} je proces vzniku a zániku se semigrupou matic p°echodu (P (t))t∈R+

a intenzitami vzniku a zániku

λn = (N − n)λ, µn = nµ, n = 0, 1, . . . , N.

a) Najd¥te generátor Q procesu (Xt)t∈R+ .

b) Z dop°edné Kolmogorovy rovnice P ′(t) = P (t)Q odvo¤te pro 1 ≤ k ≤ N − 1
P ′n,0(t) = −λ0Pn,0(t) + µ1Pn,1(t),

P ′n,k(t) = λk−1Pn,k−1(t)− (λk + µk)Pn,k(t) + µk+1Pn,k+1(t),

P ′n,N (t) = λN−1Pn,N−1(t)− µNPn,N (t).

c) Nech´

Gk(s, t) = E[sXt |X0 = k] =
N∑
n=0

snP(Xt = n|X0 = k) =
N∑
n=0

snPk,n(t)

je vytvo°ující funkce Xt p°i X0 = k. Pomocí b) ukaºte, ºe Gk(s, t) spl¬uje

∂Gk
∂t

(s, t) = λN(s− 1)Gk(s, t) + (µ+ (λ− µ)s− λs2)∂Gk
∂s

(s, t)

a Gk(s, 0) = sk, k = 0, 1, . . . , N.

d) Ukaºte, ºe °e²ení této rovnice je dáno pomocí (k = 0, . . . , N)

Gk(s, t) =
1

(λ+ µ)N

{
µ+ λs+ µ(s− 1)e−(λ+µ)t

}k
×
{
µ+ λs− λ(s− 1)e−(λ+µ)t

}N−k
.

e) Ukaºte, ºe

E[Xt|X0 = k] =
k

(λ+ µ)N
(λ+ µe−(λ+µ)t)(µ+ λ)k−1(µ+ λ)N−k

+
N − k

(λ+ µ)N
(λ+ µ)k(λ− λe−(λ+µ)t)(µ+ λ)N−k−1.

f) Spo£t¥te lim
t→∞

E[Xt|X0 = k] a ukaºte, ºe nezávisí na k ∈ {0, 1, . . . , N}.

12. Nech´ T1, T2, . . . je posloupnost p°íchod· k-té události Poissonova procesu (Nt)t∈R+ s intenzitou

λ > 0. Pro integrovatelnou f : R+ → R ukaºte, ºe

E

[
Nt∑
k=1

f(Tk)

]
= λ

∫ t

0
f(s)ds.

Uvaºujte jen f = χ[a,b] pro 0 ≤ a ≤ b ≤ t, zbytek pak plyne p°es lineární kombinace a aproximací i

pro libovolné integrovatelné funkce.


