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6. Cvi£ení
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Náhodné procházky

1. Uvaºujte procházku kon¥ po ²achovnici. Na kaºdém poli se k·¬ rozhodne pro jedno z práv¥

moºných polí, nezávisle na minulých skocích.

(a) Rozmyslete si, ºe jde o Markovský proces.

(b) Jaký je stavový prostor?

(c) Je nerozloºitelný? Aperiodický?

(d) Interpretujte celý proces jako náhodnou procházku na (neorientovaném) grafu.

(e) Nech´ pro tento °et¥zec a n¥jaké rozloºení pravd¥podobností π platí tzv. podmínka

detailní rovnováhy

πiPi,j = πjPj,i, i, j ∈ S.

Ukaºte, ºe pak tento stav je stacionární.

(f) Najd¥te stacionární rozd¥lení procházky jezdce. Které stavy jsou nejpravd¥podobn¥j²í?

Kolik procent £asu tráví jezdec v limit¥ v rohu ²achovnice? A kolik na jednom z polí

uprost°ed ²achovnice? Jak dlouho v pr·m¥ru trvá jezdci, neº se vrátí do rohového pole

²achovnice?

(g) Nech´ P(X0 = j) = πj . Pro libovolné pevné N ∈ N de�nujeme Yk = XN−k, pak

P(Xn+1 = j|Xn = i) = P(Yn+1 = j|Yn = i), 0 ≤ n < N

- tedy je °et¥zec tzv. reversibilní.

(Nápov¥da: Napi²te si na kaºdé pole ²achovnice po£et v²ech moºných pohyb· kon¥ pry£ z

daného pole.)

2. Uvaºujte jednoduchou náhodnou procházku s S0 = 0 a Sn = X1 + · · · +Xn, kde P(Xn =
1) = p a P(Xn = −1) = q = 1− p. Ukaºte, ºe

E[Sm|Sn] =

{
m
n Sn, ifm ≤ n,
Sn + E[Sm−n], ifm > n.

Pro£ výsledek nezávisí na p?

3. Uvaºujme jednoduchou náhodnou procházku na Z s p = 0.7 s po£átkem v nule. Najd¥te

pravd¥podobnost, ºe stavu 2 je dosaºeno d°íve neº stavu -3. Spo£t¥te st°ední hodnotu po£tu

krok· neº procházka dosáhne bodu 2 nebo -3.

(Nápov¥da: Ozna£te ϕi pravd¥podobnost, ºe stavu 2 je dosaºeno d°íve neº stavu -3, pokud

za£ínáme ve stavu −3 < i < 2. Poté napi²te rovnice analýzy prvního kroku.)

4. Nech´ pro jednoduchou náhodnou procházku s parametry p, q se za£átkem v po£átku oz-

na£uje Tk = inf{n ≥ 0 : Sn = k} £as prvního dosaºení bodu k ≥ 1.



(a) Dokaºte, ºe

Tk = T1 + (T2 − T1) + · · ·+ (Tk − Tk−1)

je rozklad Tk na sou£et nezávislých stejn¥ rozd¥lených náhodných veli£in.

(b) Ozna£íme-li GTk
(s) =

∑∞
n=0 s

nP(Tk = n) vytvo°ující funkci Tk, pak (podle 4. série

cvi£ení) plyne, ºe GTk
(s) = [GT1(s)]

k.

(c) Analýzou prvního kroku odvo¤te GT1(s) = ps+ qs[GT1(s)]
2.

(d) Dokaºte, ºe vytvo°ující funkce Tk je

GTk
(s) =

(
1− (1− 4pqs2)1/2

2qs

)k

, 4pqs2 < 1.

(e) Najd¥te formuli pro P(Tk = n) (vcelku technické . . . ).

(f) Dále odvo¤te výraz pro P(Tk < +∞).
Nápov¥da: P(Tk < +∞) =

∑∞
n=0 P(Tk = n) = lims→1−GTk

(s).

(g) Dokaºte, ºe symetrická náhodná jednoduchá procházka na Z s pravd¥podobností 1

nav²tíví v²echna celá £ísla.

5. Nech´ Sn je jednoduchá symetrická náhodná procházka na Z a k ≥ 1.

(a) Dokaºte (tzv. Re�ection principle), ºe pro 0 ≤ k ≤ l ≤ n platí

P(Sn ≥ k|Sl = k) = P(Sn ≤ k|Sl = k).

(b) Dokaºte, ºe

P(Tk ≤ n) = 2P(Sn ≥ k)− P(Sn = k) = P(|Sn| ≥ k)−
1

2
P(|Sn| = k).

(c) Pro Mn = max(S0, S1, . . . , Sn) dokaºte

P(Mn ≥ k) = P(Tk ≤ n) = 2P(Sn ≥ k)− P(Sn = k) = P(|Sn| ≥ k)−
1

2
P(|Sn| = k).

(d) Dále odvo¤te (pro n sudé)

EMn = E|Sn|+
(
n

n/2

)
2−n−1 − 1

2

a dokaºte, ºe EMn/E|Sn| → 1 kdyº n→∞.

6. Pomocí úlohy 4(f) dokaºte, ºe pro náhodnou procházku s p < q platí (M∞ = sup{Sn : n ∈
N0})

EM∞ =
p

q − p
.

7. (1974 Putnam) Let Sn be a sum of n independent uniformly distributed {−1,+1} random
variables. Show that

E[|Sn|] = n 21−n
(

n− 1

b(n− 1)/2c

)
.


