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6. Cviceni

Nahodné prochazky

1. Uvazujte prochazku koné po Sachovnici. Na kazdém poli se ki rozhodne pro jedno z pravé
moznych poli, nezavisle na minulych skocich.

Rozmyslete si, Ze jde o Markovsky proces.
Jaky je stavovy prostor?

)
)
(¢) Je nerozlozitelny? Aperiodicky?
) Interpretujte cely proces jako ndhodnou prochazku na (neorientovaném) grafu.
)

Necht pro tento fetézec a néjaké rozlozeni pravdépodobnosti 7 plati tzv. podminka
detailni rovnovahy

Wipi,j = ﬂijﬂ', 1,7 € S.
Ukazte, ze pak tento stav je stacionarni.
(f) Najdéte stacionarni rozdéleni prochazky jezdce. Které stavy jsou nejpravdépodobnéjsi?
Kolik procent ¢asu travi jezdec v limité v rohu Sachovnice? A kolik na jednom z poli
uprostied Sachovnice? Jak dlouho v primeéru trva jezdci, nez se vrati do rohového pole
Sachovnice?

(g) Necht P(Xo = j) = 7;. Pro libovolné pevné N € N definujeme Yj, = Xn_y, pak
P(Xpt1=j|Xn=19) =PYoy1 =jlYn=1), 0<n<N
- tedy je Tetézec tzv. reversibilni.

(Napovéda: Napiste si na kazdé pole Sachovnice pocet v8ech moznych pohybt koné pry¢ z
daného pole.)

2. Uvazujte jednoduchou nahodnou prochazku s Sp =0a S, = X1 + -+ X, kde P(X,, =
1)=paP(X, =-1)=q=1-—p. Ukazte, ze

- Sn, ifm <n,

E[Sp|Sn] =
(Sim| S {5n+1@[sm_n], ifm > n.

Pro¢ vysledek nezédvisi na p?

3. Uvazujme jednoduchou ndhodnou prochazku na Z s p = 0.7 s pocatkem v nule. Najdéte
pravdépodobnost, Ze stavu 2 je dosazeno diive nez stavu -3. Spoctéte stifedni hodnotu poctu
krokti nez prochézka dosdéhne bodu 2 nebo -3.

(Napovéda: Oznacte ¢; pravdépodobnost, Ze stavu 2 je dosazeno d¥ive nez stavu -3, pokud
zac¢iname ve stavu —3 < i < 2. Poté napiste rovnice analyzy prvniho kroku.)

4. Necht pro jednoduchou nahodnou prochézku s parametry p, g se za¢atkem v pocatku oz-
nacuje Ty = inf{n > 0:S,, = k} ¢as prvniho dosazeni bodu k£ > 1.



(a) Dokazte, ze
Tk:T1+(T2—T1)+"'+(Tk—Tk_1)
je rozklad Ty na soucet nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veliéin.

(b) Oznacime-li Gr,(s) = Y ooy s"P(T) = n) vytvofujici funkei T}, pak (podle 4. série
cviceni) plyne, 7e Gr,(s) = [G1, ()]

(¢) Analyzou prvniho kroku odvod'te G, (s) = ps + qs|Gr, (s)]>.

(d) Dokazte, ze vytvorujici funkce T} je

1 — (1 —4pgs?)'/?
2qs

k
> . 4pgs® < 1.

Gr,(s) = <

(e) Najdéte formuli pro P(T} = n) (vcelku technicke .. .).

(f) Dale odvodte vyraz pro P(T} < +00).
Napovéda: P(T), < +00) =Y 2 (P(T = n) = lims_,1— G, (s).

(g) Dokazte, ze symetrickd ndhodna jednoduché prochézka na Z s pravdépodobnosti 1
nav$tivi vechna celd éisla.

5. Necht S, je jednoduché symetrickd ndhodnd prochizka na Z a k > 1.
(a) Dokazte (tzv. Reflection principle), ze pro 0 < k <1 < n plati
P(S, > k|S; = k) = P(S, < k|S; = k).
(b) Dokazte, ze
P(Ty, <n)=2P(S, > k) —P(S, =k) =P(|S,| > k) — %}P’(|Sn| =k).
(c) Pro M,, = max(Sp, S1,...,Sn) dokazte
P(M, > k) = P(Ty < n) = 2P(Sp > k) — P(Sn = k) = P(|Sn| > k) — %]P’(|Sn| — k).

(d) Dale odvodte (pro n sudé)

n 1
EM, = E|S, o=l _ =
" [Sn + <n/2) 2

a dokazte, ze EM,, /E|S,| — 1 kdyz n — oo.

6. Pomoci dlohy 4(f) dokazte, Ze pro nahodnou prochazku s p < ¢ plati (M = sup{S, : n €
No})
EMy = —2—.
q—p
7. (1974 Putnam) Let S, be a sum of n independent uniformly distributed {—1,+1} random

variables. Show that )
E[|S,|]] = n2'" ( " >
151 (n—1)/2,



