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4. Cvideni

Galtontv-Watsoniiv proces

1. (Vytvotujici funkce) Pro X ndahodnou proménnou s oborem hodnot v Ny nazyvame
mocninnou fadu

Px(s) := ZIP’(X =n)s"
n=0

jeji vytvorujici funkei. UkaiZte, Ze:

(a) Pro jeji polomér konvergence Rx plati Rx > 1.

(b) Dale plati P(X = k) = %P)((k) (0) pro vSechna k € Np.

(c) Specialné tedy P(X = 0) = Px(0).
(d) EX = Pi(1-) aE[X(X —1)... (X —k+1)] = PP (1-).
(e) Konetné pak var X = P¥(1-) + Py (1-) — (P (1-))%

2. Urcete vytvorujici funkci (a jeji polomér konvergence) nahodné veli¢iny s Poissonovym
rozdélenim s parametrem A > 0 a s jeji pomoci pak urcete jeji stfedni{ hodnotu a rozptyl.

3. Dokazte, ze pro X a Y dvé nezévislé nahodné veli¢iny s oborem hodnot v Ny a vytvorujicimi
funkcemi Px a Py a Z = X +Y plati Pz(s) = Px(s)Py(s),|s| < min{Rx, Ry }.

4. Zobecnéte predchozi vétu na n nezavislych ndhodnych velié¢in a s jeji pomoci pak najdéte
rozdélen{ souctu nezavislych Poissonovskych veli¢in X1, ..., X, s parametry Ay,..., Ay > 0.

5. Je-li N ndhodné veli¢ina s oborem hodnot v Ng a X1, X, ... jsou nezavislé ndhodné veli¢iny,
pak Sy = X1 + Xo + -+ 4+ Xy je ndhodny soucet nezavislych veli¢in. Jsou-li X; stejné
rozdélené, s vytvofujici funkci Px, pak dokazte, ze Ps, (s) := Pn(Px(s)). Dale odvodte
ESy = EN -EX; a varSy = EN - var X1 + var N - (EX;)2. Pouzijte tento postup na
Poissonovskou slepici.

6. Galtontv-Watsoniiv proces vétveni
Tento proces popisuje evoluci populace jednoho druhu, v niz kazdy jedinec Zije jednu jed-
notku ¢asu a na konci svého zZivota da délenim vznik U novym jedinctim, kde U = k s
pravdépodobnosti pg, tedy

PU=k) =p,, k=012..., a Y pp=1

Oznacime-li tedy pocet organismii v n-té generaci X,,, pak je

Xo =1,
Xn—l
v ST UMY pokud X1 #0
n — Z:1 )

0 pokud X,_1=0.



Ui(n_l) je tedy pocet novych jedinci, kteti vzniknou z ¢-tého jedince zijictho po n—1 krocich.

Vsechna Ui(n_l) predpokladame nezavislé. Podle predeslych cviceni tedy plati

Px,(s) = Px,_,(Pu(s))
EX, = EX,_, - EU,
var X, = EX,,_y varU + (EU)? var X,,_1.

Dokaizte, 7e pokud EU = pa varU = o2, pak EX,, = p" a var X,, = 02/1,"*1% pro u # 1

a var X,, = no? pro u = 1.
. (GW2) Oznacme e, = P(X,, = 0) pravdépodobnost vyhynuti populace b&hem prvnich n

kroku. Protoze z X, = 0 plyne ihned i X,,+1 = 0, je (e,), neklesajici posloupnost, které

mé tedy limitu e = lim e,. DokaZte, Ze e je nejmensi kofen rovnice z = Py(z) na [0, 1].
n—oo

(a) Cislo e spliwje rovnici e = Py(e): Do rovnice P, (s) = Py(Px,_,(s)), dosadte s =0,
odvodte e, = Py(e,—1) a vezméte limitu.

(b) Necht n € [0,1] je n&jaké FeSeni rovnice Py (n) = n. Dokazte, ze pak e < 1. Napovéda:
vyuzijte monotonii funkce Py a postupujte indukci, ey = Py(eg) = Py(0) < Py(n) =
n, e2 = Pyler) < Pu(n) =, ...

. (GW3) Necht pg = p1 = 1/5 a ps = 3/5. Najdéte stfedni hodnotu poctu jedinct n-té
populace a pravdépodobnost vymfeni e.

. (GW4) Necht U je geometrické rozdéleni na Ny s parametrem 0 < p < 1, tedy P(U = k) =
p(1 — p)¥. Najdéte rozdéleni X,,, tedy P(X,, = j) pro kazdeé j =0,1,2,...

Napovéda: Nejprve najdeme vytvoiujici funkei Py, (s) ze vaztaha Px, = Py a Px, = Py o
Py, _,. Ozna¢ime-li p = EU = %, pak vyjde

n—1 n—1
S ot —s> pt
k=0 k=1

n n :
S b s>t
k=0 k=1

Tuto funkci pak rozlozte do mocninné rady se stfedem v pocéatku a srovnejte koeficienty s

Px,(s) =Y P(X, =k)s".
k=0

Px, (s) =




