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2. Cviceni

Ruinovani hrace

1. UvaZujme problém ruinovani hra¢e s moznosti remizy. P¥i celkovém poctu S minci a po-
kud X, je majetek hrate A po n kolech hry, tak se v n + 1 kole majetek A zvysi o 1
s pravdépodobnosti r € (0,1/2], sniz o 1 s toutéz pravdépodobnosti, a zustane stejny s
pravdépodobnosti 1 — 2r. Oznacme

f(k) :=P(Ra|Xo = k)
pravdépodobnost ruinovani hrace A a necht
h(k) := E[To,s| X0 = K]
je stfedni doba hry pii startu v Xg =k, 0 < k < S.
(a) Pouzitim analyzy prvniho kroku napiste diferen¢ni rovnici pro f(k) a p¥islusné okrajové
podminky. Témto rovnicim budeme fikat homogenni rovnice.

(b) Vyfeste rovnice z bodu (a). Odpovida Feseni Vagi intuici?

(¢) Uzitim analyzy prvniho kroku napiste diferen¢ni rovnici pro h(k) a pfislu$né okrajové
podminky.

(d) Najdéte feseni rovnic z bodu (¢); bude se jednat o soucet homogenniho a partikularniho
FeSeni.

(e) Najdéte limitu stfedni doby hry pro r — 0.

2. Uvazujme proces ruinovani hrace, pii kterém se hra¢ muze vratit do hry i kdyz uz jeho
majetek klesl na nulu. Konkrétné, pro S € N je

P(Xp1=k+1X,=k)=p, 0<k<S-1,
P(Xp1=k—-1X,=k)=q=1—-p, 1<k<S-1,
P(Xny1 =0[X,, =0)=¢q, P(Xp11=5X,=5)=1

Kone¢né oznacme -
W= | J{Xn =5}
n=0

udéalost vitézstvi hrace A.

(a) Interpretujte tento model jako “kasina pro déti” a “hlemyzdé lezouciho na vétev ve
vysce S”.

(b) Necht f(k) = P(W|Xo = k) je pravdépodobnost, ze hra¢ zvitézi (tedy dosahne v
néjakém case n € Ny stavu X,, = S) pii startu v Xg = k. Napiste diferen¢ni rovnici
pro f(k) a okrajové podminky.



(¢) Spoctéte P(W| Xy = k) pro viechna k =0,1,...,S feSenim rovnic z (a).

(d) Necht Ts = inf{n > 0 : X,, = S} je ¢as prvniho dosazeni stavu S a necht g(k) =
E[Ts|Xo = k] je stfedni délka hry. Napiste diferen¢ni rovnice pro g(k).

(e) Spoctéte g(k) z rovnic v (d).

(f) Necht Tp = inf{n > 0 : X,, = 0} je ¢as prvniho dosazeni nulové hladiny. Napiste
pr = P(Ts < Ty| Xo = k) jako funkce p, S a k € {0,1,...,S}.
é

(g) Zdivodnéte (staci slovné) identitu (0 < £ < .5 —1)
P(TS < T()|X1 =k+1,X9= k) = P(TS < T()’Xl =k+ 1) = IP(TS < T()‘XO =k+ 1)
(h) Ukazte, ze

P(Ts < Ty|Xo =k + 1
P(X; = k+1|Xo=k,Ts <Tp) =p (P(STS <°’To|g(0:k) ) :pp;;_l, 1<k<S-—1.

(i) Podobné spoc¢téte P(X1 =k —1|Xo=k,Tp <Ts5), 1 <k < S.

(j) Proh(k) =E[Ts|Xo =k,Ts < Tp], k =1, ..., je stfedni doba hry za predpokladu, ze
stavu 0 neni nikdy dosaZzeno. Napiste diferen¢ni rovnice pro h a vyteste je pro p = 1/2.



