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2. Cvi£ení
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Ruinování hrá£e

1. Uvaºujme problém ruinování hrá£e s moºností remízy. P°i celkovém po£tu S mincí a po-

kud Xn je majetek hrá£e A po n kolech hry, tak se v n + 1 kole majetek A zvý²í o 1

s pravd¥podobností r ∈ (0, 1/2], sníºí o 1 s toutéº pravd¥podobností, a z·stane stejný s

pravd¥podobností 1− 2r. Ozna£me

f(k) := P(RA|X0 = k)

pravd¥podobnost ruinování hrá£e A a nech´

h(k) := E[T0,S |X0 = k]

je st°ední doba hry p°i startu v X0 = k, 0 ≤ k ≤ S.

(a) Pouºitím analýzy prvního kroku napi²te diferen£ní rovnici pro f(k) a p°íslu²né okrajové
podmínky. T¥mto rovnicím budeme °íkat homogenní rovnice.

(b) Vy°e²te rovnice z bodu (a). Odpovídá °e²ení Va²í intuici?

(c) Uºitím analýzy prvního kroku napi²te diferen£ní rovnici pro h(k) a p°íslu²né okrajové

podmínky.

(d) Najd¥te °e²ení rovnic z bodu (c); bude se jednat o sou£et homogenního a partikulárního

°e²ení.

(e) Najd¥te limitu st°ední doby hry pro r → 0.

2. Uvaºujme proces ruinování hrá£e, p°i kterém se hrá£ m·ºe vrátit do hry i kdyº uº jeho

majetek klesl na nulu. Konkrétn¥, pro S ∈ N je

P(Xn+1 = k + 1|Xn = k) = p, 0 ≤ k ≤ S − 1,

P(Xn+1 = k − 1|Xn = k) = q = 1− p, 1 ≤ k ≤ S − 1,

P(Xn+1 = 0|Xn = 0) = q, P(Xn+1 = S|Xn = S) = 1.

Kone£n¥ ozna£me

W =
∞⋃
n=0

{Xn = S}

událost vít¥zství hrá£e A.

(a) Interpretujte tento model jako �kasina pro d¥ti� a �hlemýºd¥ lezoucího na v¥tev ve

vý²ce S�.

(b) Nech´ f(k) = P(W |X0 = k) je pravd¥podobnost, ºe hrá£ zvít¥zí (tedy dosáhne v

n¥jakém £ase n ∈ N0 stavu Xn = S) p°i startu v X0 = k. Napi²te diferen£ní rovnici

pro f(k) a okrajové podmínky.



(c) Spo£t¥te P(W |X0 = k) pro v²echna k = 0, 1, . . . , S °e²ením rovnic z (a).

(d) Nech´ TS = inf{n ≥ 0 : Xn = S} je £as prvního dosaºení stavu S a nech´ g(k) =
E[TS |X0 = k] je st°ední délka hry. Napi²te diferen£ní rovnice pro g(k).

(e) Spo£t¥te g(k) z rovnic v (d).

(f) Nech´ T0 = inf{n ≥ 0 : Xn = 0} je £as prvního dosaºení nulové hladiny. Napi²te

pk := P(TS < T0|X0 = k) jako funkce p, S a k ∈ {0, 1, . . . , S}.
(g) Zd·vodn¥te (sta£í slovn¥) identitu (0 < k ≤ S − 1)

P(TS < T0|X1 = k + 1, X0 = k) = P(TS < T0|X1 = k + 1) = P(TS < T0|X0 = k + 1).

(h) Ukaºte, ºe

P(X1 = k+1|X0 = k, TS < T0) = p
P(TS < T0|X0 = k + 1)

P(TS < T0|X0 = k)
= p

pk+1

pk
, 1 ≤ k ≤ S−1.

(i) Podobn¥ spo£t¥te P(X1 = k − 1|X0 = k, T0 < TS), 1 ≤ k ≤ S.

(j) Pro h(k) = E[TS |X0 = k, TS < T0], k = 1, . . . , S je st°ední doba hry za p°edpokladu, ºe

stavu 0 není nikdy dosaºeno. Napi²te diferen£ní rovnice pro h a vy°e²te je pro p = 1/2.


