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Jedná se o vztah mezi dvěma způsoby regularizace funkce 1
x , kterou neńı možno

použ́ıt jako generátor regulárńı zobecněné funkce. Jeden ze způsobů regularizace se
zavád́ı pomoćı integrálu ve smyslu hlavńı hodnoty(

P 1
x
, ϕ(x)

)
= Vp

∫
R

1
x
ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ D .

Upravme si nejprve tento vyraz do jiného tvaru

Vp
∫
R

1
x
ϕ(x)dx = lim

ε→0+

∫
Rr(−ε,ε)

1
x
ϕ(x)dx = lim

ε→0+

[ ∫ −ε

−∞

1
x
ϕ(x)dx+

∫ ∞
ε

1
x
ϕ(x)dx

]
=

=
∣∣∣x̃ = −x

∣∣∣ = lim
ε→0+

[
−
∫ ∞

ε

1
x̃
ϕ(−x̃)dx̃+

∫ ∞
ε

1
x
ϕ(x)dx = lim

ε→0+

∫ ∞
ε

ϕ(x)− ϕ(−x)
x

dx =

=
∫ ∞

0

ϕ(x)− ϕ(−x)
x

dx.

Posledńı rovnost plat́ı kv̊uli tomu, že integrand je spojitá funkce pro x→ 0

lim
x→0

ϕ(x)− ϕ(−x)
x

= 2ϕ′(0)

a existuje integrabilńı majoranta nezávislá na ε pro ∀x ∈ (0,∞)

χ(ε,∞)(x)
ϕ(x)− ϕ(−x)

x
≤ ϕ(x)− ϕ(−x)

x
≤ K

z faktu, že ϕ ∈ D a z použit́ı věty o sťredńı hodnotě:

ϕ(x)− ϕ(−x) =
(
x− (−x)

)
ϕ′(ξ) = 2xϕ′(ξ), ξ ∈ (−x, x).

Nyńı zbývá si uvědomit, že každá testovaćı funkce má spojitou derivaci a tedy existuje
nějaké maximum K na jej́ım (kompaktńım) definičńım oboru. Celkem tedy(

P 1
x
, ϕ(x)

)
=
∫ ∞

0

ϕ(x)− ϕ(−x)
x

.

(Rozmyslete, odkud v́ıme, že P 1
x ∈ D ′.)

Daľśı způsob regularizace vytvá̌ŕı p̌ŕımo z funkce 1
x , která neńı lokálně integrabilńı,

funkci novou, která již lokálně integrabilńı je a tedy existuje jej́ı jednoznačný protěǰsek
v D ′ (je jej́ım generátorem)

1
x± i0

= lim
ε→0+

1
x± iε

v D ′, kde 1
x±iε ∈ L1

loc.

Sochockého vzorec ukážeme pro variantu se znaménkem plus. Prostým použit́ım
vlastnosti regulárnosti zobecněných funkćı dostáváme

lim
ε→0+

(
1

x+ iε
, ϕ(x)

)
= lim

ε→0+

∫
R

ϕ(x)
x+ iε

dx.
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Vid́ıme, že se jedná o integrál z komplexńı funkce. Přeṕı̌seme si proto integrand ve
tvaru reálné a imaginárńı části, kteréžto spoč́ıtáme zvláš̌t

1
x+ iε

=
x

x2 + ε2
− i ε

x2 + ε2

.
A tedy pro imaginárńı část máme

− lim
ε→0+

∫
R

ε

x2 + ε2
ϕ(x)dx =

∣∣∣y =
1
ε
x
∣∣∣ = − lim

ε→0+

∫
R

ϕ(εy)
y2 + 1

dy =

= −ϕ(0)
∫
R

1
y2 + 1

dy = −πϕ(0) =
(
− πδ(x), ϕ(x)

)
,

kde záměna limity a integrálu byla možná kv̊uli existenci integrabilńı majoranty zaručené
omezenost́ı funkce ϕ(x) na R a existenćı konečného integrálu

∫
R

1
y2+1 .

Pro reálnou část plat́ı tyto rovnosti

lim
ε→0+

∫
R

x

x2 + ε2
ϕ(x)dx = lim

ε→0+

[ ∫ 0

−∞

x

x2 + ε2
ϕ(x)dx+

∫ ∞
0

x

x2 + ε2
ϕ(x)dx

]
=

= lim
ε→0+

∫ ∞
0

x

x2 + ε2
(
ϕ(x)−ϕ(−x)

)
dx = lim

ε→0+

∫ ∞
0

x2

x2 + ε2

(
ϕ(x)− ϕ(−x)

x

)
dx =

=
∫ ∞

0

ϕ(x)− ϕ(−x)
x

dx =
(
P 1
x
, ϕ(x)

)
.

Zde záměna v p̌redposledńı rovnosti je zaručená jednak t́ım, že funkce x2

x2+ε2 nabývá
hodnot z 〈0, 1〉 a dále z toho, že ϕ ∈ D . Totiž, jak již bylo zḿıněno, potom |ϕ(x) −
ϕ(−x)| ≤ 2|x|K což je to samé jako

∣∣∣ϕ(x)−ϕ(−x)
x

∣∣∣ ≤ 2K a nav́ıc ϕ(x) má omezený

nosič. Přesněji to samé zápisem:∫ ∞
0

x2

x2 + ε2
(ϕ(x)− ϕ(−x)

x

)
dx =

∫ L

0

x2

x2 + ε2
(ϕ(x)− ϕ(−x)

x

)
dx ≤

≤
∫ L

0

ϕ(x)− ϕ(−x)
x

dx ≤
∫ L

0

2K = 2KL <∞,

č́ımž jsme ukázali, že existuje integrabilńı majoranta a je možné provést záměnu limimty
a integrálu, jak bylo provedeno.

Celkem tedy dostáváme vztah (nazývaný Sochockého vzorec)

1
x± i0

= P 1
x
∓ iπδ(x), v D ′.
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