Pomoc od bezmoci z odmocnin
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Vypocet druhé odmocniny pomoci tuzky a papiru byl donedavna soucasti zakladniho
vzdélani. Nyni se vSak vice nez na svou hlavu spoléhame na kalkulacku a tento jed-
noduchy numericky vypocet zalozeny na nasobeni a ode¢itani upadd v zapomnéni.
Cilem ¢lanku je toto zapomenuté umeéni vzkiisit, a to hned tfemi zpusoby: ,,skolnim*,
¢inskym [2, 4] a indickym [1, 2, 3]. Jesté nez pfiblizny vypocet druhé odmocniny
z prirozeného ¢isla pfipomeneme, zkuste jej vymyslet samil!

1 Druha odmocnina ve Skole

Vypocet druhé odmocniny bude nejlépe srozumitelny na konkrétnim ptikladé. Dejme
si za kol najit +/35217261. Presnéji feceno: Najdeme nejvétsi prirozené ¢islo n, které
splituje, ze n? < 35217261. Cely postup je ilustrovén na obrazku 1.

e Rozdeélime ¢islo 35217261 na dvojciferné bloky, tj. 35/21|72|61. (Zacina se vzdy
u jednotek, takze ¢islo 5217261 bychom rozdélili jako 5|21|72|61.)

e Podivdame se na prvni dvojici cifer 35 a premyslime, jaka nejvétsi druha moc-
nina pfirozeného éisla se do ni vejde. Je to 52. Cislo 5 napiSeme do me-
zivysledku, ¢islo 25 odetteme od 35 a za rozdil 10 napiseme dalsi dvojici
cifer ze zadani. Mame tak zbytek 1021. Pro pfehlednost si do fadku za 1021
napiSeme oddélujici znacku, napft. :, a za ni dvojnasobek mezivysledku, tedy
¢islo 10.

e Druhou cifru odmocniny hleddme jako maximalni = spliujici:
(52)% = (50 + x)* < 3521.

Pozor! Zapis 5x neznamend soucin 5 X x, ale jde o desitkovy zapis ¢isla 50+ x.
Souéin znac¢ime x. Nerovnost lze zjednodusit na tvar:

100 x 2 4+ 2% = (100 + x) x = 10z x = < 1021.

Maximalni takové  je rovno 9. Cislo 9 napiseme do mezivysledku, éfslo 109 x
9 = 981 odecteme od 1021 a za rozdil 40 napiSseme dalsi dvojici cifer ze zadani.
Mame tak zbytek 4072. Do radku za 4072 napiSeme oddélujici znacku a za ni
dvojnasobek mezivysledku, tedy ¢islo 118.

e Tteti cifru odmocniny hleddme jako maximalni y spliiujici:
(59y)% = (590 + y)? < 352172.
Nerovnost l1ze zjednodusit na tvar:
1180 x y + y2 = (1180 + y) x y = 118y x y < 4072.

Maximalni takové y je rovno t¥em. Cislo 3 napiseme do mezivysledku, &islo
1183 x 3 = 3549 odecteme od 4072 a za rozdil 523 napiSeme dalsi dvojici cifer
ze zadani. Mame tak zbytek 52361. Do fadku za 52361 napiseme oddélujici
znacku a za ni dvojnasobek mezivysledku, tedy ¢islo 1186.

e Posledni cifru odmocniny hledame jako maximdélni z spliujici:

(5932)% = (5930 + 2)? < 35217261.



Nerovnost lze zjednodusit na tvar:
11860 x z 4 2% = (11860 4 2) x z = 11862 x z < 52361.

Maximalni takové z je rovno &tyfem. Cislo 4 napiSeme do mezivysledku,
a ziskdme tak vysledek /35217261 = 5934. Cislo 11864 x 4 = 47456 ode¢teme
od 52361 a rozdil 4905 je zbytek, ktery néds déli od presné hodnoty, tj. plati
35217261 = 59342 + 4905.

e Pokud bychom chtéli dostat jesté presnéjsi hodnotu odmocniny, nic ndm nebrani
pokracovat. Za zbytek by se napsaly dvé nuly, za mezivysledek desetinnd ¢érka
a pocitali bychom analogicky déle.
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Obrazek 1: Vypocet druhé odmocniny z ¢isla 35217261 ,,Skolnim*“ zpusobem.

Podobnym zpusobem sami spoctéte v/26150. Pozor! Pti déleni na dvojice cifer nyni
dostanete 2|61|50. Mél by vdm vyjit vysledek 161.

2 Druha odmocnina v Ciné

Cinsky popis vypoctu druhé (i tfeti) odmocniny obsazeny v Matematice v deviti
knihdch z prelomu letopoctu je nejstarsim historicky dochovanym postupem. V ter-
minologii — my pouzivame jeji pocesténou variantu — se odrazi souvislost s délenim.
Cislo, jehoz odmocninu hleddme, se nazyva §, tj. délenec. Jedno z pomocnych
Cisel nese oznaceni fa, coz znamend délitel, a skuteéné se jim v kazdém kroku
delf pifslusny zbytek. Cinsky algoritmus piedvedeme na vypoctu /173212 a po-
stup ilustrujeme na obrazku 2. VSechny tkony byly provadény na pocitaci desce
pomoci dfevénych tycinek. Ziejmé proto ¢insti poc¢taii neSetiili ve svém postupu
prepisovanim. Pravé proto volime ilustraci na mensim ¢isle nez v predchozi sekci,
a navic zbyteéné kroky vynechavame.

e Napiseme do faddku § odmociiované &slo a do fadku fien-suan &slo 10000,
které oznacuje nejvyssi lichou cifru délence (tak poctéii fikali odmocnovanému
¢islu). Tien-suan vzdy zvyraziiuje aktudlni pozici ve vypoétu, k nicemu
jinému neslouzi.

e Prvni cifru odmocniny hleddme jako maximalni pfirozené ¢islo, jehoz mocnina
je mensi nebo rovna 17, coz je 4. Ctyfku napiseme do fadku fang na pozici
nejvyssi cifry vysledku a fa (t6z nazyvano suo-te) vyplnime soucinem ctytky
a fien-suan. Déle odeéteme od &fsla 173212 souéin fang a fa, tj. 4 x 40000.
Rozdil 13212 vlozime do §. Nakonec fa zdvojnasobime a posuneme o jedno
misto doprava. Posuneme i tien-suan, a to o dvé mista doprava.



e Pro ziskani druhé cifry odmocniny se podivame, kolikrat se maximalné vejde
fa do §, tedy 8000 do 13212, a to je jednou. ZapiSeme jednicku do fadku fang
za C¢tyfku a do taddku fa za osmicku. Odeéteme od § soucin druhé cifry fang
a fa, tj. 13212 —1 x 8100. Rozdil 5112 napiSeme do §. Posuneme o jedno misto
doprava fa a o dvé mista doprava fien-suan. Nakonec posledni cifru, tedy
jedni¢ku, v fadku fa zdvojnasobime.

e Pro ziskani posledni cifry odmocniny se podivame, kolikrat se maximalné
vejde fa do §, tedy 820 do 5112, a to je 6krat. ZapiSeme ¢islo 6 na konec fadku
fang a do fadku fa za dvojku. Odecteme od § soucin druhé cifry fang a fa,
tj. 5112 — 6 x 826, a rozdil 156 napiseme do §. Nakonec posledni cifru, tedy
Sestku, v fadku fa zdvojnésobime.

e Vypocet konci, fang obsahuje vysledek 416 a § obsahuje zbytek 156, ktery
chybi do pfesné hodnoty odmocniny, tj. 173212 = 4162 + 156.

1. 4.
fang fang 4 1
S 1 7 3 2 1 2 S 1 3 2 1 2
fa fa 8 1 0 0
fien-suan 10 0 0 O tien-suan 10 0
2. 5.
fang 4 fang 4 1
S 1 73 2 1 2 S 5 1 1 2
fa 4 0 0 0 O fa 8 2 0
fien-suan 10 0 0 O fien-suan 1
3. 6.
fang 4 fang 4 1 6
S 1 3 2 1 2 S 5 1 1 2
fa 8 0 0 O fa 8 2 6
fien-suan 1 00 fien-suan 1
7.
fang 4 1 6
S 1 5 6
fa 8 3 2
tien-suan 1

Obréazek 2: Vypocet druhé odmocniny z ¢isla 173212 ¢inskym zptsobem.

Vsimnéme si, ze Cinané na rozdil od ,8kolnfho“ vypoétu nekontroluji pfi volbé nové
cifry jeji velikost bezchybné. Muze se jim klidné stét, ze ji zvoli piili§ velkou. Pak
jim ale v nasledujicim kroku vznikne zaporny zbytek, a oni tak zjisti, ze cifru zvolili
o jedna vétsi, nez meéli. (V této chvili se také slusi pfiznat, ze si této chybovosti byli
plné védomi.) Hustrujme tento problém na pitkladé. Pocitdme-li v/176212 ¢inskym
zpusobem, pak dostaneme druhou cifru mezivysledku rovnou dvéma. Ovsem jako
zbytek pak obdrzime zaporné &islo, proto se musime vratit zpét a opravit volbu na
jednicku. Postup je naznacen na obrazku 3. Cifiané totiz postupuji nasledovné. Po
volbé prvni cifry rovné ¢tyfem by meéli dalsi cifru hledat jako maximélni x spliiujici:

176212 > (420)% = (400 + 20).



Nerovnost se da upravit do tvaru:
16212 > 800 x 20 + (20)? = 820 x 20 = 8200 x x.

Ovsem oni v prvnim kroku voli z tak, aby 8000 x x se veslo do 16212 a az v dalsim
kroku odectou od 16212 hodnotu 8200 x 2. Dostanou pak zbytek —182, a tak zjisti,
ze zvolené x bylo prilis velké.

1. 5.
fang fang 4 2
S 1 76 2 1 2 S -1 8 2
fa fa 8 2 0
tien-suan 10 0 0 0 tien-suan 1
2. 6.
fang 4 fang 4 1
S 1 76 2 1 2 S 1 6 2 1 2
fa 0 0 0 O fa 8 1 0 0
tien-suan 1 0 0 0 0 tien-suan 100
3. 7.
fang 4 fang 4 1
S 1 6 2 1 2 S 8 1 1 2
fa 8 0 0 0 fa 8 2 0
tien-suan 1 00 tien-suan 1
4. 8.
fang 4 2 fang 4 1 9
S 1 6 2 1 2 S 8 1 1 2
fa 8 2 0 0 fa 8 2 9
tien-suan 1 00 tien-suan 1
9.
fang 4 1 9
S 6 5 1
fa 8 2 9
tien-suan 1

Obrézek 3: Vypocet druhé odmocniny z ¢isla 176212 ¢inskym zpusobem. V postupu
je tfeba se vratit, vychézi-li zbytek zaporny, a zvolit cifru o jedni¢ku mensi.

3 Druha odmocnina v Indii

Indové nazyvali odmocninu miila, coz znac¢i kofen stromu nebo také zaklad, pocatek,
vznik. Vypocet druhé (a také tret) odmocniny v Indii poprvé popisuje uéenec
Aryabhata v knize Aryabhatiya z roku 499. Kromé kapitoly vénované matematice
se zaobird také vypoctem kalendafe, délenim ¢asu a popisy pohybu vesmirnych
téles. Pravidla vypoctu odmocniny vyjadiend ve verSich jsou velmi struénd a bez
ukézky na konkrétnich piikladech. S malymi zménami se algoritmus pozdéji obje-
vuje v pracich dalsich indickych matematikt. I jejich popisy algoritmu jsou velmi
lakonické. Uved' me na ukézku text od Sridhary (kolem roku 750): ,,Odecti (nejvétsi



mozny) ¢tverec od (posledniho) lichého mista, vydél zbytek zdvojndsobenou (pod
nejblizsi misto) posunutou odmocninou; podil umisti na fddce (zdvojndsobené od-
mocniny) a po odecten{ jejiho étverce zdvojnasob (podil). Potom posun obdrzené
(v fddku zdvojndsobené odmocniny) ¢islo o jedno misto kupfedu a dél jim jako
diive. (Po opakovani operace do konce) vezmi polovinu zdvojndsobeného ¢isla.“
Ukazeme opét algoritmus na vypoctu /173212 a ilustrujeme ho na obrazku 4.

e Zactneme zndzornénim lichych a sudych pozic (symboly |, resp. —).

e Hledame nejvétsi druhou mocninu prirozeného ¢isla, kterd se vejde do 17, coz
je 42 = 16. Rozdilem 17 — 16 = 1 piepiseme 17 v zadani. Novy zbytek je tedy
13212. Zdvojnasobenou odmocninu, tj. 8, zapiSseme pod 13 (obecné tak, aby
koncila na nésledujici sudé pozici).

e Cislo 13 vydélime 8. Celou st podilu rovnou jedné zapiSeme za 8 a zbytkem
po déleni, tj. ¢islem 5, pfepiseme 13. Déle od 52 odecteme druhou mocninu
celé ¢asti podilu, tj. jednicku. A samotnou celou ¢ast podilu zdvojndsobime
na 2. Mezivysledek 82 posuneme o jedno misto doprava.

e Cislo 511 vydélime 82. Celou ¢ast podilu rovnou Sesti zapiseme za 82 a zbyt-
kem po déleni, tj. ¢islem 19, piepiSeme 511. Dale od 192 odecteme druhou
mocninu celé ¢asti podilu, tj. 192—36 = 156. A samotnou celou ¢ast podilu na-
hradime zdvojnasobenou hodnotou, tj. 6 prepiSeme na 12, a novy mezivysledek
je 832.

e Vydélenim druhého faddku dvéma dostaneme vysledek 416 a v prvnim fadku
je pak zbytek 156, ktery nas déli od pfesné hodnoty, tj. 173212 = 4162 + 156.

1. Lo L
s
5 1 1 2
1 73 2 1 2 g o
2 5.
I B =
13 2 1 2 19 2
8 8 2 6
3. 6
- = | |
5 2 1 2 1 5 6
8 1 8 3 2

Obrézek 4: Vypocet druhé odmocniny z ¢isla 173212 indickym zptsobem.

Indicky algoritmus je podobny ,skolnimu“ v tom, ze nepracuje s celym odmocnovanym
cislem, ale ukrajuje z néj postupné dvojice cifer. Jinak se ovSem cifry odmocniny
hledaji ze stejné podminky jako v ¢inském algoritmu. Tudiz také obcas dochézi
k volbeé prilis velké cifry a je pak tieba se vratit o krok zpét a zvolit cifru o jednicku
mensi. Ctenaf nechf si sém takovy pifpad prozkoumé pii vypoctu v/176212. (Na
rozdil od ¢éinskych textt neni v indickych o chybovosti zddna zminka.) Ve srovnani

s ¢inskym algoritmem mé indicky dvé vyhody:

1. Je tsporngjsi, protoze se provadi vice kroku naréz.



2. Indicti poctari si v8imli, ze od zbytku se vzdy odecitd dvojnasobek dosa-
vadni odmocniny. Proto staci si pamatovat tyto dvojnasobky a posledni me-
zivysledek pak vydélit dvéma. V feci ¢inské metody si vlastné zaznamenavame
radek fa, zatimco fadek fang nepotiebujeme.

Praveé pouzivani zdvojnasobené ¢asti odmocniny a déleni posledniho mezivysledku
dvéma je charakteristické pro indickou metodu. S takovou formou algoritmu se
setkdvame pozdéji u Arabu, jejichz prostfednictvim se ve stfedovéku dostdvaly do
Evropy indické znalosti matematiky (mimo jiné i desitkova soustava a éislice, kterym
dnes fikdme (indo)arabské.) Metoda pro vypocet druhé odmocniny se v Evropé
objevuje az ve 12. stoleti.

7 uvedenych metod se ndm zda pocetné nejprivétivéjsi indicka, a to i za cenu,
Ze je tfeba obcas vréatit se o krok zpét a opravit volbu cifry. Urc¢ité i vy sami
vSechny tfi metody porovnejte. Spocitejte napiiklad nésledujici odmocniny. Pro
pohodli uvadime i spravné vysledky.

V354032 = 595, V364816 = 604, 93701 =306, V999999 = 999.

Uvédomite si tak, ze cifry z vysledku mohou nabyvat jen hodnot mensich nez deset,
ze mohou byt i nulové a ze je dulezité délit odmocniované ¢islo spravné na bloky
a hlidat si, na které pozici se pravé ve vypoc¢tu nachazime.

4 Zavér

Snad se naplnil cil ¢lanku ,,pomoci od bezmoci z odmocnin® a ¢tenaf si z néj dle
svého gusta vybral ,,8kolni“, ¢inskou ¢i indickou metodu vypoc¢tu odmocniny, kterou
nyni umné vladne.

Reference

[1] Bailey, D. H., Borwein, J. M., Ancient Indian Square Roots: An
Ezercise in Forensic Paleo-Mathematics, manuscript, 2011, dostupné na
http://www.davidhbailey.com/dhbpapers/india-sqrt.pdf

[2] Juskevie, A. P., Déjiny matematiky ve stredoveku, 1. vydéani, Academia, Praha
1978.

[3] Parakh, A., Aryabhata’s Root Extraction Methods, Indian Journal of History
of Science 42.2 (2007), 149-161.

[4] Wang, L., Needham, J., Horner’s Method in Chinese Mathematics: Its Origin
in the Root-Extraction Procedures of Han Dynasty, T’Oung Pao 43(5) (1955),
345-401.

[5] Skarda C., Aritmetika véera a dnes (www stranka s popisy algoritmi zakladnich
aritmetickych operaci), http://bimbo.fjfi.cvut.cz/~soc

Ing. Lubomira Dvoidkova, Ph.D. & Cenék Skarda
Katedra matematiky FJFT CVUT v Praze
Trojanova 13, Praha 2 120 00
lubomira.balkova@fjfi.cvut.cz



