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Abstrakt

Kazdy znéa jisté palindromy: slova, ktera se ¢tou stejné zepiedu i po-
zpéatku (napf. krk, rotor, nepotopen). Palindromy v pfirozenych bazich, tj.
C¢isla, kterd maji palindromicky zapis v néjaké prirozené bazi, jsou dobie
matematicky prostudované. Palindromy hraji také dilezitou roli v mate-
matické discipliné zvané kombinatorika na slovech. Pravé tato disciplina
nés inspirovala ke studiu antipalindrom.

V ¢lanku predstavime poznatky o antipalindromech v pfirozenych ba-
zich a porovname je s palindromy. Zejména vypichneme piekvapivy vysle-
dek tykajici se délitelnosti a prvocisel mezi antipalindromy v pfirozenych
bézich.

1 Palindromy pod lupou

Nikoho jisté nepiekvapi, Ze v prirozenych jazycich obzvlast dlouhé palindromy
nenajdeme. Nejdelsimi palindromickymi slovy v c¢estiné jsou piicesti typu ‘ne-
pochopen’, ‘nepotopen’, ‘nezasazen’, ‘nezarazen’. V anglictiné je nejdelsim pa-
lindromickym slovem ‘tattarrattat’. Jeho vitézstvi ovSem neni zcela zaslouzené,
protoze nejde o bézné slovo, nybrz o fantazii Jamese Joyce, ktery ve svém ro-
manu Odysseus [4] pouzil tento neologismus k oznaceni energického poklepani
na dvefe:

“I was just beginning to yawn with nerves thinking he was trying to make
a fool of me when I knew his tattarrattat at the door.”

Zajimavéjsi jsou pak palindromické véty. Palindromy z nich vzniknou, pokud
zapomeneme na mezery mezi slovy, piipadné i na diakritiku. V cestiné patii
mezi nejzndméjsi palindromické véty:

“Bazantu pada za zada putna zab.”
“Jelenovi pivo nelej.”
“Kobyla m4a maly bok.”

Ale zajimavé jsou i palindromy ¢iselné, zv1ast kdyz se k nim véaze néjaké ale-
spon castecné dolozené vysvétleni. Napiiklad s polozenim zdkladniho kamene
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Karlova mostu je spojovan palindrom ze samych lichych cifer 135797531. Mu-
zeum Karlova mostu jej pouzilo jako své logo. Podle historika astronomie Zdenka
Horského mohl byt zdkladni kdmen polozen 9. cervence 1357 v 5:31. V tu chvili
pry byla pfizniva konstelace Slunce a Saturnu. Palindrom je tedy sestaven z
udaji: rok - den - mésic - hodina - minuty.
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T MUZEUM KARLOVA MOSTU s

Obrazek 1: Logo Muzea Karlova mostu

2 Motivace z kombinatoriky na slovech

Pojmy z kombinatoriky na slovech jsou intuitivni, proto potiebné definice uva-
dime jen v poznamce pod ¢arou. ! Zajimavéjsi nez v piirozenych jazycich je situ-
ace tykajici se palindromt v nekonec¢nych slovech. Pro nase tucely stac¢i uvazovat
konec¢nd a nekonecnd slova sestavajici ze dvou symbold, napt. z nul a jednicek.
Rikdme jim binarni slova. Tam uZ najednou miizeme nachdzet palindromy li-
bovolné délky. OvSsem zadna anarchie nevladne ani tady. Nekone¢né slovo miize
totiz obsahovat v libovolném faktoru délky n maximalné n rtznych neprazdnych
palindromd [2].

Definice 1 ([2]). Nekonecné slovo u nazgviéme bohatym na palindromy, pokud
v kaZdém svém faktoru délky n € N obsahuje pravé n neprazdnych palindroma.

Piiklad 1. Nejznaméjsim slovem bohatym na palindromy je jedno ze dvou mej-
slavnéjsich slov kombinatoriky na slovech — Fibonacciho slovo. Vyrobime je tzv.
prepisovacimi pravidly: 0 — 01 a 1 — 0. Zacneme nulouw a pordd ddl budeme
aplikovat prepisovaci pravidla:

0

01

010

01001
01001010
0100101001001

Takto vyrabime delsi a delsi prefizy Fibonacciho slova.

L Bindrnim slovem w nazyvame koneénou posloupnost dvou symbol#, napf. 0 a 1. Jeho
délkou rozumime pocet symbold, které obsahuje. Pod nekonecnym bindrnim slovem u rozu-
mime nekonetnou posloupnost 0 a 1, tj. u = uouiuz..., kde u; € {0,1}. Konecné slovo w
nazveme faktorem konetného &i nekoneéného slova u, pokud existuje slovo v a slovo ¢ (kone¢né
& nekonelné) tak, ze u = vwt. Je-li v prazdné slovo, nazveme w prefizem slova u.



Vezméme libovolny faktor Fibonacciho slova, napi. 001010 (délka je 6), a ovéime,
Ze obsahugje 6 neprazdnych palindromi. To skutecné plati, nebot vSechny jeho pa-
lindromické faktory jsou 0, 1, 00, 010, 101 @ 01010.

Zavedme nyni dvé zobrazeni: zrcadleni R (reflection) a vyménu E (exchange).
Koneénému slovu prifadi opét konecné slovo stejné délky. Zrcadleni c¢te slovo
pozpatku a vymeéna cte slovo pozpatku a zaroven nulu prepise na jednicku a na-
opak. Uvedme si jejich ptisobeni na piikladé slova w = 00110101. Dostaneme
R(w) = 10101100 a E(w) = 01010011. Nyni se d4 palindrom definovat jako
pevny bod zrcadleni, tedy jako slovo w spliiujici R(w) = w. Napiiklad 0010100
je palindrom, protoZe R(0010100) = 0010100. Podobné slovo w nazveme an-
tipalindromem, pokud E(w) = w (ndzev pfevzat z [3], také se pouZiva nézev
pseudopalindrom). Napiiklad 0010101011 je antipalindrom, protoze E ptrecte
slovo pozpatku jako 1101010100 a poté vymeéni nuly a jednicky, dostaneme tak
0010101011.

Priklad 2. Nejzndmeéjsim prikladem nekonecného slova, které v kaZdém faktoru
obsahuje maximdlni mozny pocet palindromi a antipalindromi, je druhé ze dvou
nejslavnéjsich slov kombinatoriky na slovech — Thueovo-Morseovo slovo [5]. Toto
binarni nekonecné slovo vyrobime opét prepisovacimi pravidly: 0 — 01 a 1 — 10.
Zacneme nulow a porad dal budeme aplikovat prepisovaci pravidla:

0

01

0110

01101001

0110100110010110
01101001100101101001011001101001

Takto vyrdbime delsi a delsi prefivy Thueova-Morseova slova.

Na palindromy Thueovo-Morseovo slovo bohaté neni. Napriklad faktor 011010011
délky 9 obsahuje pouze 8 neprizdnych palindromd 0, 1, 00, 11, 010, 101, 0110,
1001. Naopak Fibonacciho slovo neni bohaté na palindromy a antipalindromy
zdrover.

Motivaci ke studiu antipalindromu je nam fakt, ze v kombinatorice na slovech
je jedno ze dvou nejslavnéjsich nekoneénych slov bohaté pravé na palindromy
a antipalindromy zaroven (viz ptiklad 2). Pravé toto zjisténi probudilo v oblasti
kombinatoriky na slovech v poslednich letech velky zdjem o studium antipalin-
dromt. Pod poklicku kombinatoriky na slovech mtizete nahlédnout v ¢lanku [1],
mimo jiné se v ném dozvite, proc si pravé Fibonacciho slovo a Thueovo-Morseovo
slovo ziskala takovou slavu.

3 Antipalindromy

Zac¢neme formalni definici palindromu a antipalindromu v pfirozené bazi a uve-
denim zakladnich vlastnosti.



Definice 2. Necht b € N, b > 2. UvaZujme prirozené ¢islo m, jehoZ zdpis v bdzi
b md tvar
mzinb”—&—~-~+i1b—|—i0,

kde ig,i1,...,i,b €{0,1,...,0— 1} a i, # 0. Potom m nazveme
1. palindromem v bdzi b, pokud cifry spliiuji podminku.:

2] :Zn—] pro kaidé] S {0,1,,”}, (1)

2. antipalindromem v bdzi b, pokud cifry splnuji podminku:

ij=b—1—i,_; pro kazdé j € {0,1,...,n}. (2)

Priiklad 3. UvaZujme nyni rizné bdze b a podivejme se, jok vypadaji antipa-
lindromy v téchto bdzich:

e V bazi b= 10 je antipalindromem napt. 395406.
e V bdzi b= 3 je antipalindromem napt. 1581 = (2011120),.
e V bdzi b= 2 je antipalindromem napt. 52 = (110100),.

Véta 1. Antipalindrom muze mit lichy pocet cifer pouze v liché bazi b. Navic
b—1

prostiedni cifra md pak hodnotu >5=.

Dukaz. Oznacme cifry uvazovaného antipalindromu g, 41,42, ..., i2,. USpora-
dejme cifry do dvojic a se¢téme: ig + i2n, 41 + i2n—1,- . -, in—1 + int1. Z definice
antipalindromu mé kazd4 tato dvojice soucet b — 1. Zstane nam vsak cifra i,,,
kterou musime takto sparovat samu se sebou, a tudiz 2i, = b — 1.

7 toho vyplyva, Ze prostiedni cifra i, je celé ¢islo jen pro b liché. Navic plati
in = 25t O

Véta 2. Antipalindrom miZe bijt zdroven palindromem, jen kdyZ bdze b je lichd
b—1

a vSechny cifry jsou rovny >5=.

Diikaz. Méjme antipalindrom s ciframi g, i1, . . . , i, . Aby byl palindromem musi
platit ¢; = 4,,—; pro kazdé j € {0,1,...,n}. Z definice antipalindromu zaroven
plyne, ze ¢j +4,—; = b—1. Dostavame tedy i; = b;zl pro kazdé j € {0,1,...,n},
a baze b je tudiz nutné licha. O

3.1 Délitelnost

V této kapitole pripomeneme znadmy vysledek tykajici se délitelnosti palindrom1.
Predstavime nové vysledky pro délitelnost antipalindromt. Z téchto poznatkl
poté odvodime, jak je to s vyskytem prvocisel mezi palindromy a antipalindromy.



3.1.1 Délitelnost palindromu
Véta 3. Palindrom se sudym poctem cifer v bazi b je délitelny b+ 1.

Diikaz. Uvazujme palindrom m = 4,b" + i,,_1b" " 4 -« +41b + ig pro licha n.
Miizeme sparovat jednotlivé dvojice i,_;b" 7 + i;b7 = i;(b"~7 + b7), protoze
definice palindromu fika, ze i,,—; = ;. Diky sudému poctu cifer mizeme timto
zptisobem spérovat viechny dvojice i,—;b" 7 a i;67 pro j € {0,1,..., %1}
Dokazme, Ze pro palindrom upraveny sparovanim koeficientt plati:

m=iog(" +1) +i (0" 4+ b) + -+ i (b"F +0F) =0 (mod b+ 1),

kde k = “71. Viechny ¢leny kongruence mizeme zapsat i jako i;b7(b" "% + 1)
pro j € {0,1,..., ”T’l}, a protoze vzdy 25 < n, tak v kazdém c¢lenu kongruence
najdeme ¢len v"~% + 1, kde n — 25 > 1. Zbyva tedy ukazat, ze (b* +1) = 0
(mod b+1) pro lichd pfirozend ¢isla ¢, a to plyne ze znamého vzorce pro rozklad:

B+ =B+ =02 4...—b4+1)=0 (modb+1).

Timto je dokdzano, ze palindromy se sudym poctem cifer jsou délitelné b+1. [

3.1.2 Délitelnost antipalindromu

V desitkové soustavé znadme tvrzeni, které 1ikd, ze pfirozené ¢islo je délitelné 9,
pravé kdyz jeho ciferny soucet je délitelny 9. Zobecnéme nyni toto tvrzeni pro
soustavy s libovolnym pfirozenym zakladem b.

Lemma 1. Necht m je ptirozené€ cislo a jeho zdpis v bdzi b je roven i,b" +
in_1b" L 4+ ... +41b + ig. Potom m je délitelné b — 1, privé kdyZ jeho cifernsy
soucet v bazi b je délitelng b— 1, ¢j. (i, +ip_1+ - +i1+%) =0 (mod b—1).

Diikaz. Jelikoz b —1 = (b—1)(bF =1 +bF=2 ...+ b+ 1), dostavame kongruenci
b* =1 (mod b — 1) pro kazdé k € {1,2,...,n}. Z vlastnosti kongruenci pak
plyne, Ze ixb* = i), (mod b — 1), tudiz také plati

Qb i 10" ib i =iy A ip1 + ...+ i1 +d0  (mod b—1).
O

Véta 4. Antipalindrom se sudym poctem cifer v bdzi b je délitelny cislem b—1.

Diikaz. Uvazujme antipalindrom m = i,b" 4+ 4,,_1b" ! +--- +i1b + iy pro liché
n. Podle lemmatu 1 mame kongruenci

Qb iy D" b i = dp A ip1 + ...+ i1 +d0  (mod b—1).

Podle definice antipalindromu plati 4,—; +¢; = b—1 pro kazdé j € {0,1,...,n}.
Ze sudosti po¢tu cifer pak plyne i, + ip_1 + -+ + i1 +ip = (b— 1)2 =

0
(mod b — 1), tudiz antipalindrom m je délitelny ¢islem b — 1. O

« . . ) v . RN o1 s b—1
Véta 5. Antipalindrom s lichym poctem cifer v bdzi b je délitelny cislem >5=.



Diikaz. Uvazujme antipalindrom m = 92,0°™ 4 49, 102" ' + - +i1b+140. Z de-
finice antipalindromu s lichym poc¢tem cifer vyplyva, ze vSechny cifry kromé
prostiedni i, lze sparovat is, + ig,l2n—1 + @1, .-+, int1 + in—1 VZdy se souctem
b — 1. Ciferny soucet ¢isla m — i,,b™ je tedy délitelny ¢islem b — 1, a tedy podle
lemmatu 1 je také primo m — i,b™ délitelné ¢islem b — 1, a tudiz samoziejmé
i ¢islem %. Jelikoz prostiedni cifra podle véty 1 splauje i,, = %, dozvédéli
jsme se zatim, ze ¢islo m — b;—lb" je délitelné ®=1. Tim je dokézéno, ze také

2
antipalindrom m je délitelny ¢islem b_71. O

3.1.3 Prvodisla mezi palindromy a antipalindromy

Délitelnost a prvodcisla spolu tizce souvisi. Pojdme se tedy podivat, jak to s nimi
vypada mezi palindromy a antipalindromy. Z véty 3 vime, ze palindromy se
sudym poctem cifer jsou délitelné ¢islem b+ 1. Proto nejsou prvocisly s vyjimkou
piipadu, kdy b+ 1 je prvocislo a 11 je pak jeho prislusny palindromicky zapis
(se sudym poctem cifer) v bazi b.

Palindromickych prvocisel mizeme najit spoustu v nasi desitkové soustave,
napft. 101,131,353, 757, ..., viz posloupnost A002385 v OEIS [7]. Nejvyssi do-
sud znamy prvociselny palindrom v bazi 10 je 10474590 4 999 . 10237249 1 1. Zda
existuje nekone¢né mnoho prvociselnych palindromi neni znamé. Vi se ovsem,
7e napi. Mersennova a Fermatova prvoéisla 2 jsou palindromy v bazi 2. Pokud
tedy existuje nekone¢né mnoho Mersennovych ¢i Fermatovych prvocisel, pak je
i nekone¢né mnoho prvociselnych palindromt. Ale i v jinych bazich b neni slozité
prvocisla najit, napft.

(111), = 73,
(212), = 23,
(B222B),, = T729643.

Zatimco prvociselné palindromy existuji v riznych bazich, prvociselné antipa-
lindromy se vyskytuji vzacné.

Baze b >3
Véta 6. Necht je dina baze b > 3.

e Pak existuje maximalné jeden prvociselny antipalindrom p v bdzi b splnu-
b—1

Jicip <b, atop=>5.
e Prvociselny antipalindrom p v bazi b spliiujici p > b neexistuge.
Diikaz.
e Jelikoz cifry v soustavé o zadkladu b maji hodnoty od 0 do b — 1, méa kazdé
¢islo p < b jednociferny zapis v bazi b. Jediny jednociferny antipalindrom
v bazi b je ¢islo 17—le viz véta 1. Odtud jiz plyne prvni tvrzeni véty.

e Druhé tvrzeni plyne z délitelnosti antipalindromt (véty 4 a 5).
O

2Mersennova prvoéisla jsou tvaru 2P — 1, kde p je nutné prvoéislo. Fermatova prvoéisla jsou
tvaru 227 + 1.




Béaze b =2

Véta 7. V bdzi 2 existuje jediny prvociselny antipalindrom p, a to p = 2 se
zapisem 10.

Dukaz. 7 definice antipalindromu vyplyva, ze posledni cifra jeho zapisu v této
bézi bude 0. Kazdy antipalindrom m4 tedy zapis tvaru 2" +4,,_12" 1 4+-- 41,2,
tudiz je délitelny dvéma. Jediné takové prvocislo je 2. O

Baze b =3

Véta 8. V bazi b = 3 ewistuji prvociselné antipalindromy. Nutné magi lichy
pocet cifer a navic minimdlné tii cifry. Nejmensim takovym prvociselngm an-
tipalindromem je cislo 13.

Dikaz. O bazi 3 vime z véty 4, ze antipalindromy se sudym poctem cifer v této
bazi jsou délitelné dvéma. Pro antipalindromy s lichym poctem cifer plyne
z véty 5 pouze trividlni fakt, ze jsou délitelné ¢islem 1, a tak v8echny prvociselné
antipalindromy v bazi 3 maji lichy pocet cifer. Jediny jednociferny antipalindrom
v béazi 3 je ¢islo 1. Pro vSechny prvociselné antipalindromy v bazi b = 3 tak plati,
ze maji alespon tii cifry a prostfedni cifra je rovna jedné. Nejmensim takovym
prvociselnym antipalindromem v bézi 3 je tudiz ¢islo 13 se zapisem 111. O

Kolik prvociselnych antipalindromil v bazi b = 3 existuje? To je otazka, na
kterou bohuzel nezname odpovéd. Uvedeme alespon, co bliziho 1ze fici o jejich
tvaru.

Lemma 2. Antipalindromy v bdzi 3 zacinajici cifrou 2 jsou délitelné cislem 3.

Diikaz. Mame antipalindrom m = i,3"+4,,_13" '+ - -+i13+1g, pFicem? i, = 2.
Jelikoz i, + ig = 2, musi byt ig = 0. Odtud jiz plyne délitelnost antipalindromu
m Cislem 3. O

Véta 9. Vsechny prvociselné antipalindromy v bazi 3 jsou ve tvaru 6k + 1, kde
k e N.

Diikaz. Uvazujme prvodiselny antipalindrom m = i9,3%" + 49,—13%" 1 + -+ +
11341 (pocet cifer je nutné lichy podle véty 8). Podle lemmatu 2 je i, = L aig =
1 az véty 1 vyplyva, ze i,, = 1. Sparujme spolu jednotlivé ¢leny antipalindromu
m (kromé& g, in,ion): fon—j3*" 7 + ;37,5 € {1,...,n — 1}. Dokazme, Ze pro
kazdé j € {1,...,n — 1} existuje s € N splhujici:

3j(i2n_j32n72j + l]) = 65.

V zévorce mizeme predpoklddat pouze 3 moznosti pro cifry: is,—; = 2,7; = 0,
nebo ig,_; = i; = 1, nebo iz,_; = 0,i; = 2. Ve viech téchto piipadech rovnost
plati, protoze v zavorce bude sudé ¢islo. Dostavame proto rovnost

m = 19,3°" +i,3" + i + 60

32" 43"+ 1464
= 33"+ 1)+ 1460



pro néjaké prirozené nebo nulové ¢islo £. Odtud je vidét, ze m je skutecné tvaru
6k + 1 pro néjaké prirozené k. O

4 Oteviené problémy

V ¢lanku jsme definovali antipalindromy v pfirozené bazi a zkoumali jejich déli-
telnost. Zajimavy byl vysledek, ktery iké, ze v kazdé prirozené bazi riizné od tii
existuje maximalné jeden prvociselny antipalindrom. Tento vysledek je prekva-
pivy ve srovnani s palindromy, pro které neni tézké nachazet prvociselné palin-
dromy v riiznych bazich. Tento ¢lanek vznikl na zakladé stredoskolské odborné
¢innosti [6]. Vysledky, které jsme odvodili, ale v ¢lanku je neuvadime, zahrnuji
pocet antipalindromi po néjakou mez, vzdalenost mezi sousednimi antipalin-
dromy, jednoduchy vzorec pro poradi antipalindromu, vyskyty palindromi mezi
antipalindromy a naopak, mocniny mezi antipalindromy.

Zbyvé celd fada otevienych otazek. Vytesi-li ¢tenar nékteré z nich, budeme radi,
pokud nés o vysledcich bude informovat. Uvedme naméatkou nékteré z otazek:

e Co blizstho lze Tici o prvociselnych antipalindromech v bazi 37 Existuje
jich mnoho (dokonce nekoneéné mnoho)?

e Plati pro vétsinu ¢isel m, Ze jsou v néjaké bazi b < m antipalindromicka?

e Ktera prirozena c¢isla jsou antipalindromickd v mnoha béazich? V kolika
béazich primérné jsou ¢isla antipalindromicka?

e Existuje vzdalenost mezi dvéma antipalindromy v bazi b, kterd je sama
antipalindromem v bazi b7 Pfipadné kolik takovych vzdéalenosti v bazi b
muzeme najit?
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Priloha

V pfiloze se nachazi seznam prvnich 120 antipalindromt v bazi b = 10, prvnich
53 antipalindromti v bazi b = 3 a prvnich 31 antipalindromt v bazi b = 2.
Uvadime zapisy antipalindromd, nikoliv jejich hodnoty.

5.1

5.2

5.3

Seznam antipalindromi v bazi b = 10
Antipalindromy se 2 ciframi: 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81, 90.

Antipalindromy se 4 ciframi: 1098, 1188, 1278, 1368, 1458, 1548, 1638,
1728, 1818, 1908, 2097, 2187, 2277, 2367, 2457, 2547, 2637, 2727, 2817
2907, 3096, 3186, 3276, 3366, 3456, 3546, 3636, 3726, 3816, 3906, 4095
4185, 4275, 4365, 4455, 4635, 4725, 4815, 4905, 5094, 5184, 5274, 5364,
5454, 5634, 5724, 5814, 5904, 6093, 6183, 6273, 6363, 6453, 6633, 6723
6813, 6903, 7092, 7182, 7272, 7362, T452, 7632, 7722, 7812, 7902, 8091,
8181, 8271, 8361, 8451, 8631, 8721, 8811, 8901, 9090, 9180, 9270, 9360
9450, 9540, 9630, 9720, 9810, 9900.

Antipalindromy se 6 ciframi: 100998, 101898, 102798, 103698, 104598,
105498, 106398, 107298, 108198, 109098, 110988, 111888, 112788, 113688,
114588, 115488, 116388, 117288, 118188, 119088, 120978.

Seznam antipalindromt v bazi b =3
Antipalindromy s 1 cifrou: 1.
Antipalindromy se 2 ciframi: 11, 20.
Antipalindromy se 3 ciframi: 111, 210.
Antipalindromy se 4 ciframi: 1021, 1111, 1201, 2020, 2110, 2200.
Antipalindromy s 5 ciframi: 10121, 11111, 12101, 20120, 21110, 22100

Antipalindromy se 6 ciframi: 100221, 101121, 102021, 110211, 111111,
112011, 120201, 121101, 122001, 200220, 201120, 202020, 210210, 211110,
212010, 220200, 221100, 222000.

Antipalindromy se 7 ciframi: 1001221, 1011121, 1021021, 1101211, 1111111
1121011, 1201201, 1211101, 1221001, 2001220, 2011120, 2021020, 2101210,
2111110, 2121010, 2201200, 2211100, 2221000.

Seznam antipalindromi v bazi b = 2
Antipalindromy se 2 ciframi: 10.

Antipalindromy se 4 ciframi: 1010, 1100.
Antipalindromy se 6 ciframi: 100110, 101010, 110100, 111000.



e Antipalindromy s 8 ciframi: 10001110, 10010110, 10101010, 10110010,
11001100, 11010100, 11101000, 1111000.

e Antipalindromy s 10 ciframi: 1000011110, 1000101110, 1001010110, 1001100110,
1010011010, 1010101010, 1011010010, 1011100010, 1100011100, 1100101100,
1101010100, 1101100100, 1110011000, 1110101000, 1111010000, 1111100000.
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