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Abstrakt

V èlánku se vìnujeme zkoumání tvaru ku¾eloseèek v nìkolika zají-

mavých metrických prostorech. Zatímco tvary elipsy, hyperboly a para-

boly v eukleidovském prostoru jsou v¹em dobøe známé, tvary ku¾eloseèek

v prostorech s diskrétní, manhattanskou, maximovou èi paøí¾skou metri-

kou jistì nejednoho ètenáøe pøekvapí.

Úvod

Kdy¾ vám øekneme, ¾e jsme potkali medvìda a byl jen metr od nás, budete se
divit, ¾e jsme je¹tì ¾iví. Automaticky toti¾ pøedpokládáte, ¾e vzdálenost mìøíme
v eukleidovském prostoru. Jak uvidíte dále, v diskrétním prostoru bychom v jed-
notkové vzdálenosti nutnì ohro¾eni nebyli.

Èlánek si klade za cíl seznámit ètenáøe s rùznými metrickými prostory.
Abychom ilustrovali, jak jsou prostory s rùznými metrikami rozdílné, popí¹eme
dále tvary ku¾eloseèek (kru¾nice, elipsa, hyperbola, parabola) v nich. Uvidíte,
jak rozmanité výsledky dostaneme. Inspirací nám byla bakaláøská práce [1], je¾
se vìnovala tvarùm ku¾eloseèek v prostoru s manhattanskou metrikou. Jedno-
duchý úvod do metrických prostorù poskytuje [2].

1 Metrika

Metrika je zobecnìním pojmu vzdálenost. Axiomy, kterými ji de�nujeme, plynou
z pøirozených vlastností vzdálenosti.

De�nice 1. Mìjme neprázdnou mno¾inu M. Zobrazení d : M×M→ R nazveme

metrikou, pokud splòuje následující axiomy pro ka¾dé X,Y, Z ∈M:

1. d(X,Y ) ≥ 0,

2. d(X,Y ) = 0 ⇔ X = Y ,

3. d(X,Y ) = d(Y,X),

4. d(X,Y ) ≤ d(X,Z) + d(Z, Y ).

∗Fakulta jaderná a fyzikálnì in¾enýrská, Èeské vysoké uèení technické v Praze
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Uspoøádané dvojici (M, d) øíkámemetrický prostor. První axiom odpovídá faktu,
¾e vzdálenost je v¾dy nezáporná. Druhý axiom øíká, ¾e rùzná místa mají mezi
sebou v¾dy nenulovou vzdálenost. Tøetí axiom se týká symetrie vzdálenosti.
Ètvrtý axiom je tzv. trojúhelníková nerovnost a odpovídá tomu, ¾e jdeme-li
z místa X do Y pøes nìjaký pøedepsaný bod Z, v¾dy urazíme alespoò takovou
vzdálenost, jako kdy¾ jdeme nejkrat¹í cestou.

Metrik existuje nekoneènì mnoho. Nìkteré jsou inspirovány reálným svìtem,
jiné jsou ryze abstraktní. Ní¾e uvádíme pøíklady nejznámìj¹ích metrik v prostoru
R2 = {(x, y) | x, y ∈ R}.

1.1 Eukleidovská metrika

Pøíkladem nejznámìj¹í metriky je eukleidovská metrika, kterou známe z ka¾-
dodenního ¾ivota. Je de�nována pro ka¾dé X = (x1, x2), Y = (y1, y2) ∈ R2

jako
de(X,Y ) =

√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2.

1.2 Diskrétní metrika

Nejjednodu¹¹í mo¾nou metrikou je metrika diskrétní. Pro ka¾déX,Y ∈ R2 platí:

d0(X,Y ) =

{
0 pro X = Y ,
1 pro X 6= Y .

Právì v této metrice mají libovolné dva rùzné body jednotkovou vzdálenost.
Tedy vrátíme-li se k pøíkladu z úvodu, budeme-li stát na libovolném místì jen
ne pøímo na medvìdovi, bude na¹e vzdálenost od medvìda v diskrétním prostoru
v¾dy rovna jedné.

1.3 Manhattanská metrika

Tato metrika je inspirována tvarem ulic na Manhattanu { ulice tam tvoøí pravo-
úhlou sí». Øíká se jí také newyorská metrika. Na obr. 1 je vidìt, ¾e abychom se
dostali v takové síti ulic z bodu X = (x1, x2) do bodu Y = (y1, y2) máme více
mo¾ností. V¾dy ujdeme vzdálenost |x1 − y1| + |x2 − y2|. Právì tak de�nujeme
manhattanskou metriku:

d1(X,Y ) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|.

1.4 Maximová metrika

Pøíkladem èistì abstraktní metriky je metrika maximová (viz obr. 2). De�nujeme
ji pro ka¾dé X = (x1, x2), Y = (y1, y2) ∈ R2 jako

d∞(X,Y ) = max{|x1 − y1|, |x2 − y2|}.
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Obrázek 1: Vzdálenost mezi dvìma body v manhattanské metrice.
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Obrázek 2: a) Vzdálenost mezi dvìma body v maximové metrice. V tomto pøí-
padì d∞(X,Y ) = y2 − x2. b) Vzdálenost mezi body A,B v paøí¾ské metrice je
rovna eukleidovské vzdálenosti, jeliko¾ le¾í na stejné pøímce jdoucí poèátkem O.
V pøípadì bodù C,D je vzdálenost rovna de(C,O) + de(D,O), jeliko¾ pøímka
s body C,D poèátkem neprochází.

1.5 Paøí¾ská metrika

Dal¹í metrikou, která èerpá inspiraci v reálném svìtì, je metrika paøí¾ská (nebo
také po¹»ácká). ®eleznièní sí» ve Francii byla vybudována tak, ¾e tratì byly
podobné paprskùm vycházejícím ze spoleèného støedu { z Paøí¾e. Pokud se
dva body X a Y nacházejí na stejné trati, pak vzdálenost mezi nimi je eu-
kleidovská. Pokud ale le¾í ka¾dý na jiné trati, pak jejich vzdálenost je rovna
souètu eukleidovské vzdálenosti X od Paøí¾e a eukleidovské vzdálenosti Y od
Paøí¾e. Podle tohoto modelu de�nujeme paøí¾skou metriku (viz obr. 2) pro ka¾dé
X = (x1, x2), Y = (y1, y2) ∈ R2 jako

dp(X,Y ) =

 de(X,Y ) pro X a Y le¾ící na stejné pøímce jdoucí
poèátkem O = (0, 0),

de(X,O) + de(Y,O) jinak.
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2 Ku¾eloseèky v metrických prostorech

Ku¾eloseèky v eukleidovském prostoru jsou køivky, které vznikají prùnikem ro-
viny s rotaèním ku¾elem. V následujícím textu uvedeme zobecnìní de�nic kru¾-
nice, elipsy, hyperboly a paraboly v R2 s obecnou metrikou d. Posléze vy¹etøíme
jejich tvary v rùzných metrických prostorech.

Kru¾nice

De�nice 2. Kru¾nice K se støedem S = (s1, s2) ∈ R2 a polomìrem r > 0 je

mno¾ina v¹ech bodù v rovinì, které le¾í ve vzdálenosti r od støedu S. Formálnì

zapsáno:

K = {X ∈ R2 | d(X,S) = r}.

Elipsa

De�nice 3. Elipsa E s ohnisky F1, F2 ∈ R2, F1 6= F2, a s hlavní poloosou délky

a > 0 je mno¾ina v¹ech bodù v rovinì, které mají konstantní souèet vzdáleností

od ohnisek F1 a F2 rovný 2a. Formálnì zapsáno:

E = {X ∈ R2 | d(X,F1) + d(X,F2) = 2a}.

Staèí uva¾ovat vzdálenost ohnisek nejvý¹e rovnou 2a. Z trojúhelníkové nerov-
nosti a symetrie toti¾ plyne, ¾e pro libovolný bod X nále¾ející elipse platí:

d(F1, F2) ≤ d(X,F1) + d(X,F2) = 2a. (1)

Je tedy jasné, ¾e pro ohniska ve vzdálenosti vìt¹í ne¾ 2a je elipsa prázdná
mno¾ina.

Hyperbola

De�nice 4. Hyperbola H s ohnisky F1, F2 ∈ R2, F1 6= F2, a s hlavní poloosou

délky a > 0 je mno¾ina v¹ech bodù v rovinì, které mají konstantní absolutní

hodnotu rozdílu vzdáleností od ohnisek F1 a F2 rovnou 2a. Formálnì zapsáno:

H = {X ∈ R2 | |d(X,F1)− d(X,F2)| = 2a}.

Staèí uva¾ovat vzdálenost ohnisek alespoò 2a. Z trojúhelníkové nerovnosti a sy-
metrie toti¾ plyne, ¾e pro libovolný bod X nále¾ející hyperbole platí:

d(F1, F2) ≥ |d(X,F1)− d(X,F2)| = 2a. (2)

Je tedy jasné, ¾e pro ohniska ve vzdálenosti men¹í ne¾ 2a je hyperbola prázdná
mno¾ina.
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Parabola

De�nice 5. Parabola P s ohniskem F ∈ R2 a øídící pøímkou ` ⊂ R2, F 6∈ `,
je mno¾ina v¹ech bodù v rovinì, které mají stejnou vzdálenost od ohniska F
a pøímky `. Formálnì zapsáno:

P = {X ∈ R2 | d(X,F ) = d(X, `)},

pøièem¾ d(X, `) = inf{d(X,Y ) | Y ∈ `}.

2.1 Ku¾eloseèky v diskrétní metrice

Uvidíme, ¾e nastávají jen triviální pøípady.

• Kru¾nice: Tvar kru¾nice (de�nice 2) závisí na hodnotì polomìru r > 0.

1. Pokud r 6= 1, pak je kru¾nice prázdná mno¾ina, tj. K = ∅.
2. Pokud r = 1, pak kru¾nice obsahuje v¹echny body roviny kromì

støedu S, tj. K = R2 \ {S}.

• Elipsa: Tvar elipsy (de�nice 3) závisí na hodnotì parametru a > 0. Staèí
uva¾ovat a ≥ 1

2 , proto¾e 1 = d0(F1, F2) ≤ 2a podle (1).

1. Pokud a = 1
2 , pak dostáváme rovnici d0(X,F1)+ d0(X,F2) = 1. Aby

byla splnìna, musí být X = F1 nebo X = F2, tudí¾ E = {F1, F2}.
2. Pokud a = 1, pak máme rovnici d0(X,F1) + d0(X,F2) = 2. Ta platí

pro v¹echny body roviny rùzné od ohnisek, tj. E = R2 \ {F1, F2}.
3. Pro a > 1

2 , a 6= 1, je elipsa prázdná mno¾ina, tj. E = ∅.

• Hyperbola: Tvar hyperboly (de�nice 4) závisí na hodnotì parametru
a > 0. Staèí uva¾ovat a ≤ 1

2 , proto¾e 1 = d0(F1, F2) ≥ 2a podle (2).

1. Pokud a = 1
2 , pak dostáváme rovnici |d0(X,F1)−d0(X,F2)| = 1. Aby

byla splnìna, musí být X = F1 nebo X = F2, tudí¾ H = {F1, F2}.
2. Pro a > 0, a 6= 1

2 , je hyperbola prázdná mno¾ina, tj. H = ∅.

• Parabola: Jeliko¾ d0(X,F ) a d0(X, `) nabývají pouze hodnot 0 a 1, máme
následující mo¾nosti:

1. d0(X,F ) = d0(X, `) = 0, co¾ implikuje X = F a X ∈ `. Jeliko¾ ale
F 6∈ `, tato mo¾nost pro ¾ádný bod X z paraboly nenastává.

2. d0(X,F ) = d0(X, `) = 1, co¾ implikuje X 6= F a X 6∈ `. Tudí¾
parabola obsahuje v¹echny body roviny kromì ohniska a kromì bodù
øídící pøímky, tj. P = R2 \ ({F} ∪ `).
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2.2 Ku¾eloseèky v manhattanské metrice

J. Bruna ve své bakaláøské práci [1] odvozuje tvar ku¾eloseèek v manhattanské
metrice. K tomu vyu¾ívá geometrického postupu, tzv. bodové konstrukce pomocí
prùseèíkù kru¾nic. Na obr. 3 ilustrujeme podobu ku¾eloseèek, jak ji vy¹etøil
autor [1]. Pro zajímavost uveïme, ¾e kru¾nice má pøi takové metrice tvar ètverce
otoèeného kolem svého støedu o úhel π

4 . Toto tvrzení si ètenáø snadno sám
rozmyslí na základì de�nice kru¾nice.

F1 F2

a)
F1

F2

F1

F2

F1 F2

b)
F1

F2

F1

F2

F

`

c)

F

`

F`

Obrázek 3: a) elipsa, b) hyperbola, c) parabola v manhattanské metrice v zá-
vislosti na vzájemné poloze ohnisek, resp. ohniska a øídící pøímky.

2.3 Ku¾eloseèky v maximové metrice

Pro snaz¹í odvození tvaru ku¾eloseèek v prostoru s maximovou metrikou pou¾i-
jeme vzorec pro vyjádøení maxima z èísel x, y ∈ R:

max{x, y} = 1

2
(x+ y + |x− y|). (3)
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2.3.1 Kru¾nice v maximové metrice

Pøepi¹me obecnou de�nici kru¾nice (de�nice 2) do tvaru pro maximovou met-
riku:

K = {(x, y) ∈ R2 | max{|x− s1|, |y − s2|} = r}.
Ètenáø si snadno rozmyslí, ¾e takové rovnici vyhovuje ètverec se støedem S
a délkou strany 2r, viz obr. 4.

S
r

Obrázek 4: Kru¾nice se støedem S a polomìrem r v maximové metrice.

2.3.2 Hyperbola v maximové metrice

Odvození tvaru pøedvedeme na pøíkladì hyperboly s ohnisky F1 = (−c, 0)
a F2 = (c, 0) pro c > 0 a posléze okomentujeme, jak získat tvar hyperboly s obec-
nými ohnisky. Staèí uva¾ovat a ≤ c, proto¾e 2a ≤ d∞(F1, F2) = 2c podle (2).
Pro jednoduchost odvodíme tvar na¹í speciální hyperboly v prvním kvadrantu,
zbytek hyperboly pak získáme vyu¾itím jejích symetrií.

V de�nici hyperboly (de�nice 4) nahradíme vzdálenosti d(X,F1) a d(X,F2)
pøíslu¹nými tvary vzdáleností mezi tìmito body v maximové metrice, z èeho¾
získáme rovnici: ∣∣max{|x+ c|, |y|} −max{|x− c|, |y|}

∣∣ = 2a,

ji¾ pak za pou¾ití vyjádøení (3) pøevedeme na snadno øe¹itelný tvar:∣∣∣|x+ c|+ |y|+
∣∣|x+ c| − |y|

∣∣− |x− c| − |y| −
∣∣|x− c| − |y|

∣∣∣∣∣ = 4a. (4)

• Øe¹ení rovnice pro x ∈ [0, c) a y ≥ 0
V této oblasti je hodnota výrazu x − c záporná a hodnota výrazu x + c
kladná, z èeho¾ získáme rovnici:∣∣2x+ |x+ c− y| − |c− x− y|

∣∣ = 4a,

kterou vyøe¹íme pro 3 oblasti: y ∈ [0, c− x), y ∈ [c− x, x+ c) a y ≥ x+ c.
V oblasti y ∈ [0, c−x) je øe¹ením pøímka x = a, v oblasti y ∈ [c−x, x+ c)
je øe¹ením pøímka y = x+ c− 2a. Nakonec pro oblast y ≥ x+ c je øe¹ením
prázdná mno¾ina. Jednotlivé èásti výsledku jsou znázornìny na obr. 5.
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Obrázek 5: Znázornìní øe¹ení v oblasti x ∈ [0, c) a y ∈ [0, c−x) (vlevo) a v oblasti
x ∈ [0, c) a y ∈ [c− x, x+ c) (vpravo) pro hyperbolu s c = 3 a a = 2.

• Øe¹ení rovnice pro x ≥ c a y ≥ 0
V oblasti x ≥ c a y ≥ 0 mají výrazy x − c a x + c kladnou hodnotu.
V dùsledku toho získáváme rovnici:∣∣2c+ |x+ c− y| − |x− c− y|

∣∣ = 4a.

Vyøe¹ením této rovnice získáme pro oblast y ∈ [0, x−c) prázdnou mno¾inu,
pro oblast y ∈ [x− c, x+ c) pøímku y = x+ c− 2a a pro oblast y ≥ x+ c
opìt prázdnou mno¾inu. Celkovì je tedy hyperbola v prvním kvadrantu
sjednocením úseèky a polopøímky (viz obr. 6):

x = a pro y ∈ [0, c− a],

y = x+ c− 2a pro x ≥ a.
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Obrázek 6: Znázornìní øe¹ení v oblasti x ≥ c a y ∈ [x− c, x+ c) pro hyperbolu
s c = 3 a a = 2 (vlevo). Hyperbola s ohnisky F1 = (−3, 0) a F2 = (3, 0) a a = 2
v prvním kvadrantu (vpravo).

V maximové metrice je hyperbola (4) symetrická podle osy x, proto¾e
s ka¾dým bodem (x, y) obsahuje i bod (x,−y). Dále je zde symetrie podle
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osy y, jeliko¾ s ka¾dým bodem (x, y) le¾í na hyperbole i bod (−x, y). Pro
získání celé hyperboly tedy staèí pouze tvar hyperboly z prvního kvadrantu
podle daných symetrií zobrazit. Výsledný tvar hyperboly je znázornìn na
obr. 7.

F2F1

Obrázek 7: Hyperbola s ohnisky F1 = (−3, 0) a F2 = (3, 0) a a = 2 v maximové
metrice.

• Obecný tvar hyperboly v maximové metrice
Ze speciálnì zvolených ohnisek F1 = (−c, 0) a F2 = (c, 0) získáme libovolná
ohniska jejich rotací kolem poèátku a translací. Podívejme se, zda translace
a rotace bodù mìní jejich maximovou vzdálenost.

Pozorování 1. Maximová metrika je invariantní vùèi translaci v R2.

Dùkaz. Nech» X = (x1, x2), Y = (y1, y2) ∈ R2. Potom d∞(X,Y ) =
max{|x1−y1|, |x2−y2|}. Posuneme-li tyto body o vektor Z = (z1, z2) ∈ R2,
potom d∞(X +Z, Y +Z) = max{|x1+ z1− y1− z1|, |x2+ z2− y2− z2|} =
d∞(X,Y ).

Pozorování 2. Maximová metrika není invariantní vùèi rotaci kolem

poèátku v R2.

Dùkaz. Uva¾ujme body (1, 0) a (0, 1). Pokud je otoèíme o úhel π4 kolem

poèátku proti smìru ruèièek hodin, dostaneme body
(√

2
2 ,

√
2
2

)
a
(
−

√
2
2 ,

√
2
2

)
.

Platí:

d∞
(
(1, 0), (0, 1)

)
= 1 6=

√
2 = d∞

((√
2
2 ,

√
2
2

)
,
(
−

√
2
2 ,

√
2
2

))
.

Z pozorování 1 a 2 plyne, ¾e pro získání v¹ech mo¾ných tvarù hyperboly
v R2 s maximovou metrikou staèí uva¾ovat hyperboly s ohnisky získanými
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rotací ohnisek F1 = (−c, 0) a F2 = (c, 0) kolem poèátku, tj. s ohnisky
F ′
1 = (−c cosϕ, c sinϕ) a F ′

2 = (c cosϕ,−c sinϕ). Øe¹í se tedy rovnice:∣∣max{|x+c cosϕ|, |y−c sinϕ|}−max{|x−c cosϕ|, |y+c sinϕ|}
∣∣ = 2a. (5)

Dokonce se mù¾eme omezit na úhel ϕ ∈ 〈0, π4 〉 díky následující úvaze:
Zrcadlíme-li libovolná ohniska le¾ící symetricky podle poèátku na kru¾nici
polomìru c

{ podle osy x,

{ podle osy y,

{ podle osy x = y,

pak výslednou hyperbolu získáme z pùvodní stejným zrcadlením. Toto
pozorování si ètenáø snadno rozmyslí z tvaru rovnice (5).

F2F1

F1

F2

F1

F2

F1

F2

Obrázek 8: Hyperbola s ohnisky F1 = (−3, 0) a F2 = (3, 0) a a = 2 v maximové
metrice a po rotaci ohnisek o úhel ϕ ∈ { π12 , π6 , π4 } podle poèátku.

Na obr. 8 ilustrujeme, jak dopadne øe¹ení rovnice (5) pro úhel ϕ ∈ {0, π12 , π6 , π4 },
tj. jak vypadají hyperboly získané rotací ohnisek F1 = (−c, 0) a F2 = (c, 0)
kolem poèátku o pøíslu¹né úhly.

2.3.3 Elipsa a parabola v maximové metrice

Analogickým postupem, jakým jsme vy¹etøili tvar hyperboly, lze vy¹etøit i elipsu
a parabolu. Opìt ilustrujeme mo¾né tvary:

• Na obr. 9 je elipsa s ohnisky F1 = (−c, 0) a F2 = (c, 0) otoèenými kolem
poèátku o úhel ϕ ∈ {0, π12 , π6 , π4 }. Opìt platí, ¾e staèí zkoumat rotace o úhel
ϕ ∈ 〈0, π4 〉 a v¹echny ostatní tvary elipsy získáme zrcadleními podle osy
x, podle osy y a podle osy x = y.

10



F2F1

F1

F2

F1
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F1

F2

Obrázek 9: Elipsa s ohnisky F1 = (−3, 0) a F2 = (3, 0) a a = 5 v maximové
metrice a po rotaci ohnisek o úhel ϕ ∈ { π12 , π6 , π4 } podle poèátku.

• Na obr. 10 je parabola s ohniskem F = (0, c) a øídící pøímkou ` : y = −c
otoèenými kolem poèátku o úhel ϕ ∈ {0, π12 , π6 , π4 }. Staèí zkoumat rotace
o úhel ϕ ∈ 〈0, π4 〉 a v¹echny ostatní tvary paraboly získáme zrcadleními
podle osy x, podle osy y a podle osy x = y.

F

`

F

`

F

`

F
`

Obrázek 10: Parabola s ohniskem F = (0, 3) a øídící pøímkou ` : y = −3
v maximové metrice a po rotaci ohnisek a pøímky o úhel ϕ ∈ { π12 , π6 , π4 } podle
poèátku.
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3 Úloha pro ètenáøe

Na závìr máme pro ètenáøe jeden nelehký, ale nikoliv nezvládnutelný úkol, a to
vy¹etøit, jaké tvary mohou mít ku¾eloseèky v prostoru R2 s paøí¾skou metrikou.
Poskytneme i drobnou nápovìdu:

• Opìt doporuèujeme zaèít pøípadem symetricky umístìných ohnisek F1 =
(−c, 0) a F2 = (c, 0) v pøípadì elipsy a hyperboly, resp. ohniska F = (0, c)
a øídící pøímky ` : y = −c v pøípadì paraboly. Nejzajímavìj¹í je pøípad
elipsy, ilustrace viz obr. 11.

x
−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5

−3

−2

−1

1

2

3

y

0

F1 F2

Obrázek 11: Elipsa s ohnisky F1 = (−3, 0) a F2 = (3, 0) a a = 5 v paøí¾ské
metrice.

• Je dobré si uvìdomit, ¾e paøí¾ská metrika je invariantní vùèi rotaci podle
poèátku, ale není invariantní vùèi translaci. Proto je tentokrát potøeba pro
vy¹etøení v¹ech mo¾ných tvarù ku¾eloseèek posouvat symetricky umístìná
ohniska, resp. ohnisko a øídící pøímku o v¹echny mo¾né vektory Z ∈ R2.
Na obr. 12 ilustrujeme pøípad elipsy, který je opìt nejzajímavìj¹í.

x
−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5

−3

−2

−1

1

2

3

y

0

F1 F2

F ′
1 F ′

2

=

Obrázek 12: Elipsa s ohnisky F1 = (−2, 2) a F2 = (4, 2) (tedy ohniska z obr. 11
posunutá o vektor (1, 2)) a a = 5 v paøí¾ské metrice. Polomìr kru¾nice je

√
2 +√

5.

Budeme rádi, kdy¾ nám svá øe¹ení za¹lete na adresu lubomira.dvorakova@fj�.cvut.cz.
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