Kuzelosecky v neeukleidovskych prostorech
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Abstrakt

V ¢lanku se vénujeme zkoumdni tvaru kuzelosecek v nékolika zaji-
mavych metrickych prostorech. Zatimco tvary elipsy, hyperboly a para-
boly v eukleidovském prostoru jsou vSem dobfe znamé, tvary kuzelosecek
v prostorech s diskrétni, manhattanskou, maximovou ¢i parizskou metri-
kou jisté nejednoho Ctenare prekvapi.

Uvod

Kdyz vam tekneme, ze jsme potkali medvéda a byl jen metr od nds, budete se
divit, Ze jsme jesté Zivi. Automaticky totiz predpokladate, ze vzdalenost mérime
v eukleidovském prostoru. Jak uvidite dale, v diskrétnim prostoru bychom v jed-
notkové vzdalenosti nutné ohrozeni nebyli.

Clanek si klade za cil sezndmit Gtendfe s riiznymi metrickymi prostory.
Abychom ilustrovali, jak jsou prostory s riznymi metrikami rozdilné, popiSeme
déle tvary kuZelosecek (kruZnice, elipsa, hyperbola, parabola) v nich. Uvidite,
jak rozmanité vysledky dostaneme. Inspiraci ndm byla bakalaiska préace [1], jez
se vénovala tvarim kuzelosecek v prostoru s manhattanskou metrikou. Jedno-
duchy tvod do metrickych prostort poskytuje [2].

1 Metrika

Metrika je zobecnénim pojmu vzdéalenost. Axiomy, kterymi ji definujeme, plynou
z prirozenych vlastnosti vzdalenosti.

Definice 1. Méjme neprizdnou mnozinu M. Zobrazeni d : M x M — R nazveme
metrikou, pokud splniuje ndsledujici axiomy pro kazZdé X,Y,Z € M:

1. d
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Y)=0 & X=Y,
- d(X,Y)
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(X,Y) = d(Y, X),
a(x

Y) < d(X,Z)+d(Z,Y).
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Usporadané dvojici (M, d) fikdme metricky prostor. Prvni axiom odpovidé faktu,
ze vzdalenost je vzdy nezaporna. Druhy axiom 1ika, Ze riznd mista maji mezi
sebou vzdy nenulovou vzdalenost. Tieti axiom se tyka symetrie vzdalenosti.
Ctvrty axiom je tzv. trojihelnikova nerovnost a odpovida tomu, Zze jdeme-li
z mista X do Y pres néjaky predepsany bod Z, vzdy urazime alespon takovou
vzdalenost, jako kdyz jdeme nejkratsi cestou.

Metrik existuje nekone¢né mnoho. Nékteré jsou inspirovany redlnym svétem,
jiné jsou ryze abstraktni. Nize uvadime priklady nejznaméjsich metrik v prostoru
R? = {(z,y) |2,y € R}

1.1 Eukleidovska metrika

Prikladem nejznaméjsi metriky je eukleidovskd metrika, kterou zname z kaz-
dodenntho Zivota. Je definovdna pro kazdé X = (z1,22),Y = (y1,12) € R?
jako

de(X,Y) = /(21 = 91)? + (22 — y2)2.

1.2 Diskrétni metrika
Nejjednodussi moznou metrikou je metrika diskrétni. Pro kazdé X,Y € R? plati:

| Opro X =Y,
do(X,Y) _{ 1pro X #£Y.

Pravé v této metrice maji libovolné dva rtzné body jednotkovou vzdalenost.
Tedy vratime-li se k prikladu z ivodu, budeme-li stat na libovolném misté jen
ne primo na medvédovi, bude nase vzdalenost od medvéda v diskrétnim prostoru
vzdy rovna jedné.

1.3 Manhattanski metrika

Tato metrika je inspirovana tvarem ulic na Manhattanu — ulice tam tvoii pravo-
tihlou sit. Rika se ji také newyorsk4 metrika. Na obr. 1 je vidét, Ze abychom se
dostali v takové siti ulic z bodu X = (z1,22) do bodu Y = (y1,y2) mame vice
moznosti. Vzdy ujdeme vzdalenost |x; — y1| + |22 — ya|. Pravé tak definujeme
manhattanskou metriku:

di(X,Y) = |z1 — 1| + |22 — yal.

1.4 Maximova metrika

Piikladem cisté abstraktni metriky je metrika maximova (viz obr. 2). Definujeme
ji pro kazdé X = (z1,22),Y = (y1,%2) € R? jako

doo(X,Y) = max{|z1 — y1|, |22 — y2|}



Obrazek 1: Vzdalenost mezi dvéma body v manhattanské metrice.
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Obrézek 2: a) Vzdalenost mezi dvéma body v maximové metrice. V tomto pii-
padé doo(X,Y) = yo — 2. b) Vzdalenost mezi body A, B v parizské metrice je
rovna eukleidovské vzdalenosti, jelikoz lezi na stejné primce jdouci pocatkem O.
V piipadé boda C, D je vzdalenost rovna d.(C,O) + d.(D,O), jelikoz pfimka
s body C, D pocatkem neprochazi.

1.5 Parizska metrika

Dalsi metrikou, kterd Cerpd inspiraci v readlném svété, je metrika pafizskd (nebo
také postackd). Zelezni¢ni sif ve Francii byla vybudovéana tak, Ze traté byly
podobné paprskiim vychézejicim ze spole¢ného stfedu — z Parize. Pokud se
dva body X a Y nachéazeji na stejné trati, pak vzdalenost mezi nimi je eu-
kleidovska. Pokud ale lezi kazdy na jiné trati, pak jejich vzdalenost je rovna
sou¢tu eukleidovské vzdalenosti X od Parize a eukleidovské vzdalenosti Y od
Pafize. Podle tohoto modelu definujeme paiizskou metriku (viz obr. 2) pro kazdé
X = (z1,22),Y = (y1,92) € R? jako

de(X,Y) pro X a Y lezici na stejné p¥imce jdouci
d,(X,Y) = pocatkem O = (0,0),
de(X,0) 4+ d.(Y,0) jinak.



2 Kuzelosecky v metrickych prostorech

Kuzelosecky v eukleidovském prostoru jsou kfivky, které vznikaji prinikem ro-
viny s rota¢nim kuzelem. V nasledujicim textu uvedeme zobecnéni definic kruz-
nice, elipsy, hyperboly a paraboly v R? s obecnou metrikou d. Posléze vysetiime
jejich tvary v riiznych metrickych prostorech.

KruZnice

Definice 2. Kruznice K se stedem S = (s1,s2) € R? a polomérem r > 0 je
mnozina vSech bodu v roviné, které€ lezi ve vzddlenosti r od stiedu S. Formdiné
2apsdno:

K={XecR?|d(X,S)=r}.

Elipsa

Definice 3. Elipsa £ s ohnisky Fy, F» € R? Fy # Fs, a s hlavni poloosou délky
a > 0 je mnoZina vsech bodu v roviné, které maji konstantni soucet vzdalenosti
od ohnisek Fy a F5 rovny 2a. Formdlné zapsdno:

E={X cR?|d(X,F)) +d(X, F,) = 2a}.

Staci uvazovat vzdalenost ohnisek nejvyse rovnou 2a. Z trojihelnikové nerov-
nosti a symetrie totiz plyne, ze pro libovolny bod X nélezejici elipse plati:

d(Fy, Fo) < d(X, F1) + d(X, F») = 2a. (1)
Je tedy jasné, ze pro ohniska ve vzdalenosti vétsi nez 2a je elipsa prazdna

mnozina.

Hyperbola

Definice 4. Hyperbola H s ohnisky Fy,Fy € R?, Fy # Fy, a s hlavni poloosou
délky a > 0 je mnoZina vsech bodi v rovine, které maji konstantni absolutni
hodnotu rozdilu vzddlenosti od ohnisek Fy a Fy rovnou 2a. Formdlné zapsano:

H={XcR?| |dX,F)—d(X,F)| =2a}.

Staci uvazovat vzdalenost ohnisek alespon 2a. Z trojihelnikové nerovnosti a sy-
metrie totiz plyne, Zze pro libovolny bod X nalezejici hyperbole plati:

d(Fr, F2) > [d(X, 1) — d(X, F2)| = 2a. (2)

Je tedy jasné, ze pro ohniska ve vzdalenosti mensi nez 2a je hyperbola prazdna
mnozina.



Parabola

Definice 5. Parabola P s ohniskem F € R? a Fidici primkou £ C R2, F & ¢,
je mnozina vsech bodi v roviné, které maji stejnou vzddlenost od ohniska F
a primky €. Formdlné zapsdno:

P={X cR?|d(X,F)=d(X,0)},

pricemz d(X,¢) = inf{d(X,Y) | Y € ¢}

2.1 KuzZelosecky v diskrétni metrice
Uvidime, ze nastavaji jen trivialni pripady.
e KruZnice: Tvar kruZnice (definice 2) zavisi na hodnoté poloméru r > 0.

1. Pokud r # 1, pak je kruznice prdzdnd mnozina, tj. K = .
2. Pokud r = 1, pak kruznice obsahuje vSechny body roviny kromé
stiedu S, tj. K = R?\ {S}.

e Elipsa: Tvar elipsy (definice 3) zavisi na hodnoté parametru a > 0. Stadi
uvazovat a > 3, protoze 1 = do(F, F») < 2a podle (1).

1. Pokud a = 3, pak dostavdme rovnici do(X, Fy) + do(X, F2) = 1. Aby
byla splnéna, musi byt X = Fy nebo X = Fy, tudiz € = {F, F»}.

2. Pokud a = 1, pak mame rovnici do(X, F1) + do(X, F») = 2. Ta plati
pro viechny body roviny rtizné od ohnisek, tj. £ = R? \ {F}, F)}.

3. Proa > %,a # 1, je elipsa prazdnd mnozina, tj. £ = 0.

e Hyperbola: Tvar hyperboly (definice 4) zavisi na hodnoté parametru
a > 0. Sta¢i uvazovat a < 3, protoze 1 = do(Fy, F») > 2a podle (2).

1. Pokud a = 1, pak dostavame rovnici |do(X, F1)—do(X, F2)| = 1. Aby
byla splnéna, musi byt X = F} nebo X = Fy, tudiz H = {F}, F»}.

2. Proa > 0,a # %, je hyperbola prazdna mnoZina, tj. H = 0.

e Parabola: JelikoZ do(X, F') a do(X, £) nabyvaji pouze hodnot 0 a 1, madme
nasledujici moznosti:
1. do(X, F) = do(X,£) = 0, coz implikuje X = F a X € £. Jelikoz ale
F & ¢, tato moznost pro zddny bod X z paraboly nenastava.
2. do(X,F) = do(X,€) = 1, coZ implikuje X # F a X ¢ (. Tudiz
parabola obsahuje vSechny body roviny kromé ohniska a kromé bod
iidici pfimky, tj. P = R?\ ({F} U /).



2.2 KuzZelosecky v manhattanské metrice

J. Bruna ve své bakaldi'ské praci [1] odvozuje tvar kuZzelosefek v manhattanské
metrice. K tomu vyuziva geometrického postupu, tzv. bodové konstrukce pomoci
prisecikd kruznic. Na obr. 3 ilustrujeme podobu kuzelosecek, jak ji vySetiil
autor [1]. Pro zajimavost uvedme, Ze kruznice mé pii takové metrice tvar ¢tverce
otoceného kolem svého stiedu o thel 7. Toto tvrzeni si Ctendr snadno sdm
rozmysli na zakladé definice kruznice.
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Obrazek 3: a) elipsa, b) hyperbola, c¢) parabola v manhattanské metrice v za-
vislosti na vzajemné poloze ohnisek, resp. ohniska a ridici pfimky.

2.3 Kuzelosecky v maximové metrice

Pro snazsi odvozeni tvaru kuzelosecek v prostoru s maximovou metrikou pouzi-
jeme vzorec pro vyjadieni maxima z ¢isel z,y € R:

max{z,y} = 3 (& +y -+ |o — o)) @



2.3.1 KruZnice v maximové metrice

PiepiSme obecnou definici kruZznice (definice 2) do tvaru pro maximovou met-
riku:
K = {(z,y) € R? | max{|z — 51|, |y — s2|} = r}.

Ctenaf si snadno rozmysli, Ze takové rovnici vyhovuje Gtverec se stfedem S
a délkou strany 2r, viz obr. 4.

Obrézek 4: Kruznice se stfedem S a polomérem r v maximové metrice.

2.3.2 Hyperbola v maximové metrice

Odvozeni tvaru piedvedeme na piikladé hyperboly s ohnisky F; = (—c¢,0)
a Fy = (¢,0) pro ¢ > 0 a posléze okomentujeme, jak ziskat tvar hyperboly s obec-
nymi ohnisky. Sta¢i uvazovat a < ¢, protoze 2a < doo(F1, F») = 2¢ podle (2).
Pro jednoduchost odvodime tvar nasi specidlni hyperboly v prvnim kvadrantu,
zbytek hyperboly pak ziskdme vyuzitim jejich symetrii.

V definici hyperboly (definice 4) nahradime vzdalenosti d(X, F}) a d(X, F»)
prislusnymi tvary vzdalenosti mezi témito body v maximové metrice, z ¢ehoz
ziskdme rovnici:

[max{|z +cf, |y|} — max{|z — |, ly[}| = 2a,

jiz pak za pouziti vyjadieni (3) pFevedeme na snadno FeSitelny tvar:
’|$+C| +lyl+ |le+cl = lyl| = |z —c| = |y| = ||z — ¢| — |y|]’ =4a. (4)

e Reseni rovnice pro x € [0,¢) a y >0
V této oblasti je hodnota vyrazu x — ¢ zapornd a hodnota vyrazu x + ¢
kladné, z ¢ehoz ziskdme rovnici:

|2x+\x+c—y|—|c—x—y||:4a,

kterou vyfesime pro 3 oblasti: y € [0,c—x),y €E[c—z,z+c)ay > x+c.
V oblasti y € [0,c—z) je feSenim piimka & = a, v oblasti y € [c—x,z+¢)
je reSenim pifimka y = x 4 ¢ — 2a. Nakonec pro oblast y > = + ¢ je feSenim
prézdna mnozina. Jednotlivé ¢asti vysledku jsou znazornény na obr. 5.



Obrazek 5: Znazornéni feseni v oblasti x € [0,¢) ay € [0,c—x) (vlevo) a v oblasti
x €[0,¢) ay € [c—x,z+ ¢) (vpravo) pro hyperbolus c =3 a a = 2.

e ReSeni rovnice pro z>cay >0
V oblasti ¢ > ¢ a y > 0 maji vyrazy * — ¢ a = + ¢ kladnou hodnotu.
V disledku toho ziskdvame rovnici:

|2¢+ &+ c—y| — |z — c— y|| = 4a.

VyfeSenim této rovnice ziskdme pro oblast y € [0, 2—c) prdzdnou mnozinu,
pro oblast y € [x — ¢,z + ¢) pfimku y = 2 + ¢ — 2a a pro oblast y > x + ¢
opét prazdnou mnozinu. Celkové je tedy hyperbola v prvnim kvadrantu
sjednocenim tsecky a polopfimky (viz obr. 6):

x=aproyé€[0,c—a,

y=z+c—2aprozx > a.

Obrézek 6: Znézornéni feSeni v oblasti © > ca y € [z — ¢,z + ¢) pro hyperbolu
s ¢ =3 a a =2 (vlevo). Hyperbola s ohnisky F; = (—3,0) a F» = (3,0) a a =2
v prvnim kvadrantu (vpravo).

V maximové metrice je hyperbola (4) symetrickd podle osy x, protoZe
s kaZzdym bodem (x,y) obsahuje i bod (x, —y). Déle je zde symetrie podle



osy y, jelikoz s kazdym bodem (z,y) lezi na hyperbole i bod (—z,y). Pro
ziskani celé hyperboly tedy stac¢i pouze tvar hyperboly z prvniho kvadrantu
podle danych symetrii zobrazit. Vysledny tvar hyperboly je znazornén na
obr. 7.

Obrézek 7: Hyperbola s ohnisky F; = (—3,0) a F5 = (3,0) a a = 2 v maximové
metrice.

e Obecny tvar hyperboly v maximové metrice
Ze specialné zvolenych ohnisek F} = (—c¢,0) a F» = (¢, 0) ziskdme libovolna
ohniska jejich rotaci kolem poc¢atku a translaci. Podivejme se, zda translace
a rotace bod@ méni jejich maximovou vzdélenost.

Pozorovani 1. Mazimovd metrika je invariantni vici translaci v R2.

Diikaz. Necht X = (z1,72),Y = (y1,92) € R% Potom do(X,Y) =
max{|z;—y1|, |r2—y2|}. Posuneme-li tyto body o vektor Z = (21, z3) € R?,
potom doo (X + Z,Y + Z) = max{|z1 + 21 —y1 — 21], |z2 + 22 —y2 — 22|} =
doo (X, Y). O

Pozorovani 2. Mazimovd metrika neni invariantni vici rotaci kolem
pocdtku v R?.

Diikaz. Uvazujme body (1,0) a (0,1). Pokud je oto¢ime o tihel 7 kolem
pocatku proti sméru rucicek hodin, dostaneme body (?, ?) a (—%, ?) .
Plati:

Ao ((1,0),(0,1)) = 1 £ V2= duo (2, 2) , (-2, 42)).
O

Z pozorovani 1 a 2 plyne, ze pro ziskani vSech moznych tvart hyperboly
v R? s maximovou metrikou sta¢i uvazovat hyperboly s ohnisky ziskanymi



rotaci ohnisek F; = (—¢,0) a F» = (¢,0) kolem pocéatku, tj. s ohnisky

F| = (—ccosp,csing) a Fy = (ccos g, —csin p). Resi se tedy rovnice:

|max{|z+ccos ¢, [y—csin p|} —max{|z—ccos |, [y+csing|}| = 2a. (5)

Dokonce se miizeme omezit na thel ¢ € (0,7%) diky nasledujici Gvaze:
Zrcadlime-li libovolnda ohniska lezici symetricky podle poc¢atku na kruznici
poloméru ¢

— podle osy x,

— podle osy vy,

— podle osy x =y,

pak vyslednou hyperbolu ziskdme z ptvodni stejnym zrcadlenim. Toto
pozorovani si ¢tenar snadno rozmysli z tvaru rovnice (5).

!

F

Obréazek 8: Hyperbola s ohnisky F; = (—3
metrice a po rotaci ohnisek o thel ¢ € {%

,0) a Fy = (3,0) a a = 2 v maximové

& %} podle pocatku.

Na obr. 8 ilustrujeme, jak dopadne feSeni rovnice (5) pro thel ¢ € {0, %5, &, 5},
tj. jak vypadaji hyperboly ziskané rotaci ohnisek F; = (—¢,0) a F» = (¢, 0)
kolem pocatku o prislusné thly.

2.3.3 Elipsa a parabola v maximové metrice

Analogickym postupem, jakym jsme vySetfili tvar hyperboly, 1ze vySet¥it i elipsu
a parabolu. Opét ilustrujeme mozné tvary:

e Na obr. 9 je elipsa s ohnisky Fy = (—¢,0) a F5» = (c¢,0) otofenymi kolem
pocatku o thel ¢ € {0, {5, &, T} Opét plati, ze staci zkoumat rotace o tihel
@ € (0, %) a viechny ostatni tvary elipsy ziskame zrcadlenimi podle osy
x, podle osy y a podle osy x =y
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Obrazek 9: Elipsa s ohnisky F; = (—3,0) a 5 = (3,0) a @ = 5 v maximové
metrice a po rotaci ohnisek o tthel ¢ € {{5, &, 5} podle pocatku.

e Na obr. 10 je parabola s ohniskem F = (O c) a fidici piimkou £ : y = —c
oto¢enymi kolem pocatku o thel ¢ € {0, 75, &, T }- Staci zkoumat rotace
o tthel ¢ € (0,%) a vSechny ostatni tvary paraboly ziskdme zrcadlenimi
podle osy x, podle osy y a podle osy x =

xe
=

Obrézek 10: Parabola s ohniskem F' = (0,3) a fidici pfimkou ¢ : y = —3
v maximové metrice a po rotaci ohnisek a piimky o thel ¢ € {{5, %, 7} podle

pocatku.
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3 Uloha pro étenaie

Na zévér mame pro ¢tenare jeden nelehky, ale nikoliv nezvladnutelny ukol, a to
vysetfit, jaké tvary mohou mit kuzelosecky v prostoru R? s paiizskou metrikou.
Poskytneme i drobnou napovédu:

e Opét doporucujeme zacit pripadem symetricky umisténych ohnisek F} =
(=¢,0) a F5 = (¢,0) v pfipadé elipsy a hyperboly, resp. ohniska F' = (0, ¢)

vevs

elipsy, ilustrace viz obr. 11.

1
B 12
-5 -4 -3 Iklij 3 4 5
-1

-3

Obrazek 11: Elipsa s ohnisky F; = (=3,0) a F5 = (3,0) a a = 5 v pafizské
metrice.

e Je dobré si uvédomit, ze parizska metrika je invariantni viéi rotaci podle
pocatku, ale neni invariantni vici translaci. Proto je tentokrat potieba pro
vySetfeni vSech moznych tvart kuzelosecek posouvat symetricky umisténa
ohniska, resp. ohnisko a fidici pfimku o viechny mozné vektory Z € R2.
Na obr. 12 ilustrujeme pripad elipsy, ktery je opét nejzajimavéjsi.

Yy

b2 28
-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2
-1

-2

-3

Obrézek 12: Elipsa s ohnisky F; = (—2,2) a F» = (4,2) (tedy ohniska z obr. 11
posunuté o vektor (1,2)) a a = 5 v paifzské metrice. Polomér kruznice je v/2 +

V5.

Budeme radi, kdyz nam svéa fesSeni zaslete na adresu lubomira.dvorakova@fjfi.cvut.cz.
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