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Abstrakt
Valná v¥t²ina z nás zapisuje p°irozená £ísla v desítkové (decimální) soustav¥ s ciframi

od 0 do 9. Pro po£íta£e je z technických d·vod· výhodné reprezentovat £ísla v dvojkové
(binární) soustav¥ s ciframi 0 a 1. A£ jsou tyto dva zp·soby nejroz²í°en¥j²í, nejsou jediné moºné
a v £etných úlohách nejsou ani nejvýhodn¥j²í. Podíváme se, co se stane, kdyº v zápisech £ísel
p°ipustíme i záporné cifry.

1 Historie uºití záporných cifer v zápisu p°irozených £ísel
Uº od první t°ídy základní ²koly se u£íme po£ítat s p°irozenými £ísly 1, 2, 3, . . . a zapisujeme je
výlu£n¥ v desítkové (decimální) soustav¥ s ciframi od 0 do 9. Víme, ºe 923 je decimálním zápisem
£ísla 9 · 100 + 2 · 10 + 3 · 1. P°ipus´me nyní i záporné cifry, nap°. z mnoºiny {−9, . . . , 0, . . . , 9}. Pro
p°ehlednost budeme záporné cifry v zápisu zna£it pruhem: 2 = −2. Pak £íslo osmnáct má
dva r·zné zápisy: 18 a 22, kde 22 je zápis £ísla 2 · 10− 2 · 1, coº je skute£n¥ osmnáct. Soustavám,
které p°ipou²tí vícero zápis· stejného £ísla, °íkáme redundantní. Neznamená to ale, ºe by soustavy
se zápornými ciframi musely být vºdy redundantní. Nap°íklad v balancované desítkové soustav¥,
kde cifry bereme z mnoºiny {−4, . . . , 0, . . . , 5}, má kaºdé £íslo jediný zápis. Tuto soustavu oceníme
p°i násobení, vysta£íme totiº s malou násobilkou (do 5× 5 1), jak ilustruje následující p°íklad.

141× 13 =

1 4 (−1)
1 (−3)

(−4) (−2) 3
1 4 (−1)
1 0 (−3) 3

Obrázek 1: Uvaºujme sou£in 139 · 7 = 973. Zapí²eme-li 139 a 7 v balancované desítkové soustav¥,
máme 141 a 13 (protoºe 1 · 100+4 · 10+ (−1) · 1 = 139 a 1 · 10+ (−1) · 3 = 7). Násobení provádíme
analogickým zp·sobem jako v klasické desítkové soustav¥. Sami ov¥°te, ºe zápis 1033, který vy²el
p°i násobení v balancované soustav¥, odpovídá hodnot¥ 973. A vyzkou²ejte si t¥º²í p°íklad 136·257.

První, kdo si uv¥domil výhody balancované decimální soustavy, byl anglický profesor ma-
tematiky John Colson (1680 � 1760), který vyuºíval záporných cifer k urychlení aritmetických
operací, hlavn¥ násobení (viz. £lánek [2]), jeº se v jeho dob¥ provád¥lo ru£n¥. Colson nebyl jen do-
brým matematikem. Spí²e je známý jako p°ekladatel (angli£tina, latina, francouz²tina, ital²tina).

∗Fakulta jaderná a fyzikáln¥ inºenýrská, �eské vysoké u£ení technické v Praze
†Gymnázium Trutnov
‡Gymnázium �eskolipská, Praha 9
1Pro násobení pouºíváme ob£as symbol · a ob£as symbol ×. Oba symboly zna£í to samé a st°ídavé pouºití se

°ídí jen na²ím vkusem.
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Jeho nejvýznamn¥j²ím po£inem je p°eklad Newtonových Principií z latiny do angli£tiny, cenným
p°ínosem jsou zejména jeho vysv¥tlující komentá°e. Zasadil se také o zp°ístupn¥ní po£t· ºenám,
které nem¥ly v Anglii 18. století právo na vzd¥lání.

Obrázek 2: John Colson a Augustin Louis Cauchy

Také vynikající francouzský matematik Augustin Louis Cauchy (1789 � 1857) 2 vyuºíval zá-
porných cifer, a to s cílem p°edcházet chybám ve výpo£tech (viz. £lánek [3]). O jeho charakteru sice
nekolují nejlep²í zv¥sti � jsou známé p°ípady, kdy si p°ivlastnil objevy jiných matematik·� jeho
p°ínos matematice je ale nepopiratelný. U£ebnice Cours d'analyse (1821), v níº sepsal své p°ed-
ná²ky na prestiºní Ecole polytechnique, je dodnes základem vysoko²kolské matematické analýzy.
Byl také plodným autorem matematických £lánk·. Py²ní se 789 publikacemi, více jich v jeho dob¥
m¥li na svém kont¥ pouze Arthur Cayley a Leonhard Euler.

Historie uºití záporných cifer má ov²em je²t¥ hlub²í ko°eny. A£ nev¥domky, vyuºívali jejich
výhod jiº st°edov¥cí obchodníci. Dochovaly se záznamy o tzv. cikánské násobilce, která umoº¬uje
pomocí prst· násobit do 9× 9. Její princip pochopíte z následujícího obrázku.

Obrázek 3: Pokud chceme násobit 8× 7, zeptáme se: �Osm a kolik je deset¾` �A dva.� Skr£íme dva
prsty na první ruce (c = 2). To samé ud¥láme s £íslem sedm. Schováme tedy t°i prsty na druhé
ruce (d = 3). Na pozici desítek napí²eme sou£et vzty£ených prst· (a + b = 3 + 2 = 5) a na pozici
jednotek napí²eme sou£in skr£ených prst· (c · d = 2 · 3 = 6). A obdrºíme správný výsledek 56.

Bystrý £tená° si snadno rozmyslí, ºe algoritmus je pouºitelný jen násobení £ísel, která jsou ob¥
v¥t²í neº 5, a ºe funguje díky následujícím rovnostem (a také si v²imne, ºe p°i násobení n¥kterých
£ísel narazíme na jistá úskalí!)

(10− c)(10− d) = 100− (c + d)10 + cd
= 10(10− c− d) + cd
= 10(a + b) + cd.

2Zmi¬me pro zajímavost, ºe Cauchy pobýval krátce v Praze (1833 � 35). Dostal se sem jako u£itel vnuka krále
Karla X., který byl svrºen z tr·nu p°i £ervencové revoluci roku 1830 a byl nucen opustit Francii.

2



Na²e historické putování zakon£íme zmínkou o °ímských £íslicích. My²lenka záporných cifer
se totiº objevuje i v °ímském zápisu. P°edchází-li niº²í cifra vy²²í, znamená to ode£ítání: IV =
5−1 nebo XC = 100−10. Pro p°esnost dodejme, ºe takové �ode£ítací� zápisy jsou aº vymoºeností
st°edov¥ku. �ímané sami psali 4 jako IIII a 90 jako LXXXX.

2 Balancovaná ternární soustava � váºení a peníze
Trojková (ternární) soustava nemá praktické uplatn¥ní � nepo£ítáme s ní v b¥ºném ºivot¥ a ani
po£íta£e s ní nepracují. 3 P°esto se k ní váºou dv¥ úlohy, které stojí za zmínku (detaily a dal²í
úlohy najdete v [4]).

1) Jakou nejmen²í sadu závaºí je t°eba zvolit, chceme-li na rovnoramenných vahách váºit p°edm¥ty
o hmotnostech 1, 2, . . . , 40 kg?

Rozmysleme si nejprve, ºe t°i závaºí nesta£í. Kdybychom m¥li 3 závaºí o hmotnostech A, B,C,
pak moci zváºit p°edm¥t o hmotnosti m znamená najít £ísla a, b, c ∈ {−1, 0, 1} taková, ºe

m = a ·A + b ·B + c · C,

kde
• a = 1 znamená, ºe závaºí hmotnosti A je na opa£né misce váhy neº váºený p°edm¥t,
• a = −1 znamená, ºe závaºí hmotnosti A je na stejné misce váhy jako p°edm¥t,
• a = 0 znamená, ºe závaºí hmotnosti A jsme k vyváºení p°edm¥tu nepouºili.

Analogická je role b a c. Kdyº dosadíme za a, b, c v²echny moºné trojice z −1, 0 a 1 (nap°. a =
0, b = 1, c = −1 nebo a = 1, b = 1, c = −1 atd.), dostaneme nejvý²e 3 · 3 · 3 = 27 r·zných hodnot
pro m, coº je mén¥ neº 40.

�e²ením úlohy je sada závaºí hmotností 1, 3, 9 a 27 kg. Ov¥°te sami, ºe kaºdé £íslo m od 1 do
40 se dá psát ve tvaru

m = a · 1 + b · 3 + c · 9 + d · 27,

kde a, b, c, d ∈ {−1, 0, 1}. Nap°íklad 5 = (−1) · 1 + (−1) · 3 + 1 · 9 + 0 · 27.
Platí dokonce následující rovnost, z níº správnost °e²ení p°ímo plyne (omlouváme se za nefér

hru � vyp·j£íme si totiº na chvíli spí²e vysoko²kolské zna£ení):
{ak3k + ak−13k−1 + · · ·+ a131 + a030

∣∣ ai ∈ {−1, 0, 1}} = (1)

= {− 3k+1−1
2 , . . . , 0, . . . , 3k+1−1

2 }.
Tedy dosadíme-li za k = 3, dostaneme

{a333 + a232 + a131 + a030
∣∣ ai ∈ {−1, 0, 1}} = {−40, . . . , 0, . . . , 40}.

Vidíme proto, ºe pomocí cifer −1, 0, 1 a mocnin trojky 1, 3, 9, 27 vyrobíme jakékoliv £íslo od −40
do 40.

2) Rozmyslete si, ºe ze vztahu (1) plyne i následující tvrzení: P°edstavte si, ºe máme bankovky
v hodnotách mocnin t°í, tj. 1, 3, 9, 27, 81, . . . , a ºe máme v pen¥ºence od kaºdé bankovky jeden kus.
Kdybychom pozvali instalatéra a on si °ekl za opravu topení o jakoukoliv £ástku, byli bychom mu
schopni zaplatit za p°edpokladu, ºe i on by m¥l od kaºdé bankovky jeden kus.

3V po£átcích po£íta£ové historie existovaly po£íta£e reprezentující £ísla v ternární soustav¥.
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3 Redundantní aritmetika
Opus´me nyní soustavy, ve kterých jsou zápisy £ísel jednozna£né, a p°esv¥d£me se nejprve, ºe
existence více r·zných zápis· stejného £ísla m·ºe p°inést jisté výhody.

3.1 Binární soustava
Jak jsme zmínili v abstraktu, po£íta£e pouºívají binární soustavu s ciframi 0 a 1. V takové soustav¥
je násobení vlastn¥ jen opakovaným s£ítáním. Spo£t¥me sou£in £ísel 11 a 5, které mají binární
zápisy 1011 (protoºe 1 · 23 + 0 · 22 + 1 · 21 + 1 · 20 = 11) a 101 (protoºe 1 · 22 + 0 · 21 + 1 · 20 = 5).
Snadno si algoritmus vymyslíte, je podobný jako v decimální soustav¥.

1011× 101 =

1 0 1 1
1 0 1

1 0 1 1
0 0 0 0

1 0 1 1
1 1 0 1 1 1

Dostáváme výsledek 1100111, coº je zápis £ísla 1·25+1·24+0·23+1·22+1·21+1·20 = 55, tedy správná
hodnota. Navíc pozorujeme, ºe rychlost této operace je p°ímo úm¥rná po£tu jedni£ek v binárním
zápisu násobitele (v na²em p°ípad¥ 101). Práv¥ tolik s£ítání totiº musíme provést. Pravd¥podobnost
výskytu nuly v klasickém binárním zápisu je 1/2. P°ipus´me nyní v binární soustav¥ cifry −1, 0, 1.
Tím se stává redundantní, protoºe nap°íklad £íslo 15 lze zapsat jako 1111 a také jako 10001 (vskutku
1·24+0·23+0·22+0·21+(−1)·20 = 15). Kdyº z moºných zápis· vybereme ten s maximálním po£tem
nul (rozmyslete si, jakým algoritmem to lze provést), pak pravd¥podobnost výskytu nuly zvý²íme
na 2/3. Z tohoto d·vodu je výhodné násobení v redundantní binární soustav¥. Poznamenejme, ºe
nej£ast¥ji pouºívaná ²ifrovací metoda RSA je zaloºena na násobení £ísel velkých °ádov¥ 10100.

3.2 Avizienis·v algoritmus
Krom¥ násobení je nespornou výhodou redundantních soustav také moºnost paralelního s£ítání. P°i
klasickém s£ítání se objevuje p°enos, který znemoº¬uje provád¥t s£ítání na kaºdé pozici nezávisle na
p°edchozích. Sami si napi²te na kus papíru algoritmus sou£tu 9999 a 1 a uv¥domte si, jak si v kaºdém
kroku musíte pamatovat jedni£ku. Francouzský informatik Christophe Mazenc dokázal, ºe kaºdý
algoritmus pro paralelní s£ítání vyºaduje redundantní soustavu. S prvním takovým algoritmem
p°i²el v roce 1961 litevský matematik Algirdas Avizienis [1]. Jeho algoritmus funguje pro báze
b ≥ 3 a cifry od −a do a, kde a ≤ b− 1 a 2a ≥ b + 1. Jednotlivé cifry sou£tu sn+1sn . . . s1s0 £ísel
xn . . . x1x0 a yn . . . y1y0 se získají takto si = wi + ti, kde pro i = 0, 1, . . . , n

ti+1 =




−1, kdyº xi + yi ≤ −a,
+1, kdyº xi + yi ≥ a,

0, kdyº − a < xi + yi < a,

wi = xi + yi − bti+1,

t0 = 0 = wn+1.

Takové s£ítání je vskutku paralelní, pokud máme k dispozici tolik procesor·, ºe kaºdá po-
zice m·ºe být zpracována jedním z nich. Prob¥hne ne jeden, nýbrº t°i paralelní kroky. Nejprve
napo£teme naráz v²echna ti+1. Sta£í nám k tomu znát hodnoty xi a yi, speciáln¥ si nepot°ebujeme
pamatovat xj a yj pro j < i. Poté napo£ítáme naráz v²echna wi, k £emuº nám sta£í znalost xi, yi

a v p°edchozím kroku napo£teném ti+1. Na záv¥r spo£teme op¥t v jediném kroku v²echna si.
Uvaºujeme-li bázi b = 10, pak nejmen²í rozsah cifer a, který vyhoví vý²e uvedeným podmínkám

a ≤ 9 a 2a ≥ 11, je a = 6. Sou£et £ísel 2389 a 2672, která mají v redundantní decimální soustav¥
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s ciframi od −6 do 6 po °ad¥ zápisy 3611 a 3332, se pomocí tohoto algoritmu vypo£ítá následovn¥:

i 4 3 2 1 0
xi 3 −6 −1 −1
yi 3 −3 −3 2

xi + yi 6 −9 −4 1
ti+1 1 −1 0 0
wi 0 −4 1 −4 1
si 1 −5 1 −4 1

Výsledek 15141 je správný, nebo´ 2389+2672 = 5061 a 1·104+(−5)·103+1·102+(−4)·101+1·100 =
5061.

Pro pouºití Avizienisova algoritmu pot°ebujeme p°evád¥t £ísla z desítkové soustavy do redun-
dantní desítkové s ciframi od −6 do 6 a naopak (hovo°íme o konverzi £ísel). Snadno nahlédneme
jak postupovat podle následujícího p°íkladu.

• Chceme-li zapsat 2389 v redundantní soustav¥, v prvním kroku p°i£teme 6666

2389 + 6666 = 9055,

v dal²ím kroku ode£teme od posledních £ty° cifer sou£tu 6

9− 6 = 3 0− 6 = −6 5− 6 = −1 5− 6 = −1,

výsledek: 3611.

• Chceme-li zapsat 3611 ve standardní desítkové soustav¥, spo£teme rozdíl kladné a záporné
£ásti

3000− 611 = 2389,

výsledek: 2389.
Poznamenejme, ºe algoritmus pro paralelní s£ítání existuje i v binární soustav¥ s ciframi

−1, 0, 1.

3.3 Nevýhody záporných cifer
Zatím jsme vid¥li pouze výhody redundantních soustav (úspora £asu p°i násobení díky vy²²ímu
po£tu nul v zápisu i p°i s£ítání díky paralelnímu algoritmu). Pro£ tedy osobní po£íta£e zaloºené
na redundantní binární soustav¥ neexistují? Odpov¥¤ je jednoduchá: Záporné cifry mají i �drobné�
nevýhody. Kladou v¥t²í poºadavky na pam¥´ (zatímco pro reprezentaci £ísel od −2048 do 2047 sta£í
p°i standardní binární reprezentaci 12 bit·, v redundantní soustav¥ s ciframi −1, 0, 1 je pot°eba 24
bit·). Nejednozna£nost zápisu zp·sobuje pomalej²í porovnávání £ísel. Navíc i konverze je £asov¥
náro£ná (odpovídá náro£nosti klasického � neparalelního � s£ítání). Výhoda redundantní aritmetiky
se projeví ve chvíli, kdy je nutné provést velká s£ítání £i násobení. Proto v praxi existují speciální
po£íta£e, které neprovádí operace pomalé v redundantní aritmetice, a také tzv. £erné sk°í¬ky, které
jsou sou£ástí po£íta£· � vstupní a výstupní data se jim zadávají v klasickém formátu, ale výpo£ty
provád¥jí v redundantní soustav¥.

3.4 Budoucnost záporných cifer
První paralelní algoritmy se objevily koncem 70. let. Poté se dostaly do centra zájmu mnoha
informatik·. Valérie Ménissier vytvo°ila knihovnu pro práci s reálnými £ísly s libovolnou p°esností
zaloºenou na redundantní aritmetice (sou£ást jazyka CAML). Naofumi Tagaki a spol. v roce 1985
vyvinuli výkonný násobi£ (aplikace v ²ifrování). Jean-Michel Müller a spol. [5] programují �£erné
sk°í¬ky� pro výpo£et hodnot funkcí sin, cos, tg, cotg, exp, log, arctg pouze s vyuºitím paralelního
s£ítání a d¥lení násobky dvou (coº je jen posouvání binární zlomkové £árky). Zdá se tedy, ºe se
s redundantní aritmetikou budeme v budoucnu setkávat £ím dál tím £ast¥ji.
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Prográmky provád¥jící konverzi £ísel mezi desítkovou a redundantní desítkovou soustavou s ciframi
od −6 do 6 a paralelní s£ítání podle Avizienisova algoritmu v Javascriptu v HTML kódu (od M.
Bekrové) a v Pascalu (od J. Luke²e) najdete na kmlinux.fj�.cvut.cz/∼balkolub/stredniskoly
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