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Zaporné cifry v zapisu cisel
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Abstrakt

Valna vét§ina z nas zapisuje pfirozena Cisla v desitkové (decimalni) soustavé s ciframi
od 0 do 9. Pro pocitace je z technickych divodi vyhodné reprezentovat &isla v dvojkové
(binarni) soustavé s ciframi 0 a 1. A€ jsou tyto dva zpiisoby nejrozsifendjsi, nejsou jediné mozné
a v Cetnych tlohach nejsou ani nejvyhodnéjsi. Podivame se, co se stane, kdyZ v zapisech Cisel
pfipustime i zaporné cifry.

1 Historie uziti zaApornych cifer v zapisu prirozenych cisel

Uz od prvni tfidy zékladni Skoly se u¢ime pocitat s pfirozenymi ¢isly 1,2,3,... a zapisujeme je
vylutné v desitkové (decimalni) soustavé s ciframi od 0 do 9. Vime, ze 923 je decimalnim zapisem
Gisla 9-100+2- 10+ 3 - 1. Pfipustme nyni i zaporné cifry, napf. z mnoziny {-9,...,0,...,9}. Pro
piehlednost budeme zaporné cifry v zapisu znadit pruhem: 2 = —2. Pak &islo osmnéact méa
dva riizné zapisy: 18 a 22, kde 22 je zapis ¢isla 2- 10 — 2 - 1, coZ je skuteéné osmnact. Soustavam,
které piipousti vicero zapisi stejného ¢isla, fikdme redundantni. Neznamend to ale, Ze by soustavy
se zapornymi ciframi musely byt vzdy redundantni. Naptiklad v balancované desitkové soustave,
kde cifry bereme z mnoziny {—4,...,0,...,5}, ma kazdé ¢islo jediny zapis. Tuto soustavu ocenime
pfi nasobeni, vysta¢ime totiz s malou nésobilkou (do 5 x 5 1), jak ilustruje nasledujici p¥iklad.

14T x 13 = —1) (—2) 3

Obréazek 1: Uvazujme soucin 139 - 7 = 973. ZapiSeme-li 139 a 7 v balancované desitkové soustaveé,
mame 141 a 13 (protoze 1-100+4-10+ (—1)-1 =139 a 1-10+ (—1) -3 = 7). Néasobeni provadime
analogickym zpiisobem jako v klasické desitkové soustavé. Sami ovéite, ze zapis 1033, ktery vysel
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pii nasobeni v balancované soustavé, odpovida hodnoté 973. A vyzkouSejte si té7si priklad 136-257.

Prvni, kdo si uvédomil vyhody balancované decimalni soustavy, byl anglicky profesor ma-
tematiky John Colson (1680 — 1760), ktery vyuZzival zapornych cifer k urychleni aritmetickych
operaci, hlavné nasobeni (viz. ¢lanek [2]), jeZ se v jeho dobé provadélo ru¢né. Colson nebyl jen do-
brym matematikem. Spise je znamy jako piekladatel (angli¢tina, latina, francouzstina, italstina).
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1Pro nasobeni pouzivame ob&as symbol - a ob&as symbol x. Oba symboly zna&f to samé a st¥idavé pouziti se
ridi jen naSim vkusem.



Jeho nejvyznamnéj§im pocinem je pireklad Newtonovych Principii z latiny do angli¢tiny, cennym
piinosem jsou zejména jeho vysvétlujici komentaie. Zasadil se také o zpfistupnéni po¢ti Zenam,
které nemély v Anglii 18. stoleti pravo na vzdélani.

Obrazek 2: John Colson a Augustin Louis Cauchy

Také vynikajici francouzsky matematik Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857) 2 vyuZival za-
pornych cifer, a to s cilem pfedchazet chybam ve vypoctech (viz. €lanek [3]). O jeho charakteru sice
nekoluji nejlepsi zvésti — jsou znamé piipady, kdy si pfivlastnil objevy jinych matematiki— jeho
pfinos matematice je ale nepopiratelny. Ucebnice Cours d’analyse (1821), v niZ sepsal své pied-
nasky na prestizni Ecole polytechnique, je dodnes zdkladem vysokoskolské matematické analyzy.
Byl také plodnym autorem matematickych ¢lanki. Pysni se 789 publikacemi, vice jich v jeho dobé
méli na svém konté pouze Arthur Cayley a Leonhard Euler.

Historie uziti zapornych cifer méa ovSem jestd hlubsi kofeny. A¢ nevédomky, vyuZivali jejich
vyhod jiz stfedovéci obchodnici. Dochovaly se zdznamy o tzv. cikdnské nasobilce, kterd umoziuje
pomoci prsti nasobit do 9 x 9. Jeji princip pochopite z nasledujicitho obrazku.
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Obrézek 3: Pokud chceme nésobit 8 X 7, zeptame se: ,;,Osm a kolik je deset;‘ ,A dva.“ Skréime dva
prsty na prvni ruce (¢ = 2). To samé udélame s ¢islem sedm. Schovame tedy tfi prsty na druhé
ruce (d = 3). Na pozici desitek napiSeme soucet vztytenych prsti (a +b = 3 4+ 2 = 5) a na pozici
jednotek napiSeme soucin skréenych prsti (c-d=2-3 = 6). A obdrzime spravny vysledek 56.

Bystry ¢tenar si snadno rozmysli, ze algoritmus je pouzitelny jen nasobeni &isel, ktera jsou obé
vétsl nez 5, a 7e funguje diky nasledujicim rovnostem (a také si v8imne, 7e p¥i nasobeni nékterych
Cisel narazime na jista uskalil)

(10 — ¢)(10 — d) 100 — (¢ + d)10 +cd
= 10(10—c—d)+cd
= 10(a+b)+ cd.

2Zmifime pro zajimavost, e Cauchy pobyval kratce v Praze (1833 — 35). Dostal se sem jako uditel vnuka krale
Karla X., ktery byl svrZen z trinu pfi Cervencové revoluci roku 1830 a byl nucen opustit Francii.



NasSe historické putovani zakonéime zminkou o ¥imskych &islicich. Myslenka zédpornych cifer
se totiz objevuje i v fimském zapisu. Pfedchézi-li niz§i cifra vy$si, znamena to odeéitani: IV =
5—1mnebo XC = 100 —10. Pro pfesnost dodejme, ze takové ,,odecitac zapisy jsou aZ vymozenosti
stredoveku. Rimané sami psali 4 jako I1IT a 90 jako LXX X X.

2 Balancovana ternarni soustava — vazeni a penize

Trojkova (ternarni) soustava nemd praktické uplatnéni — nepocitame s ni v bé&Zném Zivoté a ani
pocitace s ni nepracuji. > Piesto se k ni vazou dvé tlohy, které stoji za zminku (detaily a dalsi
ulohy najdete v [4]).

1) Jakou nejmensi sadu zévazi je tfeba zvolit, chceme-li na rovnoramennych vahach vazit predméty
o hmotnostech 1,2,...,40 kg?

Rozmysleme si nejprve, ze tii zavazi nestaci. Kdybychom méli 3 zavazi o hmotnostech A, B, C,
pak moci zvazit pfedmét o hmotnosti m znamena najit ¢isla a,b,c € {—1,0,1} takové, ze

m=a-A+b-B+c-C,
kde
e a =1 znamend, Ze zavazi hmotnosti A je na opafné misce vahy nez vaZzeny predmét,
e a = —1 znamena, Ze zavazi hmotnosti A je na stejné misce vahy jako predmét,
e o = 0 znamené, Ze zavazi hmotnosti A jsme k vyvazeni pfedmétu nepouZili.

Analogicka je role b a c. KdyZ dosadime za a,b, ¢ vSechny moZné trojice z —1,0 a 1 (napf. a =
0,b=1,¢c=—-1neboa=1, b=1, ¢ = —1 atd.), dostaneme nejvyse 3-3-3 = 27 raznych hodnot
pro m, coz je méné nez 40.
Resenim ulohy je sada zévazi hmotnosti 1, 3,9 a 27 kg. Ovéite sami, ze kazdé ¢islo m od 1 do
40 se d& psat ve tvaru
m=a-14+b-34+c-94+d-27,

kde a,b,c,d € {—1,0,1}. Napitklad 5= (—1) -1+ (-1)-3+1-9+0-27.
Plati dokonce nésledujici rovnost, z niz spravnost ¥eseni pfimo plyne (omlouvame se za nefér
hru — vypijéime si totiz na chvili spige vysokogkolské znaceni):

{ar3* + ar—13* "'+ + @13 + 3" | a; € {-1,0,1}} = (1)

k+1_ k+1_
= {—%770,,3721}

Tedy dosadime-li za k = 3, dostaneme
{a33® + a23” + 13" + ao3° | a; € {-1,0,1}} = {—40,...,0,...,40}.

Vidime proto, ze pomoci cifer —1,0,1 a mocnin trojky 1,3,9,27 vyrobime jakékoliv ¢islo od —40
do 40.

2) Rozmyslete si, Ze ze vztahu (1) plyne i nasledujici tvrzeni: P¥edstavte si, Ze mame bankovky
v hodnotéach mocnin t¥i, tj. 1,3,9,27,81,..., a Ze mame v penéZence od kazdé bankovky jeden kus.
Kdybychom pozvali instalatéra a on si fekl za opravu topeni o jakoukoliv ¢astku, byli bychom mu
schopni zaplatit za piedpokladu, Ze i on by mél od kazdé bankovky jeden kus.

3V potatcich pocitatové historie existovaly pocitade reprezentujici ¢isla v ternarni soustave.



3 Redundantni aritmetika

Opustme nyni soustavy, ve kterych jsou zapisy Cisel jednoznacné, a piesvédéme se nejprve, 7e
existence vice ruznych zapist stejného ¢isla muze pfinést jisté vyhody.

3.1 Binarni soustava

Jak jsme zminili v abstraktu, po¢itace pouzivaji binarni soustavu s ciframi 0 a 1. V takové soustavé
je néasobeni vlastné jen opakovanym séitanim. Spoétéme souéin Cisel 11 a 5, které maji binarni
zépisy 1011 (protoze 1-23 +0-22 +1-2 +1-29=11) a 101 (protoze 1-22+0-2' +1.20 =5).
Snadno si algoritmus vymyslite, je podobny jako v deciméalni soustaveé.

1 0 1 1
1 0 1
1 0 1 1
1011 x 101 = 00 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1 1 1

Dostavame vysledek 1100111, co# je zapis ¢isla 1-2°4+1-244+0-2341.224+1.2141.29 = 55, tedy spravna
hodnota. Navic pozorujeme, ze rychlost této operace je pfimo tmérné poctu jedni¢ek v binarnim
zapisu nasobitele (v nasem pripadé 101). Prave tolik s¢itani totiz musime provést. Pravdépodobnost
vyskytu nuly v klasickém binarnim zapisu je 1/2. P¥ipustme nyni v binarni soustavé cifry —1,0, 1.
Tim se stava redundantni, protoZe napiiklad ¢islo 15 Ize zapsat jako 1111 a také jako 10001 (vskutku
1-2440-2340-2240-21 +(—1)-2° = 15). Kdy# z moznych z4pisti vybereme ten s maximalnim poctem
nul (rozmyslete si, jakym algoritmem to lze provést), pak pravdépodobnost vyskytu nuly zvysime
na 2/3. Z tohoto ditvodu je vyhodné nasobeni v redundantni binérni soustaveé. Poznamenejme, ze
nejcastéji pouzivana sifrovaci metoda RSA je zaloZena na nasobeni &isel velkych Fadove 10100,

3.2 Avizienisiv algoritmus

Kromé nasobenti je nespornou vyhodou redundantnich soustav také moznost paralelniho s¢itani. Pii
klasickém séitani se objevuje pienos, ktery znemoziuje provadét séitani na kazdé pozici nezavisle na
predchozich. Sami si napiste na kus papiru algoritmus souc¢tu 9999 a 1 a uvédomte si, jak si v kazdém
kroku musite pamatovat jednicku. Francouzsky informatik Christophe Mazenc dokézal, ze kazdy
algoritmus pro paralelni séitani vyZzaduje redundantni soustavu. S prvnim takovym algoritmem
pfigel v roce 1961 litevsky matematik Algirdas Avizienis [1]. Jeho algoritmus funguje pro baze
b >3 acifry od —a do a, kde a <b—1 a 2a > b+ 1. Jednotlivé cifry souctu s,4+15y .. .s150 Cisel
Ty .. .T1T0 & Yp - - - Y1Yo Se ziskaji takto s; = w; +t;, kde prot =0,1,...,n

-1, kdyz z; +y; < —a,
tiv1 =4 +1, kdyZzz; +y; > a,
0, kdyz —a<uz;+y; <a,

w; = x; + y; — btiga,
t() =0= Wn41-

Takové séitani je vskutku paralelni, pokud méame k dispozici tolik procesori, ze kazda po-
zice muze byt zpracovana jednim z nich. Probéhne ne jeden, nybrz tii paralelni kroky. Nejprve
napo¢teme naraz v8echna ;1. Sta¢i nam k tomu znat hodnoty z; a y;, specialné si nepotiebujeme
pamatovat ; a y; pro j < i. Poté napoc¢itdme naraz vSechna w;, k ¢emuz nam staci znalost x;, y;
a v predchozim kroku napoé¢teném t; 1. Na zavér spo¢teme opét v jediném kroku vsechna s;.

Uvazujeme-li bazi b = 10, pak nejmensi rozsah cifer a, ktery vyhovi vyse uvedenym podminkam
a <9a2a>11, je a =6. Soucet ¢isel 2389 a 2672, kterd maji v redundantni decimalni soustaveé



s ciframi od —6 do 6 po fadé zapisy 3611 a 3332, se pomoci tohoto algoritmu vypo&ita nasledovné:

1|4 3 2 1 0

ZT; 3] —-6|-1]-1

vi 3/ -3 -3 2
i+ Yy 6|—-9| -4 1
tivt 1[=1] o] 0
Ww; 0| —4 1| -4 1

$;i| 1| =95 1| -4 1

Vysledek 15141 je spravny, nebot 2389+2672 = 5061 a 1-10%+(—5)-10%+1-102+(—4)-10' +1-10° =
5061.

Pro pouziti Avizienisova algoritmu potfebujeme prevadét ¢isla z desitkové soustavy do redun-
dantni desitkové s ciframi od —6 do 6 a naopak (hovofime o konverzi ¢isel). Snadno nahlédneme
jak postupovat podle nasledujiciho piikladu.

e Chceme-li zapsat 2389 v redundantni soustavé, v prvnim kroku pfi¢teme 6666
2389 + 6666 = 9055,
v dal§im kroku odeéteme od poslednich ¢tyr cifer souctu 6
9-6=3 0-6=-6 5—-6=-1 5—-6=—1,
vysledek: 3611.

e Chceme-li zapsat 3611 ve standardni desitkové soustavé, spo¢teme rozdil kladné a zaporné
casti
3000 — 611 = 23809,
vysledek: 2389.

Poznamenejme, ze algoritmus pro paralelni s¢itédni existuje i v binarni soustavé s ciframi
-1,0,1.

3.3 Nevyhody zapornych cifer

Zatim jsme vidéli pouze vyhody redundantnich soustav (uspora €asu pii nasobeni diky vy§Simu
poc¢tu nul v zapisu i pii séitani diky paralelnimu algoritmu). Pro¢ tedy osobni poéitace zaloZené
na redundantni binirni soustavé neexistuji? Odpovéd je jednoduché: Zaporné cifry maji i ,,drobné*
nevyhody. Kladou vétsi pozadavky na pamét (zatimco pro reprezentaci ¢isel od —2048 do 2047 staci
pii standardni binarni reprezentaci 12 bitli, v redundantni soustavé s ciframi —1,0, 1 je potieba 24
bit). Nejednozna¢nost zapisu zpusobuje pomalejsi porovnavani ¢isel. Navic i konverze je Gasové
naro¢né (odpovida narocnosti klasického — neparalelniho — s¢itani). Vyhoda redundantni aritmetiky
se projevi ve chvili, kdy je nutné provést velka s¢itani & nasobeni. Proto v praxi existuji specialni
pocitace, které neprovadi operace pomalé v redundantni aritmetice, a také tzv. ¢erné skiinky, které
jsou soucasti pocita¢t — vstupni a vystupni data se jim zadavaji v klasickém formatu, ale vypocty
provadéji v redundantni soustavé.

3.4 Budoucnost zapornych cifer

Prvni paralelni algoritmy se objevily koncem 70. let. Poté se dostaly do centra zdjmu mnoha
informatikt. Valérie Ménissier vytvorila knihovnu pro préci s redlnymi ¢isly s libovolnou presnosti
zaloZenou na redundantni aritmetice (soucast jazyka CAML). Naofumi Tagaki a spol. v roce 1985
vyvinuli vykonny nasobi¢ (aplikace v sifrovani). Jean-Michel Miiller a spol. [5] programuji ,ferné
skiinky“ pro vypocet hodnot funkci sin, cos, tg, cotg, exp, log, arctg pouze s vyuzitim paralelniho
stitani a déleni nasobky dvou (coZz je jen posouvani binarni zlomkové ¢arky). Zda se tedy, Ze se
s redundantni aritmetikou budeme v budoucnu setkavat ¢im dal tim ¢astéji.
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Programky provadgjici konverzi ¢isel mezi desitkovou a redundantni desitkovou soustavou s ciframi
od —6 do 6 a paralelni s¢itani podle Avizienisova algoritmu v Javascriptu v HTML kédu (od M.
Bekrové) a v Pascalu (od J. Lukege) najdete na kmlinux.fjfi.cvut.cz/~balkolub/stredniskoly



