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Abstrakt

Ramseyova teorie se zabyva piiklady, které hledaji nejmensi mozny pocet prvki
zarucujici ur¢itou vlastnost. Patii mezi né napi. Party Problem, Happy End Problem
nebo Van der Waerden Problem. Pro pocitace jsou piiklady z této oblasti znacné
Casové narocné, ale matematickou tvahou lze vysledku ¢asto dosdhnout s pomoci
tuzky a papiru. Ramseyovu teorii velmi rozvinul slavny madarsky matematik P&l
FErdos.

1 Ramseyova teorie

Frank Plumpton Ramsey (1903 — 1930) byl britsky matematik, filozof a ekonom, ktery i
navzdory faktu, ze zemtel v pouhych 26 letech, publikoval mnoho ¢lanku zabyvajicich se
kombinatorikou, pravdépodobnosti a matematickou ekonomii a stal u zrodu teorie, ktera
nese jeho jméno. Ramseyova teorie se zabyva hledanim nejmensiho poctu prvku, ktery
garantuje urcitou vlastnost. Nejlépe tuto teorii pochopime na konkrétnich piikladech.

Uloha 1. Nechf n znaci prirozené cislo. Dokazte, Ze vybereme-li z cisel 1,2,3,...,2n
libovolne n+ 1 cisel, pak mezi nimi vZdy najdeme dvé nesoudeélna cisla. Vybrat n c¢isel ale
nestaci.

Diikaz. Vzdy, kdyz vybereme n+ 1 ¢isel, objevi se mezi nimi dvé po sobé jdouci ¢isla a ta
nejsou soudélna. Pokud ale vybereme pouze n prvki, muze nastat situace, kdy vybereme
napi. n sudych ¢isel, kterd budou vzdy po dvojicich soudélnd. (Jejich spolecnym délitelem
bude vzdy ¢islo 2.) O

Uloha 2. Najdéete minimalni prirozené cislo n tak, aby platilo, Ze usporaddame-li prunich
n prirozenych cisel, tedy cisla 1,2,3,...,n, libovolné, pak vidy najdeme rostouci nebo
klesajici podposloupnost 11 cisel.

Reseni: n = 101.
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Diikaz. Uvazovat prvnich 100 ¢isel nestaci, protoze usporadame-li je v poradi
91,92,93,...,100;81,82,83,...90;...... ,11,12,13...20; 1,2, 3,...10,

pak jisté ctenar uvéri, ze v takovém uspordadani nenajdeme ani klesajici ani rostouci
posloupnost 11-ti ¢isel. Dukaz, ze 101 ¢éisel postacuje, nechdme pro bystrého étenare.
A kdo nechce premyslet nad diukazem, muze alespon zkusit uspotradat c¢isla od 1 do 101
libovolné a ovérit, ze mezi nimi najde rostouci nebo klesajici posloupnost o 11 ¢lenech. [

Ramseyova teorie je velmi obtizna ¢ast matematiky, ve které je snadné problémy for-
mulovat, ale obtizné je tfesit. Ramseyova teorie vznikla jako teoreticka disciplina, ale po-
dobné jako prvocisla, ktera se odjakziva zkoumala jako pouhd zajimavost, a nakonec v
dnesni dobé hraji prim v kryptografii a nase kreditni karty jsou chranény sifrou RSA, ktera
je zalozena na vlastnostech velkych prvocisel, tak i Ramseyova teorie ma dnes uplatnéni
v mnoha praktickych oblastech: komunika¢ni sité, prenos informace, vyhledavaci systémy
atd.

2 Van der Waerdenuv problém

Bartel L. van der Waerden (1903 — 1996) byl holandsky matematik, ktery se vénoval
predevsim abstraktni algebte. Ve svém dile Algebra byl prvni, kdo obsahl toto téma jako
celek. Jeho jméno je vsak navzdy zapsano v déjinach matematiky zejména diky van der
Waerdenovu teorému, ktery je soucasti Ramseyovy teorie a srozumitelné osvétli, o co v
Ramseyové teorii jde.

2.1 Van der Waerdenuv teorém

Veéta 1. Pro kazdé r,k € N existuje N € N takové, Ze pokud cisla 1,2,..., N obarvime
nahodné kazdé jednou z r riznijch barev, pak jisté najdeme k élenu jednobarevné aritme-
tické posloupnosti*. Nejmensi mozné N znacime W (r, k) a nazjvdme van der Waerde-
novym cislem.

Pro lepsi srozumitelnost zkoumejme van der Waerdenuv problém pro r =2, k = 3.

Uloha 3. Najdete neymensi mozné N tak, aby v posloupnosti 1,2,..., N po libovolném
obarveni 2 barvami (napt. éervenou a bilou) ly najit 3 éleny aritmetické posloupnosti.

Reseni: N = 0.
Diikaz. Piijdeme na to, ze N = 8 je mélo, protoze muzeme barvit nasledovneé:

12345678,

kde 5 znac&i obarveni ¢ervenou, zatimco 5 obarveni bilou barvou. Ukazme, Ze pokud
pridame devaté cislo, tak pii jeho libovolném obarveni ¢ervenou ¢i bilou barvou najdeme
3 ¢leny aritmetické posloupnosti.

Barvime cisla 1,2,3,...,9 od stfedu ¢iselné posloupnosti, tedy od cisla 5. Pro zjed-
noduseni jsme misto podtrzeni a nadtrzeni pouzili pimena: b pro bilou barvu a ¢ pro

IPosloupnost éisel je aritmeticks, pokud rozdil kazdych dvou sousednich ¢lenti je konstantni, tj. roven
néjakému piirozenému cislu d.



cervenou barvu. Tecky znézornuji neobarvena ¢isla. Zac¢neme tim, ze ¢islo 5 obarvime bez
ujmy na obecnosti barvou b — nasleduji t¥i moznosti dalsiho obarveni, z nichz jednu jsme
znézornili nize kompletné a u zbylych dvou naznadili zacatek (jde o moznosti, kde muze
byt nejblizsi bila ¢islice nalevo od éisla 5). Kazdé dalsi obarveni ¢isla zabranuje vzniku
aritmetické posloupnosti. Nakonec v8ak zustane ¢islo, které nelze obarvit ani bile b ani
cervené ¢ — to je oznaceno !l Cetnaf af si rozmysli, Ze i obé dalsf cesty vedou ke vzniku
jednobarevné aritmetické posloupnosti.
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Dukaz jsme provedli také hrubou silou. Doporucujeme Ctenéii, aby si napsal svuj
vlastni program. My jsme zkoumali vSechny moznosti pii pouziti programovacich jazyku
C++, Wolfram Mathematica a PHP.

123456789 | 123456789 123456789 | 123456789
123456789 | 123456789 123456789 | 123456789
123456789 | 123456789 123456789 | 123456789
123456789 | 123456789 123456789 | 123456789

Obréazek 1: Dvé ukazky vystupu z programu. Barevné rozliseni je reprezentovano
podtrzenim a nadtrzenim. V prvnim sloupci jsou posloupnosti nalezené v podtrzenych,
ve druhém v nadtrzenych podposloupnostech. Po tadcich se zvysuje diference. Jelikoz je
pro libovolné obarveni (tedy pro libovolnd umisténi nadtrzeni a podtrzeni) nalezena jed-
nobarevna aritmetickd posloupnost pro néjakou diferenci, je hrubou silou potvrzeno, ze

W(2,3) = 9.

3 Party Problem

Dalsim témér notoricky zndmym problémem z oblasti Ramseyovy teorie je Party Problem,
¢esky Narozeninovy problém.

Uloha 4. Jaky je neymensi pocet hostu, kteri se musi ucastnit vecirku, md-li byt zajisténo,
Ze mezi mimi existuje trojice, kde kaZdy znal kaZdého jiZ pred vecirkem, nebo existuje
trojice, kde kazdy vidi kazdého na vecirku poprvé?

Abychom mohli Party Problem prepsat do jazyka matematiky, celou situaci budeme
reprezentovat grafem. Vrcholy grafu predstavuji hosty a hrana mezi dvéma vrcholy zna-
mend, ze se dani dva lidé znali jiz pred vecirkem. Nyni muzeme preformulovat tlohu



nasledovné: Jaky je minimalni pocet vrcholu tak, aby kazdy graf s takovym poctem vr-
cholti obsahoval bud’ tii navzajem propojené vrcholy, nebo tii vrcholy, mezi nimiz nenf
zadnd hrana?

Reseni: Minimélni pocet hosti je 6.

Diikaz. Nasledujici obrazek ukazuje, ze 5 hostu nestaci. Na grafu o 6 vrcholech uz ale

Obrazek 2: Pét hosti na vecirku nestaci k tomu, aby mezi nimi existovala trojice, kde
kazdy znal kazdého jiz pred vecirkem, nebo mezi nimi existovala trojice, kde kazdy vidi
kazdého na vecirku poprvé.

dokazeme, ze 6 hostu staci. Z libovolného vrcholu (ozna¢me jej A) vedou alespon tii hrany,
nebo existuji alespon t¥i vrcholy, se kterymi vrchol A spojen hranou neni. Bez Gjmy na
obecnosti uvazujme, ze z daného vrcholu vedou aspon tii hrany. Ozna¢me libovolné tti
vrcholy spojené s vrcholem A jako B, C' a D. Pokud by existovala hrana mezi nékterymi
dvéma témito vrcholy, tvorily by s vrcholem A trojici navzajem propojenych vrcholt, coz
by byla hledana trojice tif hosti — znamych. Pokud mezi B, C' a D neni zadné hrana, tvoti
tyto vrcholy hledanou trojici nepropojenych vrcholu, tedy hostu setkavajicich se poprvé.

(a) B £ (b) B c

Obrézek 3: lustrace pripadu, kdy (a) byla nalezena trojice hostu, kde kazdy znal kazdého
uz pred party, (b) byla nalezena trojice hostu, ktefi se vidi na party poprvé.

]

Diikaz, Ze odpovéd na Party Problem zni 6 host1, lze provést také hrubou silou. Ovsem
tentokrat budeme muset zkontrolovat, zda vSechny grafy na 6 vrcholech obsahuji trojici
vzajemné propojenych vrcholu nebo trojici vzdjemné nepropojenych vrcholu. Pokud pro-
gram nebudeme nijak optimalizovat a budeme uvazovat vsechny grafy vcetné téch, které
jsou navzdjem izomorfni (tedy jeden vznikne z druhého pirejmenovénim vrcholi), budeme
muset otestovat 2'° = 32768 grafii 2. Vypocet naseho programu napsaného v prostiedi
Wolfram Mathematica trval ptiblizné 25 minut.

Zobecnénim Narozeninového problému je tiloha, kdy hledame nejmensi pocet hostu,
ktefi se musi ucastnit vecirku, mé-li byt zajisténo, ze mezi nimi existuje n-tice, kde kazdy

2Pocet grafii na 6 vrcholech uréime néasledovné: Graf, ktery obsahuje vSechny mozné hrany, jich mé4
15, jak snadno spoc¢teme. Kdyz konstruujeme vsechny grafy na 6 vrcholech, u kazdé z 15 hran mame 2
moznosti - bud ji do grafu ddme, nebo ne. Proto je vSech grafii na 6 vrcholech 21°.



znal kazdého jiz pred party, nebo existuje n-tice, kde kazdy vidi kazdého poprvé na vecirku.
Pokud bychom se snazili fesit tento problém hrubou silou bez jakékoli optimalizace, museli
bychom provérit 95t grafu. Jiz pro n = 5 je tato tloha pro dnesni pocitace prilis slozita.
Bohuzel neni zndama ani zadna elegantni matematicka cesta vedouci k vysledku. Pron = 4
je potfeba minimélné 18 hostu na vecéirku, ale pro vyssi n jsou znamé jen horni a dolni
odhady. Pro n = 5 se odhadovany minimalni pocet hostu pohybuje mezi 43 a 49 a pro
n =6 mezi 102 a 165.

4 Happy End Problem

Happy End Problem byl zformulovan ve tficatych letech minulého stoleti. Jako prvni s
nim piisla madarskd matematicka Esther Kleinova.

Uloha 5. Kolik bodii v roviné, z nichz Zadné tri nelezi v primce, je minimdlné potreba,
aby nékteré z nich tvorily vrcholy konvexniho ctyrihelniku?

Sama si ihned odpovédéla a nasledné se zacal zkoumat stejny problém pro pétithelnik
i obecné pro n-uhelnik.
Reseni: Minimalni pocet bodu je 5.

Diikaz. Uvazujme viechny mozné tzv. konvexni obaly. 3

Obréazek 4: Konvexni obaly 5 bodt, které lezi v roving, ale ne v pifmce, vytvoif vzdy bud
5-uhelnik, 4-ihelnik nebo trojihelnik.

Kazdych pét bodu v roviné lze uzaviit bud do konvexniho pétithelniku, étyiihelniku,
nebo trojihelniku. Pokud vybereme libovolné ¢tyii body z pétitihelniku, vytvoii konvexni
¢tytiuhelnik. U étytihelniku jsou hledanymi body ¢tyti krajni. V trojuhelniku spojime
dva vnitini body ptimkou, kterd nam rozdéli rovinu na dvé poloroviny. V jedné z nich
se nachazi jeden vrchol trojuhelniku a v druhé dva. Spojime-li dva vnitini body s dvéma
vrcholy trojuhelniku lezicimi ve stejné poloroviné, ziskdme hledany konvexni ¢tyiuhelnik.

O
Minimalni po¢et bodu je znamy i pro pétithelnik.
Uloha 6. Kolik bodii v roviné, z michi 3ddné tii nelei v primce, je minimdalné potreba,
aby nékteré z nich tvorily vrcholy konvexniho pétiihelniku?
Reseni: Minimélni pocet bodi je 9.
Tvrzeni uz nebudeme dokazovat, jen ilustrujeme na obrazku, ze 8 bodu stacit nemust.

3Konvexn{ obal je nejmensi konvexni mnozina obsahujici dané body. Pfipomeifime, 7ze ttvar v roviné
je konvexni, pokud s kazdymi dvéma body obsahuje i tisecku, kterd je spojuje.



Obrazek 5: Usporadani 8 bodu v roving, které neobsahuje konvexni pétithelnik.

Vzapéti po vysloveni problému pfisel matematik Gyorgy Szekeres s obecnym odhadem
— s poc¢tem bodu N(n), které zajisti existenci konvexniho n-tihelniku. Esther Kleinovou
tim tak uchvatil, ze ziskal jeji ruku (fe¢eno s nadsazkou). Od té doby se tomuto problému
prezdiva Happy End Problem. Matematici ale véri hypotéze, ze minimalni pocet bodu
garantujicich existenci konvexniho n-ihelniku je 2"72+ 1. Tato hypotéza zatim nebyla ani
potvrzena ani vyvracena (zkontrolujte, ze pro n = 3,4,5 hypotéza plati).

5 Pal Erdos a Ramseyova teorie

V souvislosti s Ramseyovou teorii je povinnosti zminit jméno jejiho velkého propagétora.
Pal Erdés se narodil roku 1913 v Budapesti v rodiné matematiku. Jiz jako dité jevil
znamky geniality, ve ¢tyTech letech ovladal zaporna ¢isla a v deseti byl okouzlen Euklei-
dovym ditkazem, Ze prvocisel je nekoneéné mnoho?, ktery mu ukézal jeho otec — tehdy se
maly P&l rozhodl, Ze se stane matematikem a bude sam nachazet takové krasné dukazy.
Své tituly ziskal velice brzy, vSechny za dukazy tykajici se prvocisel. Behem svého zivota
napsal Erdos rekordni pocet ¢lankt. Protoze mél kromé velkého mnozstvi publikaci i ob-
rovsky pocet spoluautoru, bylo na jeho pocest definovano Erddsovo ¢islo. On sam ma cislo
0, kazdy jeho spoluautor 1, spoluautor spoluautora 2 atd.

Pal Erdés také hledal ,Zazracné déti“. Jednim z nich byl napt. 11-lety Léjos Podsa,
kterého si Erdos provéril Piikladem 1. Lajos ho béhem chvilky vyftesil a diky tomu byl
Erdésem ptizvan ke spolupraci.

Tento matematik ze svych zivotnich zkusenosti usoudil, ze Buh rozhodné nemuze byt
dobrotivy, a ptezdival mu Supreme Fascist (SF). Hldsal, ze SF ma Knihu (the Book),
ktera obsahuje jen ty nejhezci dukazy. Nejvétsi pochvalou tedy bylo, kdyz o vasem dukazu
prohlésil: "It’s straight from the Book.”

S Ramseyovou teorii se seznamil diky Happy End Problemu, protoze byl vudéi figurou
Anonymous Group, skupiny mad arskych studentti matematiky, kam Esther Kleinova také
pattila. Bezprostiedné po Gyorgyovi Szekeresovi nalezl Pal Erdés jesté lepsi horni odhad.
Riké se, ze Gyorgy mél stésti, protoze jedinou Palovou ldskou byla matematika, a proto
Esther dala prednost Gyorgyovi. Vice o zivoté genidlniho matematika Pala Erdodse se
dozvite ve ¢tivych knihéch [3, 4] a ve filmu [2].
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