Nasobime chytre?
Lubomira Balkovd, Praha, Cenek Skarda, Unicov

Ackoliv se na zakladnich skoldch uéime vsichni stejné algoritmy pro séitani, odéi-
tani, nasobeni a déleni s tuzkou a papirem, je takovych algoritmi velké mmnozstvi
a kazdy z nich m4 své vyhody a nevyhody. Existuje také cela fada mechanickych po-
miucek, kterymi si lidé odeddvna vypocCty uleh¢uji. V dnesni dobé je takovou hlavni
pomiuckou poéitac. I v tomto pripadé plati, Ze kromé algoritmu, které pouziva PC
k provadéni aritmetickych operaci, existuje cela rada algoritmii, které se mohou ho-
dit napiiklad ve chvili, kdy je hlavni tlohou nasobit obrovska ¢isla nebo kdy méame
k dispozici pocitace zapojené do siti a s vyhodou vyuzijeme paralelni algoritmy.

V tomto ¢lanku poskytneme piehled vice i méné znamych algoritmi pro nésobeni,
a to od téch nejstarsich, které urychluji nasobeni zpaméti a s tuzkou a papirem, pres

mechanismy vypocetnich pomicek az po rychlé algoritmy nejmodernéjsich pocitaci.
1. Nasobime chytre?

Méame-li za kol vynésobit dvé pfirozené ¢isla a k dispozici tuzku a papir, vétSina z nas
pouZije algoritmus, ktery jsme se uéili na zékladni Skole:
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1 4 1
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Existuje ale cela fada alternativ. Egyptské a ruské ndsobeni je zalozeno na binarnim
rozvoji nasobence. Cauchyovo komplementdrni ndsobeni vyuziva zapis ¢isel pomoci
zapornych cifer. Cinské ndsobent je grafické, a tedy pro Zéky s odporem k matematice
mozné nejpiivétivéjsi. Zjednoduseni nasobeni velkych Cisel pfinesly tabulky kvadrdti
a Napierovy kosti, vynélez Johna Napiera, otce logaritmu. Kromé algoritmi, které
urychluji nasobeni zpaméti a na papite, si také ukazeme efektivni algoritmy pro poci-
ta¢ové nasobeni. Pfi nasobeni velkych ¢isel se vyplati zapsat ¢isla v tzv. redundantni
bindrni soustavé, kde je dovolena kromé cifer 0 a 1 i cifra —1. Moderni éru nasobeni
velkych Cisel odstartoval ale zejména Karacubiv algoritmus, ktery taktéz v kratkosti

predstavime.
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2. Nasobeni zpaméti

Nasobeni na prstech pani ucitelky na zakladni Skole nevidi rady. Chtéji nas totiz
naucit nasobit do 10 krat 10 zpaméti ,jako kdyz bi¢em mrski“. Pfesto je pouziti
prstu prirozenym zjednoduSenim, kterym si lidé poméhaji pfi vypoctech odedévna.
Stredovéci obchodnici s oblibou vyuzivali tzv. cikdnskou ndsobilku, kterd umoznuje
nasobit pomoci prstit do 9 krat 9 (se znalosti pouhé nasobilky do 5 krat 5). Princip
cikdnské nasobilky pochopite z obrazku 1. Pokud chceme néasobit 8 krat 7, zeptame

8x7=56 14 x9=126
a=3 c=2 2
a=1
1. .

Obr. 1. 1. Cikanské nasobilka pro vypocet 8 X 7 2. Vypocet 14 x 9 pomoci prsti

se: ,,Osm a kolik je deset?* A dva.“ Skréime dva prsty na prvni ruce (¢ = 2). To
samé udélame s ¢islem sedm. Schovame tedy tii prsty na druhé ruce (d = 3). Na pozici
desitek napiSeme soucet vztycenych prsti (a +b = 3 + 2 = 5) a na pozici jednotek
napiSeme soucin skréenych prsti (¢ xd =2 x 3 = 6). A obdrzime spravny vysledek 56.
Bystry ¢tenafr si snadno rozmysli, Ze algoritmus je pouzitelny jen k nésobeni &isel,
které jsou obé vétsi nebo rovna 5, a ze funguje diky nasledujicim rovnostem

(10— ¢)(10—d) = 100 — (c+ d)10 + cd,
10(10 — ¢ — d) + cd,
10(a 4 b) + cd.

Mozna uz ¢tenar postiehl, Ze pi nasobeni nékterych ¢isel narazime na tuskali. Napiiklad
pfi nésobeni 7 X 6 je ¢ x d = 3 x 4 = 12, coz je vice nez 10. V takovém piipadé na
misté jednotek nechame ¢islo 2 a 1 pfeneseme k desitkam.

Ndsobeni deviti nedélalo stfedovékym trhovetim problémy ani pro nasobence od 12
do 19. Jejich postup naznacuje obrazek 1. Pokud chceme nasobit 14 krat 9, skréime na
levé ruce ¢tvrty prst — prstenicek. Zleva pak prvni prst — palec — reprezentuje stovky
(a = 1), zbylé prsty pfed skréenym reprezentuji desitky (b = 2) a prsty, které nasleduji
za skréenym, reprezentuji jednotky (¢ = 6). Vysledek: 126. Snadno si rozmyslime, Ze
algoritmus funguje diky nasledujicim rovnostem. Néasobime-li (10 + d) krat 9, kde
d=2,...,9, plati:

(10+d)9 = 90+ 9d,
= 100+ 10(d —2) + (10 — d),
100a + 10b + c.
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3. Nasobeni s tuzkou a papirem

3.1. Egyptské nasobeni

Toto nasobeni je zaloZeno na binarnim zapisu nasobence, viz [8]. Chceme-li egyptskym
zpusobem vynasobit napt. 13 krat 15, sestavime si tabulku, jejiz prvni sloupec tvofi
mocniny dvou mensi nebo rovné 13 a druhy sloupec vznikne postupnym zdvojova-
nim 15. V prvnim sloupci si zaskrtneme mocniny dvou, které se vyskytuj{ v bindrnim
zapisu 13. Binarni zapis lze ziskat hladovym algoritmem: Podivame se, jakou nejvyssi
mocninu dvojky ¢islo 13 obsahuje. To je 8. Poté od 13 odecteme 8 a pro ziskany roz-
dil 5 opét najdeme nejvétsi mocninu dvojky, kterou ¢islo 5 obsahuje. To je 4. Na zavér
vypociteme rozdil 5 — 4 = 1, a to je nultd mocnina dvojky. Ziskdme 13 = 1 + 4 + 8.
Pak jiz staci se¢ist ve druhém sloupci fadky odpovidajici podtrzenym mocninam dvou.
Vysledek: 195. VSimnéte si, Ze se obejdeme bez malé nésobilky. Sta¢i umét zdvojovat
a hledat binarni rozvoj.
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Obr. 2. Vypocet 13 x 15 egyptskym (etiopskym) zptsobem

A odkud Egyptané védéli, ze kazdé ¢islo mé binarni zapis, tj. muze byt vyjad-
feno jako souet mocnin dvou? Pravdépodobné diky rovnoramennym vaham. Ty totiz
pouzivali a mohli si tedy v8imnout, Ze maji-li zadvaZzi hmotnosti n debenii (zakladni jed-
notka staroegyptského systému méreni hmotnosti), mohou si pomoci rovnoramennych
vah vyrobit zavazi hmotnosti 2n debeni tak, Ze na jednu misku vah polozi n-debenové
zévazi a na druhé misce vah jej vyvazi. Spojenim pouzitych pfedmétt vznikne hledané
zévazi hmotnosti 2n debent. Poté jiz stacilo vypozorovat, Ze kazdy predmét hmot-
nosti m krat m debeni, kde m je pfirozené Cislo, je mozno vyvazit pomoci zavazi
o hmotnostech n, 2n, 4n, 8n atd.

3.2. Ruské (sedlacké) nasobeni

Ruské nasobeni se velmi podoba egyptskému. Jesté v 19. stoleti se pouzivalo na rus-
kém venkové a ziejmé tak nasobila vétsina Evropant pred prosazenim indo-arabského
zpusobu nasobeni, ktery se dnes u¢ime na zakladni skole.

Chceme-li ruskym zpusobem vynésobit 13 krat 15, sestavime si tabulku, jejiz prvni
sloupec tvori zbytky po opakovaném celociselném déleni nasobence dvojkou a druhy
sloupec vznikne postupnym zdvojovanim 15. Nyni sta¢i se¢ist ve druhém sloupci fadky
odpovidajici jednotkovym zbytkam. Vysledek: 195.

Uvédomte si, Ze pokud pfirozené ¢islo n neni délitelné dvojkou, znamené to, Ze na
poslednim misté v jeho binarnim zapisu je jednicka. Pokud je délitelné dvojkou, pak
mé v bindrnim zapisu na poslednim misté nulu. Snadno si pak rozmyslite, Ze binarni
zépis Cisla n lze ziskat také nasledujicim algoritmem:
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1. Vydaél ¢islo dvéma.

2. Je-li délitelné, zapamatuj si nulu a ¢islo n/2. Neni-li délitelné, zapamatuj si

jedni¢ku a ¢islo (n — 1)/2.

3. Pokud zapamatované ¢islo neni nula, opakuj algoritmus. Pokud zapamatované
¢islo je nula, binarni zapis ziskas sepsdnim nul a jednicek zleva doprava v poradi

od posledni zapamatované cifry k prvni.

13 X 15
13:2=06 zbytek 1 15
6:2=3 zbytek0 30
3:2=1 zbytek 1 60
1:2=0 zbytek1 120
195

Obr. 3. Vypocet 13 x 15 ruskym zptisobem

3.3. Indické nasobeni

Zde popsané nasobeni neni jediné, které se ve staré Indii pouzivalo. Existovalo vice
nez osm rozli¢nych zpisobt nasobeni, které se vSak v principu velmi podobaly, viz [7].

Chceme-li indickym zpisobem vynésobit 435 krat 12, namalujeme tabulku se tfemi
sloupci a dvéma fadky, které oznacime ciframi nasobence a nésobitele, a kazdé okénko
tabulky rozdélime thlopfickou na dva trojihelniky. Nyni tabulku vyplnime tak, Ze
pro kazdou buiiku nasobime cifry, kterymi jsou oznaceny fadek a sloupec, v nichz se
butika nachazi. Pokud vyjde ¢islo mensi nez deset, napiSeme je do dolniho trojahelniku.
Pokud je vysledek vétsi nebo roven deseti, napiSeme desitky do horniho trojuhelniku
a jednotky do dolniho trojihelniku.

Na zavér vyscitame zprava doleva ¢isla podél uhlopticek. Jednotky sepisujeme a de-

sitky si pamatujeme a ,prenasime* je. Vysledek: 5220.
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Obr. 4. Vypocet 435 x 12 indickym zptisobem
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3.4. Al-Chwarizmiho nasobeni

Néasobeni si ukdzeme na piikladu 23 123 krat 2 131. Nejdfive si napiSeme nasobence
a pod néj néasobitele tak, aby jednotky nasobitele byly pod nejvyssi cifrou nasobence.

2 3 1 2 3
1

4 9 2 7 5 1 1 3

Poté vezmeme nejvyssi cifru nasobence (v naSem piipadé 2) a vynasobime nasobitele.
Tim dostaneme ¢islo 4 262, které napiSeme pied nasobence tak, Ze jednotkovou cifrou
nahradime nejvyssi cifru nasobence. Pak nésobitele posuneme o jednu cifru doprava.
Dalsi nasobeni provedeme ¢islem 3, vyjde nadm 6 393 a toto ¢islo pfi¢teme k ¢aste¢nému
vysledku 4 262 tak, ze posledni cifrou pfepiSeme trojku. Nésobitele posuneme o jednu
cifru doprava. Dalsi budeme podobné nasobit jednickou a znovu vysledek pricteme tak,
7e posledni cifra nahradi jednicku. Néasobitele opét posuneme o jednu cifru doprava
a provedeme néasobeni totozné i se zbylymi ciframi nésobence. Nakonec nam vyjde
¢islo 49275113, coz je vysledek nasobeni &sel 23123 a 2131 ([1], str. 190-191).

Al-Chwarizmi byl matematik arabského puvodu Zijici okolo let 780-850. Z jeho
dila se dochovalo pét ¢astecné prepracovanych opist, které jsou vénovany algebie,
astronomii, geografii a vypo¢tim kalendéare. Jeho prace v oblasti aritmetiky a algebry
mély velky vliv na dalsi rozvoj matematiky. Casti jeho prace byly pozdéji prebirdny
a komentovany v pracich nasledujicich desitek generaci. Al-Chwarizmiho aritmeticky
traktat je prvni zndmou arabskou praci, v niZ je vyloZena indickd desitkova poziéni
soustava a objasnény matematické ikony v této soustavé. Tato jeho prace se dochovala
pouze v jediném latinském piekladu z poloviny 13. stoleti, ktery vSak neni plné dokon-
deny a zacind slovy: ,,Algorizmi pravil...“. Pravé z této zkomoleniny Al-Chwérizmiho
jména pochazi slovo algoritmus. Z Al-Chwéarizmiho algebraického traktatu zase pochazi
slovo al-dZebr, v némz ma ptivod dnesni termin algebra, ktery oznacoval se¢teni dvou
rovnic s cilem zbavit se neznamé. Dalsi latinské spisy jako napt. Algorizmova kniha
o prazi aritmetiky (1135-1153) nebo Kniha uvedeni Algorizma do uméni astronomic-
kého, sestavend mistrem A. (kolem r. 1143) se ¢astené odvolavaji na Al-Chwéarizmiho
a jeho dila.
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3.5. Cinské grafické nasobeni

Cinské grafické nasobeni se nejspie vyvinulo diky lasce Cinani ke kaligrafii a malbg
a jejim naslednym uplatnénim v matematice pii nasobeni mensich &isel.

Chceme-li timto zptisobem vynasobit 123 krat 21, namalujeme za nésobence ve
sméru z JZ na SV postupné jednu rovnobézku za stovky, dvé rovnobézky za desitky
a t¥i rovnobézky za jednotky, viz obrazek 5. Poté za nésobitele namalujeme ze SZ
smérem na JV dvé rovnobézky za desitky a jednu za jednotky. Poté do disjunktnich
obdélniktu uzavieme prise¢iky odpovidajici tisicim, stovkam, desitkim a jednotkam
a zjistime jejich pocty. V naSem piipadé mame v prvnim obdélniku 2 priseciky, ve
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Obr. 5. Vypocet 123 x 21 &inskym grafickym zptisobem

druhém 5, ve tfetim 8 a ve ¢tvrtém 3. Vysledek: 2583. Timto zptusobem bychom
postupovali i pfi nasobeni vétsich ¢isel. Pokud by nam soudet pruseciki v nékterém
obdélniku vysel vétsi nez 9, pricetli bychom cifru desitek k nésledujicimu obdélniku.
Tlustrujme tuto situaci pro 124 krat 21, viz obrazek 6. Nyni nam vyslo v prvnim
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Obr. 6. Vypodcet 124 x 21 ¢inskym grafickym zptasobem

odélniku 2, ve druhém 5, ve tfetim 10 (jednicku pFi¢teme k druhému obdélniku) a ve
¢tvrtém 4. Vysledek je tedy 2 604.
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3.6. Cauchyovo komplementarni nasobeni

Toto nasobeni vyuziva zapis ¢isel pomoci zapornych cifer. Vimnéme si, Ze pfi pouziti
Cauchyova komplementarniho nasobeni si vysta¢ime s nasobilkou do 5 krat 5.
Chceme-li nasobit 57 krat 17 Cauchyovym algoritmem, zapiSeme nejprve nasobence
i nasobitele pomoci cifer od —4 do 5, tj. 57 = 143 = 100 — 40 — 3 a 17 = 23 = 20 — 3.
Pruhy nad ciframi znamenaji, Ze cifry maji znaménko minus. Poté jiz nasobime ana-
logicky jako v klasické desitkové soustavé, viz obrazek 7. Pouze u znamének davame

1 4 3
X 2 3
-2 2 9

2 -8 —6
1 0O -4 9
9 6 9

Obr. 7. Vypocet 57 x 17 Cauchyovym algoritmem

pozor: pfi nasobeni dvou zapornych cifer nebo dvou kladnych cifer ma vysledek zna-
ménko plus, pii nasobeni cifer opacného znaménka ma vysledek znaménko minus.
Abychom mohli Cauchyovo komplementarni nasobeni pouzivat, musime umét preva-
dét zapisy ¢isel mezi klasickou desitkovou soustavou a desitkovou soustavou s ciframi
od —4 do 5. K takové konverzi slouzi nasledujici jednoduchy algoritmus:

1. Chceme-li zapsat 57 v desitkové soustavé s ciframi od —4 do 5, v prvnim kroku
pri¢teme 44 (obecné pFicteme Cislo sestavené z tolika &tyfek, kolik cifer ma ¢islo
konvertované)

57+ 44 = 101.

Poté odecteme od poslednich dvou cifer (obecné tolika, kolik cifer méa ¢islo kon-
vertované) souctu &islo 4

0-4=—-4 a 1-4=-3.

Vysledek: 143.
2. Chceme-li naopak zapsat 143 v klasické desitkové soustavé, vypoéiteme rozdil
kladné a zaporné ¢asti:
100 — 43 = 57.

Vysledek: 57.
4. Nasobeni pomoci tabulek a mechanickych pomiucek

4.1. Tabulky kvadrata

Uz stari Babylohané znali vzorce:

ab= = ((a+b)* —a®> - b%),

ab= - ((a+0b)* - (a —b)?).

el R R
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V roce 1690 uvadi Johann Hiob Ludolf ve svém dile Tetragonometrie navod, jak pomoci
tabulek kvadrati nasobit pfirozené ¢isla. VSimnéte si, ze pravé z babylonskych vzorci
je zfejmé, ze pro vypocet soucinu jakychkoliv prirozenych ¢&isel sta¢i mit k dispozici
dost velkou tabulku kvadratia prirozenych ¢isel. V roce 1817 Antoine Voisin vydava
prvni takové multiplikaéni tabulky. A poté v roce 1833 vychazeji Kulikovy tabulky
nésobeni a tabulky kvadratt, které necituji Ludolfa a Voisina, protoze Jakub Filip
Kulik o praci svych predchiudcu ziejmé nevédél. Kulik vytvoril tabulky soucint dvoj-
cifernych prirozenych ¢isel. Nasobeni prirozenych ¢isel se pak diky nim zjednodusilo
na pouhé s¢itani, viz nasledujici ilustrace. Chceme-li nasobit 1743 krat 37, staci najit
v tabulce souc¢in 43 x 37 a 17 x 37 a vysledky spravné secist.

43 x 37
17 x 37

1 5 9 1
6 2 9

6 4 4 9 1

Jelikoz je Kulikovo jméno v déjinéch ¢eské matematiky vyznamné, fekneme si o ném
alespoii par zakladnich informaci. Jakub Filip Kulik (1793-1863) se narodil ve Lvové
a jeho hrobku najdeme na vySehradském Slaving [5]. Studoval filozofii a prava na tamni
univerzité, brzy vSak zacal tthnout k matematice. V roce 1814 se ptihlasil do konkurzu
na misto profesora olomouckého lycea a téhoz roku tam byl jmenovin fadnym profe-
sorem. O dva roky pozdgji byl jmenovan profesorem fyziky na univerzité ve Styrském
Hradci. Na této univerzité slozil roku 1822 doktorské zkousky a o rok pozdéji byl zvolen
jejim rektorem. V roce 1826 byl jmenovan profesorem vyssi matematiky na univerzité
v Praze. Vedle podrobnych uéebnic vyssi analyzy a mechaniky jsou nejvyznamnéjsi
jeho dila tabulkova (tabulky nasobeni, druhych a t¥etich mocnin, logaritmické, trigo-
nometrickych a hyperbolickych funkci a jejich logaritmu, tabulky k vypoctu obsahu
valcovych a kuzelovych nadob, délitelt ¢isel, primitivnich kofent). Kromé toho Kulik
sestavil zndmé Kulikovy tabulky déliteli ¢isel od 3 do 100 milioni, které byly ulo-
zeny do knihovny videnské cisafské akademie véd a na kterych Kulik pracoval dvacet
let. Poznamenejme, ze pfi ruénim sestavovani tak obsahlych tabulek se Kulik samo-
zfejmé nevyhnul chybam. Navic v dnesni dobé& poéitac¢i jeho dilo pfirozené upadlo
v zapomnéni.

4.2. Napierovy kosti

Tyto vypocetni pomucky byly vyrobeny ze slonoviny, odtud jejich nézev, nebot pii-
pominaly svou barvou a tvarem kosti. Vymyslel je skotsky matematik John Napier
na sklonku svého zivota. Pomoci nich miZeme jednoduSe pievést nésobeni a déleni
na séitani. Zakladni kostky se skladaji z deviti samostatnych sloupki, rozdélenych na
deset fadki. V prvnim fadku je vzdy uvedeno ¢islo 1 az 9 a v nésledujicich deviti jsou
vzestupné uvedeny jeho nasobky ¢isly 1 az 9.

Nésobeni si vysvétlime na prikladu 4 732 krat 6. Z Napierovych kosti si vezmeme
sloupky odpovidajici cifraim nésobence a sefadime je tak, aby ndm vzniklo zddané
¢islo (v naSem piipads ¢islo 4732). Poté si najdeme fadek odpovidajici néasobiteli
(v naSem piipadé Fadek 6). Nyni jiz pouze sefteme ¢isla v hornich a dolnich ¢astech
tohoto Fadku a to tak, ze je vzdy s¢itame po diagonéle, viz obrazek 8. V&imnéme si
podobnosti s indickym nasobenim.
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Obr. 8. Vypocet 4732 x 6 a 4732 x 13 pomoci Napierovych kosti

John Napier of Merchiston (1550-1617) byl skotsky matematik, fyzik, astro-
nom a astrolog. Do paméti se zapsal jako vynélezce logaritmu, proto se na jeho pocest
prirozenému logaritmu (tedy logaritmu o zékladu e) ¥ika Napiertv logaritmus. Dale je
Napier autorem desetinného zépisu zlomku a jednoho z prvnich mechanickych kalku-
latora. Ve svém ¢lanku Rabdologiae o nasobeni navrhuje totiz mechanismus stroje pro
nasobeni a déleni velkych ¢isel.

5. Pocéitacové nasobeni

Nasobeni v binarni soustavé a redundantni binarni soustavé neni pro ¢lovéka bézné.
Lidé totiz diky deseti prstim provadéji vypocty v soustavé desitkové, tj. ¢isla zapisuji
pomoci mocnin desitky a cifer od 0 do 9. Se soustavou binarni ovSem pracuje valna
vétsina pocitaci. Kazdé prirozené ¢islo n lze pravé jednim zpisobem vyjadrit ve tvaru:
n=ar2®+ar_12F" 1+ +a12" + ap2°, kde koeficienty ay,ax_1,..., a1, ap nabyvaji
hodnot nula nebo jedna a a; = 1. Retézci arai_1 - .. ai1ag FikAme binarni zapis ¢éisla n.
Pripomenme, Ze binarni zapis se ziskd hladovym algoritmem, viz kap. 3.1. o egyptském
nasobeni. Napiiklad 13 = 23 4+ 22 + 20, proto 13 mé v binarni soustavé zapis 1101.
Nasobeni v bindrni soustavé je velmi podobné nam znamému klasickému nasobeni
v desitkové soustavé. Napiiklad ¢islo 11 s bindrnim zapisem 1011 a ¢islo 5 s bindrnim
zapisem 101 se vynésobi nasledujicim zpiisobem.

1 0 1 1
x 1 0 1
1 01 1
0 0O
1 0 1 1
1 1 0 1 1 1
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Vysledek je 32+ 16+4+2+ 1 = 55. Vsimnéte si, ze rychlost nasobeni odpovidéa poctu
jedni¢ek v bindrnim zapisu nasobitele (v nasem piipadé jsou dvé jednicky v binarnim
zapisu 5), pravé tolik s¢itani (n + k — 1)-bitovych ¢isel, kde n je pocet biti nasobence
a k pocet biti nasobitele, totiz musime provést.

5.1. Redundantni binarni soustava

Pripustme nyni v binarni soustavé cifry —1,0 a 1. Zapisy &isel uz nejsou jediné mozné,
soustava je redundantni. Napiiklad 15 = 8 +4 4+ 2+ 1 a také 15 = 16 — 1, tedy
jak 1111, tak i 10001 jsou zapisy 15 v redundantni binarni soustavé. Vyberme zapis
s maximalnim poc¢tem nul. K tomu staci aplikovat nésledujici prepisovaci pravidla,
dokud je co pfepisovat:

01111 — 10001,
01111 — 10001,
11 — o1,
1 — oL

Zatimco primérny pocet nul ve standardnim binarnim zapisu je 1/2; v redundantnim
binadrnim zapisu s maximalnim moZnym poc¢tem nul jsou to 2/3. Jelikoz je rychlost
nasobeni imérna poc¢tu nul, je jasné, ze redundantni binarni soustava je pro nasobeni
velkych ¢isel vyhodnéjsi. Poznamenejme jesté, ze nasobime analogicky jako v klasické
binarni soustavé. Pouze u znamének davame pozor: pii nasobeni cifer stejného zna-
ménka mé vysledek znaménko plus, pii nasobeni cifer opa¢ného znaménka ma vysledek
znaménko minus. Tedy napiiklad nasobeni 11 a 5 probéhne néasledovné:

1 01 01

x 1 0 1

1 01 01
00 0 0O
1 01T 01
100 I 001

Vysledek je tedy 64 —8 — 1 = 55.

5.2. Rychlé nasobeni

Rychlé nasobeni je nasobeni se sloZitosti mensi, nez ma nasobeni klasické, jehoz slozi-
tost je O(n?), kde n je délka binarniho zépisu vétsiho &fsla z nasobence a nasobitele.
Znamena to existenci takové konstanty C' > 0, Ze pro vynéasobeni dvou ¢&isel s délkou
binarniho zapisu maximalné n je pot¥eba provést maximalné C - n? binarnich operaci.
Snaha o zrychleni algoritmi se zesiluje ruku v ruce s rozvojem poéitaci a speciilné
snaha o maximalni zrychleni nasobeni je dana potiebami kryptografie, kde je nutné
nasobit v pfijatelném ¢ase ohromna &sla (fadové 101%°). My zde popiSeme jediné
z rychlych nésobeni — Karacubovo ndsobeni zalozené na duvtipné myslence a pomérné
jednoduse vysvétlitelné. Mezi rychlymi algoritmy patii k tém nejstarsim, ovSem algo-
ritmy jesté rychlejsi uz jsou prili§ technické. Zajemce o nasobeni prirozenych Cisel
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hranici O(n) si dohled4 podrobnosti v knize [4]. Poznamenejme, Ze jde o jednu z nej-
respektovanéjSich publikaci v oboru programovani. Jeji autor Donald E. Knuth je
prikopnikem oboru matematické analyzy algoritmi a vyznamnou osobnosti v mnoha
dalgich oborech teoretické pocitacové védy.

Karacubovo nasobeni vyvratilo domnénku, Ze slozitost nasobeni dvou prirozenych
¢isel s bindrnim rozvojem délky n je O(n?). Tento nazor razil jesté v roce 1960 na semi-
nari moskevské univerzity zakladatel teorie slozitosti algoritmt Andrej N. Kolmogorov.
Seminéfe se ucastnil i jeho student Anatolij A. Karacuba, ktery navrhl davtipny algo-
ritmus s nizsi slozitosti [2, 3|. PopiSeme algoritmus, ktery je zaloZen na stejné myslence
jako ptivodni Karacubiiv, ale je jesté trochu jednodussi. Chceme nésobit dvé 2n-bitova
¢isla U s binarnim zapisem uo,_1 ...uiug a V' s binarnim zapisem vg,_1 ...v109. Za-
piseme U,V nésledujicim zptsobem U = 2"U; + Uy a V = 2"V + V4. Plati tedy, Ze
U1 mé binarni zapis ugy,_1 ... u, a Uy ma zapis u,_1 ... u1ug, podobné Vi mé binarni
ZAPIS Von_1...Un a Vo ma zapis v,_1...v109. Nasledujici formule redukuje problém
na 3 nasobeni n-bitovych ¢isel, nékolik s¢itani, resp. ode¢itani a posouvani binarni
carky: U x V = (227 + 20U V4 + 27Uy — Up) (Vo — Vi) + (2" + 1)UpVp. Tlustrujme
Karacubuv algoritmus pro U x V', kde U = 210 a V' = 119. Binarni zapis U je 11010010
a binarni zapis V je 01110111.

210 =U = 2*U, + Uy = 2* - 13 + 2,

119=V =2V, +Vy =2*- 747,

kde U; = 13 mé binarni zapis 1101 a Uy = 2 ma binéarni zapis 0010, V; = V) = 7 maji
zépis 0111.

Nyni uréime 3 soufiny nejvyse 4-bitovych &isel: U1 Vi, (Uy — Up)(Vo — V1), UpVh.
V tomto konkrétnim piipadé je Vp = Vi, a tedy prostiedni souéin je nulovy.

1 1 0 1
T
U1V11 1 1 0 1 Uo‘/b: x 1 0
1 0 1 1 1 1 0O

1 0 1 1 0 1 1

Na zavér zbyva provést nasobeni 28 a 24, coz je vlastné pripsani 8, respektive 4 nul na
konec binarniho zapisu pivodniho ¢isla, a séitani.

UxV=28U0,Vi +2*U Vi + 22U Vo + Up V.

1 0 110 1 1 0 0 0 O
1 0 1.1 0 1 1
UxV: 1 1 1 0

=l_ o0 O O
== O O
=l_ o O O
oo O o O

110 0 0 0 1 1 0 0 1

Po konverzi do desitkové soustavy mame spravny vysledek

210 x 119 =2" 4213 1 98 4+ 97 4+ 24 1 23 1 22 4 21 = 24 990.
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Neni tézké dokazat, ze slozitost Karacubova nasobeni je O(n!°823). Cislo log, 3 je
priblizné rovno 1,585, coz je ¢islo mensi nez 2, a tedy jde skute¢né o rychlé nasobeni
podle nasi definice. Adaptaci na desitkovou soustavu lze prevést nasobeni 8-mistnych
Gisel na nasobeni ¢isel 4-mistnych, které uz dobfi poc¢tari zvladnou zpaméti. Nezda
se vSak, ze by takovou metodu pouzivali ,,zdzra¢ni poctari“, ktefi v minulosti bavili
obecenstvo nasobenim obrovskych ¢éisel zpaméti.

Poznamenejme pro uplnost, Zze nejrychlejsim v praxi pouzivanym algoritmem je
Schonhagetv—Strassentv algoritmus se slozitosti O(nlognloglogn) z roku 1971, ale
existuji i algoritmy, které jsou asymptoticky jesté rychlejsi (nap¥. Fiireriv algoritmus
z roku 2007 nebo algoritmus autorti De, Saha, Kurur a Saptharishi z roku 2008).

6. Zavér

Cilem tohoto ¢lanku bylo ukézat, Ze algoritmii nasobeni existuje cela fada a Ze ty z nich,
které se vsichni u¢ime na zékladnich gkolach, nejsou ob&as nejvyhodnéjsi. Autoii za-
rovenl vytvorili www stranku http://bimbo.fjfi.cvut.cz/~ soc, ktera nejriznéjsi
algoritmy srozumitelné popisuje a ilustruje na piikladech ¢ pomoci programii.

Podékovani. Autori dékuji za cenné pfipominky RNDr. Pavle Pavlikové, Ph.D.,
a doc. RNDr. Martinu Klazarovi, Dr.
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