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1 Uvod

Od doby, kdy byly objeveny kvazikrystaly, se jejich modelovani stalo hlavni tlohou teo-
retického vyzkumu tohoto tématu. Matematickym objektem reprezentujicim pozice atomu
v latce je bodova mnozina A C R"™, kterou na zakladé fyzikalnich znalosti omezujeme dvéma
jednoduchymi vlastnostmi: diskrétnosti a homogenitou. Zakladnim pozadavkem kladenym
na modely kvazikrystalu je splnéni tzv. delonovské vlastnosti.

Definice 1.1. Mnozina A C R" se nazyva delonovska, pokud existuji rq,79 > 0 takové, ze
1. A je stejnomeérné diskrétni : |z —y| > 7y pro kazdé =,y € A, x # y.

2. A je relativné hustd: B(z,r)NA # 0 pro libovolné x € R", kde B(x,rs) je n-rozmérna
koule poloméru ry se stredem v .

Jednoduchym piikladem delonovské mnoziny je mrizka, tj. A ={>_" | a;x; ’ a; € Z} pro
libovolnou bazi x1, zo, ..., z, v R™. Mftizky jsou charakterizovany vlastnosti

A—ACA,

ktera odpovida translacnim symetriim, a proto slouzi jako model periodickych krystalu.
Jako model kvazikrystalickych latek navrhl Meyer [5] pojem zobecnujici miizky. Kvazi-
krystalem nazyva delonovskou mnozinu A vyhovujici podmince ‘skoro-mftizky’, tj.

A-ACA+F (1)

pro né&jakou koneénou mnozinu F'. Moody [6] nazval takové mnoziny ‘meyerovské’ a ukézal,
ze jsou to delonovské harmonické mnoziny. Lagarias [3] zavedl ekvivalentni definici meyerovské
mnoziny, delonovskd mnozina A je meyerovska, pokud A—A je delonovska. Jednou z péknych
vlastnosti meyerovskych mnozin je, ze maji konecnou lokalni slozitost, tj. pro kazdé p > 0
existuje az na posunuti konetné mnoho ‘konfiguraci’ formy A N B(x, p), © € A.

Bohatou tfidu meyerovskych mnozin tvoti cut & project mnoziny. Jejich dulezitost byla
zduraznéna Kramerem [2].Cut & project mnoziny vznikaji jako projekce vybranych bodu
vicerozmérné miizky do ménérozmeérného ‘fyzikdlniho prostoru’. Vybér bodu miizky je urcen
‘akceptacnim oknem’ v nefyzikdlnim ‘vnitfnim prostoru’.

Definice cut & project mnoziny, kterd je uvedena nize, nepatii mezi nejobecnéjsi (obecné
definice viz. [5], [6]). V nasich tvahach jsou oba prostory, fyzikdlni i vnitini, eukleidovské.
Patera v [7] ukazuje, jak najit miizku a projekci k ziskani modelu kvazikrystalu s péticetnou
symetrii, které byly pozorovany v prirodé. Pro obecny tivod do problematiky kvazikrystalu
odkazujeme na [9].



Definice 1.2. Necht Vi, V, jsou netrividlni podprostory R" takové, ze V; @& Vo = R”,
zizeni m; na miizku Z" je vzajemné jednoznacné a me(Z™) je husté ve Vs, kde 7y, s jsou
projekce na V; podle V5, resp. V5 podle V;. Necht € je kompaktni mnozina s neprazdnym
vnittkem €2°. Mnozina

5(Q) = {m(z) | v € Z",m(x) € U}
se nazyva cut & project mnozina s akceptacnim oknem (2.

Meyer ukéazal, ze vSechny cut & project mnoziny jsou delonovské a spliuji podminku (1)
‘skoro-mrizek’, tj. jsou to meyerovské mnoziny. Na druhou stranu ukazal, ze delonovska
mnozina A je meyerovska tehdy a jen tehdy, kdyz existuje cut & project mnozina ¥(2)
a konetnd mnozina F takové, ze A C () + F. Protoze jsou vSechny cut & project
mnoziny meyerovské, maji konecnou lokdlni slozitost. Navic, pokud akceptacni okno vy-
hovuje podmince 9 N mo(Z™) = 0, cut & project mnozina je repetitivni, tj. kazda ‘konfigu-
race’, které se vyskytuje v ¥(2), vyskytuje se nekoneéné mnohokrat.

V tomto clanku se soustiedime na meyerovskou vlastnost cut & project mnozin, predevsim
na mohutnost konetné mnoziny F' spliujici () —X(2) C X(Q) + F v zavislosti na vybéru
akceptacniho okna. V kapitole 2 ukazeme, ze problém muze byt preveden na studium vlast-
nosti  — Q C Q2+ G. Oznatime f(§2) mohutnost minimalni mnoziny G' a nazveme ji
meyerovské cislo (). V kapitole 3 dokdzeme, ze meyerovské ¢islo je omezené na prostoru vsech
konvexnich akceptacnich oken 2. V kapitole 4 ukazeme, Ze pfi vynechani podminky konvex-
ity prestane byt funkce f omezenda. V kapitole 5 nalezneme odhady univerzalni horni meze
meyerovského ¢isla v dvourozmérném prostoru. Pro specialni typy akceptacnich oken uréime
f(£2), viz. kapitola 6.

2 Meyerovska vlastnost cut & project mnozin

Jak jiz bylo zminéno, kazda cut & project mnozina spliuje meyerovskou vlastnost, tj. je
delonovska a plati

() -X(Q) CE(Q)+ F (2)
pro néjakou konetnou mnozinu F. Samoziejmé F C m(Z") a pro koneénou mnozinu

G := Ty *(F) dostavame

N-QCQ+G. (3)
Obracené tvrzeni vsak neni tak jednoduché. Mdame-li G C V, vyhovujici (3), neni vzdy
mozné najit F' stejné mohutnosti tak, ze je splnéna inkluze (2), coz plyne z faktu, ze G ne-
musi byt podmnozinou my(Z™). Této prekdzce se muzeme vyhnout, pokud budeme studovat
pokryti diferenéni mnoziny 2 — €2 kopiemi vnittku 2°.

Q-QCcQ+aG. (4)
Najdeme-li takovou mmozinu G, pak diky faktu, ze m(Z") je hustd ve V5, muzeme jisté
najit mnozinu G C my(Z") stejné mohutnosti jako G a spliujici (3). Proto polozime-li
F = mmy ' (G), plati inkluze (2) a navic |F| = |G|. Pro kompaktni mnoziny Q C R?
s neprazdnym vnittkem nas tedy zajima mohutnost minimélni mnoziny G vyhovujici (4).
Tato mohutnost je znacena f(2) a nazyvana meyerovské ¢islo mnoziny 2. Formalné zapséano

f(Q) :=min{k € N | 3G C R?, spliujici @ = Q C Q° + G a |G| = k}.

Hlavni vysledek této prace je zformulovan v nésledujici veéte.



Véta 2.1. Pro kaZdou dimenzi d € N existuje konstanta K; € N takovd, Ze pro kaZdou
konvexni kompaktni mnoZinu Q C R? plati f(Q) < K.

3 Diikaz omezenosti funkce f

V této kapitole provedeme dukaz véty 2.1, kterd tvrdi, ze funkce f je omezena na prostoru
konvexnich kompaktnich mnozin s neprazdnym vnitikem v R%. Nejprve potiebujeme ukazat
dulezitou vlastnost funkce f, totiz ze f je invariantni vuci afinnim transformacim . Tuto
vlastnost formalizuje néasledujici véta.

Véta 3.1. Necht A : RY — R? je afinnd vzdjemné jednoznacné zobrazeni. Potom f(AQ) =
f(Q) pro kazdou kompaktni mnozinu Q C RY s neprdzdnym vnitikem.

Dikaz. Je ziejmé, ze hodnota funkce f je nezavisla na posunuti €2, protoze (Q+x)—(Q4z) =
Q — Q pro kazdé x € R? Proto miZeme bez jmy na obecnosti omezit nage tivahy na
reguldrni linedrni zobrazeni A. Pokud Q spliuje vztah Q — Q C (a1 +Q2°) U ... U (ax + Q°),
potom

AQ — AQ = A(Q — Q) C (Aay +AQ°)U...U(Aap+AQ°) = (Aar +(AQ)°)U...U(Aar+(AN)°),

kde jsme vyuzili fakt, ze pro reguldrni zobrazeni A plati AQ° = (4AQ)° a AQ = AQ.
Proto f(AQ) < f(€2). Protoze toto plati pro libovolné A a libovolnou €2, dostavame zaroven
f(Q) = f(ATTAQ) < f(AQ), ¢imZ je tvrzeni véty dokdzano. O

Pro dukaz véty 2.1 je stézejni nasledujici tvrzeni z [4].

Véta 3.2. (John) Ke kazdé konvexni kompaktni mnoziné Q s neprdazdnym wvnitrkem v R4
ezistuje uzavieny elipsoid E takovy, e E 4+ 2 C Q C dE + z, kde z € R?.

Diisledek 3.3. Necht Q je konvexni kompaktni mnoZina s neprdzdnym vnitikem v R?. Po-
tom

f(Q) < pocet kopii B(0,1) nutniyjch k pokryti B(0,2d).

Diikaz. S vyuzitim véty 3.2 vime, Ze existuje uzavieny elipsoid E C R? takovy, ze E +
z C Q) C dE + z. Najdeme regularni afinni zobrazeni A spliujici A(E + z) = B(0,1)
a A(dE + z) = B(0,d). Potom B(0,1) C (AQ)° C B(0,d). Pokud n je pocet kopii B(0,1)
nutnych k pokryti B(0, 2d), tj.
B(0,2d) C (z1 + B(0,1))U...U (z, + B(0,1)),
pro néjaké 1, ..., x, € RY, potom
AQ — AQ C B(0,d) — B(0,d) = B(0,2d) C
C(r1+B(0,1)U...U(x, + B(0,1)) C (21 + (AQ)°) U ... U (z,, + (AQ)°).
S vyuzitim véty 3.1 dostavame f(Q) = f(AQ) < n, coz jsme chtéli ovérit. O

Dikaz véty 2.1. S odvolanim na dusledek 3.3 staci ukazat, ze pro kazdou dimenzi d je pro
pokryti B(0,2d) nutny jen koneény pocet kopii B(0,1) C R%. Toto je ziejmé, nebot diky

kompaktnosti mnoziny B(0,2d) je mozné najit koneéné podpokryti k pokryti
B(0,2d)c | J B(z.1).

z€B(0,2d)

Proto f je omezena na prostoru konvexnich kompaktnich mnozin s neprazdnym vnitikem
d
v R%. O



4 Neomezenost f na prostoru obecnych kompaktnich
mnozin
Dosud jsme se zabyvali pouze konvexnimi kompaktnimi mnozinami v R? Stojime tedy

pred prirozenou otazkou. Je funkce f omezend, pokud upustime od pozadavku, aby 2 byla
konvexni? Odpovéd je negativni.

Véta 4.1. Ezistuje posloupnost (Qp)nen kompaktnich mnoZin v R s neprdzdngm vnitikem
takovd, ze lim, .o, f(€,) = +oo.

Diikaz. Zkonstruujeme protipiiklad k omezenosti funkce f pro dimenzi d = 2. Zobecnéni pro
vyssi dimenze je piimé. Necht 2, je kompaktni mnozina s neprazdnym vnitikem ob-
sahujici usecky {(¢,0) | t € [-1,1]},{(0,¢) | t € [~1,1]} pro kazdé n € N, navic takovd, ze
lim,,_, vol(£2,,) = 0.

Potom ztejmeé 2, — §2,, obsahuje ¢tverec se stranou délky 1 a se stiedem v pocatku,
{(t1,t2) | t1,t2 € [-1,1]}. Pro obsah Q, — €, tedy méme vol(, — €,,) > 4. Proto

vol(€2, — §2,) < 4
vol(©,)  ~ vol(Q,)’

f(€) =

odtud plyne, ze lim,,_., f(£2,) = +00, coz jsme méli ukazat. O

Zkonstruovat vyse uvedeny protiptiklad je mozné dokonce pro hvézdicové mnoziny, které
jsou v jistém smyslu nejblizsim zobecnénim konvexnich mnozin. (Rikdme, ze Q C R? je
hvézdicové, pokud existuje x € Q) takové, ze Az + (1 — Ay € Q pro kazdé y € Q a pro kazdé
A € [0,1].) Piiklad posloupnosti hvézdicovych mnozin spliujicich lim, ., f(£2,) = 400
a odpovidajici diferenéni mnozinu €2,, — €2,, vidite na obrazku 1.

(0,2)
(1.2)
10, : (1/n, 1n) //‘F"iv\ (210)
o\ [ BT

Obrazek 1: Tlustrace posloupnosti hvézdicovych mnozin €2,, n € N, splaujicich
lim,, o f(€2,) = +00. Leva strana obrazku ukazuje €,, na pravé strané je Q, — Q,.

Vsimnéte si také, ze jsme nediskutovali neomezenost funkce f na prostoru dimenze 1.
V R! je totiz kazdd hvézdicovd mnozina konvexni. Protiptiklad musi byt proto zkonstruovan
na nesouvislych mnozinach. Konstrukce takové posloupnosti mnozin neni slozita, ale tech-
nicky naro¢na, proto ji zde nebudeme uvadeét.
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5 Odhad mohutnosti F' pro konvexni mnoziny v roviné

V této kapitole odhadneme hodnoty funkce f pro dvourozmérné konvexni kompaktni mnoziny
Q2. Dusledek 3.3 nam poskytuje metodu, jak najit univerzalni horni mez K, na meyerovska
¢isla konvexnich mnozin v R%. Pro pifpad d = 2 musime uréit pocet kopii otevieného
jednotkového kruhu B(0,1) nutnych k pokryti uzavieného kruhu B(0,4). Vysledek je zfor-
mulovan v nésledujici véte.

Véta 5.1. Necht' Q je konvexni kompaktni mnozina v R?. Potom f(Q) < K, < 26.

Diikaz. Obrazek 2 ukazuje, ze B(0,4) je mozné pokryt 26 kopiemi kruhu B(0,1). Proto
f(€Q) < 26 pro kazdou konvexni kompaktn{ mnozinu €2 s neprazdnym vnitikem v R2. O

Obrazek 2: Tlustrace dukazu véty 5.1. K pokryti stiedni ¢asti B(0,4) je uzito 6 kopii jed-
notkového kruhu. Dalsi 4 kopie jsou nutné k pokryti kruhové vysece o thlu %’r

Je pochopitelné, ze vyse ziskany odhad univerzalni horni meze funkce f na prostoru
konvexnich kompaktnich mnozin v R? je velmi hruby. Domnivame se, ze funkce f nabyva
maxima na trojuhelniku.

Obrazek 3: Necht Q je trojuhelnik, potom f(£2) < 13.

Poznamka 5.2. Kazdy trojuhelnik muze byt afinni transformaci preveden na trojuhelnik
rovnostranny. Proto postaci zkoumat meyerovské ¢islo rovnostranného trojuhelniku. Kdyz €2
je takovy trojthelnik se stranou délky 1, potom 2—¢2 je pravidelny Sestitihelnik o poloméru 1.
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Obrazek 3 ukazuje, ze 13 otevienych kopii trojihelniku 2 staci k pokryti uzavieného Setithelniku
Q—Q, tj. f(Q) <13

12 kopii trojihelniku k pokryti Sestitthelniku pravdépodobné nestaci, a proto f(£2) = 13.
S ohledem na nase poznatky se zdd, ze mezi vSemi dvourozmérnymi konvexnimi mnozinami
ma trojuhelnik nejvétsi meyerovské cislo. Naopak f(€2) je s nejvétsi pravdépodobnosti
minimalni pro elipsu.
Poznamka 5.3. Pro kazdou uzavienou elipsu E v R? existuje afinni zobrazeni takové, ze
A(E) = B(0,1). S vyuzitim véty 3.1 mame vztah f(E) = f(A(E)) = f(B(0,1)). Obrazek 4
ilustruje urc¢eni hodnoty f(B(0,1)) = f(E) = 8.

Obrazek 4: Leva cast obrazku demonstruje, ze &8 kopii jednotkového kruhu

staci k pokryti B(0,2). Prava ¢ast obrazku ilustruje, ze 7 kopii nestaci, protoze k pokryti hra-
nice B(0,2) je potfeba 6 uzavienych, a ne pouze otevienych kopii jednotkového kruhu.

Na zékladé predchozich tivah lze vyslovit hypotézu, ze pro kazdou konvexni kompaktni mnozinu
Q v R? plati 8 < f(Q) < 13.

Samoziejme lze predpokladat, ze kladeni dalsich podminek na konvexni kompaktni mnozinu
Q) zpresni odhad hodnoty f. Vénujme se tedy nyni ptipadu stfedové symetrické mnoziny 2.
Pro tento ucel vyuzijeme dalsi z Johnovych vysledku [4].

Véta 5.4. (John) Pro kazdou konvezni kompaktni stredové symetrickou mnozinu 2 s neprdazdnym
vnitikem v R existuje uzavieny stredové symetricky elipsoid E takovy, ze E C Q C VdE.

V roviné ma véta 5.4 nasledujici dusledek. Jeho dikaz je analogicky dukazu dusledku 3.3.

Dusledek 5.5. Necht ) je konvexni kompaktni stredové symetrickd mnozina s neprazdnym
vnitrkem v R2. Potom

f(Q) < pocet kopii B(0,1) nutngch k pokryti B(0,2/2).

S vyuzitim predchoziho dusledku jsme schopni ur¢it horni mez hodnot funkce f pro
konvexni kompaktni stiedové symetrické mnoziny € s neprazdnym vnitikem v R2.

Véta 5.6. Necht Q je konvexni kompaktni stiedové symetrickd mnoZina v R? s neprdzdnym
vnitrkem. Potom f(Q2) < 16.



Diikaz. S ohledem na dusledek 5.5 staci ukazat, ze 16 kopii otevieného jednotkového kruhu
staci k pokryti B(0, 2\/5), viz. obrazek 5.6. Necht aq, as jsou sousedni vrcholy pravidelného
15-thelniku se stiedem v 0 a polomérem r. Technickymi vypocty lze ukazat, ze pro r = 1.95
jeden z pruseciku kruht B(a;, 1) a B(ag, 1), na obrazku oznaceny jako Py, lezi v kruhu
B(0,1) a druhy priisecik, oznaceny jako P, lezi vné B(0,2v/2). Z toho vyplyva, ze 15
jednotkovych kruhti je tieba k pokryti hranice B(0,2v/2) a dalsf jednotkovy kruh je nutny
k pokryti stredu. O

Obrézek 5: Tlustrace ditkazu véty 5.6. Pro pokryti hranice B(0,2+/2) staci 15 kopii B(0, 1).

6 Meyerovska cisla pro pravidelné mnohouhelniky

Je zajimavé urcit hodnotu funkce f pro nejjednodussi dvoudimenziondlni mnoziny, totiz
mnohothelniky. Jako vedlejsi vysledek odvodime, ze meyerovské ¢islo pro kazdou mnozinu,
ktera neni “daleko” kruhu, m& hodnotu 8.

Lemma 6.1. Necht' r > ¢ :=2(1 + 2cos 27”)*1. Potom ezistugi body ay, ..., ag spliugict

B(0,2) C B(ay,r)U...U Blas,r).

Obrazek 6: Pokryti B(0,2) 8 kopiemi B(0, ¢), viz. lemma 6.1.

Diikaz. Pokryti je ilustrovano na obrazku 6. Ziejmé staci ukazat, ze 8 uzavienych kopii B(0, ¢)
pokryje B(0,2). Polozme ag = 0. Sttedy ay, ..., a7 ostatnich kopii kruhu B(0, ¢) jsou umistény
ve vrcholech pravidelného 7-tthelniku o poloméru 2ccos 7. Algebraické vypocty ukazuji, ze




hranice kruhu B(ay,¢), B(asg,c), B(0,c) se protinaji v jediném bodé Pj, a hranice kruhu

B(ay,c), B(ag,c), B(0,2) maji spole¢ny prusecik P». Tedy B(0,2) C B(ai,c)U...U B(as, ¢),
¢imz je lemma dokazano. O

Dusledek 6.2. Necht Q je konvexni kompaktni mnoZina v R? takovd, Ze existuji x,y € R?

ar >0 spliujici B(z,cr) CQC B(y,r), kde ¢ := 2(1+ 2cos Z)~. Potom f(2) <8.

Predchozi dusledek muze byt jednoduse aplikovan na pravidelné n-ithelniky pro n > 7.
Zbyva urcit hodnotu f pro pravidelny Sestithelnik, pétiihelnik a ¢tverec. Provedeme to
konstruktivné.

Poznamka 6.3. Necht 2 je pravidelny Sestitthelnik, pétithelnik nebo ¢tverec. Potom
f(©2) =9, jak je ilustrovédno na obrazcich 7.

-Je-1i €2 Sestitthelnik o poloméru 1, potom 2—(2 je Sestitthelnik o dvojnésobném polomeéru.
k pokryti hranice uzavieného sestitthelniku o polomeéru 2 potiebujeme 8 otevienych Sestitithelniku
o poloméru 1, jeden otevieny Sestitthelnik poloméru 1 je navic nutny k pokryti stiedu.

-Je-li 2 pétithelnik o poloméru 1, potom 2 — 2 je desetitthelnik o poloméru 1 +
Plati stejné vysvétleni jako u Sestitthelniku.

-Je-li € ¢tverec o strané délky 1, potom 2 —  je ¢tverec dvojnasobného rozmeéru.
K pokryti horni hrany ¢tverce o strané délky 2 potiebujeme 3 oteviené ctverce poloviéniho
rozmeéru, stejné tak pro dolni hranu a stiedni cast.

V3
3 -

Obrazek 7: Pokryti diferenéni mnoziny §2 — Q 9 kopiemi §2 v ptipadech, ze €2 je pravidelny
Sestitthelnik, pétithelnik nebo ¢tverec.

Vysledky pro pravidelné mnohothelniky jsou shrnuty v néasledujici véteé.

Véta 6.4. Necht' §) je pravidelny n-ihelnik v R%. Potom f(2) <8 pron > 7, f(Q) =9 pro
n=4,56a f(Q) <13 pron = 3.

7 Zavér

V ¢lanku jsme urcili univerzalni horni mez K, < 26 meyerovského ¢isla pro konvexni kom-
paktni mnoziny v R?. K odhadu meze Ky v dimenzi d > 3 lze s odvoldnim na disledek 3.3
uzit pokryti koule B(0,2d) jednotkovymi otevienymi koulemi, coz je slozity problém. Pro
konvexni kompaktni € C R? usuzujeme, Ze 8 < f(Q) < 13. Pokud je navic Q stiedové
symetrickd, zda se, ze 8 < f(2) < 9. Bylo by zajimavé studovat topologické vlastnosti
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prostoru konvexnich kompaktnich stfedové symetrickych €2, pro které je f(Q2) = 8, resp.
f(2) = 9, a predevsim by bylo zajimavé popsat takové mnoziny €2, které v Hausdorffové
topologii tvoii hranice jednotlivych tiid s ruznymi meyerovskymi ¢isly. Funkce f urcuje
minimalni pocet otevienych kopii €2° potiebnych k pokryti diferencni mnoziny €2 — €.
Podobné se da definovat funkce ¢ jako minimalni pocet uzavienych kopii € potiebnych
k pokryti Q — €. Samoziejmé plati ¢(2) < f(2). Lze predpoklddat, ze mnoziny €2, pro
které g(Q) < f(Q), lezi pfesné na hranici mezi tfidami mnozin s rozdilnymi hodnotami

funkce f.
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