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Palindromy znamé neznamé

Palindromicka slova a palindromické véty, tedy slova a véty, které zustavaji stejné,
at je ¢teme odpiedu & odzadu, jsou oblibenou hratkou. Cestina nds mize pobavit
palindromickymi vétami jako: Kobyla md maly bok. Jelenovi pivo nelej. Nevypust
supy ven. Nejdelsim palindromickym slovem nalezenym v Oxfordském slovniku
je tattarrattat, coz je slovo vzniklé ve fantazii Jamese Joyce a pouzité v roméanu
Odysseus, které znamenda “klepat na dvere”. V Guinnessové knize rekordu je uve-
deno slovo detartrated, minuly cas slovesa detartrate, chemiky vymyselny termin,
ktery znamend odstranit vinan (skupina organickych latek). Ve slovnicich je ¢asto
uvadény rotavator, obchodni znacka zemédélského stroje. Malayalam, indidnsky
jazyk, je palindromické slovo stejné délky. Zda se, ze nejdelsi v bézné mluve uzivany
palindrom je finské slovo saippuakauppias, které oznacuje prodavace mydla. V roce
1991 sestavil Gordon Dow palindromickou vétu obsahujici 306 slov s titulem Dog Sees
Ada. Tento palindrom si zaslouzi pozornost, protoze obsahuje jen malo ‘umeélych’
slov. OvSem palindromy se objevuji i v seriéznich disciplinach.

Ve vétsiné genomu (soubory genu obsazené v chromozémech bunééného jadra
organismu) se objevuji palindromické motivy. Pod palindromem rozuméji biologové
ovsem trochu odlisny pojem. DNA je tvorena dvéma vlakny nukleotidu a tyto
baze jsou vzdjemné komplementarni, tj. vzdy se paruji stejnym zpusobem (adenin
s tyminem a cytosin s guaninem). Posloupnost nukleotidu ve vldknu DNA se
pak nazyva palindromem, pokud je rovna své komplementarni posloupnosti ¢tené
pozpatku. Napftiklad posloupnost ACCTAGGT je palindromem, protoze pfecteme-
li jeji komplement TGGATCCA pozpatku, dostaneme ptuvodni posloupnost. Mo-
tivy formované razenim nukleotidu specifikuji, jaké bilkoviny maji byt bunkou pro-
dukovany. Neddvné vyzkumy ukéazaly, Ze mnoho bazi chromozému Y je uspoiradano
palindromicky. Toto usporadani umoznuje totiz chromozému Y, dojde-li k jeho
poskozeni, jednoduchy samoopravny proces pomoci prekopirovani genetické infor-
mace své ‘zdravé’ poloviny.

V tomto c¢lanku se zameérime na jiné odvétvi, kde se palindromy intenzivné
studuji, a tim je teorie kvazikrystali. Objev kvazikrystalu v roce 1982 [6] zpusobil
poprask. Kvazikrystaly jsou materidly s ostrymi body na difrakénim obrazku, ale
zaroven s nekrystalografickymi symetriemi. Tyto materialy musi tedy byt uspotadény
na dlouhou vzdalenost, toto usporadani ovsem neni periodické. Az do doby ob-
jevu kvazikrystalu se vérilo, ze pravidelnost ve strukture latek je synomem pe-
riodicity. K modelovani jednorozmérnych kvazikrystalu slouzi néktera nekonecnd
neperiodicka slova. Zkouméanim jejich kombinatorickych a algebraickych vlastnosti



tak nepfimo studujeme fyzikalni vlastnosti kvazikrystalu. Faktorovd komplexita
odpovida poctu lokalnich konfiguraci atomu v materidlu. Palindromickd komplexita
popisuje lokalni symetrie materidlu. My se zaméfime na zkoumani palindromu jisté
skupiny nekonecnych slov, ktera jsou vhodnym modelem kvazikrystalu.

Znaceni

Abeceda A je koneénd mnozina symbolu zvanych pismena. Zietézenim pismen
ziskame slovo. A* je mnozina vsech konecnych slov nad abecedou A. Pokrac¢ujeme-
li v fetézeni pismen bez omezeni, ziskdme doprava nekonecné slovo u = uguius....
Analogicky ziskdme doleva nekoneéné slovo. Faktor (podslovo) slova u je kazdé slovo
(konecné ¢i nekonecné), které se v u vyskytuje. Pismeno d € A je levym pro-
dlouzenim faktoru v, pokud dv je faktor uw. Slovo v je levy specidlni faktor, pokud
v mé vice levych prodlouzeni. Slovo v je predpona wu, pokud uw = vw pro néjaky
faktor w slova u. Jazyk L(u) je mnozina vsech faktoru slova u. Symbolem L, (u)
znac¢ime mnozinu vsech faktoru délky n slova u. Symbolem e zna¢ime prazdné slovo.
Substituce ¢ je homomorfismus : A* — A* takovy, ze existuje d € A spliujici
¢(d) = dw pro néjaké neprazdné slovo w € A* a p(d) # ¢ pro kazdé d € A. Substi-
tuce muze byt definovana pro doprava nekonecné slovo u = uguqus ... predpisem:
o(u) := p(ug)e(ur)e(us) . .. Poznamenejme, ze kazda substituce ma pevny bod, tj.
existuje nekonecné slovo u takové, ze p(u) = u. Substituce ¢ se nazyva primitivni,
pokud existuje k£ € N takové, ze pro kazdou dvojici pismen c¢,d € A se pismeno
c vyskytuje ve slové ¢*(d). Stejnomérné rekurentni je takové nekonecné slovo u,
které ma nasledujici vlastnost: pro kazdé n € N existuje R(n) > 0 takové, ze kazdé
podslovo slova u délky R(n) obsahuje vSechny faktory slova u délky n.

Nekonec¢na slova jako model kvazikrystali

Cilem této kapitoly je charakterizovat skupinu nekone¢nych slov, kterd jsou vhodnym
modelem kvazikrystalu. K tomutu ucelu je nejprve nutno zavést nékolik pojmu.

Rényiho rozvoj jednicky a Parryho ¢éisla

Necht 3 > 1, potom Tj je zobrazeni definované pro kazdé z € [0,1] predpisem
Ts(x) == Bz — |Bx]. Necht § > 1 az € [0,1). Reprezentace z = > .o, 607",
kde t; € N, se nazyva Rényiho rozvoj x v bazi 3, pokud pro koeficienty plati:
t; = LﬁTé_l(x)J. Kazdé 8 > 1 je charakterizovano svym Rényiho rozvojem jednicky,
znacenym dg(l) = t1ty..., kde t; = WTE;_l(l)J. Pokud dg(1) je posloupnost pe-
riodickd od urcitého clenu, [ se nazyva Parryho ¢islo. Pokud dg(1) je konetnd
posloupnost,  se nazyva jednoduché Parryho ¢islo.

Necht dg(1) je periodickd od urcitého ¢lenu, specidlné necht m € N a p € N jsou
minimalni takova, ze dg(1) = t1...t0 (ts1.. timgp)®. Substituce ¢ = g pridruzena g
je definovana na abecedé {0,1,...,m + p — 1} predpisem

©(0) =0"1,..., p(m+p—2) =01 (m+p—1), p(m+p—1)=0=trm. (1)

Nekonecné slovo pridruzené (3 je pevny bod ug = lim,_. ¢™(0) substituce ¢. (Je-
likoz ¢©"(0) je vlastni pfedponou ¢"(0), nové a nové aplikovani substituéniho
predpisu skutecné vytvoii nekonecné slovo.)



[-rozvoj a (3-cela ¢cisla

Podivejme se nyni na slovo ug z algebraického pohledu. Kazdy z nas se bézné
setkdvé s rozvojem éisel v desitkové soustave. Casto je viak vyhodné rozvijet ¢isla
i v jinych bazich. Necht > 1ax > 1a 2/8* < 1, B-rozvojem ¢isla x nazyvame
Rényiho rozvoj x/3* ndsobeny B*. Samoziejmé pro x € [0,1) definujeme [-rozvoj
x jako jeho Rényiho rozvoj. Nezdporna [-cela cisla jsou pak definovana jako:
Zy:={x>0 |z = Zf:o z;3° je f-rozvoj ¢isla x}. Je piirozené definovat pak [3-
cela cisla jako: Zg = —ZZ U Zg. (-cela cisla tedy hraji v oblasti nestandardnich
¢iselnych systému stejné vyznamnou roli jako celd ¢isla pii rozvoji v desitkové sous-
tave.

Necht ds(1) je periodickd od urcitého ¢lenu, specidlné necht m € N ap € N
jsou minimalni takova, ze dg(1) = ti..tm(tmt1..-tmsp)”. Potom existuje prave
m + p mezer mezi po sobé jdoucimi (-celymi ¢isly. Pritadime-li mezerdam pismena
0,1,...,m+ p— 1 podle velikosti (nejvétsi mezete ¢islo 0, az nejmensi m + p — 1),
ziskdme pravé nekonecné slovo ug, tedy pevny bod substituce .

Zpét ke kvazikrystaliim

Nyni, kdyz se na nekonecné slovo ug muzeme divat jako na kédovani algebraické
struktury Zg, lze hledat souvislost s kvazikrystalickou strukturou. Thurston [7]
ukdzal, ze pro Parryho ¢islo 3 je Zg stejnomérné diskrétni a relativné hustd mnozina,
tj. delonovskd mnozina [5]. Pro (3, které je navic Pisotovo, vyhovuje Zg meyerovské
podmince: Zg — Zg C Zg + F pro konecnou mnozinu F. Pfipomeinime, ze Pisotovo
¢islo je algebraické celé ¢islo, jehoz vsechny sdruzené kofeny jsou v absolutni hod-
noté ostfe mensi nez jedna. Delonovské mnoziny spliujici meyerovskou podminku
jsou vhodnymi modely kvazikrystali, a tedy [-cela ¢isla pro 3 Pisotovo ¢éislo slouzi
jako 1-dimenzionalni model kvazikrystalu. V piipadé kvadratickych algebraickych
¢isel splyva pojem Parryho a Pisotova cisla. Tedy zkoumame-li nekonecné slova,
ktera odpovidaji kvadratickému Parryho ¢islu (a to je pravé pripad, ktery nas bude
zajimat), studujeme nepiimo jednodimenzionalni kvazikrystaly.

Jazyky uzavrené na reverzi

V této kapitole vysvétlime, pro¢ se pii zkoumani palindromické komplexity staci
zaméfit na nekonecnd slova pridruzend kvadratickému Parryho éislu. V ¢lanku [3]
je mozno nalézt dukaz nasledujicich dvou tvrzeni.

1. Nechf u je nekoneéné stejnomérné rekurentni slovo (a to pevné body primitivni
substituce jsou). Pak pokud v jazyce L(u) existuje palindrom délky > n pro
kazdé n € N, potom je L(u) uzavieny na reverzi, tj. s kazdym slovem obsahuje
i jeho zrcadlovy obraz.

2. Necht ug je pevnym bodem substituce (1). Jazyk L(ug) je uzavieny na reverzi
tehdy a jen tehdy, kdyz m = p =1, tj. p(0) =01, p(1) = 0™1.

Budeme zkoumat nekonecné slovo ug, které je pevnym bodem substituce p(0) =
0%1, (1) = 0°1, kde 1 < b < a, tj. substituce odpovidajici dg(1) = ab®, protoze
z predchozich tvrzeni vyplyva, ze v jinych ptipadech Parryho ¢isel obsahuje nekoneéné
slovo ug jen koneéné mnoho palindroma.



Komplexita

Poznamenejme, ze pro jednoduchd Parryho éisla byla komplexita vysetiena v [4]
a dukazy tvrzeni této kapitoly je mozno nalézt v [2]. Prvnim krokem k urceni
palindromické komplexity ug je nalezeni jeho komplexity. Faktorova komplexita
(nebo jednoduse komplexita) je funkce C' : N = N definovana predpisem C(n) =
pocet ruznych faktort délky n. Jednoduchym pozorovanim je nasledujici fakt. Necht
M,, je mnozina levych specidlnich faktoru jazyka L(ug) délky n. Potom C(n+ 1) —
C(n) = #M,,. Zaméime se tedy na levé specidlni faktory. Je jich nékolik druhu.

e Levy specidlni faktor v € L(ug) se nazyvad maximalni, pokud ani v0 ani vl
nejsou levé specialy.

e Nekonecné slovo u se nazyva nekonecny levy specidlni faktor ug, pokud kazda
pfedpona u je levym specidlnim faktorem L(ug).

e Faktor v se nazyva totalné bispecialni, pokud jak v0 tak v1 jsou levé specialni
faktory ug.

Ziejmé je, ze kazdy levy specialni faktor je pfedponou maximalniho nebo nekoneéného
levého specidlniho faktoru. Méme tedy navod, ktery tika, ze je tieba vysetfit
maximalni a nekonecné levé specialni faktory. Provedeme-li to, ziskame nasledujici
vysledky pro piipad, kdy dz(1) =ab* ab < a—1:

e Vsechny totalné bispecialni faktory maji tvar:
V) =P,
V) =0 1p(VP)0b  pron > 1.

Navic, V=1 je ptedponou V™ pro kazdé n € N.
e Existuje jediny nekonecny levy specialni faktor lim,, ., V(™.

e Vsechny maximalni levé specidlni faktory maji tvar:
U(l) — 0a—1’
UM = 01o(U=1)0"  pro n > 1.

Navic, V™ je piedponou U™ pro kazdé n € N.

Situaci muzeme znazornit pomoci stromu levych specidlnich faktoru. Ten se sklada

z jedné nekoneéné vétve (lim, o V™) a z ni se odstépujicich vétvi, které odpovidaji
maximalnim levym specidlnim faktorim U™ . K vétveni dochézi v totélné bispecidlnich
faktorech V™. Kazdy levy specidlni faktor je piedponou tohoto stromu. 7 téchto
uvah uz snadno plyne vzorec pro komplexitu.

Véta 1. Komplezita pro dg(l) = ab”, b < a — 1, spliuje pro kazdé n € N,

2 [V <n<|UW ro k e N,
AC(n):C(n—i—l)—C(n):{l Ve —]“m; P

Uvedme pro ilustraci strom levych specidlnich faktora pro ug, které je pevnym
bodem ¢(0) = 0001, p(1) = 01, tedy kde dg(1) = 31“. V tomto stromé vidime
vsechny levé specialni faktory do délky 14.
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Poznamenejme, ze pro nekonecné slovo ug, kde dg(1) = a(a — 1), zjistime, ze
neexistuje zadny maximalni levy specialni faktor. Strom levych specidlnich faktoru
se v tomto pripadé sklada z jediné nekoneéné vétve. Dostavame C(n) =n+ 1. Jde
o sturmovské slovo, tj. neperiodické slovo s nejmensi moznou komplexitou.

Palindromicka komplexita

Poznamenejme, ze palindromickd komplexita pro slova pfidruzend jednoduchym
Parryho ¢islum byla studovéna v [1] a diikkazy a podrobnosti z této kapitoly naleznete
v [3]. Palindromickd komplexita je funkce P : N = N definovand predpisem
P(n) = pocet ruznych palindromu délky n. Vyfesme hned na zacatku piipad
ds(1) = a(a—1)“, kdy ug je sturmovské slovo. Pro sturmovska slova bylo dokdzano,
ze P2n) = P(0) =1 a P(2n+1) = P(1) =2 pro vsechna n € N. Nikoho
nepiekvapi, ze k vySetfeni hodnot palindromické komplexity je tieba rozlisit nékolik
druhu palindromu.

e Palindrom p € L(ug) se nazyva maximalni, pokud 0p0 & L(ug) a 1pl & L(ug).

e Necht v = ...v3v5v; je doleva nekoneéné slovo na abecedé {0,1}. Oznaéme
U = vivouz.... Nechf d € {£,0,1}. Pokud pro kazdé n € N je slovo p =
UpVp—1...01dV1 V..., € L(ug), potom vdv se nazyva nekoneénd palindromickd
vétev ug se stiedem d.

Je jasné, ze kazdy palindrom je centralnim faktorem maximélniho palindromu nebo
nekonecné palindromické vétve.

e Palindrom p je maximélni palindrom < p = U™ tedy maximélnimu levému
specidlnimu faktoru, pro néjaké prirozené ¢islo n. (Presvédcte se na obrazku,
ze UM a U® jsou palindromy.)

e Pro kazdé d € {¢,0,1} existuje nejvyse jedna nekoneénd palindromicka vétev
se sttedem d.

Uvedme jesté vzorec, ktery umoziuje vyuzit komplexity k vypoétu palindromické
komplexity.

Véta 2. Pro palindromickou komplezitu ug, kde dg(l) = ab”, b < a — 1, plati
P(n+1)+ P(n) = AC(n) + 2 pro kazdé n € N. A tedy plati:

P(2n+1) = AC(2n)+ 2 — P(2n).



Z posledniho tvrzeni vyplyva, ze pti zkouméani palindromické komplexity se staci

omezit na hledani jeji hodnoty napiiklad jen pro suda ¢isla. Existuji 4 ruzné vzorce

pro

palindromickou komplexitu v zavislosti na sudosti ¢ lichosti parametru a a b.

Pro ilustraci uvedeme vysledky pro piipad, kdy a i b jsou licha cisla.

e Existuje nekonecnd palindromicka vétev se stifedem 0, oboustranna limita
palindromti V| tedy ndm znidmych totélné bispecidnich faktort. Jiné nekonecné
palindromické vétve neexistuji.

e Existuje jediny maximalni palindrom sudé délky, jediny maximdlni palindrom
se sttedem 1 a nekoneéné mnoho maximalnich palindromu se stfedem 0.

UM = 0D g stiedem e.
U@ se stiedem 1.

U™ se stiedem 0 a s centralnim faktorem V(=2 pro n > 3.

Ptipomenme vétu 2, ktera iikd, ze pro vypocet palindromické komplexity staci védét,
ze existuje jediny maximalni palindrom sudé délky a ze neexistuje nekonecnd palin-
dromicka vétev se stiedem e.

Zaveér

Cilem tohoto ¢lanku nebylo uvést presné vzorce faktorové a palindromické kom-
plexity, ale popsat nastroje, které umozni zkoumat tyto charakteristiky i pro jina

stej

nomérné rekurentni nekonecna slova, kterd mohou modelovat jina fenomena nez

kvazikrystaly, tfeba posloupnosti kédujici genetickou informaci.
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