Jsou Ceské mince optimalni?

LCubomira Balkova! Aneta Stastna'

Abstrakt

Uz jste se nékdy zamysleli nad tim, v ¢em je vyhoda cCeskych minci? A je
viibec néjaka? Je pravda, Ze zaplatime libovolnou ¢astku relativné malym poc-
tem minci? Dostaneme optimélni platbu pomoci tzv. hladového algoritmu?
A nehodilo by se pfidat mezi ¢eské mince néjakou novou hodnotu, kterd by
umoznila pramérny pocet minci pouzitych pfi placeni o hodné zmensit? Tyto
a podobné otazky zodpovime a porovname vyhodnost plateb v ¢eskych ko-
runach s platbou v americkych centech, britskych pencich, euro centech a ve
vybranych exotickych mincovnich systémech. Pojdme se tedy podivat, zda
Cesky mincovni systém mezi konkurenci obstoji.

Platba pomoci minci

Platbou pomoci minci rozumime sklddani vSech moznjch ¢astek do vysSe nejmensi
bankovky co nejefektivnéji. ! Efektivita placeni miize mit tisice podob. My ukazeme
v ¢lanku zakladni kritéria, jak efektivitu méfit, a podle nich porovname efektivitu
systému minci z tabulky 1.

Nejdrive ale zavedeme pojem reprezentace ¢astky, ktery nam umozni tilohu pla-
ceni mincemi poradné zformulovat. Necht jsou dany hodnoty minci e, es,...,ep
(uspofddané vzestupné), pficemz e; = 1 (aby $lo zaplatit kazdou ¢dstku). Uvazujme
castky n v hodnotach od 1 do N —1, kde N je hodnota nejmensi bankovky. Kazdou
D-tici (a1, as,...,ap), kde jednotlivd ¢isla jsou pfirozend nebo nuly a pro kterou
plati, ze

n=aj-e+ax-ex+---+ap-ep, (1)

nazveme reprezentacti ¢astky n. Pocet pouzitych minci v dané reprezentaci znac¢ime
cost(ay,ag,...,ap), tj.
cost(ay,as,...,ap) =a1 +as+---+ap.

Piiklad 1. V éeskijch korundch plati, Ze reprezentace 30 K¢ je napt-. (30,0,0,0,0,0),
protoze
30=30-1+0-140-54+0-10+0-204+0-50

nebo (0,0,0,1,1,0), protoZe
30=0-1+0-240-5+1-104+1-2040-50.
Proto cost(30,0,0,0,0,0) = 30 a cost(0,0,0,1,1,0) = 2.

Nez se pustime do samotnych tvah o efektivité, uvedme vyznamnou poznamku.
V ¢lanku budou uvedeny vysledky, které nelze ziskat bez pouziti pocitace. Druhé
z autorek vechny potfebné programy vytvofila. Ctenéfi jsou k dispozici na www
strance [2].
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1Ve skuteénosti neni omezenim, Ze uvazujeme pouze mince, zatimco bankovky jsou vylouéeny ze
hry. Ctenaf si jisté sam rozmysli, jak by se ¢lanek zménil, kdyby se zapojily do placeni i bankovky.



’ mince symbol \ hodnoty \ min bankovka | & cost
ceské koruny K¢ 1,2,5,10,20,50 | 100 3,434343. ..
US centy ¢ 1,5,10,25 100 4,747474. ..
euro centy zadny specialni 1,2,5,10,20,50 | 100 3,434343. ..
UK pence p 1,2,5,10,20,50 | 100 3,434343. ..
azerbajdzansky qopik | w vzhiru nohama | 1,3,5,10,20,50 | 100 3,434343. ..
bahamsky cent Be 1,5,10,15,20 50 3,571428571

Tabulka 1: Systémy minci pouzivané v Evropé, USA, v Azerb4jdzanu a na Baha-
mach, které porovname podle ruznych méritek efektivity placeni. Vidime, Ze euro
centy i britské pence maji stejné nominalni hodnoty i nejmensi bankovku jako nase
koruny. Proto efektivita téchto t¥i systémi bude stejnd, af uz ji méfime podle jakého-
koliv kritéria. Posledni sloupec uvadi primérny pocet minci pouzitych pri optimalni
platbé.

1 PouzZiti minimalniho poétu minci

MaA4-1i ndm prodavacka vratit 30 K¢, pak budeme jisté radsi, kdyz ndm da dvé mince
v hodnotach 10 a 20 K¢, nez kdyz si v penézence odneseme tficet jednokorunovych
minci. Proto je prirozené definovat optimdini reprezentaci ¢astky n nasledovné:

Pokud je soucet a; + as + -+ + ap v reprezentaci n minimalni mezi vSemi moz-
nostmi, tedy podle zavedeného znaceni je minimélni cost(aq,as,...,ap), pak na-

zveme (a1, as, . ..,ap) optimdlng reprezentaci ¢astky n a znacime opt(n, e1,es,...,€ep).

Piiklad 2. V Cechdch potiebujeme k zaplacens édstky 30 K¢ minimdiné dvé mince,
a to v hodnotdach 10 a 20 K¢. Zapisme to pomoci prdavé zavedené symboliky:

opt(30;1,2,5,10,20,50) = (0,0,0,1,1,0) a cost(opt(30;1,2,5,10,20,50)) = 2.

2 Prumérny pocet minci v optimalni reprezentaci

Prirozenym pozadavkem je, abychom v daném systému minci v optimalnich re-
prezentacich ¢astek pouzivali primérné co nejméné minci. Pomoci programu Opti-
mum.c druhd z autorek spocitala primérny pocet minci pouzivanych v optimalnich
reprezentacich v jednotlivych systémech — viz posledni sloupec tabulky 1. Tedy pro

systém minci ey, es, ..., ep a ¢astky od 1 do N —1 je v tabulce napocitana hodnota
;| Nl

N1 Zcost(opt(k,el,e%...,eD)). 2 (2)
k=1

Pozor ovSsem — je ziejmé, Ze s rostoucim poctem minci kleséd pramérny pocet minci
potfebnych v optimélnich reprezentacich ¢astek. Proto neni spravedlivé prohlasit,
ze prohraly americké centy, nybrz je logic¢téjsi porovnavat mezi sebou podle tohoto
kritéria systémy obsahujici stejny pocet minci. Mizeme tedy napiiklad tvrdit, Ze je
z tohoto hlediska Cesky systém stejny jako azerbajdzansky.

3 Optimalni systém minci

Podle primérného poc¢tu minci v optiméalnich reprezentacich vsech c¢astek se da
hodnotit optimalita systému minci. Pro pevné dany pocet minci D nazveme systém

23" je zkraceny zapis souctu. Tedy > p_,ar = a1 +az + -+ an.




| pocet minci D | hodnoty | @ cost \

1,12,19 5,262626. . .
1,5,18,25 3,069696. . .
1,5,16,23,33 | 3,363636. ..
1,4,6,21,30,37 | 2,989898. ..
1,4,9,24,31,45 | 2,989898. ..
1,5,8,20,31,33 | 2,989898. ..

SO O O x| W

Tabulka 2: Optimalni systémy minci pro tfi az Sest minci, tedy systémy, ve kte-
rych pfi optimalnich platbach pouzZijeme priimérné nejméné minci. Prameérny pocet
pouzitych minci pii placeni ¢astek od 1 do 99 uvadi posledni sloupec.

minci ey, es,...,ep optimdlni, pokud prumérny pocet minci v optimalnich repre-
zentacich je minimalni, tj. uvazujeme-li ¢astky od 1 do N — 1 (pfedpokladame, Ze
v8echny jsou stejné pravdépodobné, coz v redlném zivoté diky oblibé ¢astek konci-
cich devitkou neni pravda), pak pozadujeme minimalitu vyrazu (2).

Optimalni systémy pro D = 3,4,5 a 6 minci a s minimalni hodnotou bankovky
n = 100 a také pramérny pocet minci v optimalnich reprezentacich pro tyto systémy
jsou uvedeny v tabulce 2 a byly nalezeny programem Dynamicky.c.

Z tabulky vidime, Ze Zzadny z redlnych systémii minci neni optimalni. OvSem
nékteré maji k optimalité dost blizko. Podle systému minci v hodnotéach 1, 5,18, 25
se jmenuje Cldnek [1], ktery nds ke zkoumani minci pfivedl: What this country
needs is an 18¢ piece. Je totiz vidét, ze kdyby se v US systému nahradil desetnik
minci v hodnoté 18¢, pak by vznikl optiméalni systém. Samoziejmé k tomu nedojde,
protoze lidé neumi rychle zpaméti pocitat s ¢islem 18.

4 Optimalita versus hladovy algoritmus

Jiné z moznych hledisek je, aby reprezentace ziskané tzv. hladovym zpusobem byly
optiméalni. Hladovou reprezentaci ¢astky n znacime hlad(n,eq,eq,...,ep) a ziskdme
ji tak, Ze vezmeme co nejvice minci v hodnoté ep, co se do n vejdou, a oznac¢ime
tento pocet ap. Pak vezmeme co nejvice minci v hodnoté ep_1, co se vejdou do
n —ap - ep atd. Potom ziskana reprezentace (a1, as, . ..,ap) bude hladova.

Priklad 3. Napriklad pFi pouziti ceskijch korun ziskame hladovou reprezentaci 46
K¢ ndsledovné: Nejprve pouzijeme dvé dvacetikoruny. Zbude ndm tak 6 K¢, coZ
uhradime jako pétikorunu a korunu. Dostavdme tedy reprezentaci (1,0,1,0,2,0),
kterd odpovidd rovnosti

46=1-14+1-5+2-20.

Jde o hladovou reprezentaci 46 K¢ a snadno se presvédcime, Ze je zdroveri optimdlni.

Jelikoz je platba hladovym zptisobem pfirozend, je dalsim logickym pozadavkem,
aby v systému minci hladové reprezentace odpovidaly optimalnim reprezentacim.
Programem Hladovy.c jsme ovérily, ze tomu tak je v pfipadé vSech systému z ta-
bulky 1.

Piiklad 4. Aby nevznikl dojem, Ze hladovd a optimdlni reprezentace vidy splyvaji,
tak napriklad pro optimdlni systém ctyr minci 1,5,18,25 zaplatime cdstku 36 hla-
dovym algoritmem jako 36 = 25 + 2 -5+ 1, zatimco optimdlné ji zaplatime dvéma
mincemi v hodnoté 18. Pri volbé realnych systémi minci tedy zrejmé poZadavek,
aby optimdlni a hladovd reprezentace byly shodné pro vsSechny uvaZované cdstky,
hral duleZitou roli.



pocet minci D | hodnoty | @ cost \

1,5,22 5,313131. ..
1,523 5,313131. ..
1,3,11,37 4,14. .
1,3,11,38 4,14. .

1,3,7,16,40 3,494949. ..
1,3,7,16,41 3,494949. ..
1,3,7,18,44 3,494949. ..
1,3,7,18,45 3,494949. ..
1,3,8,20,44 3,494949. ..
1,3,8,20,45 3,494949. ..
1,2,5,11,25,62 | 3,161616...
1,2,5,11,25,63 | 3,161616. ..
1,2,5,13,29,64 | 3,161616. ..
1,2,5,13,29,65 | 3,161616. ..

SO O U O O O U OV W x| 0| W

Tabulka 3: Optimalni systémy minci pro platbu hladovym algoritmem pro t¥i az
Sest minci, tedy systémy, ve kterych pii ,hladovych®“ platbach pouzijeme priimérné
nejméné minci. Praimérny pocet pouzitych minci pfi placeni ¢astek od 1 do 99 uvadi
posledni sloupec.

5 Optimalni systém minci pro hladovy algoritmus

Kdyz uz se zd4, ze hladovy algoritmus hraje tak dtlezitou roli pro praktickou praci
s mincemi, pojdme najit systémy minci, které jsou optiméalni pro hladovy algorit-
mus. Cilem je tudiz najit hodnoty minci e, es, ..., ep pro dané D tak, aby pramérny
pocet minci pouzitych v hladové reprezentaci byl minimalni. Matematicky zapsano,
hledame mince, pro které je minimalni néasledujici hodnota

N-1

Z cost(hlad(k, eq,ea,...,ep)).
k=1

N-1

V tabulce 3 ziskané programem Hladovy-system.c je shrnuto, jaké systémy 3,4, 5
a 6 minci jsou optimalni pro platbu hladovym algoritmem a jaky je primérny pocet
minci pouzitych v hladové reprezentaci castek v takovych systémech. Zajimavym
pozorovanim je, Ze zadny z téchto systému neni zaroven optiméalni — jak ¢tenar oveii
porovnanim s tabulkou 2. Lze tedy prohlasit, ze systém, ktery by byl optimélni
a zaroven by v ném platba nejmensim poc¢tem minci splyvala s platbou hladovym
algoritmem pro t¥i az Sest minci, neexistuje.

Koho zajima, jaky je primérny pocet minci pouzitych v hladovych reprezen-
tacich ¢astek v redlnych systémech, uvédomi si, ze v systémech z tabulky 1 splyva
hladovéa a optiméalni reprezentace. Proto hledany tidaj vycteme z posledniho sloupce
tabulky 1.

6 Omezeny pocet minci od kazdé hodnoty

Jina efektivita, kterou si muzeme piat, je zaplatit tak, aby pocet minci od kazdé
hodnoty nepresahl predepsanou konstantu k. Podivejme se, jak vypadd minimélni
konstanta k pro nami uvazované systémy. Tedy jaké je miniméalni k takové, zZe
kazdou ¢astku zaplatime maximalné k kusy od kazdé mince. Vysledky jsou uvedeny
v tabulce 4.



mince \ mez k ‘

¢eské koruny, euro centy, UK pence | 2
US centy 4
azerbajdzansky qopik 2
bahamsky cent 4

Tabulka 4: Minimalni pocet minci k takovy, Ze pomoci k£ minci od kazdé hodnoty
zaplatime kazdou ¢astku do hodnoty mensi nez nejmensi bankovka.

7 Rovnomérné pouzivani minci

Mincovna jisté potiebuje védét, jak moc se jednotlivé mince pouzivaji. Muze podle
toho volit jejich kvalitu a vi, jak casto je potfeba jednotlivé hodnoty minci razit,
predpokladame-li, Ze nejvice uzivané je tfeba razit nejcastéji. A jak ¢asto pouzi-
vame jednotlivé hodnoty minci v optimélnich reprezentacich? Na to se podivejte do
tabulky 5, ktera zastoupeni jednotlivych minci pro realné systémy uvadi.

V pripadé azerbajdzanského gopiku neni optimélni platba nutné jednoznacna.
Napriklad ¢astku v hodnoté 9 qopiku lze zaplatit jako 3 -3 i jako 1 + 3 + 5. Proto
mame v tabulce 5 u azerbajdzanského qopiku tii fadky: prvni odpovida platbam,
kdy uprednostnujeme trojqopik, tfeti platbam, kdy davame prednost pétiqopiku,
a v prostiednim volime kompromis. Vidime, ze kdyz upfednostnime pétiqopik, je
takovy systém nejvyvazenéjsi ze vSech uvaZovanych systémut. Naopak za nejhorsi
lze povazovat z hlediska rovnomérného pouziti minci americké centy.

50
50
0

[ mince |1 2 |3 [5 [10]15]20]25 [50]
¢eské koruny, euro centy, UK pence | 40 | 80 | 0 50 (40 |0 |80 | O 50
US centy 200 0 40 {8 |0 |0 | 150 |0
azerbajdzansky qopik 50 100 {20 |40 | O | 80| O 50

0
0

60 | 40 | 40 80
0 5 | 10| 40| 20

0
0
60 |0 |80 | 30|40 80
0
0

OO O

bahamsky cent 100

Tabulka 5: Uvadime, kolikrat jsou pouzity jednotlivé mince pfi optimalnich platbach
ve zkoumanych realnych systémech.

8 Dalsi kritéria efektivity

Rozhodné jsme nevycerpaly vSechna kritéria efektivity. Ctenaii ted jesté predestfeme
celou fadu problémt, nad kterymi mize hloubat.

1. Jakou minci pridat pro pribliZzeni optimalité?

Mince obvykle mizi{ (vzpomenme relativné neddvno zaniklé padesatniky). My si
ted ale na chvili pfedstavime opacnou situaci a budeme se ptat, jakou jednu minci
pridat, aby se snizil co nejvice priumérny pocet minci v optiméalni reprezentaci. Tedy
mame-li mince e, es,...,ep, jakou mame pridat minci epy1, aby byl minimélni

soucet
N—1
1

N1 Z cost(opt(k,e1,...,ep,ept1)).
k=1

Priklad 5. Pro centy je nejughodnéjsi pridat 32¢, pak v systému minci v hodnotdch
1,5,10,25, 32 je prumérny pocet pouzitych minci v optimdlni reprezentaci édstek od
1 do 99 roven 3,454545. ...



2. Jakou minci pridat, aby se hladova platba pfiblizila optimalité&?
Kdyby se stat rozhodl vyrobit novou minci, pak by bylo mozna vhodné — diky op-
timalité hladového algoritmu — zodpovédét nésledujici otazku: Jakou jednu minci
pridat, aby se snizil co nejvice primérny pocet pouzitych minci v hladové repre-
zentaci, tj. mame-li mince e, eq,...,ep, jakou mame pridat minci ep4;, aby byl
minim&lni soucet
| N-l
N1 ,; cost(hlad(k,e1,...,ep,ept1))-

Priklad 6. Pri priddni centi v hodnoté 2 nebo 3 k mincim v hodnotdch 1,5,10,25
se nejvice snizi prumérny pocet minct v hladovém algoritmu, a to ze 4,747474 ...
na 3,898989. ... (USA v historii mince v hodnoté 2¢ a 3¢ pouZivaly.)

3. Co plati pro sménu?

P1i sménné transakci mizeme dat ¢astku dohromady tak, ze zakaznik plati a proda-
va¢ mu vraci. Vysvétleme, co rozumime reprezentaci ¢astky pfi sménné transakci.
Necht jsou dany hodnoty minci e, es,...,ep (uspofddané vzestupné). UvaZujme
¢astky n v hodnotiach od 1 do N — 1, kde N je hodnota nejmensi bankovky. Kazdou
D-tici (a1, as,...,ap), kde a; € Z, takovou, ze

n=a-ey+ax-e2+---+ap-ep, (3)

nazveme sménnou reprezentact ¢astky n. Poc¢et pouzitych minci v dané reprezentaci
je pak |ai| + |as| + - + |ap|.

Priklad 7. Platime-li za ndkup 46 K¢, pak pri sménné transakci staci, kdyz zapla-
time padesdtikorunou a prodavac ndm vrdti dvé dvoukoruny. Do hry se tedy zapojily
tri mince, zatimco v prikladu 3 byly pro platbu 46 K¢ bez mozZnosti vraceni potreba
minimdlné ¢tyri mince.

Pro sménu si mizeme klast analogické otazky jako pri platbé bez vraceni. Zkuste
si je zodpovédét sami.

Pokud budete chtit odpovédi tykajici se dalsich kritérii efektivity zkontrolovat nebo
se budete chtit podivat na mince z dalsich moZznych thlt pohledu, konzultujte webo-
vou stranku: Optimélni mince a bankovky [2].

Jsou ceské mince optimalni?

Na zakladé prozkoumanych kritérii lze Fici, Ze na tom naSe mince nejsou Spatné,
i kdyZ netvofi ani optimélni systém, ani optimélni systém pro platbu hladovym
algoritmem. Primérny pocet pouzitych minci neni vysoky a na zaplaceni kazdé
Castky nam sta¢i mit v penézence od kazdé hodnoty dva kusy minci. A jelikoz se
s nimi dobfe pocita, muzeme byt jakozto uzivatelé spokojeni.
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