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Abstrakt

Beta-celá čísla byla definována jako zobecnění celých čísel Alfrédem Rényim v roce 1957 při studiu rozvojů reálných čísel v neceločíselných bázích. Kromě matematiků zaujala tato zajímavá struktura také krystalografy, kteří zjistili, že beta-mřížky jsou vhodné pro popis kvazikrystalů a jejich difrakčních obrázků.
Title 

Beta-integers and Quasicrystals

Abstract

Beta-integers were defined as a generalization of integers by Alfréd Rényi in 1957 in the course of his study of expansions of real numbers in non-integer bases. Together with mathematicians, crystallographers are also interested in this unusual structure. They have found out that beta-lattices are in particular convenient for the description of quasicrystals and their diffraction images. 
Kvazikrystaly – překvapení pro krystalografy 

Dokonalou symetrii krystalů obdivují lidé již věky. Z pravidelných vnějších geometrických tvarů usuzovali učenci 19. století na jejich regulární vnitřní strukturu, která vzniká periodickým opakováním jednoduchého motivu. V řeči matematiky je ideální krystal definován jako konečné sjednocení posunutých kopií stejné mřížky, kde mřížkou v prostoru R3 rozumíme množinu celočíselných lineárních kombinací libovolné báze. Kromě translačních symetrií se krystaly vyznačují také symetriemi rotačními a je snadné si rozmyslet, že ideální krystal nemá žádné centrum 5-četné nebo 7- a více četné rotační.
V roce 1895 objevil Wilhelm Conrad Röntgen rentgenovo záření a o 17 let později Max von Laue odhalil rozptyl rentgenových paprsků na krystalech. Tyto objevy poskytly krystalografům nový experimentální prostředek – difrakční analýzu - a zrodila se tak fyzika pevných látek. Až do 80. let 20. století vydrželo fyzikům přesvědčení, že difrakční obrázky s ostrými body, tzv. Braggovými vrcholy, odhalují periodickou atomovou strukturu. Jaké bylo jejich překvapení, když v roce 1984 Dan Shechtman se svými kolegy popsal v článku Metallic phase with long range orientational order and no translational symmetry [1] materiál, jehož difrakční obrázek byl zaplněn Braggovými vrcholy, ale zároveň vykazoval nekrystalografické symetrie! Šlo o slitinu hliníku a manganu vyrobenou prudkým ochlazením. Popišme si podrobněji difrakční obrázek slitiny:

· obsahoval Braggovy vrcholy různé intenzity, byl jimi hustě pokryt → zkoumaný materiál není amorfní, atomy hliníku a manganu jsou uspořádány na dlouhou vzdálenost,
· prostorové uspořádání Braggových vrcholů se lokálně vyznačovalo 5-četnou symetrií (tedy na stínítku se objevovala 10-četná, protože podle zákona rozptylu je difrakční obrázek středově symetrický) → atomická struktura má symetrie dvacetistěnu (ikosaedru) – kromě 2- a 3-četné také nekrystalografickou 5-četnou rotační symetrii,
· [image: image1.wmf]2
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prostorové uspořádání Braggových vrcholů bylo navíc sobě podobné s faktorem odpovídajícím násobku tzv. zlatého řezu 
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Obrázek 1: Vlevo difrakční obrázek ikosahedrálního kvazikrystalu a vpravo ikosaedr se zvýrazněnou osou 5-četné rotační symetrie.
Nové materiály byly pojmenovány kvazikrystaly a s cílem chápat tyto aperiodické struktury jako podtřídu krystalů navrhla v roce 1992 Mezinárodní krystalografická společnost (International Union of Crystallography) následující definici krystalu:

Krystal je struktura, která vykazuje uspořádání na dlouhou vzdálenost, tj. jejíž atomová struktura vytváří difrakční obrázek s ostrými Braggovými vrcholy. Poznamenejme, že uspokojivá - v matematické komunitě obecně akceptovaná - matematická definice kvazikrystalu dosud neexistuje. Pro přehledný popis historie krystalografie doporučujeme [2].
Matematické modely kvazikrystalů
Obvykle modelujeme kvazikrystaly nekonečnými množinami Ω, které splňují následující přirozené vlastnosti:

· jsou delonovskými množinami, tedy neobsahují hromadné body (jsou stejnoměrně diskrétní) a zároveň neobsahují “neomezeně velké díry” (jsou relativně husté),
· jsou meyerovskými množinami, tedy Ω - Ω je podmnožinou Ω + F, kde F je konečná množina posunutí (jde o zobecnění ideálního krystalu),
· mají konečnou lokální složitost, tedy umístíme-li do každého bodu z Ω kouli o libovolném, ale pevném poloměru, budou tyto koule obsahovat jen konečný počet konfigurací bodů z Ω,
· jsou repetitivní, což znamená, že každá lokální konfigurace se vyskytuje v Ω nekonečně mnohokrát,
· jsou sobě podobné, tj. existuje faktor λ - různý od jedné - takový, že λΩ  je podmnožinou Ω (dosud pozorované škálovací faktory pro kvazikrystaly jsou: τ (pětičetná rotační symetrie), τ2 (desetičetná), 
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(dvanáctičetná).
Přesně 10 let před Shechtmanovým průlomovým článkem popisujícím objev kvazikrystalů navrhl Roger Penrose aperiodické dláždění roviny, které splňovalo všechny výše uvedené “kvazikrystalické” vlastnosti - τ2 bylo faktorem sobě podobnosti a dláždění obsahovalo libovolně velké konfigurace, které vykazovaly 10-četnou rotační symetrii. Ve své nejjednodušší formě se dláždění skládá ze dvou typů kosočtverců (strany jednoho z nich svírají úhel 36° a druhého 72°), které při dodržení Penroseových skládacích pravidel pokryjí rovinu aperiodicky. Viz Obr.2.
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Obrázek 2: Aperiodické Penroseovo dláždění vznikne, když kosočtverce skládáme tak, aby do sebe zapadaly výstupky a výkrojky po stranách kosočtverců.
V dalším textu si vysvětlíme, jak popisovat kvazikrystaly, respektive jejich difrakční obrázky, pomocí beta-celých čísel a beta-mřížek.
Beta-celá čísla a beta-mřížky

Beta-celá čísla souvisí se zápisy reálných čísel. Nejrozšířenějšími jsou binární a decimální zápis reálných čísel, které spadají do třídy pozičních numeračních systémů s celočíselnou bází, tj. každé nezáporné reálné číslo x, je-li dána přirozená báze β > 1, lze vyjádřit jako součet konvergentní řady, kde cifry ai jsou celá čísla od 0 do β-1,
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Následující zobecněný poziční numerační systém byl v roce 1957 zaveden a studován Alfrédem Rényim [3].
 Ukázal, že každé reálné číslo lze vyjádřit jako součet konvergentní řady i pro báze β > 1, které nejsou celočíselné a kde cifry jsou nezáporná celá čísla z intervalu [0, β). Zatímco pro celočíselné báze platí, že když zakážeme v zápisu posloupnosti cifer ak ak-1 ak-2 … (β-1) (β-1) (β-1)…, tj. posloupnosti končící nekonečným opakováním (β-1), je už zápis jediný, pro neceločíselné báze je situace odlišná. Zápisů reálného čísla x může existovat nekonečně mnoho. Výsadní postavení mezi nimi má hladový rozvoj, tj. takový zápis čísla x, kde posloupnost cifer ak ak-1 ak-2 … a0 a-1 …  je lexikograficky největší (ovšem při lexikografickém porovnávání musí mít všechny zápisy stejné k, tj. případně je doplníme zepředu nulami). 

Podobnou roli, jakou v numeračních systémech s celočíselnou bází hrají celá čísla Z, mají v numeračních systémech s neceločíselnou bází β tzv. beta-celá čísla Zβ, což je množina reálných čísel, která mají v hladovém rozvoji za zlomkovou tečkou samé nuly neboli jejichž hladový rozvoj v bázi β je polynomiální [4]. 
Množina beta-celých čísel Zβ má celou řadu zajímavých vlastností:

· vzdálenost mezi sousedy je omezena shora číslem jedna, ale není konstantní (zatímco u celých čísel byla vzdálenost identicky rovna jedné),
· nemá hromadné body,
· tvoří sobě podobnou množinu s faktorem β,
· není invariantní na posunutí,
· pokud je β Pisotovo číslo, tedy algebraické celé číslo větší než jedna, jehož sdružené kořeny mají absolutní hodnotu menší než jedna, pak Zβ tvoří meyerovskou množinu.
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Pomocí beta-celých čísel lze definovat vícerozměrné struktury, jež některé z vlastností beta-celých čísel dědí. Je-li (x1, x2, …, xd) báze Rd, pak beta-mřížkou Λβ příslušející této bázi nazveme množinu lineárních kombinací bazických vektorů, kde koeficienty lineárních kombinací bereme z množiny Zβ. Pokud β je Pisotovo číslo, pak nejen Zβ, ale také Λβ tvoří meyerovskou množinu. Navíc jsou beta-mřížky sobě podobnými množinami s faktorem β. Hodí se jak pro popis kvazikrystalů, tak pro popis jejich difrakčních obrázků [5], jak ilustruje Obr.3. 
Obrázek 3: Ilustrace τ-mřížky v R2 s bází ((1,0), (cos(π/5), sin(π/5))) jakožto souřadnicového systému pro 2-rozměrný kvazikrystal.

Kombinatorika na slovech kódujících beta-celá čísla

V případě, kdy beta-celá čísla obsahují jen konečně mnoho mezer mezi sousedními prvky, nazýváme bázi β Parryho číslo. V takovém případě lze kódovat mezery mezi sousedními beta-celými čísly pomocí písmen a získat nekonečné slovo nad konečnou abecedou. Např. pro volbu β = τ, má množina Zτ  pouze dva typy mezer mezi sousedy: 1 a 1/τ. Na Obr.4 jsou znázorněny mezery mezi prvními nezápornými τ-celými čísly. 
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Obrázek 4: Několik prvních nezáporných τ-celých čísel a mezery mezi nimi.

Pokud kódujeme mezery písmeny a a b, dostaneme nekonečné slovo nad binární abecedou uτ = abaababaa… Nekonečná slova kódující nezáporná beta-celá čísla jsou navíc pevnými body substitucí, jak je s využitím sobě podobnosti ukázáno v [6]. Například delší a delší prefixy slova uτ z Obr.4 získáme opakovanou aplikací přepisovacího pravidla a → ab, b → a, což je dobře známá Fibonacciho substituce, a tedy slovo uτ kódující τ-celá čísla je slavné Fibonacciho slovo. S využitím standardních prostředků kombinatoriky na slovech pak můžeme studovat vlastnosti těchto nekonečných slov a posléze je překládat do řeči beta-celých čísel, respektive jimi modelovaných kvazikrystalů. Mezi nejčastěji studované charakteristiky patří:
· faktorová komplexita, což je funkce C, která přirozenému číslu n přiřadí počet různých řetězců délky n vyskytujících se ve zkoumaném nekonečném slově, např. pro slovo uτ  je C(3) = 4, protože faktory délky tři vyskytující se v uτ  jsou aab, aba, baa, bab
· palindromická komplexita, což je funkce P, která přirozenému číslu n přiřadí počet různých palindromů délky n vyskytujících se ve zkoumaném nekonečném slově, kde palindrom je slovo, které zůstává stejné, když je čteme zepředu i pozpátku, např. pro slovo uτ  je P(3) = 2, protože palindromy délky tři vyskytující se v uτ jsou aba a bab
· frekvence faktorů
· slova návratu, což jsou faktory, které čteme mezi dvěma po sobě jdoucími výskyty určitého slova, např. v uτ  jsou abaab, abab slovy návratu pro faktor ab 

· balance: řekneme, že dvě slova jsou c-balancovaná, pokud pro libovolné písmeno abecedy platí, že rozdíl počtu výskytů tohoto písmena v jednom a druhém slově je v absolutní hodnotě menší než c
Aritmetika beta-celých čísel

Jak již bylo řečeno, jsou beta-celá čísla zobecněním celých čísel, ovšem dědí jen některé vlastnosti. Je tedy přirozené si klást následující otázky: „Sečteme-li dvě beta-celá čísla, dostaneme opět beta-celé číslo?” „Pokud ne, dostaneme aspoň číslo s konečným hladovým rozvojem?” „A jak dlouhý může být hladový rozvoj součtu, je-li konečný?“ O číslech β, pro která má součet beta-celých čísel vždy konečný hladový rozvoj, říkáme, že splňují vlastnost konečnosti. Algebraický popis čísel β s vlastností konečnosti je otevřeným problémem.  

V článku [8] je dokázáno, že takové β musí být nutně Pisotovo číslo, což vyzdvihuje důležitost této třídy algebraických čísel. Podobné otázky si můžeme klást při násobení beta-celých čísel. Ukazuje se, že aritmetika a kombinatorika spolu úzce souvisí. Například studiem balancí lze získat odhad na počet zlomkových míst, která vznikají součtem dvou beta-celých čísel. 
Aplikace beta-celých čísel ve fyzice

Kromě uvedené aplikace beta-celých čísel pro modelování kvazikrystalů se otevírá možnost využití této zajímavé alternativy celých čísel v několika dalších oblastech. 

Aperiodicita Zβ se nabízí k využití v generátorech pseudonáhodných čísel [7]. Jak jsme viděli, v jistých případech lze beta-celá čísla generovat pomocí substitučních pravidel, tedy symbolickou metodou, která se vyhýbá problémům s konečnou přesností počítačové aritmetiky. Nestandardní analýzou waveletů využívající sobě podobnosti Zβ se věnuje článek [8]. Matematičtí fyzikové se zase zajímají o diskrétní Schrödingerovy operátory s aperiodickými potenciály [9]. Takové potenciály mohou být modelovány beta-celými čísly a v případě, kdy má příslušný operátor čistě singulárně spojité spektrum, popisuje Schrödingerův operátor kvazikrystalickou látku.
Závěr

V článku jsme si představili množinu beta-celých čísel, která má původ ve zkoumání rozvojů reálných čísel v neceločíselných bázích. Je tedy zajímavá z hlediska teoretické informatiky, která zkoumá její aritmetické vlastnosti. Dále nabízí zajímavou třídu slov pro kombinatoriku na nekonečných slovech – slova kódující mezery mezi po sobě jdoucími beta-celými čísly. V neposlední řadě se otevírá řada možností aplikace beta-celých čísel ve fyzice. Nejvýznamnější z nich zůstává modelování kvazikrystalů a jejich difrakčních obrázků pomocí beta-mřížek.
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� Studiem nestandardních numeračních systémů se zabývá teoretická informatika. Zkoumá, jaké výhody a nevýhody přináší, uvažujeme-li např. záporné cifry, záporné báze, komplexní báze nebo redundantní systémy, ve kterých mohou mít čísla více přípustných zápisů.


� Za zrod kombinatoriky na slovech se považuje rok 1906, kdy Axel Thue zodpověděl pozitivně otázku, zda existuje nekonečné slovo složené z 0 a 1, které by neobsahovalo překryvy, tj. faktory typu 0w0w0 nebo 1w1w1, kde w je konečné slovo obsahující 0 a 1. V článku navíc vysvětluje, že při řešení této otázky nepomýšlel na žádnou praktickou aplikaci, ale problém jej zaujal pro svou kombinatorickou krásu. Kombinatorika na slovech tedy podobně jako teorie čísel vznikla jako teoretická disciplína, která dnes ovšem nachází množství praktických aplikací zejména v informatice.
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