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Disclaimer
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ment under the terms of the GNU Free Documentation License, Version 1.2 or any later version published
by the Free Software Foundation; with no Invariant Sections, no Front-Cover Texts, and no Back-Cover
Texts. A copy of the license is included in the section entitled "GNU Free Documentation License”.
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Uvod

V prubéhu piipravy na zkousku ze Zakladu teorie grafi jsem si uvédomil, ze mé zapisky z predndsky jsou
natolik kvalitni, ze by bylo mozné je pouzit jako zédklad pro docela slusné skripta z tohoto predmétu. Jesté
pfed samotnou zkouskou jsem tedy zkusil napsat par stranek a s vysledkem jsem byl natolik spokojen,
ze jsem s chuti pokracoval déal, pouze s motivaci vytvorit néco smysluplného a uzitetného. Pfesto mam
ponékud rozporuplné pocity z nédsledku, které uvefejnéni tohoto materidlu muze mit.

Je jasné, ze dobré zapisky nelze sestavit na zakladé nedobrych prednéasek. Skvélé a zajimavé prednasky
pani docentky Edity Pelantové je vSak skoro $koda publikovat tak, aby byly kazdému snadno a volné
dostupné. Student ziska urcitou jistotu, o kterou se v pfipadé potieby bude moci opfit, ale po kratkém
case usoudi, ze sam si o mnoho lepsi poznadmky z predndsky neodnese. Je-li student trochu linéjsi, na
prednéasce se uz neukéaze. Je pravda, ze ve ¢tvrtém rocniku jiz velkd vétsina studentu brzy rozpozna
kvalitu prednasek a dokéze si ji vazit. Ale vy, ktefi jste v pokuSeni, vézte, ze byste pfisli opravdu o hodné.
I kdybyste na zddné jiné prednasky nechodili, na grafy chod’te, protoze skutecné stoji za to. A délejte si
zapisky, protoze tak se toho nejvic nauéite :-)

ZTG se od akademického roku 2005/2006 délf na dva piedméty s odlisnou ndplni. ZTG-B se skladd
z 1 prednasky a 1 cviceni tydné. Na predndsce jsou predstaveny zdkladni kapitoly z teorie grafu, které
pokryva prvni ¢ast téchto zdpisku. Na cviéeni jsou pak pfedmétem studia mimo jiné algoritmy Fesici
nékteré znamé grafové tlohy. ZTG-A se sklidd ze 2 predndsek tydné, pficemz jedna je vzdy vedena v
dobé, kdy posluchaéi varianty B tohoto pfedmétu maji zrovna cviceni. Pfedmétem této prednasky jsou
nékteré pokrocilejsi partie teorie grafu, jako jsou véty z extremalni teorie grafii a ramseyovska ¢isla, dale
pak generujici funkce a jejich vyuziti demonstrované na velmi péknych piikladech z oboru kombinatoriky
nebo teorie ¢isel. Tato ¢ast prednasky je pokryta ve druhé a treti kapitole.

Cely text velmi tésné kopiruje latku vylozenou na prednaskéach, nékteré pasaze jsou vsak mirné mod-
ifikovany, aby jejich pochopeni nebo ndvaznost byly (z mého pohledu) ptirozenéjsi. Vzhledem k tomu, ze
existuje kvalitni a pfitom na internetu volné dostupnd anglickd literatura (dva piiklady jsou uvedeny v
seznam pouzité literatury), opatfil jsem mnoho definic jednotlivych pojmu téz jejich anglickym znénim.
Dikazy jsou nékdy komentovany az pfilis, mou snahou v8ak bylo nenechat zadného ¢tenéie na holickéch.
Na druhou stranu vsak plati, ze nejlépe si pamatujeme to, na co pfijdeme sami.

Pfeji vam vSem, aby vam tyto poznamky byly uzitetnou pomuckou pii studiu a abyste ispésné slozili
zkousky nejen z teorie grafu.

Pavel Strachota






Kapitola 1

Standardni kurs teorie grafu

1.1 Zakladni pojmy

Umluva. Necht' r € N , necht’ V' je konetnd mnozina. Potom pocet prvk mnoziny V' zna¢ime symbolem
#V . Déle znacime

(‘:) —{ACV|#A=r}.

s~ \4 v . o o , o o ’ -7
To znamena, ze (T) oznacuje mnozinu v8ech r-prvkovych podmnozin mnoziny V. Déle budeme pouzivat
oznaceni

A =1{1,2,3,..,n}.

Pozorovani. Platz’#(‘:) = (#TV).

1.1.1 Graf, izomorfismus grafi, samokomplementarni grafy

Definice 1.1.1. Necht’ V je kone¢nd mnozina, E C (‘2/) Usporddand dvojice G = (V, E) se nazyvé (ne-
orientovany) graf. V nazyvdme mnozinou vrchola (z anglického vertex), £ mnozinou hran (z anglického
edge).

Pozndmka. Grafy si zpravidla predstavujeme tak jako na obrazku Vrcholy se znézornuji jako body
(mohou predstavovat napifklad mésta). Hrany, coz jsou dvouprvkové mnoziny vrcholu. se zobrazuji jako
usecky nebo kiivky spojujici dané vrcholy (mohou pfedstavovat napiiklad cesty mezi danymi mésty).
Rada tiloh z teorie grafi mé velmi konkrétni vyuzit{ v praxi, coz si uvédomime, hned jak si pod vrcholy a
hranami predstavime skuteéné objekty, jako to ukazuji uvedené priklady. Dukazy nékterych vét nas vsak
presvédci, ze strukturu grafu lze mnohdy vybudovat i nad objekty, které maji daleko do préavé popsané
geometrické predstavy grafu.

Umluva. Pozdéji se ve vykladu vyskytne formalné nespravné znaceni, které ma vsak intuitivni vyznam.
Bud'te G = (V, E), H = (U, F) grafy, v € V, e € E. Potom definujeme:

e GUH =(VUU,EUF) (tj. oba grafy spojime do jednoho),

Obrazek 1.1.1: Schéma grafu V = {a, b, c,d}, E = {{a,b},{a,c},{a,d}, {c,d}}
9



10 KAPITOLA 1. STANDARDNI KURS TEORIE GRAFU

e G\F = (V,E\F), pokud F C (‘2/), resp. F' C E (tj. z grafu G ubereme hrany, které lez{ v F),

e G\U = (V\U, En (V;U)) (tj. z grafu G ubereme véechny vrcholy, které lezi v U, a véechny hrany,
které z nich vedou),

e v ={v}, e ={e} (prvek ztotoznime s jednoprvkovou mnozinou), pokud nemuze dojit k nedorozum-
néni.

Déle se vyskytne piipad, kdy budeme mluvit o grafu G, aniz specifikujeme mnoziny jeho vrcholt a hran.
Proto nyni zaved’'me oznaceni E(G) pro mnozinu hran grafu G a oznaceni V(G) pro mnozinu vrcholu
grafu G.

Pozndmka. Obvykle budeme pouzivat pismena m,n ve smyslu n = #V a m = #FE. Podle pfedchoziho
pozorovani muzeme fici, Ze pocet ruznych grafu na n vrcholech je

nebot’ to je pocet viech riznych podmnozin E C (}).

Definice 1.1.2. Necht’ G = (V, E), H = (U, F) jsou grafy. Rekneme, ze graf G je izomorfni s grafem
H a znac¢ime

G~ H,
jestlize existuje bijekce II: V +— U takova, ze plati
Vu,v € V) {u,v} € E < {Il(u),II(v)} € F).
Pozndamka. Grafy jsou spolu izomorfni, jestlize jsou stejné az na oznaceni svych vrcholu. Bijekce IT provadi

pravé ono preznaceni vrcholu grafu G na vrcholy grafu H.

Pozndmka 1.1.3. Na tfiprvkové mnoziné jsou 4 navzajem ruzné neizomorfni grafy. Izomorfismus graft
je ekvivalence na mnoziné v8ech grafii o n vrcholech. V jedné tiidé ekvivalence je maximélné n! grafu,
nebot’ tolik je ruznych bijeke{ (permutaci) na dvou n-prvkovych mnozindch. Neizomorfnich grafi na n
vrcholech je tedy vice nebo rovno nez

2(3)

n!’

pficemz pro n — oo je s uzitim Stirlingovy formul(ﬂ pro vyjadfeni faktoridlu

n) 2n(n71) 271.(7L71)

2(2 Pl 2

T n”e*”\/ﬁ - gnlogy n—nlog, e+ log,(2mn)

— 4-00.

Definice 1.1.4. Necht’ G = (V, E) je graf. Potom graf

o= (2 )

nazveme doplitkkem (angl. complement) grafu G. Plati-li G ~ G, itkdme, ze G je samokomplementarn{
(angl. self-complementary).

Pozorovani.

e PlatiG =G

e Na trech vrcholech neexistuje Zddny samokomplementdrni graf.

Inl & nhe="V2mn

e
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LR Ok

G G
Obrazek 1.1.2: Samokomplementéarni grafy

Pozndmka. Necht’ G ~ G. Potom musi pro m = #E € Ny platit

z ¢ehoz plyne

~1/n\  n(n-1)
m_2(2>_ i

Proto pro n = 2 a n = 3 samokomplementarni graf neexistuje, existuje vSak pro n = 4 a n = 5.
Jednoduché samokomplementarni grafy vidime na obrazku

Pozndmka. Existuje-li samokomplementarn{ graf na n vrcholech, potom plati n = 0 (mod 4) nebo n = 1.
Plati i obracena implikace?

1.1.2 Stupen vrcholu, skére

Definice 1.1.5. Bud’ G = (V, E) graf, v € V. Cislo
dg(v) = #{u e V|{u,v} € E}

nazyvame stupném (angl. degree) vrcholu v. Je to pocet hran, které vedou z vrcholu v. Déle definujeme
minimalni stupen grafu G jako
0(G) = mind
(G) = minda(v),
maximadlni stupen grafu G jako
A(G) = maxdg(v)
veV

a prumérny stupen grafu G jako

o(Q) = % > do ()

Pozndmka. Pro kazdy v € V plati 0 < §(G) < dg(v) < A(G) <n—1.

Véta 1.1.6.
> da(v) =2#E
veV
Dukaz. Tvrzeni je ziejmé. Kazdd hrana e = {u, v} prispéje jednickou ke stupni dvou vrcholu u, v. O

Diisledek. Soucet stupriti ), .\ da(v) je vidy sudy.

Definice 1.1.7. Posloupnost ¢isel (dq, da, ..., d,,) nazveme skore, existuje-li graf G = (V, E) na vrcholech
V ={v1,v9,...,v,} takovy, ze
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Priklad.

e (1,3,3,4,6,6,6) neni skdre, protoze soucet »_ d; je lichy.

e (1,1,3,3,3,3,5,6,8,9) neni skére, protoze posledni vrchol vig by byl napojen hranou na vsechny
predchozi, vrchol vg by pak byl napojen na vSechny kromé jednoho. Oba vrcholy via vy tedy
nemohou mit stupen roven 1.

Véta 1.1.8. Necht’ (dy,ds, ..., d,) je n-tice nezdpornych celych éisel takovd, Ze dy > do > ... > d,,. Potom
(d1,da, ..., dy) je skdre, pravé kdyz (de — 1,ds — 1,...,dg,+1 — 1,da, 12, ...,dy) je skdre.

Pozndmka. S pomoci uvedené véty lze o libovolné n-tici rozhodnout, zda je to skore. Iteraci zastavime
s odpovédi ,ne, jestlize ndm v prubéhu vypoctu vznikne zdporné ¢islo. Dojdeme-li v p-té iteraci az k

jedinému ¢islu (dﬁ”)), tak puvodni n-tice je skére, pravé kdyz dﬁp) =0.

Diikaz.

Necht’ existuje graf se skére (dy —1,ds — 1, ...,dg,+1 — 1,dg,+2, ..., dp). K tomuto grafu piiddme novy
vrchol, ktery hranami spojime s prvnimi d; vrcholy. Tak ziskdme graf, ktery bude mit skére (dy,ds, ..., dy).

Méjme graf se skére (dy,ds,...,d,), chceme zkonstruovat graf se skére (dy — 1,ds — 1,...,dg,+1 —
1,dg, +2, ..., dpn ). Mohou nastat dva piipady:

1. Hrany z vrcholu v; vedou pravé do nésledujicich dy vrcholu vg,vs, ..., v4,+1. V tom piipadé vrchol
v odebereme a ziskdme graf se skore (do — 1,ds — 1,...,dg,+1 — 1,da, 12, ..., dn).

2. Existuje i € {2,3,...,d; + 1} takové, ze {vy,v;} ¢ E. To znamend, Ze rovnéz existuje j € {d; +
2,...,n} takové, ze {v1,v;} € E. Pro kazdé k ¢ {1,1, j} tak muze nastat pravé jeden z piipadi na
nasledujicim obrazku. Prerusované ¢ary oznacuji, ze mezi vrcholy nevede hrana. Na existenci hrany
mezi vrcholy vy a v nezélezi, a proto ji v rozlisovani jednotlivych piipadi neuvazujeme.

U1 U1 U1 U1
/ / / /
/ / / /
/ / / /

v, @ v, v, @ v V; o ; v,
v \ J ’ \ / 7 ! 7 ’ / J
\ \ / /

\ AN /

[ J
Vk Vk Vk Vi
1 2 3 4

Alespon pro jedno k vsak musi nastat piipad 4. Kdyby totiz nastavaly pouze piipady 1, 2 a 3, pfispél
by kazdy dalsf vrchol vy ke stupni d; = dg(v;) alespoii tolik jako ke stupni d; = dg(v;). Protoze vsak
predpokladame {vi,v;} € E a pfitom {vi,v;} ¢ E, platilo by d; < dj, coz je spor s usporadanim ¢isel
di,...,dp.

Vezméme tedy k takové, pro néjz nastava pripad 4. Vyrobime nyni novy graf, jenz vznikne zaménou
hran provedenou takto:

U1 U1

V; 9 v —— v @ V;

Vg Vg
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Tento novy graf bude mit zfejmé stejné skoére jako graf puvodni. Lisi se vSak tim, Zze z v; vede oproti
puvodnimu grafu vice hran do vrcholi vg, vs3, ..., v4,+1. Potom bud’ nastava piipad (1), nebo stile existuje
i€{2,3,...,dy +1} takové, ze {v1,v;} ¢ E, takze muzeme tvahu provedenou v piipadu (2) opakovat. [

Poznamka.
e Rozhodovaci algoritmus zalozeny na piedchozi vété m4 slozitost maximalné O(n?).
e Podle dukazu implikace lze snadno pro dané skére nalézt odpovidajici graf.

Véta 1.1.9. Bud’ (dy,ds,...,dy) n-tice nezapornych celjch &isel takovijch, Ze dy > do > ... > d,,. Potom
je-li (dy,da,...,dy) skore, tak pro kazdé i € {1,2,...,n} plati

n

D dp<i(i—1)+ Y min{i,dy}.
k=1

k=i+1

Dukaz. Mégjme graf G na vrcholech V' = {1,2,...,n} s danym skére. Pro pevné i € 7 diskutujme, které
hrany pfispivaji do sou¢tu prvnich ¢ stupnu dy, ..., d; v grafu G:

1. Hrany, které vedou mezi vrcholy {1,...,4}, prispivaji k sumeé 22:1 dj, dvojkou. Proto maximaln{
soucet stupnu dosazeny pouze pomoci téchto hran je 2(;) =1i(i — 1) (viz. véta .

2. Dalsf hrany, které piispivaji k dané sumé, vedou mezi vrcholy u,v, kde u € {1,...,i} av € {i +
1,...,n}. Tyto vrcholy prispivaji k sumé jen jednickou. Pfitom z kazdého vrcholu v z uvedené
mnoziny nemuze ziejmeé vést do prvnich ¢ vrcholu vice hran, nez je i, ale ani vice hran, nez je d(v).

O

Pozndmka. Pokud navic je >, d; sudé &islo, plati ve véte ekvivalence.

Definice 1.1.10. Bud' G = (V, E) graf. Graf G’ = (V',E') takovy, ze V! C V a E' C (Em (VQ’)),
nazyvame podgrafem (angl. subgraph) grafu G. Jestlize G' # G, pak se G’ nazyvé vlastnim podgrafem
(angl. proper subgraph) grafu G.

Graf G[V'] = (V’ ,EN (‘g/)) se nazyvé podgraf G indukovany (mnozinou vrcholu) V’. Obecné,

jestlize pro podgraf G’ = (V' E’) grafu G plati E' = (E N (‘;)), nazyvdme G’ indukovanym pod-
grafem (angl. induced subgraph) grafu G.

Pozndmka. Je-li G' podgrafem G, tak obéas téz iikdme, ze G je nadgrafem G’ (angl. supergraph). Pro
relaci ,,byt podgrafem“ pouzivdme mnozinové oznaceni G’ C G.

Definice 1.1.11. Zavadime nésledujici pojmenovani a oznaceni pro tyto specidlni typy grafu:

e Uplny (angl. complete) graf na n vrcholech

Ko = ({1,2,n}, £ {0, j} 605 € {1,2, mbsi # j}) = (n (Z)) .

e Cesta (angl. path) délky n na n + 1 vrcholech

e  Hvézda®

Sn = (AU {0}, {{0,4}[i € a})
e Kruznice (angl. cycle) délky n

Co = (A, {{iyi+1}Hi€{1,2,...n— 1} U{{L,n}}).
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V={1,2,3,4} E=/{a,bcde, [}
p(a) ={1,2} o(d) = {1}
p(b) ={1,2} p(e) ={1,4}
QO(C) = {112} (P(f) = {133}

Obrazek 1.1.3: Zobecnény graf definovany takto:

1.1.3 Zobecnéna definice grafu, adjacen¢ni matice grafu

Definice 1.1.12. Bud'te V, E kone¢né mnoziny.
Bud ¢: E — (‘2/) U (‘1/) Potom uspofddanou trojici G = (V, E, ¢) nazyvame graf.

e F jsou jen , jména“ hran.
e ¢ kazdé hrané pfitazuje jeji koncové vrcholy.
e Piipousti se nasobné hrany i hrany z vrcholu do sebe sama.

Definice 1.1.13. (Zobecnéna definice orientovaného grafu) Bud'te V, A kone¢né mnoziny.

Bud ¢ : A — (‘2/) U (V x V). Potom uspofddanou trojici D = (V, A, ) nazyvdme orientovany graf

(angl. directed graph).
e tato definice pfipousti orientované hrany (z V' x V') i neorientované hrany (z (‘2/))
e hrana z vrcholu v do sebe sama muZe byt reprezentovana uspoifddanou dvojici (v,v).

Definice 1.1.14. Bud’ G = (V, E) graf, n = #V. Adjacenéni matici (angl. adjacency matriz) grafu
G (matici sousednosti) rozumime matici Ag € {0,1}™", pro jejiz prvky plati

1 pro {v,v;} € E
A L= >
(Ac)y {0 jinak

Pozndmka 1.1.15. Adjacenéni matice mé nésledujici ziejmé vlastnosti:

e A( je symetrickd, a tedy diagonalizovatelnd, s redlnym spektrem. Pro takovou matici plati Tr Ag =
>~ i, kde \; jsou vSechna vlastni ¢isla matice Ag. Protoze ovsem (Vi € 1) ((Ag);; =0), tak 0 =
Tr AG = Z )\i~

e Uvédomime-li si, jakym zpusobem vznika (i, j)-ty prvek matice AqAg = A%, tak ze symetrie Ag
plyne (Aé)” = dg(v;). Z toho déle plyne

SN =Tr (A%) =D da(vi) = 2#E.
=1 =1
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1.2 Souvislost

Definice 1.2.1. Bud’ G = (V, E) graf. Posloupnost vrcholu vg, vy, ..., v nazyvime sledem (angl. walk)
délky k, jestlize plati

(Vi € I%) ({vi—1,v;} € E).

Sled vg, vy, ..., v nazveme cestou (angl. path) délky k, pokud navic

(VZ,] € {03 17 23 k}) (Z #] = Vi—1 7é vi) .

Sled v, v1, ..., Uk, pro ktery plati vg = v, nazyvdme cyklem (angl. closed path) délky k. Cyklus vy, vy, ..., v
nazveme kruznici (angl. cycle (!)) délky k, pokud

(VZ,j € {0, 172,]6 — 1}) (’L #] = Vij—1 # ’Ui) .

Definice 1.2.2. Bud’ G = (V, E) graf, u,v € V. Rekneme, 7e vrcholy u a v jsou spojeny (angl. linked)
v G, existuje-li sled v G s poc¢ateénim vrcholem u a koncovym vrcholem v, tj. sled

U ="v,V1y..y V-1,V = 0.

Pozndamka. Relace ,byt spojen” je ekvivalence na mnoziné vrcholu V. Pritom kazdy vrchol je spojen sém
se sebou sledem délky O.

Definice 1.2.3. TFiidy ekvivalence podle uvedené relace nazyvame komponenty (angl. component)
grafu G. Jejich pocet znacime ¢(QG). Jestlize ¢(G) = 1, fikdme, ze graf G je souvisly (angl. connected).

Pozndamka. Graf G je souvisly, pravé kdyz mezi dvéma libovolnymi vrcholy existuje sled.

Priklad. Z 8 grafi na 3 vrcholech jsou 4 souvislé. Piitom pro #V = 3 plati, ze G je souvisly, prave kdyz
G neni souvisly.

Pozndmka 1.2.4. Plati: G neni souvisly = G je souvisly. Opaénd implikace neplati.

Diikaz. Mnozinu vrcholu grafu G rozdélime na jednu komponentu Vi C V' a zbytek Vo C V. Potom
mezi témito dvéma podmnozinami neexistuji zadné hrany. Naopak v dopliiku grafu G existuji hrany mezi
libovolnym v € V} a v € V5. Proto mezi libovolnymi dvéma vrcholy existuje sled, a to maximalné délky
2.

Piikladem vyvracejicim platnost opaéné implikace jsou grafy H a H na obrazku O

1.2.1 Pocet souvislych grafti na n vrcholech

Oznacme s,, pocet ruznych souvislych grafi na n vrcholech.

Piiklad. Obrazek ukazuje vsechny typy souvislych grafu na 4 vrcholech, pficemz c¢isla pod jed-
notlivymi grafy udavaji pocet izomorfnich grafi stejného typu. I kdyz to neni pro vyklad dulezité, ukazeme
pro dplnost, jakym zpusobem lze na uvedend ¢isla prijit (grafy okomentujeme zleva doprava):

1. Jasné.
2. Chybf jedna hrana. Moznosti, jak z tiplného grafu odebrat hranu, je zjevné 6.

3. Dvé ruzné dvojice nejsou spojeny hranou. Prvni dvojici vybereme (;1) = 6 zpusoby, druhd je jiz
jednozna¢né déna. Poradi vybéru dvojic v8ak nehraje roli, proto je pocet souvislych grafi tohoto
typu roven g =3.

4. 7 jednoho vrcholu (,,zdroje“) nevedou dvé hrany (do dvou vrcholt ,,cilt*). Zdroj lze vybrat 4 zptsoby,
cile lze vybrat (;’) = 3 zpusoby.

5. Prostiedn{ hrana (mezi vrcholy a,b) lze vybrat 6 zpusoby, hrany do zbylé dvojice vrcholu lze zvolit
2 zpusoby.
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1x b6x 3x 12x 12x 4x

Obrazek 1.2.1: Souvislé grafy na 4 vrcholech

6. Jeden vrchol je spojen se tfemi ostatnimi. Tento vrchol lze vybrat 4 zpusoby.

Celkem mame na 4 vrcholech
s4=14+6+3+12+12+4=238

souvislych grafti. Jak snadno spocitat s, pro libovolné n ukazuje nasledujici véta.

Veéta 1.2.5. Bud’ s, pocet souvislych grafi na n vrcholech. Potom plati

n

nool) =3 <Z> ksp2("2),

k=1

Diikaz. Uvedenou rovnost dokdzeme zajimavou tvahou. Vyjadiime pocet vSech uspoiadanych dvojic
(G, x) kde G je graf na n vrcholech a x je jeden z vrcholu tohoto grafu, a to dvéma zpusoby.

1. Pocet vsech grafu je 2(3), v kazdém z nich lze vrchol z zvolit n zpusoby, uvedenych dvojic je tedy

2. Zvolme pevné k € . Pocet dvojic (G,z), kde = se nachdz{ v komponenté grafu G, kterd ma k

vrcholu, je
po= (23

protoze:

(a) () zplsoby lze vybrat k vrcholi z n,

(b) k zpusoby lze z vybranych vrcholu zvolit vrchol z,

(c) s je pocet ruznych komponent (souvislych podgrafu), které lze na vybranych k vrcholech
vytvorit

(d) a 2(n5k) je pocet vSech grafu (na n — k vrcholech), které mohou byt vytvoreny na vrcholech,
které jsme nevybrali.

Protoze pro pro kazdou dvojici (G,x) se x zfejmé nachdzi v komponenté o poctu vrcholu alespon 1 a
nejvyse n, plati

20 =3 (37 1)se2l5
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Piiklad. Protoze uz vime, ze
S1 = 1,82 = 1,83 :4,

1ze dosazenim do rekurentniho vzorce pro n = 4 ziskat postupné

2(3) 24: (k ’ 1) 50207

k=1
64 = 8+6+12+ 54
38 = 84

Je vidét, ze jsme se v nasich tvahach predvedenych v predchozim piikladu nespletli.

1.2.2 Adjacenc¢ni matice souvislého grafu

Véta 1.2.6. Bud’ Ag adjacencéni matice grafu G, necht’ k € n. Potom prvek (Ag) je roven poctu
ij
sledu délky k z vrcholu v; do vrcholu v;.

Dukaz. Tvrzeni snadno dokdzeme indukei podle k:
e pro k = 1: Podle definice plati
1 pro {v;,v;} € E
(AG)ij = {0 ~ { 19 ]}
jinak,
coz zjevné predstavuje pocet sledu délky 1 (coz jsou piimo hrany) z v; do v;.

e indukeéni krok £ — k 4 1: Plati

(457), =D (a8) (Aen = >0 (48),
{vi,v;}€E

() predstavuje pocet sledu délky k z v; do v;. SEitd se vsak pouze pres takové vrcholy vy, z nichz
vede hrana do vrcholu vj. Proto (x) rovnéz predstavuje pocet sledt délky k+1 z v; do v; takovych,
ze predposlednim vrcholem v sledu je v;. Souctem pfes vSechny takové v; dostaneme celkovy pocet
sledt délky k + 1 z v; do v;.

O

Dasledek. Necht’ Ag je adjacenéni matice grafu G = (V, E),n = #V. Potom G je souvisly prdvé tehdy,

kdyz
n—1
> AL >0,
k=0

tj. pravé kdyz vsechny prvky uvedené matice jsou kladné.

Dukaz. Je ziejmé, ze mezi dvéma ruznymi vrcholy existuje sled, pravé kdyz mezi nimi existuje cesta.
(Ze sledu obsahujictho vicekrat stejny vrchol lze odstranit vsechny tseky, které lez{ mezi dvéma vyskyty
tohoto vrcholu ve sledu, ¢imz nakonec ziskdme cestu.) Kazda cesta v grafu na n vrcholech mé délku
maximélné n — 1.
G je souvisly = pro Vi, j € i, i # j, existuje cesta (a tedy i sled) z v; do v; néjaké délky k < n — 1.
k
~(46)

Vi, j € n( -l Ag) > 0. Jke{l,..,n—1} tak, ze (A’é) >0 = existuje sled (délky k) z v;
] ()

do v; =G je souvisly. O

y >0= ( Z;é Ag)ij > 0. Kazdy prvek uvedené matice je tedy kladny.

1,
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y

Obrézek 1.3.1: Cesty P, a P,

1.3 Bipartitni grafy

Definice 1.3.1. Rekneme, ze graf G = (V, E) je bipartitni (angl. bipartite), existuje-li rozklad mnoziny
V na dvé disjunktni neprazdné mnoziny Vi, V5 takovy, ze EN (‘g) =0, En (‘gz) = (), tj. takovy, Ze mezi
zddnymi dvéma vrcholy z V7 ani mezi zadnymi dvéma vrcholy z V5 nevede hrana.

Poznamka 1.3.2. Jestlize je G bipartitni, lze ocislovat vrcholy tak, ze prvnich k vrcholu lezi ve Vi a
zbylych n — k vrcholu ve V5. Adjacenéni matice ma potom tvar

0 B
Ag = .
o=(gr 5 )
Naopak: G je bipartitni, existuje-li permutace vrcholu (a tedy zéroven fadku i sloupct matice Ag) takova,
7e Ag ma uvedeny tvar.

Definice 1.3.3. Bipartitni graf G = (V;UVa, E) se nazyvé uplny, jestlize (Yu € V1) (Vv € Vo) ({u,v} € E).

Véta 1.3.4. Bud’ G = (V, E) graf, #V > 2. Potom G je bipartitni prdvé tehdy, kdyz neobsahuje kruznici
liché délky.

Diikaz.

Libovolné kruznice prochézi sttidavé vrcholy z V7 a V4. Zvolime-li néjaky vrchol za poc¢atecéni a pujdeme
po kruznici, nakonec se do tohoto vrcholu vratime. Jdeme tedy nékolikrat z V; do Vs a zpét, takze kruznice
nemuze mit lichou délku.

Nejprve predpokladejme, ze G je souvisly. Necht’ tedy v G neexistuje kruznice liché délky. Zvolme
libovolné u € V' a definujme nejkratsi cesta z u do v mé sudou délku

Vi = {v € V| nejkratsi cesta z u do v ma sudou délku},

Vo = V\WA.

Protoze G je souvisly, tak vrcholy z Vo maji nejkratsi cestu do u liché délky.

Plati ziejmé u € V1, Vi NV, = () a navic z u uréité vede n&jakd hrana, tieba do vrcholu z, coZ znamen4,
7e z € Va (nejkratsi cesta z u do z je po jediné hrané, tj. ma délku 1, a to je liché ¢islo). V4i Va jsou tedy
neprazdné. Ukazeme sporem, ze ve V; nevede hrana:

Necht’ (Fz,y € V1) {z,y} € E). Bud’ P, nejkratsi cesta z u do x, podobné P, nejkratsi cesta z u do
y. Py i Py jsou sudé délky. Oznac¢mé z nejblizsi bod od bodu z,y na cestich P, a P, ktery je pro obé
cesty stejny (v krajnim piipadé muze byt timto bodem i u), viz obrézek Potom tusek cesty P, mezi
z a u je stejné dlouhy jako tentyz tsek po cesté P,. Kdyby tomu tak nebylo, mohli bychom ten kratsi z
nich (necht’ je to t¥eba usek P,) pouzit pro vytvoreni kratsi cesty z y do u, coz je spor s volbou P, jako
nejkratsi cesty.

Z toho ale plyne, ze sled slozeny z tseku

1. z do z po P,
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2. z do y po P,
3. y do z po hrané {z,y}

je kruznice liché délky, coz je spor. Je to proto, ze cesta * — z — u — 2z — y je sudé délky, jeji usek
z — u — z, po kterém nejdeme, je vSak také sudé délky, a tak i cesta © — z — y musi byt sudé délky.
Hrana {z,y} ji pak uzavird na kruznici liché délky.

Zcela stejné ukazeme, ze ani mezi vrcholy z V5 nevede hrana.

Jestlize G neni souvisly, provedeme ditkaz pro jeho komponenty GV, ..., G™) a ziskdme tak mnoziny
vV v a v V™ Potom definujeme

Vi = U Vl(j)
j=1

v [

2 2
j=1

O

Pozndmka. Necht' G = (V, E) je souvisly. Potom zobrazeni d : V' x V' = Ny definované jako d(u,v) =délka
nejkatsiho sledu z v do v je metrika na mnoziné vrcholi v. Cislo d(u,v) nazyvdme vzddlenosti vrcholu
u,v v grafu G.

1.4 Stromy

Definice 1.4.1. Graf, ktery neobsahuje kruznice, nazyvdme les (angl. forest). Souvisly les nazyvame
strom (angl. tree).

Pozndmka. Kazdy les je bipartitni graf.

Pozorovani 1.4.2. Graf G = (V, E) je strom prdvé tehdy, kdyz pro kazdé u,v € V,u # v existuje prdvé
jedna cesta z u do v.

Diikaz.

G je strom = G je souvisly = pro kazdé dva ruzné vrcholy u, v existuje cesta z u do v. Déle postupujme
sporem: necht’ existuji 2 ruzné cesty z u do v. Potom najdeme prvni vrchol ve sméru od u, kde se obé
cesty rozdéli, a déle najdeme prvni vrchol, kde se opét spoji. [,Jseky obou cest mezi nalezenymi vrcholy
tvori zfejmé kruznici, coz je spor.

Mezi kazdymi dvéma vrcholy vede pravé 1 cesta = G je souvisly. Nyni opét sporem: necht’ v G
existuje kruznice. Vezmeme-li libovolné dva vrcholy z této kruznice, je ziejmé, Ze mezi nimi existuji dvé
ruzné cesty. O

Véta 1.4.3. Necht’ G = (V, E) je sowvisly, n = #V. Potom G je strom, prdvé kdyz #E =n — 1.

Dukaz. Pii dukazech obou sméru ekvivalence postupujme indukci podle n:

Necht’ G je strom.

Pro n =1 mame ziejmé E = (), takze #E =0=1— 1.

Indukéni krok: Necht’ G je strom na n vrcholech, e = {u,v} € E jeho libovolnd hrana. Sestrojime graf
G = (V, E\e). Potom G je les, nebot’ urcité neni souvisly: mezi kazdymi dvéma vrcholy existovala totiz
jedind cesta, tudiZ i mezi u a v existovala cesta jen po hrané e. Poéet komponent grafu G je 2, kdyby
to bylo vice, nemohli bychom vracenim jedné hrany e ziskat souvisly graf. Tyto komponenty jsou tedy
stromy, necht’ maji pocty vrcholu k a n — k. Potom maji pocty hran k — 1 an — k — 1, a po pridani
hrany e do G ziskdme zpét graf G, jenz ma pocet hran (k— 1)+ (n—k—1)+1=n—1.
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Necht’ #E = n — 1. Plati ), d(i) = 2#FE = 2(n — 1), a G je souvisly, tudiz d(i) > 1 pro kazdy
i € V. Proto existuje vrchol 4 takovy, ze d(i) = 1. Sestrojime graf G = (V\i, E\{4,2}), kde z je vrchol, do
néjz vede jeding hrana z 7. Potom je G stéle souvisly (zadné cesta mezi dvéma vrcholy u, v (u # i,v # i)
samoziejmé nevedla pfes i), a tudiz z indukéniho predpokladu je to strom, jenz ma n — 1 vrchola a n — 2
hran. Pfiddme-li zpétné vrchol ¢ a hranu {i,2} do G, kruznici nevytvorime, a tedy vznikne strom na n

vrcholech s n — 1 hranami. O
Véta 1.4.4. Necht’n > 2. Potom existuje n"2 stromi na n vrcholech.

Nez tuto vétu dokazeme, vyslovime a dokdzeme nésledujici lemma:
Lemma 1.4.5. Necht’ (dy,...,d,,) jsou prFirozend c¢isla takovd, Ze > d; = 2(n — 1). Potom existuje

B (n—2)!
N ) = (G 2Dy = 1)1~ (= 1)1

stromu na n vrcholech {1,...,n} takovych, Ze Vi € 1 je d(i) = d;.

Diikaz. Podminka Y d; = 2(n—1) je nutnd pro to, aby (dy, ..., d,) bylo skére. Déle dikaz vedeme indukef
podle n:

Pron =2 je diy = dy = 1 a vztah plati zfejmé.

Indukéni krok n — 1 — n: Ze stejného duvodu jako v minulém dukazu existuje k tak, ze dp = 1. Bez
Ujmy na obecnosti (77BI,JNO“) predpoklddejme, 7ze d, = 1 a méjme tedy graf se skére (di,...,dn—1,1).
Ubereme-li nyni n-ty vrchol, z néhoz jedind hrana vedla do vrcholu i (kde nutné d; > 2), ziskdme
graf na n — 1 vrcholech se skére (dy,...,d; — 1,...,dn—1). Ke kazdému stromu na n vrcholech se skére
(d1y..oydn—1,1) tedy existuje i > 2 tak, Ze se tento strom sklddd ze stromu na n — 1 vrcholech se skére
(d1,...,d; — 1,...,dn—_1), z vrcholu n a z hrany {i,n}. Pocet stromi na n — 1 vcholech s uvedenym skére
ale umime spocitat dle indukéniho predpokladu. Proto plati:

n—1 n—1

_ _ (n —3)! 7
Ny,..dn) = Z Nedy,oodi=1,0dny) = Z =Dl (=2 (1)
i=1 i=1
d;>2 d;>2

...rozsifime (d; — 1) a diky tomu muzeme s¢itat jiz pfes vechna i...

((Z7 di)—1)—(n—1)=2(n—1)—1—(n—1)=n—2

—
n — ' di —
RS (d; — 1)(n - 3)! _ " g( ) _
& (=D (d = D (dy — D) o :Ui<dk 1

(dp—1)!

Nyni muzeme provést dukaz véty
Diikaz. Oznac¢me si
(Vzeﬁ)(az:dz—l)

Pocet stromu na n vrcholech je roven

N= Z Neay,..d) = Z n(ni _

(Vien)(di>1) (Vien)(di>1) kljl(dk - 1)!
> di=2(n—1) Y di=2(n—-1)
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_ Z (TL—2)' :nn—2.

!
(Vien)(a;>0) kl:ll A
> ai=n—2 B

O

Pozndmka. Posledni rovnost je aplikaci zobecnéné binomické véty, tzv. ,k-nomické véty“, kterou lze
celkem snadno dokdazat indukei pouzitim ,,standardni“ binomické véty. Jednd se o vztah

k—1
| — _ .

E n Qg .00 ap E n n ai n 1 a; aq 00 ap

nixl .'I;2 ...xk — PPN :L-l :L'2 mk —
: IT ;! : a1 aq Qg

(Vi€k) (i >0) . ah (viek)(a;>0)
j=
> ai=n > ai=n
= (1 +x2+ ... +xp)"

Piiklad. Molekuly acyklickych uhlovodiku si lze predstavit jako stromy, kde vrcholy predstavuji atomy
uhliku (C) a vodiku (H). Hrany pak ptredstavuji vazby mezi nimi. Jak zndmo, uhlik je ¢tyfvazny a vodik
je jednovazny. Naskyta se otdzka, jak na zdkladé této znalosti vyjadiit sumérni vzorec uhlovodiku ve
tvaru

C.Hy.
Vyuzijeme vztahu
> di=2#E=2(n-1)
ktery je pro nas pripad mozno prepsat do podoby
da+1b=2(a+b-1).
Z toho dostaneme, ze b = 2a + 2, takze suméarni vzorce acyklickych uhlovodiku maji tvar

CnH2n+2~

1.5 Hledani minimalni kostry grafu

Necht’ je dén souvisly graf G = (V, E) a zobrazeni ¢ : E — (0, +00), které pfirazuje hrandm jejich cenu.
Ukolem je najit takovou podmnozinu E C E, ze graf G = (V, E) je souvisly a pfitom cena

ecE
je minimalni. Této tloze fikdme uloha na nalezeni minimalni kostry grafu.
Pozorovani. G bude strom.

Diikaz. Pokud G neni strom, pak v G je kruznice. Je tedy mozné ubrat hranu, aniz se porusi souvislost

grafu, a cena c¢(FE) se pfitom snizi. O

Pro hledani minimalni kostry v grafu je mozno pouzit nasledujici algoritmus, ktery je prikladem tzv.
hladového (greedy) algoritmu.

Algoritmus 1.5.1. (Kruskaluv algoritmus konstrukce minimalni kostry)

1. Usporddej hrany z E podle jejich ceny od nejlevnéjsi k nejdrazsi. Bud’ T mnoZina hran, inicializovand
na T := ().

2. Obsahuje-li T hrany fi, ..., fi, vyber nejlevnéjsi hranu f;11 takovou, Ze graf Giy1 = (V,T U{fix1})
neobsahuje kruznici, a zarad’ ji do T'. Tento krok opakuj, dokud to jde.
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Je zfejmé, ze v okamziku ukonéeni bude G = (V,T) souvisly a bude to tedy strom. Druhy krok
algoritmu se bude opakovat prave (n — 1)-krat.

Veéta 1.5.2. Kruskaliv algoritmus konstruuje strom s minimdlni cenou.

Dikaz. Oznatme Tk, mnozinu n — 1 hran dodanych Kruskalovym algoritmem. Definujme mnozinu
T ={T C E|graf (V,T) je souvisly a ¢(T) je minimalni },

tj. jako mnozinu vSech vhodnych vybéra n — 1 hran, na nichz se nabyva minima ceny. Dukaz provedeme
sporem: piedpokladejme tedy, ze Tx, ¢ 7. Potom lze korektné definovat zobrazeni g : 7 +— {1,2,...,n—1}
vztahem

g(T) =min{i| f; ¢ Tkr}.

Necht’ T € T je takovd mnozina hran, ze k := g(T) = maxper g(T). Priddme-li hranu f; do T, vznikne
mnozina n hran, a tedy graf (V,T) obsahuje kruznici. V ni musi lezet néjakd hrana e ¢ Tk,., protoze
jinak by graf (V, Tk, ) nemohl byt strom. Sestrojme novou mnozinu vrcholu

T =T U{fi}\{e},

tj. vyjméme hranu e ze zminované kruznice. Potom graf (V,T) zlistava souvisly, navic #7 =n — 1, a je
to tedy strom. Pro cenu plati

o(T) = e(T) + c( fi) — cle).

Abychom zjistili, jak vysokd je cena T v porovnéni s cenou T, uvazujme takto: V k-tém kroku se
Kruskaluv algoritmus rozhodl pro hranu f; a nikoli pro hranu e, pficemz se pro e rozhodnout mohl,
protoze hrany{fi, ..., fr—1,e} C T a tyto hrany tedy netvori kruznici. Duvodem, pro¢ se algoritmus
rozhodl pro fi, musi tedy byt ¢(fr) < ¢(e). Z toho plyne, ze také

o) < (1),
ale protoze uz c( ~) byla minimdlni, musi zde platit rovnost. Kazdopadné f € 7. OvSem 1:“ obsahuje i
hranu fy, takze g(T) > k, coz je spor s volbou k. O

1.6 Jednotazky

Nézev kapitoly neforméalné vystihuje vlastnost tzv. eulerovskych grafu, které je mozné nakreslit jednim
tahem. VSe, co bude feceno o eulerovskych grafech, lze aplikovat i na zobecnéné grafy ve smyslu definice
112

Umlwva 1.6.1. Bud G = (V, E) graf, vg,v1,...,v; sled v G. Potom tento sled zapisujeme také jako
Upe1v1€9vs...ex Uk, pricemz (Vi € {1,2,....k}) (e; = {vi—1,vi}).

Definice 1.6.2. Graf G = (V, E), resp. G = (V, E, ¢), se nazyvé eulerovsky (angl. eulerian), existuje-li
v ném ,eulerovsky“ cyklus (angl. Fuler tour) voejvieavs...emv, takovy, ze

(Vi) € {1,2,em}) (i £ = €3 # e})
aE={e,...ent}, tj. m = #E.
Poznamka. Rekneme, ze sled vgejveavs...e,vy je tah (angl. trail) v G, jestlize
(Vi,j €{1,2,..,k}) (i £ j=e #e;}).

Véta 1.6.3. Bud’ G = (V, E) souvisly graf. Potom G je eulerovsky, pravé kdyz (Vv € V) (d(v) je sudy).
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Obrézek 1.6.1: Tvorba cyklu v eulerovském grafu

Diikaz.

G je eulerovsky, v G tedy existuje cyklus, ktery projde vsechny hrany, a to kazdou pravé jednou.
Pujdeme-li po tomto cyklu, je zfejmé, ze vstoupime do kazdého vrcholu pravé tolikrat, kolikrdt z néj
vystoupime, a to nikdy po hrané, po které jsme jiz prosli. Z toho plyne, ze na kazdy vrchol je napojen
sudy pocet hran.

Kdyz m4 kazdy vrchol sudy stupen, tak jeden (v1) vybereme a vyddme se po libovolné hrané, kterd
z néj vede. Z vrcholu, do néjz jsme se dostali, pokracujeme stejnym zpusobem dal. Pritom za sebou
obarvujeme hrany a nikdy se nevydame po hrané, ktera je jiz obarvena. Je zfejmé, Ze jediny vrchol, z
néjz uz nebudeme schopni pokracovat dal, je ten, ze kterého jsme zacinali. Potom uz jsme bud’ prosli
vSechny hrany, nebo z nékolika vrcholt vede nenulovy, ale sudy pocet dosud neobarvenych hran. Vybereme
jeden (vq) takovy, ktery lezi na cyklu, ktery jsme jiz obarvili (to musi byt mozné, jinak by graf nebyl
souvisly). Z néj zacneme novy cyklus. Po jeho dokonéeni oba cykly sjednotime, a to tak, ze puvodni cyklus
zaCneme ve v, prerusime jej ve vy, provedeme druhy cyklus, a nasledné dokonéime cyklus puvodni. Uvahu
lze opakovat, dokud existuji neobarvené hrany. Pravé popsany postup je zndzornén na obrazku

O

Pozndmka. Existuji také tzv. ndhodné eulerovské grafy, které maji jeden vrchol s tou vlastnosti, ze pti
nahodném pruchodu grafu a barveni cest za sebou lze vzdy pokracovat po neobarvenych hranich az na
pripad, kdy se nachézime ve startovnim vrcholu a vSechny hrany uz jsou obarvené.

Pozndmka. Uvazujme jednotazky takové, Ze je mozné je namalovat jednim tahem a pfitom zacit a skoncit
v obecné ruznych vrcholech. Tyto jednotazky jsou pravé takové souvislé grafy, které splnuji jednu z
nésledujicich dvou podminek (viz obrézek [1.6.2):

1. VSechny vrcholy maji sudy stupen.

2. Praveé dva vrcholy maji lichy stupen.

1.7 Hamiltonovské kruznice a grafy

Definice 1.7.1. Rekneme, Ze kruznice v grafu G = (V, E) je hamiltonovska (angl. Hamilton cycle),
jestlize mé& délku n = #V. Rekneme, Ze cesta v G je hamiltonovskd (angl. Hamilton path), jestlize
mé délku n — 1. Graf G se nazyva hamiltonovsky (angl. hamiltonian), jestlize obsahuje hamiltonovskou
kruznici.
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start cil

/
\ /

\%
Obrazek 1.6.2: Jednotazka se startovnim a cilovym vrcholem

Pozndmka. Pujdeme-li po hamiltonovské cesté, projdeme kazdym vrcholem grafu pravé jednou. Pujdeme-
li po hamiltonovské kruznici, vratime se navic do vrcholu, z néjz jsme vysli. Kazdy hamiltonovsky graf
obsahuje hamiltonovskou cestu.

Pozndmka. Problém existence hamiltonovské kruznice v obecném grafu je NP-uplny. To zhruba znamena,
ze jej neni mozné fesit algoritmem s lepsi nez exponencialni slozitostﬂ
Véta 1.7.2. (Chvatal, 1972)

Necht’ G = (V, E) je graf a x,y dva jeho vrcholy takové, Ze dg(x) + dg(y) > n a pritom {z,y} ¢ E.
Potom G je hamiltonovsky prdvé tehdy, kdyz G' = (V, EU{x,y}) je hamiltonovsky.

Diikaz. Ziejmé.
Dukaz provedeme sporem. Necht’ G’ je hamiltonovsky a G neni. Ozna¢me si hamiltonovskou kruznici
jako

r="U1,02y...,U0p—-1,Up =Y,

tj. jako na obrazku:

T U (s Yy
Oznatme E' = E U {z,y} a déle definujme mnoziny
T = {il{z,vis1} € B},
S={jl{y,v;} € E'}.
Potom palti, ze SNT = . Kdyby totiz existovalo k € S NT, nastala by tato situace:

Vk+1 Up—1

r U Uk Yy

2Uvedeme bez detaili jednu z mnoha definic NP-tiplnosti (viz. [2]): Problém je otdzka, na niz ocekdvame odpovéd’
ANO/NE. Problém je tiidy NP, existuje-li nedeterministicky algoritmus s nejvyse polynomidlni slozitosti, ktery jej rozho-
duje. Problém Py je NP-tézky, lze-li na néj polynomiédlné transformovat libovolny problém P tfidy NP, tj. jednoznacna
transformace zaddni P na zadani Py ma nejvyse polynomidlni slozitost. Problém je NP-uplny, jestlize je NP-tézky a je tiidy
NP.

Jsou zndamy desitky NP-uplnych problému. Pfritom, vzhledem k definici NP-uplnosti, najde-li se deterministicky algo-
ritmus rozhodujici jeden z téchto problému s polynomidlni slozitosti, bude mozné rozhodnout kazdy NP-tuplny problém
s polynomialni slozitosti. Dosud se vSak takovy algoritmus nenaSel a proto se véri, ze NP-uplné problémy nelze tesit v
polynomialnim ¢ase. Neni to vSak dokdzano.

Koneéné, kazdy nedeterministicky algoritmus s polynomidlni slozitosti lze snadno pfevést na deterministicky algoritmus
s exponencialni slozitosti, coz oduvodinuje formulaci nasi poznamky.
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Jinymi slovy, existovala by hamiltonovskd kruznice i v puvodnim grafu G, bez ptiddn{ hrany {z,y}. Diky
tomu plati

L(SUT) = #S + #T

a navic zfejmé

#S = da(y),
#1' = dg().

Snadno si ovéfime, ze 0 ¢ T a hlavné n ¢ S UT. Proto
n>#(SUT) =#S + #T = da(y) + da(z),
coz je ovSem spor s predpokladem véty. O
Chvatalova véta néds opraviiuje k nasledujici definici :

Definice 1.7.3. Uzivérem grafu G = (V, E) rozumime minimalni nadgraf C(G) = (V, E) grafu G takovy,
ze pro kazdé x,y € V,x # y plati

{z,y} ¢ E = doe)(z) +doe)(y) <n(=#V).
Pozndmka 1.7.4. Uzavér grafu je definovan jednoznacné.
Dukaz. Korektnost (tedy jednoznacnost) definice dokézeme tak, ze popiSeme algoritmus konstrukce C'(G):
1. Oznacime G(© := G. Déle necht’ i := 0.
2. Pouzivejme oznaceni GU) = (V, E®). Piifadime E(+Y .= B0,

3. Prochazime vsechny dvojice vrchola z,y grafu G = (V, E(i)), které nejsou v hrané, a pokud
plati dgo (x) + dge (y) > n, priddme hranu {z,y} do EGHY. Poté, co projdeme viechny takové
dvojice, vznikne novy graf GU+Y | v némz diky pridaym hrandm mohly vzniknout dalsi dvojice, kde
dairn (z) + dgar (y) > n.

4. i := i+ 1. Jdeme na krok [2| dokud nenastane G0t = G tj. nebylo jiz nutné nic piidévat. V
krajnim pifpadé to nastane teprve tehdy, kdyz G je uz tplny graf.

5. C(G):= G0,

Dausledek 1.7.5. Graf G je hamiltonovsky, prdvé kdyz C(G) je hamiltonovsksy.

Dikaz. Postupné pridavani takovych hran do G, pro které soucet stupnu jejich koncovych vrcholu je
alesponi n, podle Chvatalovy véty neméni ,hamiltonovskost“ grafu G. O

Trividlnim dusledkem ptedchoziho tvrzeni je i véta, kterou vSak nezdvisle na Chvétalovi formuloval

vvvvv

Véta 1.7.6. (Dirac, 1952)
Necht’ G = (V, E) je graf, n = #V. Jestlize 0 > %, potom G je hamiltonovskyj.

Diikaz. Podminka 6 > § zfejmé vynucuje, aby C'(G) byl tplny graf, ktery je samoziejmé hamiltonovsky.
Proto i G je hamiltonovsky. O

Lze tedy shrnout, ze postacujici podminkou pro to, aby graf byl hamiltonovsky, je ,dostatek* hran.

Véta 1.7.7. Necht’ G = (V, E) je graf se skore dy < dy < ... < d,. Jestlize skére G md vlastnost
(Vk<g) (i <k = dny >n—Fk),

pak G je hamiltonovsky.
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Dukaz. Stejné jako v dukazu Diracovy véty se ukdze, ze uvedend podminka jiz implikuje C(G) = K,,. O

Véta 1.7.8. Necht’G = (V,E), x ¢ V. Oznacme G' = (VU {z}, EU{{z,v}|v € V'}). Potom G obsahugje
hamiltonovskou cestu, prdvé kdyz G' je hamiltonovsky.

Dukaz. je témér ziejmy. O
Véta 1.7.9. Kazdyj samokomplementdrni graf obsahuje hamiltonovskou cestu.

Diikaz. Necht' G = (V, E) je samokomplementdrni graf, s vrcholy usporddanymi tak, ze jejich stupné
(skére grafu G) spliuji d; < dy < ... < d,. Potom jeho doplnék mé skére

n—1—-di>n—-1—-dy>..>n—-1-—4d,.
—_———
dn dn—l dl
G je oviem samokomplementarni, tj. G ~ G, neboli oba grafy jsou az na ozna¢eni vrcholii stejné. Vzhledem

k vzestupnému usporadani vcholu grafu G podle velikosti jejich stupnu pak musi platit vztah naznaceny
svorkami:

’ (Vien)(di=n—1—dpi1-4)

Nyni z G utvoiime graf G' = (VU {z}, EU{{x,v}|veV}) kde z ¢ V a o ném ukédzeme, Ze je
hamiltonovsky. Udéldme to tak, Ze ovéifme podminku véty Potom z véty jiz plyne doka-
zované tvrzeni.
Oznacme si dj stupné vrcholii grafu G'. Potom ziejmé pro viechna i € 7 plati dj = d; +1ad;, ., =n.
Zvolme nyni k < ’%1 a ovéfme zminénou podminku. Postupné plati
dy <k & dy+1<k & (n—1—dpy1-5)+1<k &

S n—k<dpi-xr & n+1)—k<(dn1-x+1) & (n+1) =k <d 1

1.8 Parovani v grafech

Definice 1.8.1. Bud’ G = (V, E) graf. Parovani (angl. matching) v G je podmnozina M C E takova,
ze
(Ve,f€E)(e# f=enf=0),

tj. zadné dvé hrany nesdili koncovy vrchol.

Definice 1.8.2. Rekneme, ze parovani M je maximélni, pokud pro kazdé jiné parovani M’ plati #M >
#M'.

Piiklad. K tomuto parovani nelze pridat zadnou hranu, ale neni to maximilni parovani:
[ ® @ |

Maximélni parovani je az toto:

Definice 1.8.3. Necht’ M je parovani v G = (V, E). Vrchol v € V takovy, ze (3e € M) (v € €), nazyvame
M-saturovany. Je-li kazdy vrchol z V' M-saturovany, tikame, ze M je perfektni parovani.

Pozndmka. Kazdé perfektni parovani je maximalni. Nutnd podminka pro existenci perfektniho parovani
je, aby #V byl sudy.

Pozndamka. Takto se zlepSovala slozitost zndmych algoritmu pro nalezeni perfektniho parovani:
1965 O(n*)
1969 O(n?)
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W

neexistuje

Obrazek 1.8.1: Benzenové jadro a teoretické slouceniny

1974 O(n - m) (pfitom ovem m < (3) = O(n?))
1980 O(n? -m)

Poznamka. Necht’ G = (V1 U Vs, E) je bipartitni graf (tfeba mnozina zen a muzu - hrany pak uréuji, kdo
se s kym znd). Ptejme se, zda ma graf perfektni parovani (zda si kazdy muze vybrat partnera mezi témi,
které znd, a nikdo nezustane sdm). Nutnou podminkou je zfejmeé

#V1 = 9 Va.

Déle si pripomenme, jak vypada adjacenéni matice bipartitniho grafu s vhodné uspordadanymi vrcholy:

0 B
fiG:: ( 13T 0 >7

kde B = (b;;) . Je-li m € S, tj. je to permutace 7 : 7 +— 71 , pak
M = {{vi,vw(i)}}i S ﬁ}
predstavuje perfektni parovani, pravée kdyz

bir1)b2r(2) *  bpr(n) = 1.

Pocet perfektnich parovani v G je potom roven permanentu matice B, tj. ¢islu

per B = Z blﬂ(l)b2ﬂ'(2) T bnﬂ(n)'
TESy

Na rozdil od vypoctu determinantu je vSak vypocCet permanentu matice NP-tuplnd tloha. O existenci
perfektniho parovani v bipartitnim grafu tedy neni vhodné rozhodovat na zédkladé podminky per B > 0.
Nésledujici vyklad ukdze mimo jiné postacujici podminku existence perfektniho parovani.

Piiklad. Pojem perfektni parovani nenaléza uplatnéni pouze v tanec¢nich kursech, nybrz napiiklad i
v organické chemii. Jak zndmo, dvojné vazby v benzenovém jadie nemaji ve skutecnosti jednoznacné
umisténi, a proto se nékdy v jeho vzorci kresli misto samotnych vazeb jen ,kolecko“. Plati, ze nutnou
podminkou pro existenci slouceniny slozené z benzenovych jader je, aby graf tvofeny jejim vzorcem mél

(viz. obrézek [1.8.1))

Definice 1.8.4. Necht' M je parovani v grafu G = (V, E). Rekneme, ze cesta v, v1, ..., vy, je M-stiidajici,
pokud Vi € {1,2,...,k—1} plati {v;_1,v;} € M < {v;,v;41} ¢ M. M-stiidajici cestu vy, vy, ..., vy nazveme
M-zleps§ujici, pokud vrcholy vy a vi nejsou M-saturovany.
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U1

U3
Vo

V2
(1

Obrazek 1.8.2: M-stiidajici cesta

Pozndmka. Kazda M-zlepsujici cesta md zfejmé lichou délku. Na obrazku [I.8.2] je M-stiidajici cesta,
kterd neni M-zlepSujici. Ani jeji usek vy, ...,v4 neni M-zlepsujici, protoze vrchol v; je M-saturovan. V
nésledujicich dikazech bude potieba si podobné skuteénosti plynouci z definic dobie uvédomovat.

Definice. Bud'te A, B dvé mnoziny. Symetrickou diferenci mnozin A, B rozumime mnozinu
AAB = (A\B)U(B\A) =(AUB)\(ANDB).

Véta 1.8.5. (Berge, 1957)
Pdrovani v grafu G je mazimdlni pravé tehdy, kdyz v G neezistuje M -zlepsujici cesta.

Dikaz. Oba sméry ekvivalence dokdzeme sporem.

Necht’” M je maximalni a pritom existuje M-zlepsujici cesta, kterou ozna¢ime P. Definujeme nyni
parovani

M' = MAP.

Receno slovy: M’ vznikne tak, Ze mimo cestu nechdme M jak je a na cesté ddme do M’ naopak jen ty
hrany, které nejsou v M. Je zfejmé, ze M’ bude opét parovani, pricemz #M’' > #M, a to je spor.

Necht’ v G neexistuje M-zlepsujici cesta a pfitom M neni maximalni. Potom existuje parovani M’
takové, ze #M' > # M. Definujme nyni graf

H = (V, MAM').

Potom je zfejmé, ze H se sklddd jen z kruznic a cest, na nichz se stiidaji hrany z M a z M’ (to také
znamend, ze v H jsou viechny kruznice sudé délky). Protoze #M’ > # M, tak také M AM’ obsahuje vice
hran z M’ nez z M. Z toho plyne, Ze v H musi existovat alespon jedna cesta liché délky, kterd obsahuje
2k + 1 (k € Np) hran, z toho k hran je z M a k + 1 hran je z M’, a navic jeji koncové vrcholy nejsou
M-saturovény v G. (Posledn{ vlastnost lze formulovat i tak, ze uvedend cesta nenf vlastnim podgrafem
néjaké cesty v H - nejde uz prodlouzit.). Tato cesta je ovsem M-zlepSujici, coz je spor. O

1.8.1 Parovani v bipartitnich grafech
Definice 1.8.6. Mnozinou sousedu (angl. neighbours) vrcholu v v grafu G = (V, E) rozumime mnozinu
N@w) ={ueV|{u,v} € E}.
Mnozinou sousedu vrcholt z mnoziny S C V' rozumime mnozinu
N(S) = J N(@).
veS

Véta 1.8.7. (Hall, 1935)
Necht’ G = (V1 UV, E) je bipartitni graf. Potom v G existuje pdrovdnd saturujici celé Vi prdavé tehdy,
kdyz
(VS C Vi) (#N(S) = #5).
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Drikaz.

Je-1i celé V; saturovano, je kazdy vrchol z V; sparovan s néjakym vrcholem z V,. Pro libovolnou S C V
je tedy #S vrcholu z V4 spojeno s nejméné #5S vrcholy z Vs, takze #N(S) > #5S.

[=]

Sporem. Bud’ M maximalni parovani v G, které podle predpokladu nesaturuje celé V;. Existuje tedy
u € V1 takové, ze neni M-saturovdno. Pokud zvolime S = {u}, tak #N(S) > 1, takze d(u) > 1. Definujme
mnoziny
X ={v € V1|z u do v existuje M-stiidajici cesta},

Y ={v € V3|z u do v existuje M-stiidajici cesta} .

Potom ziejmé u € X (existuje M-sti{dajici cesta délky 0 z u do u). Protoze u neni M-saturovdn, tak
na M-stiidajicich cestdch z u do vrcholu ve Vi i V, nenf prvni hrana z M. Po kazdé takové cesté tedy
jdeme z V; do V5 po hrané, kterd neni v M, a do V; se vracime po hrané, ktera je v M. Déle plati,
ze kazda maximélnﬂ M -stiidajici cesta vychéazejici z u koné¢i ve Vi, protoze v opa¢ném piipadé by byla
M-zlepsujici. To by ale podle Bergeovy véty byl spor s tim, ze M je maximalni parovani. Kazdy vrchol
v € Y je tedy spojen hranou z mnoziny M s néjakym vrcholem w € X, w # u. Je také jasné, ze kazdy
soused libovolného vrcholu z X musi lezet v Y. Shrneme-li provedené tvahy, lze psat

#X = #Y +1

a také

takze #X > #Y = #N(X), coz je spor. O

Dausledek 1.8.8. Kdyz G = (V1 U Va, E) je bipartitni graf, tak v G existuje perfektni pdrovdng, prdvé
kdyz
(VS C V1) (#N(S) = #5)

a zdrovern

(VS C Vo) (#N(S) > #5).

Definice 1.8.9. Graf G = (V, E) nazveme r-reguldrni, jestlize

tj. (Vv € V)(dg(v) =71).

Dausledek 1.8.10. (,,snatkovy problém¢)
Necht’ G = (V1 U Vi, E) je r-reguldrnd bipartiting graf, r > 1. Potom G md perfekini pdrovdnd.

Dikaz. Ovérime predpoklady na pravé strané ekvivalence v dusledku Vezméme S C Vi, ozna¢me
E; mnozinu hran, které maji jeden konec v S (druhé konce téchto hran tvoif N(S)) a déle oznacme Ej
mnozinu hran, které maji jeden konec v N(S). Potom je ziejmé, ze E; C Es, takze #FEy > #F. Z
r-regularity grafu G vsak plyne

#E1 = r-#5S,

#EQ = - N(S)
Po zkréceni ¢islem r > 0 dostdvdme pro libovolnou podmnozinu S C V; nerovnost #N(S) > #5S.

Naprosto totéz lze provést i pro S C Vs, ¢imz je dikaz ukonéen. Poznamenejme, ze z obou nerovnosti téz
okamzité plyne samoziejméd podminka #V; = #V5. O

Véta 1.8.11. Necht’ G = (V, E) je graf. Potom v G existuje perfekini pdarovdni, pravé kdyz
(VS C V) (#S = o(G\9)),

kde o(G\S) je pocet komponent grafu G\S, které maji lichy pocet vrcholi.
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Obrazek 1.8.3: Komponenty se sudym (S) a lichym (L) poc¢tem vrcholu

Diikaz. Ukézeme pouze implikaci zleva doprava, opacény smér je obtizny. Pro libovolnou S C V lze situaci
znézornit jako na obrazku[I.8.3] V puvodnim grafu zfejmé nemohla existovat komponenta s lichym poc¢tem
vrcholu, protoze v ni nelze nalézt parovani saturujici vsechny vrcholy. Po odebrédni mnoziny S vznikne
urcity pocet komponent s lichym poc¢tem vrchol, a kazda z nich musi obsahovat alespon jeden vrchol,
ktery je v perfektnim parovani sparovan s vrcholem z S. To uz znamend, ze #S > o(G\S). O

1.9 Toky v sitich

Definice 1.9.1. Necht’ V' je koneénd mnozina, A C V' x V. Uspotddanou dvojici D = (V, A) nazyvime
orientovanym grafem (angl. directed graph, ,digraph®). Prvky mnoziny A se nazyvaji orientované hrany
(angl. arcs).

Definice 1.9.2. Necht’ D = (V, A) je orientovany graf, X C V, Y C V, X, Y # 0 a necht’ je ddno
zobrazeni ¢ : A — N. Potom uspotrddand ¢tvetice (D, X, Y, ¢) se nazyva sit’ (angl. network).

Vrcholy z X se nazyvaji zdroje (angl. sources), vrcholy z Y spotiebice (angl. sinks), vrcholy z
I := V\X\Y senazyvaji uzlové body (angl. intermediate vertices). Pro a € A predstavuje ¢(a) kapacitu
hrany a.

Definice 1.9.3. Necht' N = (D, X, Y, ¢) je sit’. Zobrazen{ f : A — R nazveme tokem v siti N, jestlize
plati

1. (Va € A)(f(a) < c(a)), tj. tok po hrané je omezen jeji kapacitou,

(u,)€A (v,u)eA
to z néj také vytéka“.

2. Wwel) ( oo fl(u,v)= > f((v, u))> , tj. v uzlovych bodech plati, Ze ,,co do vrcholu vtéka,

Definice 1.9.4. Necht’ f je tok v siti N = (D, X,Y,c). Necht’ S C V je takovd, ze X C S, SNY = .
Oznacme S = V\S. Potom dvojici (S, S) nazyvame Fezem (angl. cut) v siti N. Kapacitou fezu (S, 5)

rozumime ¢islo
c((8,9)) = Z ¢ ((u,v))

(u,v)€A
u€ES,veS

Déle ozna¢me
FrS) = > fuv)— > fluv).
(u,v)€EA (u,v)EA
ueS,weSs ueS,veS

3Maximélni M-sti{dajici cestou rozumime takovou cestu, ktera nenf vlastnim podgrafem néjaké M-stifdajici cesty. Jinymi
slovy to znamend, Ze uz nejde prodlouzit, aniz by prestala byt M-stiidajici.
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c((S1,51)) =6 c((Ss,53)) = 8
C((SQ,SQ)) =5

Obréazek 1.9.1: Tok v siti a minim&ln{ fez

Cislo val f := f*(X) nazgvidme hodnotou toku f (angl. value of f) v siti N.

Pozndmka. Je snadné ukédzat, ze pro kazdy ez (S, S) v siti N plati f¥(S) = f¥(X). Formalné by to bylo
mozné provést postupnou konstrukei mnoziny S z mnoziny X pfidavanim vrcholu jednoho po druhém.
Z definice toku f pak plyne, Ze pfiddn{ jediného vrcholu do S nezméni hodnotu f*(S).

Definice 1.9.5. Tok f v siti N nazveme maximalni, jestlize pro kazdy jiny tok fv N plati val f > val f
Pozorovani 1.9.6. Pro kazdyj tok f a 7ez (S,S) v siti N plati
val f < ¢ ((S,9)) .

Pozndmka 1.9.7. Specidlné plati, ze hodnota maximdlniho toku je < nez hodnota minimdlniho fezu, tj.
Fezu s nejmens{ kapacitou. Najdeme-li tok f a Fez (S, S) tak, ze

val f = ¢ ((S,9)),
pak tok f je maximélni a fez (9, 5) je minimalni.

Piiklad. Na obrézku [[.9.1] jsou ffmskymi éfslicemi vyznaceny kapacity hran a arabskymi éislicemi tok
f po jednotlivych hrandch. Ddle jsou tam vyznaceny fezy (S1,51),(S2,S52),(53,53) a jejich kapacity.
Protoze val f =5 = ¢ ((S92,592)), je fez (52, 52) minimaln{ a tok f je maximalni.

Pozndmka. Kazdou sit’ 1ze snadno pievést na sit’ s jedinym zdrojem a jedinym spotiebicem. Pfidame
zdroj xg, spotiebic g a vSechny puvodni zdroje spojime s vrcholem zg hranami o dostateéné velké kapacité
(napf. rovné souctu vsech kapacit v siti). To samé provedeme pro spotiebi¢e. Diky tomu muzeme déle bez
ijmy na obecnosti uvazovat pouze sité s jedinym zdrojem a jedinym spotiebi¢em, které budeme misto
(D, {x0},{yo}, ) znacit jen jako (D, xg, yo, ¢).

1.9.1 Hledani maximalniho toku pomoci f-nenasycenych cest

Definice 1.9.8. Necht’ f je tok v siti N = (D, xo,yo,c) a necht’ P je neorientovanﬂ (1) cesta s
pocatectnim vrcholem xg. Pro kazdou hranu a € P E| poloZzme

(@) {C(a) — f(a) je-li a (na cesté P) orientovdna ve sméru z xg
t(a) =

f(a) je-li a (na cesté P) orientovéna ve sméru do x
4Cestu P uvazujeme tak, jako kdyby graf D nebyl orientovany, tj. kazdé hrané a = (u,v) odpovidd neoriento-
vand hrana {u,v}. Formélné muzeme zapsat, ze orientovanému grafu D = (V, A) prislusi neorientovany graf Gp =

(V: {{w, v}| (u,v) € A}).

5Pokud uvazujeme P jako podgraf Gp, pak bychom méli psat spise ,a € A takova, ze a = (u,v) a {u,v} € E(P)“
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Obrazek 1.9.2: f-nenasycena cesta v siti

Jestlize ¢(P) := min,ep t(a) > 0, pak fekneme, Ze cesta P je f-nenasycend.

Priiklad. Na obrazku je tlustou ¢arou zndzornéna f-nenasycena cesta P. Vyznam Cislic je vysvétlen
v minulém piikladé. Podle definice zjistime, ze ¢(P) = 2. Nyn{ upravime tok v siti ndsledovné. Na hranéch,
které vedou po cesté P ve sméru od x, zvysime tok o +(P) a na hrandch vedoucich po P ve sméru do x
snizime tok o ¢(P). Potom nové zobrazen{ f, které vznikne z f uvedenymi dpravami, je opét f : A — ]Rar
a téz prvni podminka na tok v definici [I.9.3] je zfejmé splnéna. Co se tykd druhé podminky, lze situace,
které nastanou na cesté P, shrnout na nasledujicich schématech:

=@ =

+u(P) +u(P) —(P) —u(P)
=0 ®
+u(P) —u(P) —u(P) +u(P)

Je vidét, ze at’ jsou hrany na vrcholech cesty P orientovény jakkoliv, bude v kazdém uzlovém bodé stale
zachovana bilance ,,vtoku“ a ,vytoku®. Proto f je tok, ktery ma hodnotu val f = val f + ¢(P).

Véta 1.9.9. Tok f v siti N = (D, xo,yo, ) je mazimdlni tehdy a jen tehdy, kdyz neezistuje f-nenasycend
cesta koncici ve spotrebici yo.

Diikaz.

Ditkaz této implikace bude v podstaté shrnutim tvah provedenych v minulém pifkladu. Postupujme
sporem: necht’ existuje f-nenasycena cesta P konéici v yy. Potom definujeme zobrazeni f takto:

e Ya € A,a ¢ P polozime f(a) = f(a),
e Ya € A,a € P, kterd je po cesté P orientovdna ve sméru z xg do yg, polozime f(a) = f(a) + ¢(P),
e Va € Aja € P, kterd je po cesté P orientovana ve sméru z yg do xg, polozime f(a) = f(a) — «(P).

Potom je opét (Va € A) (o < f(a) < c(a)) arovnéz (Yo € I) ( S fw)= S f ((v,u))) , takze

(u,v)€A (v,u)EA

f je tok a pro jeho hodnotu plati R
val f = val f + +(P) > val f,
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Obréazek 1.9.3: Algoritmus hleddni maximalniho toku pomoci f-nenasycenych cest

coz je spor s maximalitou toku f.
Definujme
M = {v € V| 3f-nenasycend cesta z xo do v} .
Potom z¢ € M a z predpokladu plati yo ¢ M. (M, M) je tedy fez v siti N. Potom na kazdé hrané
a = (u,v) € A,u € M,v € M musi z definice M platit 1(a) = 0, neboli f(a) = c(a), jinak by totiz
v € M. Stejné tak i na kazdé hrané a = (u,v) € A,u € M,v € M mus{ byt ¢(a) = 0, coz v tomto piipadé
odpovidd (z definice ¢(a)) rovnosti f(a) = 0. Proto plati

c((M,M) = > el(w,v) = fH(M) = f*(z0) = val f.
(u,v)EA

Nasli jsme tedy ez, pro n&jz je ¢ (M, M)) = val f, a tedy podle poznamky je f maximaln{ tok. [

Pozndamka. Celociselnost kapacit hran (tj. funkce ¢) zarucuje, ze algoritmus hleddni maximalniho toku
fungujici na principu hledédni nenasycenych cest je finitni. Pokud totiz za¢ing s tokem f(a) = 0 pro kazdé
a € A, tak v kazdém kroku zvedne hodnotu toku o ¢(P) > 1, pficemz kapacita minimdlniho fezu, které
nakonec hodnota toku f dosahne, je rovnéz konecné prirozené ¢islo. Navic val f € Ny v kazdém kroku.

Piiklad. Na obrazku je videét, ze algoritmus nemusi byt prili§ efektivni. Pokud bude stiidavé volit
f-nenasycené cesty Py a Ps, zvys{ v kazdém kroku hodnotu toku pouze o 1. (éisla m a 1 u jednotlivych
hran udavaji jejich kapacity)

Pozndmka. Algoritmus hleddani maximélniho toku pomoci f-nenasycenych cest lze pouzit k nalezeni
perfektniho parovén{ v bipartitinim grafu G = (V; UV4, E). Tomuto grafu piifadime sit’ N = (D, xo, yo, ¢)
definovanou takto:

e D= ({zg,yo} UV, A), kde
o A={(zo,v)|veVi}U{(w,v)Jlue Vi Ave WV A{u,v} € E}U{(v,y0)|v e Va}a
o (Vae A)(c(a)=1).

To znamen4, ze pridame vrcholy zg a yg, z ¢ vedeme hrany do vSech vrcholu ve Vi, mezi Vi a V5 orientu-
jeme existujici hrany ve sméru do V5 a ze vSech vrcholu z Vo vedeme hrany do yg. VSechny hrany maji jed-
notkovou kapacitu. Najdéme nyn{ maximaln{ tok pomoci naseho algoritmu. Potom (Va € A) (f(a) € {0, 1}),
tj. neexistuji hrany s necelo¢iselnym tokenﬂ Oznatme

M =< {u,v} €E|f(w) =1

€A

60becné lze najit maximaln{ tok i s necelo¢iselnymi hodnotami funkce f. Proto je diilezité, Ze pouzivame algoritmus
hledani f-nenasycenych cest!
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Potom M je maximéalni parovani: Predev$im se zfejmé jedna o parovani, jinak by byla porusena druha
podminka v definici toku Naptiklad z zadného v € V; nemohou vychazet dvé hrany, pro néz je
f =1, protoze do v muze pfitékat maximdalné jednotkovy tok (z x¢). Déle plati, ze val f = #M, z ¢ehoz
uz plyne, ze parovani M je maximdlni. V opac¢ném piipadé by totiz existovalo parovani M', #M' > #M
a k nému by bylo mozné najit tok f’, pro ktery #M’ = val f' > val f = #M, a tok f by nebyl maximalni.

1.10 Hranové obarveni grafu

Definice 1.10.1. Necht' G = (V, E) je graf, k € N. Zobrazeni ¢ : E +— k nazveme k-hranové obarveni
grafu G (angl. k-edge colouring). ¢ se nazyva vlastni (angl. proper) k-hranové obarveni grafu G, pokud

(Ve,fe E,e# f)(p(e) =p(f) =enf=10),

tj. pokud hrany se stejnou barvou nemaji spoleény konec. Hranova barevnost (angl. edge chromatic
number) x'(G) grafu G je minimdlni k takové, ze G m4 vlastn{ k-hranové obarveni.

Pozndmka. x'(G) > A(G).

Pozndmka. ¢ je vlastni k-hranové obarveni gafu G, pravé kdyz pro kazdé i € k @~ 1(i) (vsechny vrcholy
barvy i) predstavuje parovani.

Dausledek. Hranovd barevnost grafu G = (V, E) je minimdlni pocet disjunkinich pdrovdnt, jejichz sjed-
nocenim je celé F.

Umluva. V dikazech budeme ¢asto pouzivat obrat ,G lze obarvit k barvami“. Mame tim vzdy na mysli
yexistuje vlastni k-hranové obarveni grafu G“. Stejnym zpusobem budeme hovofit o grafech i v dalsi
kapitole, zabyvajici se vrcholovym obarvenim.

1.10.1 Problém rozvrhu hodin

Priklad. Uvazujme bipartitni graf G = (V3 U Va, E), kde V; predstavuje mnozinu uéiteli a Vo mnozinu
krouzki. Z w € V; vede do v € Vo m hran, pokud uéitel w uéi v krouzku v m hodin (napf. tydné).
Nalezneme obarveni grafu G, a potom hrany stejné barvy, predstavujici parovani v G, znamenaji stejny
¢as (hodinu, termin) pfedndsky. Zatim vSak neuvazujeme omezen{ poc¢tem volnych mistnosti.

Véta 1.10.2. Je-li G = (V1 U Vi, E) bipartitni graf, tak plati x'(G) = A(G).

Umluva. Vzhledem k velmi ¢astému vyskytu symbolu A(G) oznacujictho maximélni stupen grafu G v
nésledujicim vykladu budeme misto A(G) psdt jen A.

Dukaz. Vyuzijeme dusledku [1.8.10] (snatkového problému), ktery iika, ze r-reguldrni bipartitni graf m&
perfektni parovani. Z G nejdiive takovy graf vyrobime, a to takto:

1. Necht' BUNO #V; > #Vs. Potom doplnime do V5 potiebny pocet izolovanych vrcholt, vznikne tak

2. Ve V; vybereme libovolny vrchol u se stupiiem dg(u) < A. Potom i ve V musi existovat vrchol v
se stupriem dg(v) < A. Vrcholy u, v spojime hranou. Tento krok opakujeme, dokud je to mozné,
pricemz skonéime ziejmé pravé tehdy, kdyz v8echny vrcholy budou mit stupen roven A.

Dostaneme novy A-regulérni graf G = (V, UV, E). Najdeme v ném perfektni parovani M, viechny hrany
z M obarvime barvou A a nésledné je z grafu G odstranfme. Tim ziskédme (A — 1)-reguldrni graf a ivahu
muzeme opakovat, dokud zbyvaji néjaké hrany. Vysledkem bude, Ze nakonec puvodni A-reguldrni graf
G bude obarven A barvami. To znamend, ze i jeho podgraf G lze obarvit A barvami, takze x’ (G) < A.
Vime vsak, ze vzdy plati ¥'(G) > A, a tvrzen{ je tedy dokdzano. O

Lemma 1.10.3. Necht’ My, My jsou dvé disjunktnd pdarovdni v grafu G = (V, E) takovd, Ze # My > # M.
Potom existuji disjunktni pdrovdini N1, Ny v G takovd, Ze:
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1. Ny UNy = M; U Ms,
2. #Ny =#M; — 1, #No = # My + 1, tj. N1, No maji mensi rozdil v poctu proki.

Diikaz. Definujme graf H = (V, M; U Ms). Potom ziejmé (Vv € V) (dg(v) < 2). H je sjednocenim izolo-
vanych vrcholu, cest a kruznic sudé délky, ¢ehoz jsme jiz jednou vyuzili v dukazu Bergeovy véty
Protoze #M; > #M,, musi v H existovat cesta liché délky 2k + 1, kterd ma k hran z My a k+ 1 hran z
M. Tuto cestu oznac¢ime P. Nyni definujeme

N1 = (Mi\P)U(PnN M),
Ny = (M2\P)U (PN M),

tj. na cesté P vyménime hrany mezi M; a Ms, mimo cestu zaradime do N; stejné hrany jako jsou
v M;. N1, N5 jsou opét parovani a pritom si lze snadno rozmyslet, ze spliiuji oba body dokazovaného
lemmatu. O

Piiklad. Vrat'me se nyni k problému rozvrhu hodin. Necht’ [ je poc¢et dostupnych mistnosti a m = #F,
tj. celkovy pocet ruznych vyucovacich hodin vech krouzku. Potom pocet ruznych ¢astu (terminu, angl.
m

period) P potfebnych pro vyuku musi spliovat P > {TW Rovnéz plati P > A, protoze A = x'(G), tj.
pocet ruznych barev v nejlepsim mozném obarveni bipartitniho grafu G. Celkové tedy plati

P mas([7] ).

Predpokladejme, ze [ = 6. Snadno si lze predstavit ptipad bipartitniho grafu, pro ktery plati A =2 a
v némz najdeme jeho hranové obarveni dvéma barvami, tj. dvé disjunktni parovani M;, My, pro néz plati
#M; =8, #My =2 a M; UM, = E. Potom pocet potiebnych ¢asu pro vyuku bude P = 3, protoze blok
prednasek M, které by teoreticky (bez dalsich omezeni) mohly probihat souc¢asné, bude nutné rozdélit na
dveé casti kvuli nedostatku mistnosti. Opakovanou aplikaci minulého lemmatu vsak lze postupné upravit
parovani My, Ms tak, ze #M,; = #Ms = 5. Potom jiz bude potieba pouze P = 2 = max{[lﬁ—ow ,2}
ruznych casu.

V nésledujicim ukézeme, ze vzdy existuje takovy rozvrh, pro néjz plati

pomas (7] ).

Zacneme obecnou ivahou. Necht’ existuje p disjunktnich parovani My, ..., M, v G, pro néz plati Uieﬁ M; =
E. Potom opakovanym pouzitim pfedchoziho lemmatu lze tato parovani upravit tak, ze

((Vi,j € p) ([#M; — #M;| < 1)),

tj. hrany jsou co nejrovnomérnéji rozdéleny do jednotlivych parovani, a tak v kazdém parovani je nejvyse
[%—‘ hran. V takovém piipadé je maximélni pocet hran v parovani, tj. ¢islo max;cp #M;, nejmensi mozné.
Nyni jiz dokdzeme uvedeny vztah. Najdéme obarveni grafu G A barvami. Potom ziskdme A disjunk-
tnich parovani
My =@ 1(1),...,Ma = o 1 (A).

1. Necht’ (%1 < A. Potom chceme dokazat P = A. Parovani My, ..., Ma upravime popsanym postu-
pem tak, ze
« m
es) (o< [2])
( ! #Mi< |3
7 predpokladu v8ak postupné plati, ze

{%-‘<A$?<A:>%<l:>{%1§l-

To znamend, ze kazdé parovani M; lze povazovat za blok soucasné probihajici vyuky, protoze se
vzdy vejde do dostupnych mistnosti. Proto P = A.
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2. Necht’ [%W > A. Potom chceme dokazat P = [%W Je jasné, ze existuje-li v G A disjunktnich
parovani, pak existuje i [%1 disjunktnich parovani. Stac¢i totiz potfebny pocet parovani rozdélit
na dvé nebo vice disjunktnich pdrovani, nebo definovat M; = @ pro kazdé A < i < [%1 Parovani
My, ..., M[%1 pak upravime tak, aby

(e foan 51 (an < | 2] )

l

Nyni opét ukazeme, ze tato parovani uz lze bréat jako bloky soucasné probihajici vyuky, protoze se
vejdou do [ mistnosti. Plati totiz:
m m
— | <|—|=[]=L
“ﬂ w Mﬂ
Véta 1.10.4. (Vizing)

Pro libovolny graf G plati X' (G) < A(G) + 1.

1.10.2 Vizingova véta

Poznamka. Protoze vime x'(G) > A, tak Vizingova véta znamend, ze hranovd barevnost grafu muze
vlastné nabyvat jen dvou hodnot: A a A + 1. Dukaz této véty provedeme az poté, co si pfipravime dvé
pomocnd tvrzeni.

Lemma 1.10.5. Necht’ G = (V, E) je souvisly graf, G nent kruznice liché délky. Potom existuje 2-hranové
obarveni G takové, Ze na kaZdém vrcholu se stupném alesponi 2 se vyskytuji hrany obou barev.

Dikaz. V dukazu vyuzijeme znalosti o eulerovskych grafech.

1. Necht’ G je eulerovsky. Potom

(a) v8echny stupné jsou 2. Z predpokladu se pak jednd o kruzmici sudé délky. Hrany obarvime
stfidavé obéma barvami, a kazdy vrchol pak spojuje dvé hrany dvou ruznych barev.

(b) existuje vrchol se stupném > 4. Z tohoto vrcholu pak zactneme eulerovsky cyklus, barvime
opét stiidavé. Pro¢ zrovna tento vrchol volime za pocatecni plyne z nasledujiciho. Do kazdého
vrcholu kromé pocateéniho totiz vstoupime po hrané jedné barvy a okamzité jej opoustime
po hrané druhé barvy. Pokud bychom za pocateéni vrchol zvolili vrchol se stupném 2, tak
bychom u néj tuto jistotu neméli. Ma-li vSak pocatetni vrchol stupen alespon 4, potom jim v
eulerovském cyklu projdeme alespori jednou stejnym zpusobem jako ostatnimi vrcholy.

2. Necht’ G neni eulerovsky, tj. podle véty ma vrchol s lichym stupném. Protoze ale

> da(v) = 2#E

veV

je sudy, je vrcholu s lichym stupném sudy pocet. Kdyz ke grafu G priddme vrchol ¢ V' a napojime
ho na vSechny vrcholy s lichym stupném, bude mit z sudy stupen a novy graf G bude eulerovsky.
Tento graf obarvime podle bodu [1] a nakonec vSe, co jsme pridali, opét odebereme. Kazdy vrchol v
G kromé z vSak mé u sebe obé barvy hran zastoupeny v stejném poctu: do kazdého vrcholu jsme
piisli a zase odesli. Pfi odebrani hran z G u vrcholt se sudym stupném uz nic nezménime, u vrcholi
s lichym stupném (v G), ktery je alespon 3, pak nezmiz{ zidnd z barev, protoze v Gu néj byla
kazdé alespon dvakrat.

O
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Definice 1.10.6. k-hranové obarveni ¢ : E — k grafu G = (V, E) se nazyva optimélni, jestlize pro kazdé
jiné k-hranové obarveni ¢ : F +— k plati

Sep(w) = Y eplv),

veV veV
kde ¢, (v) je pocet ruznych barev hran vedoucich z vrcholu v.

Pozndmka. Obarveni ¢ je vlastni, prave kdyz (Vv € V) (¢, (v) = da(v)).
Pozndmka. Pojem optimélni obarveni nevyuzijeme nikde jinde nez v dukazu Vizingovy véty.
Lemma 1.10.7. Necht’ ¢ je optimdlni obarveni grafu G = (V, E) a necht’ existuje vrchol u € V' a barvy

1,] takové, Ze barva i se na vrcholu u nevyskytuje vibec a barva j se na u vyskytuje alespori dvakrdt.
Potom komponenta U grafu

G= Ve ' ())Ue ' (j),

kterd obsahuje vrchol u, je kruznice liché délky.

Diikaz. Sporem: V G uréité plati da(u) > 2 a pocet barev u vrcholu u v grafu G (pfi obarveni ¢ grafu
G) je 1. Kdyby U nebyla licha kruznice, pak lze podle lemmatu najit 2-hranové obarveni ¢ grafu
G barvami i, j takové, ze cz(u) = 2 a u ostatnich vrcholu v grafu G pocet barev neklesne. Definujeme-li
pak nové obarveni ¢ grafu G jako

e o) — J#le) pokud p(e) ¢ {i, j}
(Ve € E) <¢( ) {gb(e) pokud o(e) € {M}) :

tak bude platit

D p(v) <Y ey(v),

veV veV

coz je spor s optimalitou ¢. O
Nyni mame jiz vSe pfipraveno pro dukaz Vizingovy véty

Dikaz. Méjme libovolny graf G = (V, E). Ukdzeme, ze x'(G) < A + 1. Vezmeme optimélni (A + 1)-
hranové obarveni ¢ grafu G a sporem o ném dokazeme, Ze je vlastni.
Necht’ ¢ neni vlastni. Potom existuje u € V' takovy, ze c,(u) < dg(u). Proto

e existuje barva i, kterd na u schdzi (takovd barva existuje na kazdém vrcholu) a
e existuje barva i1, kterd je na u aslespon dvakrat.

Ozna¢me v vrchol, do néjz vede z u hrana barvy i;. Déle ozna¢me iy barvu, kterd se nevyskytuje na v.
Potom 45 se vyskytuje na u. V opa¢ném pifpadé totiz prebarvime hranu {u,v;} na iy, tim se pocet barev
na u zvysi (i1 je na u dvakrdt), ale pocet barev na vy neklesne. To je spor s optimalitou (.

1 (%1

U i
%

Oznatme rekurzivné pro rostouci k = 2,3, ... jako i barvu, kterd neni na v,_;. Potom plati, ze pro
kazdé k tato barva musi byt na u. Diky tomu lze oznacit vrchol, do néjz vede z u hrana barvy iy, jako
V. Zduvodnéni uvedeného tvrzeni provedeme indukci podle k: Pokud ix na u chybi, prebarvime hranu
{u,vi_1} na iy, ¢imz se pocet barev na vi_; nesnizi. Pocet barev na u se zvysi (a tak ihned dostaneme
spor) jen tehdy, pokud ix_1 je stdle na u, jinak pouze neklesne. V druhém piipadé vsak ziskdme jiné
optimélni obarveni grafu G, pii némz ix_1 neni na u, coz je zase spor s indukénim predpokladem. Pocatecni
krok pro k = 2 jsme jiz dokdzali nad obrazkem.
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Pro urcité k nastane situace, ze barva iy41, kterd schazi na vy, se jiz vyskytuje mezi barvami ¢y, ..., ix—1.
Oznac¢ime jako [ takovy index, ze i1 = ;. To je zobrazeno na nésledujicim obrazku:

Vg

Nyni definujeme nové obarveni ¢, které bude pro vSechny hrany stejné jako ¢, az na nasledujici zmeény:
(Vi€ {1, 1 =1} (& ({u,v;}) = ij41) -

Potom bude pfi obarveni ¢ situace nasledujici:

Vg

Kazdy vrchol vy, j € {1,...,1 — 1}, dostal na hrané {u,v;} barvu, kterou pfedtim nemeél. Vrchol u ztratil
v1, ale tu mél dvakrat. Nyni ji m4 jen jednou, ale zase mé alespon dvakrat i;. Z toho je jasné, ze ¢ je
opét optimalni obarveni grafu G.

Definujeme jesté jedno obarveni ¢, které bude pro vsechny hrany stejné jako ¢, az na nasledujici
zmény:

(V7 € {1, k) (2 ({u, 05}) = ij41) -

Potom pfti obarveni ¢ dostaneme situaci:

U1 = 1 vy

Uk

V-1 (%

Rovnéz obarveni ¢ je ziejmé optimalni. Nyni jiz snadno dojdeme ke sporu, kdyz pouzijeme lemma

1.10.7] Komponenta podgrafu

G=(V.g~ (i) Vg™ (i)

obsahujici vrchol u, mé totiz byt lichd kruznice. Z vrcholu v;_; nas tato kruznice pfivede po hranach
barvy ig a 4; do vrcholu v;.
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UV,

Zaroven vsak plati, ze i komponenta podgrafu

G=(V,¢ o) UG~ (i),
obsahujici vrchol u, je licha kruznice. Z vrcholu v;_; nas tato kruznice ptivede po hranédch barvy ig a 4,
do vrcholu vy,.

Uk U1 = U

U1

Vk—1 (%

To je ale spor, protoze jediné hrany, které maji v obarveni ¢ barvu odlisnou od barvy v obarveni ¢, jsou
hrany {u,vi}, {u,vit1}, ..., {u, vx}, takze kruznice vedouci ptes v;_; se nemuze timto zptisobem zménit
jen diky zméné obarveni z ¢ na ¢. O

1.11  Vrcholové obarveni grafu

Definice 1.11.1. Necht’ G = (V, E) je graf, k € N. k-vrcholovym obarvenim (angl. k-vertex colouring)
grafu G nazveme zobrazeni ¢ : V — k. © se nazyva vlastni (angl. proper) k-vrcholové obarveni grafu G,
jestlize plati

(Vuv CAS V) (SD(U) = (p(v) = {u,v} ¢ E)7

tj. jestlize stejné barevné vrcholy nejsou spojeny hranou. Minimalni k takové, zZe existuje k-vrcholové
vlastni obarveni grafu G, se nazyva barevnost (angl. chromatic number) grafu G a znadf se x(G).

Piiklad. Jestlize vrcholy reprezentuji ticastniky reality show a hrany vedou mezi témi, ktefi se nesnéseji,
pak x(G) je minimdln{ pocet skupin, do nichz lze soutézici rozdélit tak, aby v zddné skupiné nebyli dva,
ktefi se nesnaseji.

Poznamka.

e x(G)=1& G=(V,0).

e X(G) =2 & G je bipartitn{ s alespon jednou hranou (< v G neni kruznice liché délky).



40 KAPITOLA 1. STANDARDNI KURS TEORIE GRAFU

e X(G)=p,p>23&77
Rozhodnout o tom, zda x(G) = p, je pro obecny graf NP-uplnd dloha. Podle piedchozich bodi muzeme
jen ovérit, jestli x(G) > 3 nebo ne.

Pozndmka 1.11.2. Ziejmé vzdy plati x(G) < n = #V. Jestlize obarvime kazdy vrchol jinou barvou,
dostaneme vlastn{ obarveni. Pfitom kdyz G = K, tj. je-li G tiplnym grafem na n vrcholech, tak x(G) = n.
Plati i opa¢na implikace, protoze chybi-li mezi dvéma vrcholy hrana, lze je obarvit stejnou barvou a zbylé
vrcholy opét obarvit ruzné. Celkem tedy

X(G)=n&G=K,.
Definice 1.11.3. Necht' G = (V, E) je graf, k € N.

e Klikou (angl. clique) velikosti ¥ v G rozumime mnozinu vrcholi S C V takovou, ze podgraf
G[S] = (S,Eﬂ (g)) indukovany mnozinou S je uplny, tj. kazdé dva vrcholy z S jsou spojeny
hranou v G.

e S C V se nazyvd nezavisla mnozina (angl. independent set) velikosti k v G, jestlize E N (g) =),
tj. jestlize zadné dva vrcholy z S nejsou spojeny hranou v grafu G.

e S C V se nazyva vrcholové pokryti (angl. covering) grafu G, jestlize (Ve € E) (v € S) (v € e),
tj. jestlize kazda hrana v G ma alespon jeden konec v S.

Maximélni velikost kliky v grafu G zna¢ime w(G), maximalni velikost nezévislé mnoziny znacime a(G).

Pozndmka. V prednasce nékdy klikou velikosti k nazyvame téz aplny podgraf Kj = G[S], ktery mnozina
S indukuje.

Pozndmka 1.11.4. Je-li S nezavisld mnozina v G, pak S je klika v G a naopak. Proto ziejmé plati
a(G) = w(G)
G) = a(G).

Pozndmka. Klikami a nezdvislymi mnozinami se budeme v ruznych souvislostech zabyvat predevsim v
druhé ¢asti prednasky. Nyni tuto definici budeme potiebovat jen na nékolika malo mistech.

—

Pozndmka. Necht’ ¢ je vlastni x(G)-vrcholové obarveni grafu G = (V, E), i € x(G). Potom mezi vrcholy
7z p~1(i) nevede hrana, neboli ¢ ~1(i) je nezdvisla mnozina. T{im padem

#e™ (i) < a(G)
a pritom plati

x(G)
U #e ') =W
i=1
Véta 1.11.5. Necht’ G = (V, E) je graf. Potom plati

#V < oG)-x(G)

w(@) < x(G).
Diikaz. Prvni tvrzeni plyne okamzité z predchozi poznamky. Druhé tvrzeni je ziejmé: V G existuje klika
velikosti w(G), jejiz vrcholy musi mit pfi vlastnim obarveni grafu G w(G) ruznych barev. O
Poznamka.

1. Jestlize H C G, potom x(H) < x(G).



1.11. VRCHOLOVE OBARVENI GRAFU 41

2. Plati-li G = G UGy U ... UG, kde G; jsou komponenty grafu G, potom ziejmé
X(G) = max x(Gi).

Véta 1.11.6. Necht’ G = (V, E) je graf. Potom x(G) < A(G) + 1.

Dukaz. Tvrzeni je formélné shodné s Vizingovou vétou pro hranovou barevnost. Zde je vSak dukaz
snadny. ,,Poctivé“ jej lze provést indukei podle n = #V.

Pro n =1 je to jasné: A(G) =0, x(G) =1=A(G) + 1.

Indukéni krok n — 1 — n: V G najdeme vrchol u € V takovy, ze dg(u) = A(G). Samoziejmé je
A(G\u) < A(G). Z indukéniho piedpokladu je x(G\u) < A(G\u)+ 1 < A(G) + 1. Najdeme tedy vlastni
obarven{ grafu G\u pomoc{ A(G) + 1 barev. Pokud nyni pfiddme zpét vrchol u, ktery mé A(G) sousedd,
bude mozné jej rovnéz obarvit jednou z A(G)+1 barev. Cely G je tak obarven pomoci A(G)+1 barev. [

Pozndmka. Myslenku predchoziho dukazu lze shrnout jednoduSe: Postupné barvime jeden vrchol za
druhym prvni dostupnou barvou. Nikdy se nemuze stat, ze bychom neméli k dispozici zddnou volnou
barvu, protoze kazdy vrchol mé méné sousedii, nez kolik méme barev.

Pozndmka. Dolnf odhad na x(G) neni mozné pomoci A(G) nijak vyjadrit:
e Uplny graf K,, na n vrcholech ma x(K,) =n = A(G) + 1.
e Uplny bipartitni graf na 14 (n—1) vrcholech, tj. graf S,,_1 (viz definice|l.1.11)) ma A(S,,—1) = n—1,
ale x(G) = 2.
Véta 1.11.7. Pro kazdy graf G = (V, E) plati:
1. x(G)+x(G) <n+1,
2. x(G) - x(G) = n.
Pripravime si dvé pomocnd tvrzeni, z nichz jiz plynou jednotlivé nerovnosti.

Lemma 1.11.8. Bud'te G1 = (V1, E1), Gy = (Va, Es) dva grafy. Potom plati
X(G1 U Ga) < x(G1) - x(Ga).
Diikaz. Ziejmé plati x(G1) = x(G1), kde G1 = (V4 U Vo, Ey), a stejné x(Ga) = x(Ga), kde Gy =
(V1 U Vo, E). BUNO je proto mozné piedpokladat V4 = Va(:=V).
7 predpokladu existuji obarveni grafi G; a Gs
w1 Ve {1,2,..x(G1)},
w2 V= {1,2,..x(G2)}.

Najdeme obarven{ grafu G; U G pomoci x(G1) - x(G2) barev. Definujme nyni pro kazdé v € V

P(v) = (p1(v), p2(v)).-
Potom pro kazdé u,v € V plati ((u) = ¥(v))=(p1(uw) = ©1(v) A p2(u) = p2(v))=
={u,v} ¢ E1 N {u,v} ¢ Es)={u,v} ¢ E1 U Esy. Zobrazeni 1 je
PV i—={1,2,..,x(G1)} x {1,2,...,x(G2)}.

Obor hodnot zobrazeni ¢ je vSak (mnozinové) izomorfni s mnozinou {1,2, ..., x(G1) - x(G2)}. Abychom
korektné definovali vrcholové obarveni grafu G; U G2, ozna¢me

B:{1,2,..,x(G1)} x {1,2,...,x(G2)} — {1,2, ..., x(G1) - x(G2)}

bijekei mezi uvedenymi mnozinami. Potom lze pro kazdé v € V definovat x(G1)- x(Gz2)-vrcholové obarveni
grafu G U G takto:
p(v) = B(¥(v)).
Pro ¢ plati (Vu,v € V) (o(u) = p(v) = {u,v} ¢ E1 U Ey), takze se skutetné jednd o vrcholové obar-
veni. O
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Dausledek. Plati torzeni (2) véty|1.11.7
Diikaz. Protoze G UG = K,, tak

O

Lemma 1.11.9. Bud’ G = (V, E) graf. Necht’ existuje disjunkini rozklad mnoziny vrcholi V.=V, UV U
... UV takovy, Ze

(w,j € I%,i;éj) (Fue V) Qe V) ({u,v} ¢ E).
Potom x(G) <n+1—k.

Diikaz. Indukei podle k. Pro k = 1 mdme x(G) <n+1—1=n, coz je pravda.

Indukéni krok & — 1 — k: Plati x(G\Vx) = (n—#Vi) +1— (k—1) = (n —#Vi) + 2 — k. Nyni
vezmeme #V} novych barev a obarvime vrcholy z Vi, témito barvami, kazdy vrchol jinou barvou. Mame
tak obarveny cely graf, a to < (n — #Vi) 4+ 2 —k+ #Vi = n+ 2 — k barvami. Pokud je tento pocet barev
<n+1—k, je hotovo. Jestlize je pouzito pravé n + 2 — k barev, musime pokracovat a obarveni upravit.
7 predpokladu plati

(Vi € {1727 ok — 1}) (Hxi € Vz) (Hyi € Vk) ({a:,,yz} §7§ E) :

Mnozina V\{z1, za, ..., 2x—1} mé pocet vrcholu n — (k— 1) = n+1— k, coz je méné, nez pocet pouzitych
barev. Proto existuje barva b, ktera se vyskytuje pouze na vrcholech 1, o, ..., xx_1. Této barvy se zbavime
tak, ze kazdy vrchol x; (i € {1,....,k — 1}), ktery m& barvu b, pfebarvime na barvu vrcholu y;. Potom
nové obarveni je stéle vlastni. {z;,y;} totiz nejsou v hrané, a i kdyby ruznym xz;, x; piislusel stejny vrchol
Yi = ¥;, potom, protoZe oba vrcholy z;,z; mély stejnou barvu b, lze je opét obarvit stejnou barvou -
barvou vrcholu ;. O

Dusledek. Plati tvrzend (1) vety|1.11.7

Diikaz Oznacéme k = x(G). Necht’ ¢ je vlastni k-vrcholové obarveni G. Pro kazdé i € k oznacme
Vi =@ 1 (4).

Potom plati, ze
(Vz’,j ehl<i<j< k:) (Jue V) (v e V) ({u,v} € E). (1.11.1)

Kdyby tomu tak nebylo, tj. kdyby
(3ij ek 1<i<j<k)(Vue Vi) (o eV)) ({uo) ¢ ),

bylo by mozné vrcholy z V; i z V; obarvit stejnou barvou, a tak by x(G) < k, coz je spor. Vezméme
nyni graf G a definujme na ném stejny rozklad V = Ule V;. Potom z vznikne pro graf G pifmo
pfedpoklad lemmatu. Proto

X(G)<n+1l-k=n+1-x(G),

coz uz je prvni tvrzeni véty [L.IL.7} O

1.11.1 k-kritické grafy

Definice 1.11.10. Rekneme, ze graf G = (V, E) je k-kriticky, jestlize x(G) = k a pro kazdy vlastni
podgraf H G G je x(H) < x(G).

Pozorovani 1.11.11. k-kriticky graf je souvisly.
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Obrazek 1.11.1: 4-kriticky graf

Dikaz. Vime, ze mé-li G komponenty Gy, ..., G,, tak potom

X(G) = max x(G).

iET

Je-li 7 > 2, existuje jedna nebo vice komponent, které lze z grafu G odebrat, aniz se snizi jeho barevnost.
Proto takovy G neni k-kriticky. O

Pozndmka 1.11.12.
o l-kriticky graf je G = {{v},0}.
o 2-kriticky graf je G = {{u, v}, {{u,v}}}.
e 3-kriticky graf je Co,—1 (kruznice liché délky).

Diikaz. Prvni dvé tvrzeni jsou ziejmd. Déle vime, ze x(G) = 2, pravé kdyz G je bipartitn{ graf. 3-kriticky
graf tedy nesmi byt bipartitni, ale odebranim ¢ehokoliv z néj musi bipartitni graf vzniknout. Jediny graf,
ktery to spliuje, je kruznice liché délky bez dalsich odbocek. O

Pozndmka. 4-kriticky graf vidime na obrazku Odebereme-li totiz hranu z obvodu, lze vrcholy po
obvodé obarvit jen barvami 1 a 2 a vrchol uprostied barvou 3. Odebereme-li hranu vedouci do stredu,
obarvime vrcholy po obvodu kromé vrcholu vg, ze kterého jsme odebrali hranu, barvami 1 a 2. Vrchol vy
a stied pak obarvime barvou 3.

Poznamka 1.11.13. Kazdy graf G s barevnosti k = x(G) obsahuje k-kriticky podgraf.

Dukaz. Staci z G postupné odebirat hrany takové, ze neklesne barevnost. Jestlize uz to nejde, mame
k-kriticky podgraf G. O

Véta 1.11.14. Necht’ G = (V, E) je k-kriticky graf. Potom 6(G) >k — 1.

Dukaz. Sporem: necht’ (Ju € V) (dg(u) < k — 2). Potom z u vede méné hran, nez kolik je potfeba barev
na obarveni GG, a to alespon o 2. Pii kazdém vlastnim obarveni neni barva u urcena jednozna¢né. Odeberme
tedy vrchol w. Z k-kriti¢nosti G 1ze zbytek grafu obarvit & — 1 barvami. Jestlize nyni pfiddme vrchol u
zpét, lze dat vrcholu w alespon 2 ruzné barvy z dostupnych k barev. Proto nemusime nutné vybrat novou
(k-tou) barvu a G se ndm podaii obarvit k — 1 barvami, coZ je spor. O

Definice 1.11.15. Rekneme, Ze mnozina S C V je Fezem (angl. cut) v grafu G = (V, E), jestlize pro
pocty komponent plati ¢(G) < ¢(G\S).

Pozndmka. Kdyz S = {u} je Fez v souvislém grafu, pak graf musi vypadat jako na obrdzku|1.11.2
Véta 1.11.16. Rez k-kritického grafu nend klika.
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Obrazek 1.11.2: Jednoprvkovy fez grafem

@
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Obrazek 1.11.3: K dukazu véty [1.11.16)

Dikaz. Sporem: necht’ G je k-kriticky, S je fez v G a zaroven klika v G. Pfedpokladejme, ze S =
{v1, ...y vr}, tj. #S = r. Kazdé vlastni k-vrcholové obarven{ musi pfifadit vrcholum z S r ruznych barev.
Necht’ G\S = G U G2 U ... U G,. Potom vezmeme pro kazdé i € § podgrafy S UG; (viz. obrézek [1.11.3)
a obarvime je k — 1 barvami tak, aby barvy pouzité na vrcholech S byly pravée barvy 1,2,...,r. (Vime,
ze existuje vlastni (k — 1)-vrcholové obarveni téchto podgrafu, takze dodatecny pozadavek lze zajistit jen
vhodnou permutaci barev.) Jestlize nyn{ vSechny takto obarvené komponenty sjednotime, ziskdme vlastn{
(k — 1)-vrcholové obarveni grafu G, coz je spor.

O

Pozndmka. V predchozim dukazu je skutecné dulezité, aby S byla klika. Pokud budeme stejné postupovat
v pifpadé obecné S, muze se stdt, ze vlastni (k — 1)-vrcholové obarven{ podgrafu S U G; vynucuje, aby
nékteré prvky S byly obarveny stejnou barvou, pficemz pro ruzné i € § se jednd o ruzné prvky. Nebude
potom mozné vhodné zpermutovat barvy, aby vrcholy z S mély stejnou barvu nezdvisle na 1.

1.11.2 Brooksova véta

Lemma 1.11.17. Necht’ G je k-kriticky graf s rezem S = {u,v}. Potom plat{
dg(u) + dc;(v) > 3k — 5.

Diikaz. Nez dokdzeme samotnou nerovnost, pripravime si tfi pomocnd tvrzeni. Mé&jme pii tom na paméti,
ze vrcholy u, v nejsou podle pfedchozi véty [1.11.16| spojeny hranou.

Tvrzeni 1.

Graf G\{u,v} (kde {u,v} nemd smysl hrany, ale mnoZiny vrcholi odebirané z V(G)) se sklddd z prdvé
2 komponent Gy = (V1, E1),Go = (Va, Es) takovych, Ze

o Kazdé vlastni (k — 1)-vrcholové obarveni (vlastnitho) indukovaného podgrafu A = G[Vi U {u,v}]
pritazuje vrcholum u,v stejnou barvu. (Jingmi slovy: barvime-li A pomoci k — 1 barev, musime ddt
u a v stejnou barvu)

o Kazdé vlastni (k — 1)-vrcholové obarveni (vlastniho) indukovaného podgrafu B = G[Va U {u,v}]
prirazuje vrcholum u,v ruznou barvu.
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Dikaz tvrzent 1:

Zpocatku nevime, zda G\{u,v} obsahuje jen dvé komponenty. Lze vSak tvrdit, ze G\{u,v} musi
obsahovat alesponi jednu komponentu s vlastnost{ komponenty G;1. Kdyby to tak nebylo, mohli bychom
kazdy podgraf grafu G indukovany vrcholy jedné z komponent a vrcholy w, v obarvit k — 1 barvami tak,
7ze w a v by mély ruzné barvy. Potom bychom barvy zpermutovali tak, aby u,v mély vzdy barvy 1,2.
Takto obarvené podgrafy bychom sjednotili a ziskali tak cely graf G obarveny k — 1 barvami, coz je spor.

Ze stejného duvodu obsahuje G\{u, v} alespon jednu komponentu s vlastnosti G2. Nyni si tyto kom-
ponenty ozna¢ime pifimo jako Gy a Ga. Ukdzeme, ze zaddné jiné komponenty uz v G\{u,v} neexistuji:
Indukovany podgraf AU B = G[V; UV, U {u,v}] podle vlastnosti komponent G; a G2 nejde (vlastnim
obarvenim) obarvit k£ — 1 barvami, protoze vrcholy «, v nemohou mit sou¢asné podle Gy stejnou a podle
G5 ruznou barvu. Proto x(A U B) = k. Protoze G je k-kriticky, musi platit G = AU B.

Tvrzeni 2.

Podgraf C = AU {{u,v}}, ktery vznikne pridanim hrany {u,v} do A, je jiz k-kriticky.

Dikaz tvrzeni 2:

Ziejmeé plati x(C) = k, protoze A lze obarvit k — 1 barvami jen tak, ze u, v maji stejnou barvu. Kdyz
je tedy spojime hranou, tak uz to nejde.

Ubereme-li z G libovolnou hranu, lze jej obarvit k—1 barvami. Pokud navic tato hrana lezi v podgrafu
A, zustava ve vysledném grafu cely podgraf B, takze v uvedeném vlastnim obarveni musi mit u, v riznou
barvu. Proto nezalezi na tom, zda je navic spojime hranou. Tim jsme dokazali, Zze po ubrani ¢ehokoliv z
C vznikne graf s barevnosti k — 1, takze C je k-kriticky.

Tvrzeni 3.

Oznacme jako D graf, kteryj vznikne z grafu B slouéenim vrcholi w,v do nového vrcholu w. Potom D
je k-kriticky.

Dikaz turzeni 3:

Analogicky jako tvrzeni 2. x(D) = k, nebot’ B lze obarvit k — 1 barvami, jen kdyz u,v maji ruznou
barvu. Jejich spojenim do w vsak vynucujeme stejnou.

Ubereme-li z G libovolnou hranu, lze jej obarvit k£ —1 barvami. Pokud navic tato hrana lezi v podgrafu
B, zustava ve vysledném grafu cely podgraf A, takze v uvedeném vlastnim obarveni musi mit u, v stejnou
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barvu. Proto (z hlediska obarveni) nezélez{ na tom, zda je navic slou¢ime do w. Tim jsme dokdzali, ze po
ubrani ¢ehokoliv z D vznikne graf s barevnosti k — 1, takze D je k-kriticky.

Nyni koneéné muzeme dokézat uvedenou nerovnost. Ziejmeé plati nasledujici vztahy:

da(u) = da(u) +dp(u),
da(v) = da(v) +dp(v),
de(u) = da(u)+1,
dc(v) = dA(U)+1,
dD(U)) = dB(U)+dB(U).

Protoze v k-kritickém grafu plati 6 > k& — 1, dostavame
dg(u) + dg(v) = da(u) +dp(u) + da(v) + dp(v) =

=dc(u)+de(v) =2+ dp(w) > 3k — 5.
—— = N——
Sk—1  >k-1 Sk—1

O

Véta 1.11.18. (Brooks)
Necht’ G je sowvisly graf , a pritom G neni ani klika ani kruznice liché délky. Potom x(G) < A(G).
Pozndmka. Velmi snadno jsme jiz dokézali, Zze pro kazdy graf plati x(G) < A(G) + 1. Nyni bude dukaz

VVVVVV

Diikaz. Nejprve ukézeme, ze BUNO lze dikaz provést pouze pro k-kritické grafy. Majme tedy souvisly
graf, ani kliku ani lichou kruznici, ktery navic nent k-kriticky. Potom najdeme jeho vlastni k-kriticky
podgraf H. Plati tedy x(H) = x(G) = k a ziejmé téz A(H) < A(G). Mohou nastat nésledujici moznosti:

1. H neni klika ani lichd kruznice. Potom pouzijeme nase tvrzeni dokdzané pro k-kritické grafy: xy(H) <
A(H). Z toho plyne
X(G) = x(H) < A(H) = A(G).

2. H je klika. Nase tvrzen{ pouzit nemuzeme, zato je nyni ziejmé A(H) < A(G), protoze H je vlastnim
podgrafem souvislého grafu G. Protoze pro libovolny graf G plati x(G) < A(G) + 1, tak

x(G) = x(H) < A(H) + 1 < A(G).

3. H je liché kruznice. Zde je zdivodnéni obdobné tomu v pfedchozim bodé: Kazdy vrchol grafu H
ma stupen 2 a tak A(H) = 2. Protoze ale G je souvisly a H je vlastnim podgrafem G, tak v G
musi byt na néjaky vrchol z kruznice H napojena alespon jedna dalsi hrana. To opét znamena
A(H) < A(G), zbytek je stejny.

Nyni dokdzeme samotné tvrzeni pouze pro k-kritické grafy, které ovsem budeme oznacovat opét jako

»,G“. Plati tedy k = x(G). Podle pozndmky [1.11.12|je zFejmé, ze k > 4, protoze jinak by nebyly splnény
predpoklady véty. Mohou nastat dvé moznosti:

a) Necht’ v G existuje fez S = {u,v}. Potom podle predchoz{ véty plati

2A(G) > d d, >3k—5=2k—1+k—4>2k—1.
(G) > dg(u) +dg(v) > + >
>0

Na levé strané nerovnosti vSak mame sudé ¢islo a na pravé strané je liché ¢islo. Proto samoziejmé musi
platit i 2A(G) > 2k, neboli
A(G) = k= x(G).
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b) Necht’ v G neexistuje dvouprvkovy fez. To znamend, Ze po odebrani libovolnych dvou vrchola w, v
zustava graf G\{u,v} souvisly. Z predpokladu ,,G neni klika“ najdeme v G vrcholy u,v, které nejsou
spojeny hranou, takze jejich vzdélenost d(u,v) > 2. Tim padem najdeme u,v i tak, ze d(u,v) = 2.
Oznaéme jako w vrchol, ptes ktery jsou spojeny.

u

v

Nyni oéislujeme vrcholy grafu G specidlnim zpusobem.

e Oznactime vi = u, vy = vV, v, = W.

® U3, U4, Us, ..., v, = w budou vrcholy grafu G\{u, v} uspoifddané tak, ze
(Vie{3,4,...,n—1})(3j > 1) {vi,v;} € E),

neboli z kazdého vrcholu vs, vy, vs, ..., vy—1 vede v grafu G\{u, v} hrana do n&jakého vrcholu, ktery
je v usporddani az za nim. Takové usporddani vznikne napiiklad tak, ze vrcholy wvs,vg,vs, ..., vp
sefadime sestupné podle jejich vzdalenosti od vrcholu w v grafu G\{u, v}, tj. budou spliovat

(Vi,j € {3,4,...n}) (i < Jj = de\{u,} (vi, W} = de fu,0y (v, w}) -
V tom piipadé ziejmé v, = w.
Takto uspofadané vrcholy vy, ..., v, grafu G uz lze obarvit nejvyse A(G) barvami, a to takto:
e Vrcholy v; = u, v = v dostanou barvu 1, coz je mozné, nebot’ spolu nesousedi.

e Vrcholy wvs,vy4,...,v,_1 Obarvujeme postupné prvni barvou, kterou je mozné pouzit. Protoze z
kazdého z nich vede hrana do jesté neobarvenych vrcholi, mé kazdy z nich ve chvili, kdyz na
néj piijde fada, nejvyse A(G) — 1 jiz obarvenych sousedu, a tak existuje barva b € {1,2,..., A(G)},
kterou jej lze obarvit.

e Vrchol v, = w soused{ s vrcholy u,v, které maji oba barvu 1, a déle s nejvyse A(G) — 2 dalsimi
vrcholy, které maji nejvyse A(G) — 2 ruznych barev. Celkem tedy soused{ s nejvyse A(G) vrcholy,
které maji nejvyse A(G) — 1 ruznych barev, a tak jej lze také obarvit.

O

1.12 Planarni grafy

Definice 1.12.1. Graf G nazveme plandarnim (rovinnym) grafem (angl. planar graph), jestlize jej lze

VVVVVV

Pozndmka. Uvedend definice je pouze intuitivni. Korektni definice by byla zbyteéné komplikovand, nebot’
by vybocovala ze zédméru piednédsky, kterd je orientovdna na kombinatorickou stréanku teorie grafii. Pro
predstavu se o takovou definici pokusime:

Necht’ C je mnozina vsech jednoduchych spojitych kiivek v R?. Graf (bez ndsobnych hran) G se
nazyva planarni pravé tehdy, existuje-li prosté zobrazenf o : V.U {0} — R?2U {0} a zobrazeni ¢ : E + C,
takové ze

90(@) = 0)7

(Ve € E,e = {u1,u2}) (¥(€)orig = p(u1) A P(€)term = p(u2)),
(Ve7 fEEe= {ulv u2}7 = {01,1}2}) (¢(€) N w(f) = cp(e N f)) )
kde torig je pocatecni bod (angl. origin) kiivky ¥ a ¥ierm je koncovy bod (angl. terminus) kiivky 1.
Pro studium vlastnosti planarnich grafti je potfeba rozumét topologii roviny, tj. linedrniho prostoru
R2. Zde se omezime na intuitivni chdpani pouzivanych pojmd.
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Obrézek 1.12.1: K4 nakresleny do roviny

(8
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Obréazek 1.12.2: K5 neni planarni

Pozndmka 1.12.2. Jordanovou kiivkou rozumime jednoduchou uzavienou spojitou kiivku ¢. Jeji
vnitfek oznacujeme int ¢, jeji vnéjSek ext ¢. Jordanova véta iiké, ze kazd4a spojita kiivka 1 s pocatkem
v bodé z € int ¢ a koncem v bodé y € ext ¢ protind kiivku ¢, tj ¢ N1 # @. Tato skutecnost je témer
samoziejma, jeji formalni diukaz je vsak obtizny.

Priklad. K, je plandrnf graf. To je vidét na obrazku [[.12.1]
Priiklad. K5 neni planarni.

Diukaz. Vezméme vrcholy vi,ve,v3 a spojme je hranami, jako na obrazku Tyto hrany vytvori
Jordanovu kiivku . Aby bylo mozné spojit i vrcholy vy a v5, nemuze podle Jordanovy véty lezet vy € int
a vs € ext ¢ nebo naopak. Necht’ jsou tedy vy, v5 € ext . Spojime vy s vy, v2,v3, ¢imz se (podle obrazku)
dostane vrchol ve do vnitiku kiivky 1 tvofené hranami mezi vrcholy vy, vs, vq4. Umistime-li nyni vrchol vs
do ext 1, nebude mozné jej spojit s vo. Umistime-li jej nékam do int ¢, nebude mozné jej spojit s jednim
z vrcholu vy, v, v4. Pokud bychom predpokladali vs, vs € int ¢, byl by dalsi postup podobny.

O

Pozndmka. Uvedeny dukaz je velice tézkopadny. Za chvili vyslovime vétu, kterda umozni dokazat stejné
tvrzeni mnohem snéze. Jeji pomoci déle dokazeme, ze také Gplny bipartitni graf na 3+ 3 vrcholech (K3 3)
neni plandrni.

Definice 1.12.3. Necht’ G = (V, E), e = {u,v} € E, . Potom definujeme déleni hrany e jako graf
G%e = (V U{a}, E\{u, v} U {{u,a},{a,v}}),

kde a ¢ V.

Pozorovani. G je plandrni < G%e je plandrnd.

Definice 1.12.4. Graf H nazveme délenim grafu G, vznikne-li z G koneénym poctem opakovani
operace déleni hrany.

Pozorovani. Jestlize G obsahuje jako svij podgraf délent K5 nebo Ks 3, tak G neni plandrni.

Véta 1.12.5. (Kuratowski, 1930)
Graf G nent plandrni prdvé tehdy, kdyz obsahuje jako svij podgraf déleni K5 nebo Ks 3.

Diikaz. Tmplikace je obsazena v predchozi poznamce. Implikaci dokazovat nebudeme. O
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Obrézek 1.12.3: K5 na toru a K3 3 na Mébiové listu

Poznamka. (Zajimavost) Je otdzka, jestli je kazdy graf G planarni préaveé tehdy, jde-li namalovat na povrch
koule ¢i do jinych ploch.

Pro kouli uvedend ekvivalence plati, protoze mezi rovinou a kouli (az na jeden jeji bod) existuje bijekce
- takzvana stereografickd projekce m, definovand nésledovné. Kouli B polozime na rovinu P. Ozna¢me jako
z nejvyssi bod B, tj. prusec¢ik B s kolmici na P vedenou bodem dotyku B a P. Libovolny bod z na B
kromé bodu z spojime pfimkou s bodem z. Jeji prusecik s rovinou P pak oznacime jako m(x). m pak
predstavuje bijekci

m:B\{z} — P.

Pro jiné plochy vsak uz ekvivalence neplati. Napiiklad K5 je mozné namalovat na torus a K33 na
Mobitv list, jak je vidét na obrizku Zvlasté v druhém pifpadé je vSak tieba si uvédomit, ze
,hamalovat na plochu* znamend spise ,polozit do plochy“, nikoliv namalovat na jednu stranu papiru.
Pokud si vyrobime Mobitv list z pasky papiru, jejiz jeden konec pretoéime o 180° a oba konce spojime,
musime graf nakreslit na obé strany, jako kdyby byl papir priuhledny.

Lze dokazat zobecnéni Kuratowského véty, které zhruba tvrdi: Pro kazdou plochu existuje konecny
pocet ,zakdzanych®“ grafu takovych, ze kazdy graf G lze namalovat do této plochy bez kiiZen{ hran, pravé
kdyz G neobsahuje jako podgraf déleni néjakého zakdzaného grafu.

Naopak, pro kazdy graf existuje plocha, do niz je mozné jej namalovat bez kiizeni hran.

Véta 1.12.6. (Euler)
Pro kazdy konvexni mnohostén plati:
(pocet vrcholi) — (pocet hran) 4+ (pocet stén) = 2

Znama Eulerova véta se snadno dokaze pomoci néasledujici véty:

Véta 1.12.7. Necht’ G = (V,E) je souvisly plandrni graf. Oznacéme ®(G) pocet oblasti, na néz se
rozpadne rovina po namalovani grafu G. Potom plati

#V — #E + (G) = 2.

Poznamka. Rozmyslete si, zda je ®(G) skuteéné definovdno jednoznacné, tj. Ze nezdvisi na zpusobu
namalovani grafu G.

Pozndamka. Eulerova véta je pfimym dusledkem nasi véty. Pievod konvexniho mnohosténu na souvisly
planarni graf provedeme tak, ze odebereme jednu jeho sténu. Ze zbytku vnikne zdeformovana sit” mno-
hosténu, kterou zobrazime do roviny. Odebrand sténa pak predstavuje vnéjsek grafu, jdouci v roviné do
nekonecna.

Diikaz. Indukei podle ®(G):
®(G) =1 < v G neni kruznice < G je strom. (Je ziejmé, Ze kazdy strom lze namalovat do roviny.)
Ve stromu plati #E = #V — 1, takze po dosazeni vyjde #V — #E + ®(G) =#V — (#V - 1)+1=2.
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Indukéni krok: ®(G) > 2 = existuje hrana e € E, po jejiz strandch lez{ dvé ruzné oblasti roviny. Tuto
hranu ubereme. Potom pro graf G\e je ®(G\e) = ®(G) — 1. Pocet oblasti se zmensi pravé o 1, nebot’ dvé
oblasti na obou stranach hrany e se spoji do jedné. Z indukéniho pfedpokladu plati

#V —#E-1)+(2(G)—1) =2

a z toho uz vychézi

HV — #E + d(G) = 2.
O

Poznamka. Véta plati i pro grafy se smyckami a ndsobnymi hranami, které maji vliv na ®(G). V dalsim
se vSak budeme zabyvat jiz pouze grafy bez nasobnych hran a smycek.

Véta 1.12.8. Necht’ G = (V, E) je souvisly plandrni graf (bez ndsobnijch hran a smycek), necht’ #V =
n > 3. Potom
4E < 34V — 6.

Diikaz. Odhadneme shora i zdola soucet “
(G

> (),

i=1
kde scitame pies vSechny oblasti roviny a v(£2;) vyjadiuje pocet hran, které tvoii hranici oblasti ;.
Pro odhad zdola vyuzijeme, Ze hranice kazdé oblasti je tvorena alespon tfemi hranami. Pro odhad shora
naopak pouZzijeme, Ze kazda hrana muze tvorit ¢dst hranice jen dvou ruznych oblasti, a nebo netvoii ¢ast

zadné hranice. Proto
o(G)

> v(h) < 24E.

i=1

30(G)

IN

Dosadime-li nyn{ z piedchozi véty za ®(G), dostaneme

32+ #E—#V) < 2#FE
#E < 3#V —6.
O
Duasledek. K5 neni plandrni.
Diikaz. Ky nespliiuje nerovnost z predchozi véty. Plati pro néj totiz
5
#E = (2) =10>9=3-5—-6=3#V —6.
O

Tvrzeni. K33 nent plandrnd.

Diikaz. Nyni nemuzeme piimo vyuzit minulou vétu, nebot’ K33 ma #V = 6,#E = 9 a nerovnost [1.12.8
splituje. Pomuze ndm ale dodateény predpoklad. Je-li totiz G bipartitni, tak neobsahuje liché kruznice,
takze hranice kazdé oblasti v roviné je tvofena nejméné ¢tyfmi hranami. Potom lze odvodit prisnéjsi

nerovnost:
2(G)

40(G) < ) v(h) < 2#4E,
i=1
7 ¢ehoz dostaneme

20(G) < #E

a po dosazeni za ®(G) z véty [1.12.7] mame

#E < 24V — 4.
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Pro bipartitni graf K3 3 vSak plati
H#E=9>8=2-6—-4=24#V —4,

takze nemuze byt planarni. O

1.12.1 Barevnost planarnich grafa

Véta 1.12.9. Necht’ G = (V, E) je souvisly plandrni graf (bez ndsobngch hran a smycek). Potom
§(G) <5.

Diikaz. Ziejmé

3(G)-#V <Y da(v) = 24E.

veV

Z toho plyne
8(G) - #V < 24#FE < 2(3#V — 6) = 64V — 12

a protoze §(G) € Ny, tak ziejmeé 6(G) < 5. O
Disledek 1.12.10. Je-li G plandrni, potom x(G) < 6.

Diikaz. Indukei podle poctu vrcholu #V. Vezmeme vrchol v € V', ktery mé minimdlni stupen. Potom

Graf G\v je z indukéniho pfedpokladu mozné obarvit 6 barvami. Kdyz v opét priddme, je jasné, ze na
néj jedna barva ze Sesti vyjde, nebot’ ma nejvyse 5 sousedu. O

Véta 1.12.11. Je-li G = (V, E) plandrni graf, potom x(G) < 5.

Dikaz. Sporem. Necht’ x(G) > 5, takze podle predchozi véty x(G) = 6. BUNO predpokladejme, ze G je
6-kriticky. Pokud tomu tak neni, 1ze z néj ubirat hrany tak dlouho, dokud se 6-kritickym nestane, pricemz
ziejmé bude stale planarni.

Vime, ze k-kritické grafy jsou souvislé a plati pro né §(G) > k — 1. V naSem piipadé mdme

e G je plandrni = 0(G) < 5,
e G je 6-kriticky = §(G) > 5,

takze 0(G) = 5. Vezméme v € V takovy, ze dg(v) = 5. Protoze G je 6-kriticky, tak x(G\v) = 5 (z definice
je x(G\v) <5, je ale jasné, ze nemuze byt x(G\v) < 5) a navic pfi kazdém vlastnim obarveni grafu G\v
pomoci 5 barev se na 5 sousedech vrcholu u musi vyskytovat vsech 5 barev, jinak by i x(G) = 5, coz by
byl spor.

Necht’ m4 tedy v sousedy wy, ..., us, kde u; ma (pfi néjakém pevném vlastnim 5-vrcholovém obarveni
) barvu i, a necht’ jsou tyto vrcholy pfi namalovani G rozmistény jako na obrazku.

Uy

Us Uz

Uy Uus
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Uvazujme podgraf G[p~1(1)Up~1(3)] grafu G indukovany vrcholy s barvou 1 a 3. Potom u; a ug jsou
ve stejné komponenté tohoto podgrafu. Pokud by tomu tak nebylo, zaménili bychom napt. v komponenté,
ve které je up, barvy 1 a 3. Obarveni celého grafu by zustalo vlastni, ale pak u; by mél také barvu 3 a
sousedé v by nemély 5 ruznych barev, coz je spor. Proto existuje cesta z u; do ug pouze po vrcholech
barvy 1 a 3. Toto tvrzeni si pro ucely pozndmky za dikazem oznacme jako (k).

Ze stejného duvodu existuje cesta z us do uy pouze po vrcholech barvy 2 a 4. Tyto cesty se musi nékde
protinat. Protoze G je plandrni, musi to byt v néjakém vrcholu, ktery pak mé barvu b € {1,3} N {2,4},
COZ je spor.

2 4 O

Pozndmka. Vrchol vs jsme v dliikazu vitbec nepouzili. Nabizi se otdzka, zda by tedy stejnym zptsobem
neslo dokdzat x(G) < 4.

Zkusime tedy dukaz sporem. Necht’ x(G) > 4, tj. x(G) = 5. Potom pro 5-kriticky graf dostaneme
0(G) > 4 a z planarity opét §(G) < 5. Proto 6(G) € {4, 5}.

e Pokud §(G) = 4, pak (Jv € V) (dg(v) =4). Plati x(G\v) = 4 a tim paddem pii kazdém vlastnim
4-vrcholovém obarven{ G\v musi byt na 4 sousedech v vsechny 4 barvy. Dukaz az do konce je pak
stejny, dostaneme spor s planaritou.

e Pokud 0(G) = 5, pak (Jv € V) (dg(v) = 5) a situace vypadd piesné jako na prvnim obrézku v
dukazu véty. Plati oviem opét x(G\v) = 4 a tak pfi kazdém vlastnim 4-vrcholovém obarveni G\v
musi byt na 5 sousedech v pravé 4 barvy. Pravé dva vrcholy z wuq, ..., us maji tedy stejnou barvu.
Ocislujme si vrcholy tak, ze pfi namalovéani G jdou ¢isla opét po sobé jako na obrazku, a vrchol us
maé stejnou barvu jako jeden z vrcholu wuq, ..., us, které tak maji 4 ruzné barvy. Takové ocislovani
vzdy existuje. Potom nemusi platit (x): Jestlize totiz us ma barvu 3 a lezi ve stejné komponenté
grafu G[o~1(1) U ¢1(3)] jako u; a zaménime-li barvy 1 a 3 v této komponenté, bude mit v stdle
5 sousedu s pravé 4 barvami a ke sporu nedojde. Pokud zaménime barvy v komponenté, kde lezi
vrchol ug, budou mit sice uz i uy barvu 1, ale us bude mit stale barvu 3 a opét ke sporu nedojde.
Razné kombinace barvy a umisténi vrcholu us ndm v obecném plandrnim grafu G nedovoli dokazat
tvrzeni (%) vzdy nejvyse pro jednu z dvojic vrcholi uy,us a us,us. Celkové tedy nelze dukaz
nerovnosti x(G) < 4 timto zptusobem provést.

Pozndmka. 1kdyz se ndm nepodafilo dokdzat x(G) < 4 pro kazdy planédrn{ graf, je zndmo, Ze toto tvrzeni
plati. Vsichni jej zndme v podobé ,K obarveni kazdé politické mapy tak, aby zadné dva stejné barevné
staty nemély spoletnou hranici (nenulové délky), staci ¢tyii barvy.“. Dlouho v8ak bylo uvddéno pouze
jako dommnénka, teprve v roce 1976 jej dokédzali K. Appel a W. Haken. Jeho dukaz si vyzddal pouziti
pocitace poté, co bylo toto tvrzeni pro obecny planarni graf transformovano na stejné tvrzeni pro desitky
specidlnich piipadu, u kterych jej jiz bylo mozné ovéfit ,hrubou silou“. Jen zminéné transformace pry
vydaji na knihu o asi dvou stech stranéch...

1.12.2 Minimalni pocet kiizeni v grafu

Definice 1.12.12. Minimd&lni pocet kiizeni (angl. crossing number) cr(G) grafu G je minimdalni pocet
dvojic hran, které se po namalovani grafu G do roviny kiizi.
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VO
.

Obréazek 1.12.4: Zbytetné kiizeni hran a jeho odstranéni

=2

Obrazek 1.12.5: Miniméaln{ pocet kiizeni v grafu Kg

Poznamka. cr(G) neni pocet pruseciku hran. G je plandrn{ pravé tehdy, kdyz cr(G) = 0.
Pozndmka. Jak namalovat G s co nejmensim poctem kiizeni? Podivejme se na obrazek

e Jedna hrana se nemusi kiizit sama se sebou.
e Dvé hrany, které maji spole¢ny vrchol, se nemuseji kiizit.
e Zadna dvojice hran se nemusi kifzit vice nez jednou.
Véta 1.12.13. Necht G = (V, E) je graf. Potom plati
#E — 3#V +6 < cr(G).
Diikaz. Namalujme graf G tak, 7ze pocet kifzen{ v obrdzku je prévé cr(G). Na misté kazdého kzizeni
pridame vrchol. Tim za kazdé kiizeni pfibude 1 novy vrchol a 2 nové hrany. Dostaneme planarni graf

s poctem vrcholu #V + cr(G) a poctem hran #FE + 2cr(G). Pro planarn{ graf plati véta [1.12.8] tj.
#E < 3#V — 6. Po dosazeni nasich hodnot mame

#E + 2cr(G) < 3(#V +cr(G)) — 6

a z toho uz
#E —3#V +6 < cr(Q).

O

Piiklad. Pro G = Kg plati #E = 15, #V = 6, takze vychézi nerovnost 3 < cr(G). Podle obrazku [1.12.5
jsme schopni ti{ kifzen{ dosdhnout, takze cr(G) = 3.
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Véta 1.12.14. Necht’ G = (V, E) je graf, m = #E,n = #V a necht’ m > 4n. Potom plati

1 m?
cr(G) > ——.
(@) 2 64 n?
Pozndmka. Pro velky pocet hran, tj. m ~ n? (nejvyse je m = (5) = ”25”) tato véta ddvd mnohem

silnéjsi odhad cr(G):
6
cr(G) > konst - n—z = konst - n* ~ konst - m?,

n
coz je odhad kvadraticky v po¢tu hran m.

Dukaz. Provedeme tzv. pravdépodobnostni dikaz tohoto tvrzeni. Tento typ dukazu se nam bude jesté
mnohokrat hodit v druhé kapitole.

Namalujeme G tak, aby pocet kifzeni byl cr(G). Vezmeme zatim blize neurcené p € [0,1] a pro kazdy
vrchol se nezavisle rozhodujeme, zda jej nechdme v obrazku: Vrchol ponechdme s pravdépodobnosti p a
odstranime jej s pravdépodobnosti 1 — p. Kazda hrana zustane v obrazku, pokud v ném zustanou oba jeji
koncové vrcholy. Stejné tak kiizeni zistane v obrazku, pokud v ném zustanou obé hrany, které jej tvori.
Vysledkem je obrazek nového grafu G, C G. Oznacme si nésledujici ndhodné veli¢iny:

Np pocet ponechanych vrchold, tj. pocet vrcholu v Gy,
my pocet hran v G,
X pocet kifzeni v obrazku G,,.

X nemusi byt rovno cr(G,), protoze obrazek G, vznikl jen odebranim nékterych ¢ésti obrdzku puvodntho
grafu GG. Proto podle piedchozi véty plati

X > cr(Gp) > my — 3n, + 6.
Z toho plyne, Ze i pro stfedn{ hodnoty plat{ (jestlize na pravé strané zanedbdme konstantu 6)
EX > Em, — 3En,. (1.12.1)

Stiedni hodnoty jednotlivych veli¢in vyjadiime néasledovné. Pro kazdé v € V oznaéime elementarni

nahodnou veli¢inu
o 1 veV(G)
R (A4 (chN
tj. @, je indikdtor jevu v € V(G)). Potom Vv € V plati
Ez,=1-Pr(veV(G,))+0-Pr(v¢ V(Gp)=1-p+0-(1—p)=p

a protoze n, = ) v Ty, tak

En, = Z Ex, = np.
veV

Analogicky zavedeme indikétor y. jevu e € E(G)) pro kazdou e € E. Potom Ve € E plati Ey. = p? a tak
Em, = mp?.

Konec¢né totéz provedeme i pro kiizeni, pficemz podle konstrukce obrazku G, v ném zlstavd kazdé
konkrétn{ kifzeni s pravdépodobnosti p?, takie EX = cr(G) - p*. Po dosazeni do (1.12.1)) méme

aa(G)-pt > mp®—3np
m  3n

CT(G) > F - pigv

coz musi platit pro kazdé p € [0, 1]. Pokud nyni zvolime p = % < 1, dostaneme

(@) > m  3n m3 3 m3 m3 [ 4 3 1 m?
cr — - = _ — R
= p2 pB 1612 4372 n2 \43 43

T 64 n2’
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1.13 Vlastni ¢isla adjacenéni matice grafu

V této posledni ¢asti prvni kapitoly shrneme nékteré vlastnosti adjacenéni matice grafu. Budeme zde
pouzivat poznatku z predmétu Teorie matic (TEMA), ktery je ve studijnim planu zafazen do zimniho
semestru tretitho roéniku a je povinny pro zaméieni Matematické modelovdni a Softwarové inZenyrstur.
Tyto poznatky nebudeme dokazovat, uvedeme je vsak ve formé poznamek a neocislovanych definic. Rovnéz

pro tplnost struéné zopakujeme definici a vétu
Definice. Bud’ G = (V, E) graf, n = #V. Adjacenéni matici grafu G rozumime matici Ag € {0,1}"™™,
pro jejiz prvky plati

1 pro{v;,v;} € E
Ag).. =
( G)” {0 jinak

Pozndmka 1.13.1. Adjacenéni matice mé nésledujici vlastnosti:

e A je redlnd, nezdporna, symetricka. Ze symetrie plyne, ze mé redlné spektrum, a podle Schurovy
véty pro normélni matice (viz [B]) je unitdrné diagonalizovatelnd, tj. existuje unitdrni matice P
(PP" =1, neboli PT = P71) tak, ze

P AgP = A =diag (\1, ..., \y).
Protoze Ag je redlnd, jsou matice P, A (konstruované v dukazu Schurovy véty) také redlné a tedy
P je ortogondlni. Jeji sloupce i fddky tvoii ortonormdlni (ON) bazi prostoru R™. Z toho, ze A je

redlnd, je vidét i 0(A) C R, i kdyz reédlnost vlastnich ¢isel symetrické matice je mozné dokdzat
snadno i bez Schurovy véty.

e Protoze spektrum matice ani stopa se podobnostnimi transformacemi neméni, plat{ Tr Ag = > \;
, kde \; jsou vSechna vlastni ¢isla matice Ag. Protoze ovsem (Vi € i) (A;; =0), tak 0 = Tr Ag =

S
e Necht’ k € n. Potom prvek (Ag) ~je roven poctu sledu délky k z vrcholu v; do vrcholu v;. (véta
ij
1.2.6))
e Uvédomime-li si, jakym zpusobem vzniké (i, j)-ty prvek matice AgAg = AQG, tak ze symetrie Ag

plyne (AQG)“, = dg(v;). Lze uvazovat i podle pfedchoziho bodu, ze totiz (Aé)” je pocet sledu délky
2 z v; do v;, a to je ziejmé praveé dg(v;).

e Protoze

Tr (A7) =Tr (PT'AZP)=Tr | P'AgPP 'AqgP | =TrA® = ; A7,
A A -

tak z predchoziho bodu méme

DN =Tr (A%) =) da(vi) = 2#E.
=1

i=1

Umluva. Vlastni éfsla matice Ag oznaéme tak, aby byla usporadana podle velikosti. Nejvétsi vlastni ¢islo

oznacime A:
AM< <. <)\, =A.

Ze Schurovy véty plyne, ze pofadi diagonélnich prvka matice A = P"'AgP je mozné volit libovolng,

proto BUNO muzeme uvazovat
A1
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Pozndamka. Spektralni normou matice A nazyvame ¢islo

|All| = max =" Ax.
fl]|=1
Jeji ndzev pochézi z platnosti vztahu
[Acll = p(A),

kde p(A) je spektralni polomér matice A.

Dukaz. (pro symetrickou nezépornou matici Ag). Plat{

2T Aqe = TP PT AP PTx. Protoze P je ON, md y = P& také normu 1. Proto
~—

yT A y
A1 (7
max 1 Agx = max y* Ay = max (yi,..., yn) : =
lzll=1 lyl=1 lyll=1 '
ATL yn

n

n n
= max Ayp <Y AyI =AYyl = A
YiI=ti= i=1 i=1

Ukazali jsme tedy
max T Agz < A.
llzl=1

Pokud ovsem zvolime

o

0
1

tj. jednicka bude na poslednim rfadku odpovidajicim pozici vlastniho ¢isla A, tak

i Niy; = A,
i=1

a tedy plati
|4 = max x' Agz = A = p(Ag).

O

Veéta 1.13.2. Je-li graf G bipartitni, je spektrum jeho adjacencéni matice symetrické kolem pocdtku na
redlné ose.

Dukaz. Adjacenéni matice bipartitniho grafu mé pi vhodném usporadani vrchola tvar

0 B
AG—<BT 0 )

Necht’ nyni A € 0(A¢g). Potom Agz = Az pro néjaké x # 0. Blokove

(5 o )(2)2()

kde
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Porovname-li jednotlivé bloky, dostaneme rovnosti

Bz = )y,
Bty = )z

Nyni misto vektoru ( Z ) vezmeme vektor ( yz ) . Pro néj plati

()35 () (%)

To ale znamend, ze —\ € 0(Ag) a k nému pifslusny vlastni vektor je < _yz > #0. O

Pozndamka. Otézkou je, zda jsme mohli BUNO piedpokladat, Ze matice Ag mé jiz vhodny blokovy tvar,
tj. zda pii jiném usporadani vrcholi se nezméni spektrum adjacencni matice grafu. Abychom dokézali
odpovédét, nejdiive si uvédomme, ze permutaci vrcholi grafu G odpovida soucasnd permutace fadku i
sloupcu jeho adjacenéni matice. Tato dvojitd permutace lze vSak vyjadrit sou¢inem

w=PTA;P,
kde P je tzv. permuta¢ni matice.

Definice. Permutaéni matice je reguldrni matice P € {0,1}™" takov4, ze obsahuje prévé n jednicek,
tj. vznikne permutaci fadku nebo sloupcu jednotkové matice.

Pozndmka. Je snadno vidét, ze kazdy sloupec P m& normu 1 a kazdé dva ruzné sloupce jsou navzdjem
kolmé. Proto plati
P'P=1,

neboli PT = P71, takze P je ortogonélni. Tim padem oviem Ag = PTALP = P A;P, coz znamen4,
7e adjacenéni matice G, kterou po zpermutovan{ vrcholi oznacujeme Ag;, je podobnd ptivodn{ matici Ag.
Proto mé stejné spektrum.

Definice. Rekneme, 7e matice A € C™" je rozlozitelna, pravée kdyz existuje permutaéni matice P tak,

ze
T _( Bui1 B
P AP = ( 0 By, )

kde By, By jsou ¢tvercové bloky fadu nejméné 1. V opaéném pripadé se A nazyva nerozlozitelnou
matici.

Véta. Adjacencni matice grafu G je merozloZitelnd pravé tehdy, kdyz G je souvisly.

Véta. Bud’ A nezdpornd nerozloZitelnd matice 7ddu n > 2. Potom p(A) € o(A) (to je (mimo jiné)
obsahem Perron-Frobeniovy véty). Jestlize navic existuje o € C, || = 1, # 1 takové, Ze i ap(A) € o(A),
potom ezistuje diagondini matice D = diag (01, ...,0,), |0;| = 1 Vi € 7, takovd, Ze

AD =aDA.

Véta 1.13.3. Graf G je bipartitng, prdvé kdyZ je spektrum jeho adjacencni matice symetrické kolem
poédtku na redlné ose.

Diikaz. Jeden smér ekvivalence jiz obsahuje véta|1.13.2, Zbyvé dokdzat implikaci [ <:].

1. Necht’ G je souvisly, tj. Ag = (ai;) je nerozlozitelnd. Potom lze pouzit pfedchozi vétu. Z predpok-
ladu symetrie o(A) plati, ze existuje matice D = diag (41, ..., d,,) takovd, ze

AD = DA. (1.13.1)
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Protoze potom samoziejmé i AyD = yD A pro kazdé v # 0, lze BUNO piedpoklddat §; = 1. Pokud
nyni porovname prvky v (1.13.1) na (¢, j)-tém misté takovém, ze {i,j} € E, tj. a;; = 1, dostaneme

aijb; = —0;a;;,

takze §; = —d;. Protoze G je souvisly, 1ze se z kazdého vrcholu dostat do kazdého, a tak postupnou
aplikaci pravé odvozeného pravidla (s uvdzenim §; = 1) dostaneme

(Vi en)(6; ==£1).
Nyni provedeme rozklad mnoziny vrcholu:

Vi = {ils =+1},
Vo = {ilé;=—1}.

Je ziejmé, ze V7 ani V5 nejsou prazdné a ze uvniti Viani V5 nevede hrana, protoze

(V’L,] S TAL) ({Z,]} c k= (5]‘ = —51)

. Necht’ G nenf souvisly, tj. G = G1U...UG, kde G; (i € 1) jsou jednotlivé komponenty grafu. Potom

jeho vrcholy oéislujeme tak, ze vrcholy z jedné komponenty jsou bezprostiedné za sebou. Ag bude

mit tvar
Ag, 0
Ag,
Ag =

0 Ag,
Necht’ —A € o0 (Ag,). Potom protoze G; je komponenta, tak Ag, je nerozlozitelnd a z Perron-
Frobeniovy véty také A € o (Ag,). Podle prvniho bodu je tedy G; bipartitni graf, a podle druhé
implikace véty je celé spektrum Ag, symetrické. Komponentu G; muzeme tedy z G odstranit a
adjacen¢ni matice vysledného grafu bude mit stéle symetrické spektrum. Tak postupné dokazeme,
ze vSechny komponenty jsou bipartitni grafy. Tim padem je i G bipartitni, staci totiz definovat

l l
vi=Jw. vn=Uw
i=1 i=1

Véta. Necht’ A > 0. Potom p(A) je vlastni éislo A a vlastni vektor k nému lze volit nezdporny.

Véta 1.13.4. Necht’ G je graf, Ag jeho adjacencéni matice, A = maxo(Ag). Potom plati

5(G) < A < AG).

Diikaz. Necht’ x je nezédporny vlastni vektor matice Ag piislusny k vlastnimu éislu A. Zvolme jej tak,
aby max;cs ¢; = 1 a oznaéme k = arg max;cp 2;. Potom (kdyz k jako index dole udévé k-tou slozku)

1 dg(vl)
A= (Az), = (Agz), < | Ac | : - : < A(G). (1.13.2)
1 & de(vy) &

Pro dukaz druhé nerovnosti lze pouzit vlastnosti spektralni normy matice:

, 1 de(v1)
A= max 2TAzx > —(1,..,1) A

]| =1 VA
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Z §(G) =6(G).

S|

1 n
= ;dG(W) >

O

Pozndmka. Kdy plati A = A(G)? V (1.13.2)) jsou celkem dvé nerovnosti, v obou musi platit rovnost. Co
se tykd pravé nerovnosti, musi dg(vg) = A(G). Rovnost v levé nerovnosti, tj.

1
(AGm)k < AG ;
1 k
znamena
I 1
(k1 -y Gkn) : = (ak1, -y Akn)
Ty 1
Vime, ze x; = 1. Uvedend nerovnost vynucuje, aby x; = 1 pro kazdé i takové, Ze ar; = 1. Potom

Ize ale napsat i pro k = ¢, opét musi platit v obou nerovnostech rovnost, a z té pravé plyne
de(v;) = A(G). Jinymi slovy, vrchol k i vsichni jeho sousedi v; musi mit stupen roven A(G), pficemsz
=1, 2; =1prokazdé i € {j € n|v; € N(vg)}. Uvahu lze tedy zopakovat pro viechny sousedy vrcholu
vy, takze i vSichni sousedi vSech sousedu v, musi mit stupen A(G) atd.

Dusledek 1.13.5. Je-li G souvisly graf, tak plati

(A=A(G)) & (5(G) = A = AG).
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Kapitola 2

Rozsireny kurs teorie grafu

2.1 Brouwerova véta o pevném bodé

Nésledujici véta ma velmi zajimavy dukaz, ktery vyuziva jen jedinou malickost z teorie grafii, a sice ze
soucet vSech stupnu vrcholu grafu je sudy. Pfesto je zafazena do této prednasky jako piiklad aplikace
teorie grafu tam, kde bychom to mozné necekali.

Véta 2.1.1. (Brouwer)
Necht’ f je spojité zobrazeni uzaviené koule B C R do B. Potom f md pevnyj bod, tj.

(Jz € B) (f(z) = z).

Poznamka. Pokud d = 1, je dikaz tvrzeni snadny. Uzaviend koule reprezentuje uzavieny interval na
redlné ose. Vezméme tedy napiiklad
£:10,1] = [0,1].

Definujme
g9(x) = fz) —x

a ptejme se, zda existuje = € [0, 1] takové, Ze g(x) = 0. Ziejmé plati

Protoze f je spojitd funkce, je i g spojitd a proto nutné (3z € [0, 1]) (g(x) = 0).

Skutecny dukaz Brouwerovy véty provedeme detailné jen pro d = 2. Pro obecné d je myslenka dukazu
stejnd, ale technické detaily jsou komplikovanéjsi: Ukazeme totiz platnost véty pro trojihelnik misto pro
kouli v R? (coz je kruh). Pro obecné d bychom vétu dokazovali pro d-simplex misto pro kouli v R<.

Nejprve predvedeme, jak platnost tvrzeni pro trojihelnik implikuje jeho platnost pro kruh. Existuje
totiz spojitd bijekce ¢ kruhu B na trojihelnik 7', coz muzeme vidét na obrézku [2.1.1] Kruhu s polomérem
r opiSeme libovolny trojihelnik. Kazdy bod A v kruhu B kromé stfedu spojime se stfedem .S polopiimkou
p, kterd protind kruznici B ve vzdalenosti r od S a trojihelnik T ve vzdélenosti ¢t od S. Hodnotu ¢(A)
pak definujeme jako bod na p ve vzdélenosti f |TS| od S.

Necht’ nynf f : B — B je spojité zobrazeni. Potom zobrazeni h = ¢ o fop ™t jeh: T — T a je
spojité. Podle Brouwerovy véty dokdzané pro trojuhelnik existuje x € T takovy, ze h(x) = x, neboli
¢ (f (¢ *(2))) = z. Potom ale

Fle (@) = ¢7 (@),
takze ¢ ~1(x) € B je pevnym bodem zobrazen{ f.
Déle tedy budeme sméfovat k dukazu Brouwerovy véty pro trojihelnik.
61
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A

Obrazek 2.1.1: Bijekce kruhu na trojihelnik

ano ne
Obréazek 2.1.2: ,Spravna“ a ,nespravna® triangulizace

Definice 2.1.2. Necht’ T je trojuhelnik. Trojihelniky Ty, 75, ..., T nazveme triangulizaci (angl. sim-
plicial subdivision) trojuhelniku T, jestlize Ule T; =T apro kazdé i,j € k,i # j je T; N T; bud’ (§, nebo
spolecny vrchol trojihelnikd 7; a T}, nebo spoleénd strana trojhelnika T; a Tj.

Piiklad. V levém trojihelniku na obrazku je vytvorena triangulizace, v pravém vsak nikoliv, nebot’
nékteré trojuhelniky maji prunik tvoiici jen ¢ast strany jednoho z nich.

Definice 2.1.3. Bud’ T trojihelnik s vrcholy ey, es, e3, necht’ T, T, ..., T}, je jeho trianglulizace. Obarveni
vrcholu trojuhelnika Ty, T, ..., Ty, barvami 1, 2, 3 se nazyva vlastni, jestlize pro kazdé ¢,j € {1,2,3},i # j
plati

1. e; ma barvu 1,
2. vrcholy trojuhelniki lezici na tsecce €;e; maji barvu ¢ nebo j.
Barvy vrchola uvniti trojihelniku 1" nejsou dulezité.

Lemma 2.1.4. (Sperner, 1928)

Necht’T' je trogihelnik, T, T3, ..., T} jeho triangulizace. Potom pri kaZdém vlastnim obarveni vrcholi
trojuhelnikd T, T, ..., Ty, barvami 1,2,3 existuje © € k takové, Ze T; md vrcholy obarveny vsemi trems
barvams.

Diikaz. Dané triangulizaci piifadime graf G = (V, E), jenz bude zkonstruovéan takto:
e Mnozina vrcholu V' grafu G bude tvorena trojihelniky T, T, T, ..., Tk.

e Mnozina hran bude spliovat nasledujici dvé podminky:

— {T;,T;} € E, pravé kdyz T;NT; je jejich spoletnd strana, jejiz konce jsou vrcholy (trojihelniki)
obarvené pravé obéma barvami 1 a 2.
— {T,T;} € E, pravé kdyz T; m4 stranu s koncovymi vrcholy obarvenymi obéma barvami 1 a

2 a tato strana lezi ve strané trojihelnika T (jejiz koncové vrcholy jsou tedy také obarveny
barvami 1 a 2).
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Je jasné, zZe pro stupné vrcholu T; grafu G plati 0 < dg(T;) < 2 pro kazdé i € k. Nen{ totiz mozné, aby
vSechny tfi strany trojuhelnika mély konce obarvené obéma barvami 1 a 2. Stupen T jako vrcholu grafu
G je svazan s pokrytim strany ejes trojuhelniky z triangulizace:

€1 g as Q4 as ag ary €9

1 1 2 1 2 2 1 2

Predpokladejme, ze na hrané ejes jsou zleva doprava uspoiadany vrcholy
€1 = ai,ag,....,a;—-1,0a; = €2.

Jestlize barva a; se lisi od barvy a;11, tak podle definice grafu G je trojihelnik T; , ktery ma jako jednu
z hran tsecku @;a;y1, v hrané s T'. Kazda zména barvy vrcholu 1 — 2 nebo 2 — 1 pfi prochédzeni strany
€res zleva doprava tedy prispiva jednickou ke stupni 7. Protoze ale e; = a; ma barvu 1 a es = a; ma
barvu 2, tak téchto zmén je lichy pocet. Stupen T je tedy lichy. Nyni vyuZzijeme, ze

k
> da() = da(Ty) + da(T) = 2#E,
i=1

veV

takze soucet Zle de(T;) + de(T) je sudy. Tim paddem 2?21 T; je lichy. Existuje tedy dalsi vrchol grafu
G (tj. trojuhelnik triangulace T;) s lichym stupném, ktery tak musi byt roven 1. Jinymi slovy, tento
trojihelnik ma v G jen jediného souseda, coz znamend, ze dva jeho vrcholy maji barvy 1 a 2, ale tfeti
vrchol uz musi mit barvu 3:

1 3 O
Nyni uz muzeme dokézat pfimo Brouwerovu vétu:

Diikaz. Méjme tedy trojihelnik T s vrcholy ey, es, e3 v linedrnim prostoru R2. Kazdy bod z € T mtzeme
vyjadiit jako konvexni kombinaci
T = ape; + ages + ases,
kde
Q; Z Oa

al +as +az =1. (211)

Ozna¢me si obecné pro libovolny x € T i-tou soufadnici bodu v uvedené konvexni kombinaci jako a;(x).
Obdobné
f(z) = ajer + ahes + ajes,
kde
>0

)

a) +ahb+ay = 1 (2.1.2)

Oznacme si obdobneé i-tou soufadnici f(z) v konvexni kombinaci bodi ey, ea, e jako o (z). Je-li  pevnym
bodem zobrazeni f, potom o}(x) = «;(z) pro kazdé i € {1,2,3}.



64 KAPITOLA 2. ROZSIRENY KURS TEORIE GRAFU

Postupujme sporem, tj. predpokladejme, ze f nema pevny bod. Potom lze korektné definovat obarveni
kazdého bodu x € T jako zobrazeni

b(z) := min {i € {1,2,3} a;(z) > (z)}. (2.1.3)
Pro toto obarveni plati:

o (Vie{1,2,3})(b(e;) =1). Napiiklad e = 1-e3 + 0 eg + 0 - e3, takze s prihlédnutim k (2.1.1) a
(2.1.2) nutné aq(e1) > of(e1).

e Dale (Vi,j € {1,2,3},i # j) (v € &¢; = b(z) € {i,;}). Napiiklad kazdé = € erez mé barvu 1 nebo
2. Pro takové z je totiz ag(x) = 0, takze nemuze byt as(x) > of(z).

Zvolme nyni posloupnost triangulaci trojihelniku 7' ozna¢enou

P

(n)
T,
tak, ze pro n — oo jde maximum obvodu trojihelniki z n-té triangulace k nule. Obarvime-li vSechny

vrcholy v triangulizaci podle zobrazeni b, bude se jednat o vlastni obarveni. Podle Spernerova lemmatu

existuje pro kazdé n trojihelnik Ti(:), ktery ma vrcholy obarveny vSemi tfemi barvami. Oznacme

T, vrchol Ti(:) s barvou 1,
UYn vrchol Ti(:) s barvou 2,
Zn vrchol ﬂ(:) s barvou 3.

Protoze T je kompaktni mnozina, existuje konvergentni podposloupnost (z;,)
kterou budeme naddle oznacovat opét jako (z,)
Necht’ w je limita posloupnosti (z,)

nen Vybrand z (z,)
To samé plati pro posloupnosti (yn),cn @ (2n)

neN»

neN’ neN”

neN- Potom vsak

Yn = Yn — Tn +Tn > W
N—— n— oo

-0
a stejné tak

Zp — W.
n—oo

Protoze x,, ma pro kazdé n barvu 1, tak podle (2.1.3) plat{ ay(z) > of(z). Protoze f je spojitd, je i
soutradnice o (x) spojitou funkef a;(x) (a rovnéz ostatnich soufadnic), takze v limité plati

Po secteni vSech nerovnosti dostaneme
1 =ai(w) + az(w) + ag(w) > o (w) + ah(w) + a4 (w) =1

a proto musi platit rovnosti a;(w) = af(w) pro kazdé i € {1,2,3}. To ale znamend, ze f(w) = w, coz je
spor. O
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2.2 Pravdépodobnostni diikazy v teorii grafi

Nasledujici véty uddvaji ptiklady tvrzeni dokazatelnych pomoci tzv. pravdépodobnostnich dukazu. Jeden
takovy jsme jiz vidéli u véty Jiné diikazy tohoto typu se vyskytnou i déle, tyto véty viak byly
prvni, u nichz jsme se v prubéhu predndsky s pravdépodobnostnimi dukazy setkali. Na jejich tvrzeni jiz
dalsi latka nezdvisi, a proto maji skuteéné spise demonstrativni ucel. Jsou zde tedy zafazeny do ponékud
umélé podkapitoly.

Véta 2.2.1.

pocet bipartitnich grafu na n vrcholech 0

pocet véech grafi na n vrcholech n—00

Dikaz. Bud G = (n, E') ndhodny graf na n vrcholech. To znamend, ze E vznikne tak, ze Vi, j € fi,1 # j
je {i,j} € E s pravdépodobnosti % (pro kazdé dva vrcholy si hodime minci, a pokud padne lic, spojime
je hranou). Ptejme se, jakd je pravdépodobnost, ze pro pevné dany rozklad A = V; UVa (Vi NVa =0 a
Vi, Vo # ) plati EN (‘3) =0,EnN (22) = (), tj. ze ve V; ani ve V5 nevede hrana.

Oznac¢me k = #V;. Potom tato pravdépodobnost je rovna

P = (;)(’5) . (;)("2’“)7

protoze (’;) je pocet ruznych dvojic vrchola ve Vi a (”;C) je poCet ruznych dvojic vrcholu ve V5.

G je bipartitni pravé tehdy, kdyz existuje rozklad n = V3 U V, takovy, ze ve V; ani ve V5 nevedou
hrany. Vyuzijeme-li zndmy vztah z teorie pravdépodobnosti platny pro jevy A;

Pr (U Aj> < ZPrAj,

muzeme odhadnout pravdépodobnost P, ze G je bipartitni:

INOEZNEY,
P< Y Phw= ) (2> <2> <.
0#V1 G 0#V1 G
Va=n\V; Va=n\Vy
k=#V;

1(\Iyni pouzijeme nerovnost ("42) < (’;) + ("gk)7 kterd je zfejmd, protoze pro kazdé k je k > % nebo
n—k)> 3.

1 (néZ) 1 (né2) 1 ('n.é?) (”/2)
W< — < — =" = =2" {2 Em—
=X (3) =EX0) -rG) e
0£V1Gh Vicn
Vo=n\V1
k=#W1

Pravdépodobnost, ze na n vrcholech ndhodné vybereme graf, ktery je bipartitni, tedy klesa s rostoucim
n k nule. Protoze pravdépodobnost a relativni ¢etnost v limité (se vzrastajicim po¢tem moznych jevi)
splyvaji, dokazali jsme tim i tvrzeni véty. O

Véta 2.2.2. (Existence velkych bipartitnich grafi)
Necht’ G = (V, E) je (pevné dany) graf na 2n vrcholech. Potom existuje rozklad V.= AU B takovy, Ze
#A =#B =n a navic pocet hran mezi A a B je alespon %#E,

Dukaz. Vybereme ndhodné podmnozinu A velikosti n, zvolime B = V\ A. Zavedeme ndhodnou veli¢inu
X = X(A) jako pocet hran mezi A a B. Kdyz nyni ukdzeme, Ze stfedni hodnota EX > %#E, pak mus{
existovat konkrétni realizace A tak, ze X(A) > %#E, a tim bude dukaz hotov. Tuto myslenku vyuzijeme
i u dukazu dalsich vét.
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Pro kazdou hranu e € E zavedeme ndhodnou veli¢inu (indikator jevu)

[ 1 evedemezi AaB
‘0 jinak )

Potom

X:ZIE.

ecE

Stiedni hodnota je z definice linearni funkcional, takze

EX =) E(L), (2.2.1)

ecE

pficemz

—

(2:) Coam—1 >
2n—2

Kombinatorickou tivahu vysvétlime. Necht’ e = {u, v}. Potom (n_l) je pocet vybéru mnoziny A tak, ze
(prave) u € A a (prédve) v ¢ A. Tyto dva vrcholy jsou totiz dény pevné a potom uz do A vybirdme jen
n — 1 vrcholu ze zbylych 2n — 2. Déle 2(2:__12) je pocet vybéru mnoziny A tak, ze jeden vrchol (u nebo v)

2n—2
E(Il.)=1-Pr(I.=1)+0-Pr(l. =0) = Pr({l. = 1) = Pr(e vede mezi A a B) = 2("_1) n

o |

hrany e lezi v A a ten druhy nelezi. Koneéné (25) je pocet vsech ruznych vybéru mnoziny A.
Pokud nyni dosadime do ([2.2.1)), dostaneme

EX = #E-E(I,) > %#E.

2.3 Extremalni teorie grafi
Véty z extremélni teorie grafi vyjadiuji vztahy typu
e _ jisty pocCet néceho uz vynucuje néco* nebo

e _kolik néteho muze byt, aby platilo néco“

2.3.1 Turanova véta

Véta 2.3.1. (Turan, 1943)
Necht’ G = (V, E) je graf, ktery neobsahuje kliku velikosti p (viz. definice , . K, neni pod-

grafem G. Potom
n? 1

Duikazu Turanovy véty existuje fada, my postupné provedeme dukaz zalozeny na ndsledujicim lem-
matu:

Lemma 2.3.2. Necht’ G je graf (na pevném poétu vrcholi) neobsahujici K, s maximdlnim pocétem hran.
Potom v G neezistuje trojice vrcholi u,v,w takovych, Ze {v,w} € E a pritom {u,v} ¢ E,{u,w} ¢ E.

[ ]

u

V &————O® W
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Dikaz. Nejprve proved'me pomocnou dvahu: Bud' G = (V, E) bez K, necht’ € V. Sestrojme graf
G =VU{r'}, EU{{v,2’}|veV A{v,z} € E}),

pro ngjz Yv € V plati {z,v} € E(G') & {a/,v} € E(G"). Vrcholy z a 2’ jsou tedy v G’ zcela rovnocenné.
Protoze {z,2'} ¢ E(G'), tak G’ nemuze obsahovat K,,. V K, by totiz musel byt bud’ jen vrchol z, nebo
jen vrchol @', coz je spor, protoze v tom piipadé by musela klika K, existovat uz v G.

Nyni postupujme sporem. Necht’ v G existuje trojice vrcholu u, v, w danych vlastnosti. Potom mohou
nastat dvé moznosti:

1. dg(u) < dg(v) nebo dg(u) < da(w) (necht’ BUNO dg(u) < dg(v)). V tomto pifpadé ke grafu G
priddme prévé popsanym zpusobem vrchol v” a ubereme vrchol u (i se vSemi hranami, které do néj
vedly). Nové vytvofeny graf neobsahuje K, ale pfitom m4 o

dg(’U/) — dg(u) = dg(v) — dg(u) >0

hran vice nez G, coz je spor s maximalnim po¢tem hran grafu G.

2. dg(u) > dg(v) a dg(u) > dg(w). V tomto pifpadé ke G pfiddme kopie u',u” a ubereme vrcholy
v, w. Novy graf opét neobsahuje K, a ma o

2dg(u) —dg() —dg(w)+1>0

hran vice nez G, coz je spor. Jednicku pfi¢itame proto, ze {v,w} € E, a odec¢tenim stupnu vrcholu
v, w jsme tuto hranu odecetli od celkového poctu hran dvakrat.

O

Dusledek. Relace @ na mnoZiné vrcholu V' grafu G s vlastnostmi z minulého lemmatu definovand jako
(uov) e {u,v} ¢ E

je ekvivalence na V.

Dikaz. Symetrie a reflexivita relace @ jsou ziejmé. Tranzitivitu pak vyjadiuje predchozi lemma:

{v,u} § EA{u,w} ¢ E= {v,w} ¢ E.

Nyni pfikro¢ime piimo k dukazu tvrzeni Turdnovy véty.

Diikaz. Méjme tedy G = (V, E) bez K,,, s maximalnim poctem hran. Bude-li platit (2.3.1) pro tento G,
bude platit i pro libovolny jiny graf bez K, (s nejvyse stejnym poétem hran). V je rozdélena na t¥idy
ekvivalence podle relace ©

V=Vviulhu..uvV,

pricemz z definice @ plati:

(Vi € 8) (Vu,v € V) ({u, v} ¢ E), (2.3.2)

(Vi,j € 3,i#j) (Vue Vi) (Yo e V) {u,v} € E). (2.3.3)
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Mezi kazdymi dvéma vrcholy z ruznych tiid tedy vedou hrany, ale v jedné tiidé neni hrana mezi zadnymi
dvéma vrcholy.

Pocet ttid je s = p — 1. Kdyby jich totiz bylo alespon p, bylo by mozné vybrat z kazdé z nich jeden
vrchol, a vybrand podmnozina V' by tvotila kliku velikosti s > p, takze by v G existovala i K, C K, C G.
Kdyby jich naopak bylo méné nez p — 1, potom bychom mohli jednu tiidu ekvivalence rozbit na dvé
(pridat hrany mezi odpovidajicimi mnozinami vrcholi), a stéle by graf neobsahoval K, (je jasné, ze ruzné
vrcholy z K, musi lezet v ruznych t¥idéch V;). To by ale byl spor s maximalitou po¢tu hran v G.

V se tedy skldda z p — 1 podmnozin Vi, ..., V,_1 s vlastnostmi a . Oznatme si k; = #V;

pro kazdé i € p/;\l Potom
p—1
i=1

Pocet hran mezi V; a V; pro i # j je zfejmé k;k;, takze pocet hran v celém grafu je

> kik; (2.3.4)

1<i<j<p—1

a pfitom v G je pocet hran maximdlni mezi vSemi grafy na n = #V vrcholech, které neobsahuji K. Je
tedy maximélni i mezi takovymi z nich, které maji stejny ,tvar jako G: jejich mnozina vrcholu je néjak
rozdélena na p — 1 neprazdnych disjunktnich podmnozin, které splnuji a . Pritom kazdy
graf, ktery spliiuje tyto podminky, neobsahuje K,. Kazdy z téchto grafii je navic jednoznacné (az na
izomorfismus) uréen (p — 1)-tici (kq, ..., kp—1). Pocet hran v G je potom mozno vyjadiit jako

max Z kz kj

1<i<j<p—1
za podminky
p—1
TLZZki, k; € Ng.
i=1

Maxima poctu hran se vSak nabyde pravé tehdy, kdyz pocet ,nehran“ (dvojic vrcholui, mezi nimiz nevede
hrana) bude minimélni. Ekvivalentné tak lze hledat

p—1 k
. i
min
=(%))
i=1
za, stejnych podminek, coz bude jednodussi. Protoze chceme pouze shora odhadnout skuteény pocet hran
v G, vyFesime lohu minima bez podminky na celoc¢iselnost proménnych k;. Hleddme tedy vazany extrém

funkce
Lty g}
f(acl, ...,ijfl) = Z <2> = Z 5.’1%(3% — 1)

i=1

za podminky

Sestavime Lagrangeovu funkci

p—1
A1,y zpo1) = f(z1, ooy Tp_1) — A (Z Ti— n)
i=1

a po zderivovani a poloZeni (Vi € p/—\l) (0;A = 0) dostaneme

oA 1
= :l'i—*—)\ :>$Z:)\+1
8xi

0 2 2
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Obrazek 2.3.1: Péry vzdélenych bodu v roviné

Pokud dosadime do podminky vazby, vyjde A = ﬁ — %, takze pro vSechna x; plati
n
T; = .
K3 p _ 1

Lze snadno ovérit, ze se skutecné jednd o minimum, vypoctem (tzv. Hessovy) matice H = ( 882‘ )
;0
Plati H = I, coz je ziejmé pozitivné definitni matice.
Dosadime-li nyni za z; do Zlgiqu_l z;x;, ziskdme horn{ odhad skutecného poctu hran ((2.3.4)).

Vsechny sc¢itance v sumé jsou stejné a jejich pocet je (pgl), takze horni odhad poc¢tu hran vychéazi jako

<pn1>2(p;1> B <pn21>2 <p_1>2(p_2) :n;(l‘pll)’

coz je presné (2.3.1)). O

Pozndmka. Dukaz Turdnovy véty také ukazuje, jak graf s co nejvétsim poctem hran, a pfitom bez K,

zkonstruovat. Napiiklad graf neobsahujici K3 s maximdalnim poc¢tem hran bude dplny bipartitni s mnozi-

nou vrcholu V' rozdélenou na podmnoziny s pocty vrcholu ["TH} a [g]

V nasledujicim ukézeme jednu z aplikaci Turdnovy véty.

Definice. Necht’ S = {z1,...,z,} C R? je mnozina bodi v roviné. Priimérem (diametrem) mnoziny S
rozumime ¢&islo
diam S = max ||z; — z,|| .
1,JEN

Pozndmka. Necht' S = {z1,...,x,} C R? diam S <1, d € (0,1). Otédzkou je, kolik part bodu z;, z; ma
vzdalenost > d, a jestli tento pocet lze jinym usporaddanim bodu z1, ..., x, zvysit. Jako piiklad si vezméme
n=06d= @ — ¢, € > 0. Potom existuje (g) = 15 ruznych péaru. Na obrazku sou pary od sebe
vzdalenych bodl spojeny carami. Vlevo ma 9 paru vzdédlenost > d a 6 paru vzdalenost < d, vpravo ma
12 pari vzdalenost > d a jen 3 péary vzdélenost < d. Obecné omezuje pocet vzdalenych paru nasledujici
véta.

Véta 2.3.3. Necht’'d € (%, 1). Potom pocet pdri z n-prvkové mnoziny S C R? s primérem diam S < 1,

’I’L2

které magi vzddlenost alespori d, je nejuijse {g} . Pritom tohoto poctu lze vhodnym uspotdddnim bodu vidy

dosdhnout.
Nez dokazeme tuto vétu, kterd je snadnym dusledkem Turdnovy véty, pripravime si jeSte malé lemma.

Lemma 2.3.4. Z libovolnijch ¢tyr bodi v roviné lze vybrat tii tak, Ze tvori pravouhly mebo tupouhly
trojihelnik (pritom primku povaZujeme za tupouhly trojihelnik s thlem 180°).

Dukaz. Mohou nastat dva pripady:
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1. Jeden bod z lezi v konvexnim obalu zbylych t#{ bodu yi,y2,ys. Potom soucet vrcholovych thla
Ay1xys,Lyaxys, Lysxy; je 360°, takze jeden z nich musi byt dokonce > 120°.

2. Vsechny ¢tyfi body tvoii konvexni ¢tyfihelnik. Protoze v ném je soucet ihla 360°, musi tam exis-
tovat jeden > 90°.

O

Diikaz. (véty [2.3.3)

Definujme graf G = (S, E), kde {z;,z;} € E & ||z; — z;|| > d. Potom G neobsahuje kliku K. Jestlize
totiz ¢tyii body (vrcholy G) tvoii Ky, tak jsou kazdé dva z nich od sebe ddl nez d. Podle predchoziho
lemmatu lze vybrat tii, které tvoii tupothly trojihelnik. Obé ,odvésny“ tohoto trojihelnika jsou delsi
nez d > %, a tak je ,pfepona“ delsi nez 1, coz je spor.

Podle Turanovy véty pro p = 4 potom plati

n? 1 n?
F<—(1-— ) =—.
# _2< pl) 3

Nyni zbyva dokdzat, ze této mezi se lze piiblizit. Za tim tcelem se podivejme na dukaz Turdnovy véty.
2
Poctu hran - se dosahuje, jestlize graf G je rozdélen do p — 1 = 3 ,knedliki“, v nichz nevedou hrany

(body z jednoho ,knedliku“ jsou v roviné blizko sebe) a mezi nimiz naopak vedou vsechny hrany (celé

»knedliky“ jsou v roviné daleko od sebe), a jestlize pocet vrcholu v kazdém ,knedliku® je p%l = 7. Protoze
to vSak nemusi byt celé ¢islo, lze ve skutecnosti dosdhnout poctu hran jen {%2} Dodejme, Ze popsané

usporadan{ presné odpovidd pravé ¢dsti obrazku [2.3.1]

2.3.2 Erdosova véta

Lemma. (Jensenova nerovnost)
Necht’ f : [a,b] — R je konvexni funkce, tj.

(Vz1,29 € [a,b]) (YA € [0,1]) (Af(z1) + (1 = A) f(z2) > f(Az1 + (1 — N)x2).

Necht’ a; € RS pro kazdé i € n, Y a; =1 a necht’ z; € [a,b] pro kaZdé i € i. Potom

Zaif(xi) > f (Z aixz‘) -

Diikaz. Snadno se ukdze indukef podle n, byl proveden napiiklad v [6]. O

Dusledek. Za stejnijch predpokladu plati i

%Zf(iﬂz) > f (i Z%) : (2.3.5)

Diikaz. Polozime «; = % pro kazdé i € n. O

Véta 2.3.5. (Erdés)
Necht’ G = (V,E) je graf, ktery neobsahuje jako svij podgraf K, , (dplng bipartitni graf na r + v
vrcholech). Potom
#E < Cr : 77,2_%,

kde C.. je konstanta nezdvisla na n = #V.

Pozndmka. Vzdy plati #E < (Z) < %2 Turdnova véta omezuje pocet hran grafu bez K, podle vztahu

(2.3.1)), tj. fadove stejné. Erdésova véta viak udavd fadové mensi omezeni.
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Dukaz. Necht' G = (V, E), kde BUNO V = #, je graf bez K, . Vytvofime novy bipartitni graf G’, ktery
bude definovén na zdkladé grafu G jako G’ = (V1 UV, E'), kde Vi =V a V5 = (‘T/) je mnozina vsech
r-prvkovych podmnozin V. Ptitom

{ i {ki,....k.}} EFE,
[S%1 Vs

prave kdyz {ki, ...,k } C N(i) v grafu G, tj, prave kdyz (Vj € 7) ({i,k;} € E).

Zékladem odvozeni pozadované nerovnosti bude vyjadien{ po¢tu hran v grafu G’ dvéma riznymi
zpusoby, a to jednak jako pocet hran vychazejicich z Vi, a jednak jako odhad poctu hran vychazejicich z
Va:

1. Z definice E’ plyne, ze z ¢ € V4 vede v G’ tolik hran, kolik je r-prvkovych podmnozin mnoZiny
sousedu vrcholu i: ‘
dc(%))

r

de (i) = (
Pritom pokud dg (i) = #Ng(i) < r, pak de/ (1) = 0, coz je v souladu s definici kombinaéniho éisla.
Pocet vsech hran v G’ je tedy
Xn: <dc(i)>
; ro)
i=1

2. Platidgs ({k1, ..., kr}) < r—1.V opaéném piipadé by totiz z definice E’ existovalo (alesponi) r vrcholt
l1, ..., v grafu G ruznych od k1, ..., k.., které by byly napojeny na vSechny vrcholy ki, ..., k.. To by
ale znamenalo, Ze G obsahuje K, ,. Rlznost vrchold, tj. skutecnost, ze

(Vj e )l ¢ {k1, s kr})

plyne z toho, ze zddny vrchol v G neni v hrané sdm se sebou. Proto zddny k; € Vi nemuze byt v
grafu G’ spojen hranou s vrcholem {ki,...,k.} € Va. Z uvedené uvahy plyne, ze pocet hran v G’
musi byt mensi nebo roven nez
n
r—1 .
- (")
——

#V2
Srovnanim obou vyjadieni dostdvame nerovnost
<(r—-1 2.3.6
() =e-0(7) (2:36)

kterou jiz budeme jen dale odhadovat a upravovat do pozadovaného tvaru. Pokud

n i=1
—_———
2H#E
tak potom
1
#E< —(r—1n<(r—1)n2
2 ~——

a neni co dokazovat. Pfedpokladejme proto

S dali) > (23.7)
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Definujme konvexni funkci

0 x<r’

o) = {(i) ne

kde dodefinovéni nulou je potfebné jen pro x neceloc¢iselné. Potom f (dg(i)) = (dGT(i)) a podle 1'
plati

we (o) (}1 gda(i)> < ; flda(i)) = ; (“).

pficemz levd strana je nenulové, takze ji lze pouzit k dalsim odhadim (proto je dulezity predpoklad
2.3.7). Pouzijeme-li tento odhad v (2.3.6]), dostaneme

o (BER0) < (1),
n- (2”;‘1/”) <(r-1) (:) (2.3.8)

Kombinaéni &islo (Z) = "(n'_l)(n'_i!)"'("_kH) lze odhadnout zdola a shora

(n—k+1)k< n <n7k
k! —\k) ~ kI’

neboli pfi oznaceni m = #FE

coz pro nas pripad znamena

LUt )T n<2m/”> <(r— 1)(2) < (r— 1)2—:.

r! r

, ’ ! ’ ~
Vynésobime = a odmocnime /-, takze dostaneme
n

2 .
—m—r—i—lgmnl_%
n

a uZ jen upravujeme:

1 1
m < g (\T/r “IntTv 4 — 1) = §\T/T —In® 7+ 5(7‘ —1n<

3=

1 ]_ 1
< —(r=1)n*r 4+ —(r—1)n*"7 < (r—1)n*"
2 ~——
Cr

| =

Poznamka. Pro r = 2, tj. pro graf bez K35 = C4 mame odhad
#E < C,-n’?.
Nerovnost (2.3.8) 1ze vSak v tomto piipadé upravovat Sikovnéji, a tak ziskat (trochu) pifsnéjsi odhad:

) 1 — _
i (n2m 1) < nin—1)
2 - 2
2m(2m — n) 3 _n?

n’—n
Am? — 2nm — n® +n?

<
< 0

Kvadratickou rovnici pro pocet hran m vytesime:

_ 2n4 /402 —16(—n® +n?)  nEnyin—3

8 4

mi 2
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Jeden koten je zaporny, takze nehraje roli. Dostavame tedy odhad

4 < MEIVER TS W - in (1+Vin—3). (2.3.9)

V néasledujicim ukazeme, jak se mu lze vhodnou konstrukei grafu ptiblizit.

2.3.3 Graf s #F blizkym Erdésovu odhadu

Zkonstruujeme graf G = (V, E) neobsahujici K32 = Cy4 s poctem hran blizicim se odhadu . \%
nasledujicim velmi pékném postupu se vyuzije mnoho znalosti z ruznych partii matematiky.

Necht’ p je prvoéislo. Uvazujme téleso zbytkovych t¥id Z, = {0,1,2,...,p — 1} a vektorovy prostor
Z3 nad télesem Zj,. Vrcholy grafu G budou predstavovat piimky v Z3 prochézejici pocatkem. V tomto
prostoru méa kazda takova piimka pravé p bodu, protoze ji lze vyjadiit jako linedrni obal jejtho smérového
vektoru, ktery je z definice roven

[(.1‘1,.132,%‘3)],\ = {(k‘l‘l,kl‘g, ki.]?g)‘ ke Zp}.

x

Ruznych nenulovych vektoru v Zf, je zfejmé p? — 1. Protoze kazd4 pifmka mé p bodi, z nichz p — 1 jsou
nenulové vektory, je mozné ji reprezentovat libovolnym z p — 1 smérovych vektorti. Proto pocet vSech
piimek prochéazejicich pocatkem je roven

3
1
#V:I;_l —p*+p+1.

Oznacme si (vybrané) smérové vektory pifmek ( = vrcholi grafu G) vy,va, ..., Up24p 41 po Fadé jako
T1,..., Tp24pt1, bj. necht’ plati

(VZ S {1, ...,p2 +p+ 1}) (Uz’ = [331]/\) .
Daéle definujme ,pseudoskaldrni“ soucin vektoru x = (1, z2,23) a y = (y1, Y2, Ys) z prostoru Zf’, jako
(T, y) = T1y1 + T2y2 + T3Y3.

Rekneme, ze vektor & je kolmy na vektor y, jestlize (z,y) = 0. Protoze existuji vektory, které jsou kolmé
samy na sebe, nejednd se o pravy skalarni sou¢in. Nyni mnozinu hran F definujeme jako

E = {{vi,v;}|i # j A (i, x;) = 0}.

Priklad. Abychom si dobie uvédomili, jak je graf G definovén, ukdzeme si jej pro p = 2. Na obrazku
jsou jednotlivé vrcholy grafu oznaceny svymi smérovymi vektory. Je vidét, ze napiiklad vektor (1,1,0) je
kolmy sam na sebe.

Ukédzeme, Ze pro libovolné prvocislo p takto definovany graf G' neobsahuje K32 = C4. Kdyby G
obsahoval Cy, existovaly by v ném vrcholy v;, v; spojené hranami s dalsimi dvéma vrcholy takto:

(% Uj

Podivejme se vSak, kolik vrcholii mize byt hranami napojeno na v; i na v;. Oznatme x; = (o1, a2, o3),
x; = (b1, P2, 03) a hledejme y = (71, 72,73) kolmy na x; i na x;. Pro y musi platit

0= (zi,y) = o171+ azy2+asys
0= (x;,y) = [in+ B2+ B33,

coZ znamena, ze 1,7z, ys3 jsou feSsenim homogenni soustavy linedrnich rovnic s matici

(oq (65 053>
Br B2 B3 )’
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(1,0,0) ® (0,1,1)

(0,1,0)
(0,0,1)

(1,0,1)

(1,1,0) (1.1.1)

Obrazek 2.3.2: Konstrukce G pro p = 2

Protoze x;,x; jsou smérové vektory rtznych pifmek, jsou linedrné nezavislé, a tato matice ma tedy
hodnost 2. Podle Frobeniovy véty o feSeni soustav linearnich rovnic pak existuje jediné linearné nezéavislé
feSeni y této soustavy. Existuje tedy jedind piimka se smérovym vektorem y, kterd je kolma na obé
piimky v;, v;, neboli tato pifimka jako vrchol grafu G je jedind, kterd je hranami spojena s v; i s v;. Proto
G neobsahuje Cy.

Nyni postupné vyéislime pocet hran v grafu G. Hledejme stupen dg(v;) néjakého pevného vrcholu
v; € V, neboli pocet ruznych piimek, které jsou kolmé na v;. Ten je roven poctu rizngch vektoru y
kolmych na x;, pficemz dva takové vektory jsou rizné, kdyz jsou linedrné nezdvislé (to ovSem neznamens,
ze viechny tyto vektory majf tvorit LN soubor). Pouzijeme-li jiz zavedené znaceni pro x; a y, musi y
splnovat rovnici

0= (zi,y) = a1m + azye + az7s,

kterd ma 2 LN feSen{ y,,y,. Pocet viech feseni této soustavy je p?, protoze jsou to pravé vektory
Yy = kl'yl —+ kg’yz y ]fl,kg S Zp.

Miéme tedy p? — 1 nenulovych feSeni, ale vzdy p — 1 z nich je kolinedrnich, tj. jedné se o smérové vektory
téze primky. Pocet ruznych piimek kolmych na v;, tj. pocet ruzngch vektoru y kolmych na x;, je tedy

p*—1
p—1

=p+1.

Tento vysledek si pro pozdéjsi pouziti dobfe zapamatujme. Nejednd se totiz jesté o dg(v;), protoze zélezi
na tom, zda x; je kolmy sam na sebe. Zatim tedy muzeme shrnout:

i 2 by = dP Tl (@) #0
(Vie{l,..p*+p+1}) <dG( i) {p (@i, ;) 0>.

Dalsim nasim tkolem je zjistit, v kolika ptipadech je x; kolmy sdm na sebe. Jestlize to dokazeme, bude uz
snadné vyjadiit celkovy pocet hran grafu G. Definujme ¢tvercovou matici A fadu p? 4+ p + 1, jejiz prvky

maji hodnotu
Ajj = ! <w“$3> =0
0 jinak.

Potom A;; = 1, praveé kdyz x; je kolmy sam na sebe. Hledany pocet piimek kolmych na sebe sama je tedy
roven poc¢tu nenulovych prvku na diagondle matice A, neboli jeji stopé Tr A. Protoze nas pseudoskalarni
souc¢in je symetricky, je i matice A symetrickd, a tedy diagonalizovatelna. Podobnostni transformace
zachovava stopu, a proto Tr A je rovna souctu vlastnich ¢isel A.

A nemé zrovna jednoduchy tvar. Pro uréeni vlastnich ¢isel proto sestavime A?, kterd vypada mnohem
lépe. Z definice maticového ndasobeni mame

P’ +p+1

2

Ajj = E AikAkj,
k=1
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COZ znamena, ze

tj. Afj je pocet piimek kolmych na v; i v;. My uz ale vime, Ze pro ¢ # j je takova piimka prévé jedna a
pro ¢ = j je téchto pfimek p + 1. Proto

p+1 1 1

) 1 p+1 - 1
A = ) . . . =pl+J,

1 1 - p+1

kde J;; =1 pro kazdé i, j. Vlastni ¢isla matice A jsou posunuta o p vzhledem k vlastnim éisliim matice
J:
(Jr =) & (Azw =(pI+J)xz=(p+\x)

Protoze J ma ziejmé hodnost 1, ma J jediné nenulové vlastni ¢islo A a pak vlastni ¢islo 0 s ndsobnosti
(f4d matice—1), tj. p? + p. Nenulové vlastni éislo J je rovno fddu matice, tj. A = p? + p + 1, protoze

1 pPP+p+1 1

1 p?P+p+1 ) 1
J| .= : =@ +p+1)

1 pPP+p+1 1

Matice A? m4 tedy vlastni &slo (p?> 4+ p4 1) +p = (p 4 1)? s ndsobnosti 1 a vlastni éslo 0 +p = p s
ndsobnosti p? + p. Matice A m4 vlastn{ &sla rovng odmocnindm z vlastnich éisel A%, tj.

e p+ 1 s nasobnosti 1
e . /p s nasobnosti r

e —./p s ndsobnosti s

Pozndmka. Vlastni ¢islo p + 1 jsme mohli u matice zjistit rovnou podle

1 p+1 1

1 p+1 1
A ] — ) =(p+1) : ,

1 p+1 1

protoze pocet jednicek v kazdém (i-tém) fddku A, coz je pocet piimek kolmych na v;, je roven p + 1.

Kdyz nyni zndme vlastni ¢isla A, muzeme konecne vyjadrit
TrA=(p+1)+ (r—s)/p,

a protoze stopa celociselné matice nemize byt necelociselnd (pfitom p je prvocislo, takze \/p ¢ N), musi
nutné r = s a tedy

TTA=p+1.

Nyni tedy vime, ze pocet vrcholi G se stupném p je p + 1. Ostatnich p? vrcholit mé stupein p + 1.
Proto jiz lze urcit pocet hran v grafu G:

HE =Y da(v) = (p+ Dp+p°(p+1) = plp+1)°,
veV

_plp+1)?

#E 5
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Abychom mohli #FE srovnat s (2.3.9)), musime jej vyjadfit pomoci n = #V. Z rovnosti
n=p>+p+1 (2.3.10)

tedy ziskdme

_ —1++v4n -3
i

a po vhodné tipravé, kterd umozni dosadit za p? + p z (2.3.10), dostaneme

plp+1)2 p+1 14++4n -3
4

_ _ 2 _
#E = =5 =5 (p° +p) =

1
(n—1)= Z(n—l) (1+V4n —3).
Ptitom z Erdosovy véty mame odhad
1
#E < Zn(1+v4n—3).

Je tedy vidét, ze pro n = p? + p + 1, kde p je prvocislo, je tento odhad docela tésny.

2.3.4 Pocet K3 a K5 v grafu

Véta 2.3.6. Necht’ G = (V, E) je graf na n vrcholech. Potom pocet klik K3 a podgrafi Kz v grafu G je
alespori
n(n—1)(n —5)
24 '
Dukaz. Tt vrcholy z n vrcholu lze vybrat (g) zpusoby. AZ na izomorfismus existuji pouze 4 podgrafy

(tj. 4 typy podgrafi), které mohou byt indukované témito t¥emi vrcholy. Jestlize obréazkem podgrafu
umisténym do krouzku rozumime pocet podgrafu tohoto typu v grafu G, muzeme zapsat nasledujici

B D

Vezmeéme nyni vrchol v € V. Z néj vede hrana do dg(v) vrchola a do dalsich n — 1 — dg(v) z néj hrana
nevede. Pocet usporddangch trojic (v, u,w) takovych, ze {v u} € E a zdroven {v,w} ¢ E, je tedy

Z dag(v) (n—1—dg(v)).

veV
L]

Kazdé trojici vrcholu z V| kterd v grafu G indukuje podgrafy e—e nebo L , vSak prislusi pravé dva
ruzné vybéry vrcholu v, tj. pravé dvé usporddané trojice (v, u,w) danych vlastnosti. Proto

@+ :%ng(v)(n—l—dG(U))~
veV

Toto ¢islo nyni odhadneme shora. VSechny ¢leny sumy7 které jsou tvaru z(n — 1 — x) jsou < ( )

protoze graf funkce z(n—1—z) = — (z — 5 1) + (252 1) je parabola s maximem (23t ) v bodé z = %1
Tim soucasné odhadneme zdola pocet K3 a K3 v grafu G:

@@ (90

_nln—1)(n-2) (n—l) _n(n—-1)(4n-2)-3(n—1)) _n(n—1)(n—5)

= 6 SN 24 24
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2.3.5 Odhady a(G) a w(G)

V této ¢ésti prednasky se budeme zabyvat odhady maximalni velikosti kliky a nezavislé mnoziny v grafu.
Zopakujte si proto definici[l.11.3]| z prvni kapitoly.

Pozorovani 2.3.7. Pro libovolny graf G = (V, E), n = #V, plati

a(G) > m

Diikaz. Ukédzeme konstrukei nezdvislé mnoziny o velikosti alespon ﬁ.
1. 8:=0,W:=V.

2. Vezmeme libovolny vrchol v € W a presuneme jej z mnoziny W do mnoziny S. VSechny sousedy v
v grafu G odstranime z W. Celkem tedy z W odstranime nejvyse A(G) + 1 vrcholu.

3. Krok 2 opakujeme, dokud W # (.

Je ziejmé, ze po provedeni popsaného postupu bude S nezavisla mnozina, pficemz

n
>
# 2 A(G)+1
O
Véta 2.3.8. Pro libovolny graf G = (V, E) plati
n
G)>——,
@)= T

kde p(G) je pramérny stupen grafu G (viz. definice ,

Tuto vétu dokdzeme za chvili, nebot’ snadno vyplyne z véty [2.3.10[ Nejprve ukdzeme slabsi odhad
a(G):

Véta 2.3.9. Necht’ G = (V, E) s prumérngm stupném p(G) > 1. Potom

@)z 7@y

Diikaz. Provedeme pravdépodobnostni ditkaz tohoto tvrzeni. Necht’ G je pevné dany graf a oznaéme jako
vzdy n = #V,m = #E. Sestrojme indukovany podgraf H C G tak, ze kazdy v € V zafadime do V(H)
nezévisle s pravdépodobnosti p € [0,1], kde p zatim nespecifikujeme. Ozna¢me si ndhodné veliciny

X = #V(H), coz je poCet vrcholu grafu H, a
Y = #E(H), coz je pocet hran v grafu H.

Vypocitame stiedni hodnoty téchto veli¢in obvyklym zptusobem. Pro kazdy v € V' zavedeme elementarni

nahodnou veli¢inu
v {1 v e V(H)

0 v¢V(H)
Potom
X=> X,
veV
EX,=1-Pr(X,=1)4+0-Pr(X,=0)=1-p+0-p=p
a

EX = Z EX, = np.
veV
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Obdobné vypoécitdme stiedni hodnotu pocétu hran. Pro kazdou hranu e € E| e = {u, v} zavedeme

Ye{l e € E(H)

0 e¢ E(H)
Potom
Y =)V,
veV
EY, =Pr(Y.=1)=Pr(u € V(H) Av € V(H)) = p?
a
EY = Z EY, = mp>.
eckE
Plati ale ) ) @)
_ _sm _ 2P n
PG == do(V)="" = EY =p’=——.
veV
Zvolme nyni p = ﬁ. Potom
p(G)np? n n n
EX-Y)=np-— = — = .
( 2 @) (@ %@
To znamend, ze existuje takova konkrétni realizace indukovaného podgrafu H, ze
X-v>_"_ (2.3.11)
~ 2p(G)’ -

Nyni odebereme vsechny hrany z tohoto H vzdy spoleéné s jednim jejich koncem. Z puvodni mnoziny
vrcholu V(H) tak vznikne mnozina vrcholu S, kterd je nezdvislou mnozinou v grafu G. H je totiz induko-
vany podgraf, takze mezi vrcholy z S jiz nevedou zadné hrany ani v grafu G. Po ubrani Y hran spolu s
Y vrcholy zistane v S podle vztahu (2.3.11)) alespon % vrcholt, ¢imz je véta dokazéana. O

Véta 2.3.10. Pro libovolny graf G = (V, E) plati

1
w(G) > Z a0

veV

Diikaz. bude opét pravdépodobnostni. BUNO pfedpokladejme V = n. Ndhodné vybereme permutaci
m € S, které pritadime mnozninu C; C V takto:

e (1) € Cr

e pro i > 1 ddme vrchol (i) do Cr, pokud (Vj < i) ({w(i),7(j)} € E), tj. vrchol se dostane do Cr,

jestlize je v hrané se vSemi pfedchozimi vrcholy pii jejich uspotfadani podle permutace 7.

C; je ziejmé klika v G. Jeji velikost je ndhodnd veli¢ina, kterou oznac¢ime X. Nyni postupujeme jako
obvykle: Ukazeme-li

1
.
veV e dG(U)

bude ditkaz hotov, protoze pak existuje konkrétni Cy, pro niz je X > > m Pro kazdé v € V
definujeme
X, — 1 veC, -
0 veCr
Potom

1

EXv = PI‘(’U € Cﬂ") = m,
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coz nyni dokdzeme. Aby v € C, tak vrcholy, se kterymi v neni v hrané, musi byt v permutaci 7 umistény
az za nim. Na umisténi jeho sousedu nezalezi. Pocet vrcholu, se kterymi v neni v hrané, a to véetné
vrcholu v samotného, je n — dg(v). Pocet zpusobi, kterymi lze n — dg(v) vrchola uspoiddat tak, aby v
byl na prvnim misté, je (n —dg(v) — 1)!. Pocet v8ech usporddani n — dg(v) vrcholu je (n —dg(v))!, a
proto
(n—da(v) —1)! 1

(n —dg(v))! n —dg(v)

Pr(ve Cr) =

Koneéné tedy muzeme vycislit

Dusledkem této véty je véta kterou nyni dokazeme.
Dikaz. Necht’ G je libovolny graf. Potom podle piredchozi véty je
~ 1
G) > -
A0 2 iy

veV

pricemz plati dz(v) =n — 1 —dg(v) a o(G) = w(G). Proto

a(G) =) b (2.3.12)

veV 1+ dg(’l))
Protoze funkce H% je na intervalu [0, 400) konvexn{, mtizeme podle Jensenovy nerovnosti m provést
odhad
n " 1
1 ¢ = Z 1+a;
I+ > i=l ¢

i=1

Pokud jej pouzijeme na vztah (2.3.12)), dostaneme

1 n "
(@) ZUGZVlerG(v) TIEL Y da() 14 e(G)
veV

O

Pomoci véty [2.3.10] muzeme provést i alternativni dukaz Turdnovy véty ktera tika: Pokud

G = (V, E) neobsahuje kliku K, tak #E < %" (1 — L

Vyjdeme ze Schwarzovy nerovnosti na prostoru R" se standardnim skalarnim sou¢inem. Pro «,y € R”
plati
2 2 2
(@, y)|” < [l yllI”
Necht’ G = (V, E), V = fi. Ozna¢me d; = dg(i) pro kazdé i € V' a zvolme konkrétné
1 1 1
Vn—di Vn—=d3 T vn—=-4d,)’
Yy = (\/n—dl,\/n—dg,..., n—dn>.

Potom mé Schwarzova nerovnost tvar

" <Z; \/’ll—idi\/rdl) = ; n - d; ;(" —dj). (2.3.13)

() [|ee|? vl
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Protoze podle predpokladu G neobsahuje K, plati podle véty 2.3.10]

S cw@ <p-1

c n—da;

=1

Po dosazeni do 2.3.13 dostdvame
n® < (p—1)(n®—2#E)
20p— D)#E < (p—2)n?
n? 1

F < —(1—-——].
#o= 2( p—l)

Véta 2.3.11. Necht’ G,, oznacuje ndhodny graf na n vrcholecfﬂ, Potom existuje posloupnost (k)
takovd, Ze

neN

lim Pr((w(Gn) = kn) V (@(Gn) = kn + 1)) = 1 (2.3.14)

n—oo

Pozndamka.

e Pro posloupnost (ky),,cy plati fadove

lim =1
n—oo 2log, n

e Je-li G,, ndhodny graf, potom G, je také ndhodny graf, a ptitom w(G,,) = a(G,,). Proto je (2.3.14)
ekvivalentni s
lim Pr((a(Gy) =kn) V (a(Gp) =k, + 1)) = 1.

n—oo

2.4 Ramseyovska cisla

Priklad 2.4.1. Ve skupiné 6 lid{ existuje trojice lidi takova, ze se vSichni navzdjem znaji nebo se vSichni
navzdjem neznaji. (V libovolném grafu na 6 vrcholech existuje klika velikosti 3 nebo nezavisld mnozina
velikosti 3.)

Dikaz. Mohou nastat dvé moznosti:

1. Existuje vrchol v stupné > 3. Necht’ z v vedou hrany do vrcholi vy, vs,v3. Potom pokud mezi
néjakymi vrcholy v;,v; (4,7 € {1,2,3}) vede hrana, tvoii vrcholy v, v;,v; kliku velikosti 3. Naopak
pokud mezi v, v9, v3 nevede zddna hrana, tvofi tyto vrcholy nezdvislou mnozinu velikosti 3.

2. Vsechny vrcholy maji stupen < 2. Vezméme libovolny vrchol v. Z ného nevedou hrany do alespon
3 vrcholu vq, vg, v3. Potom pokud mezi néjakymi vrcholy v;, v, (4,7 € {1,2,3}) nevede hrana, tvofi
vrcholy v, v;, v; nezdvislou mnozinu velikosti 3. Naopak pokud mezi vq, v2, v3 vedou vSechny hrany,
tvori tyto vrcholy kliku velikosti 3.

O
Véta 2.4.2. (Ramsey)

(Vk,1 € N) (3no € N) (Vn 2 no) (VG, #V(G) = n) (w(G) 2 k) V ((G) 2 1))

Slovy: Pro kazdé k,l € N existuje ng € N takové, Ze kazdy graf na alespori ng vrcholech obsahuje kliku
velikosti k nebo nezavislou mnoZinu velikosti [.

1@, vznikne tak, Ze kazdé dva vrcholy spojime hranou s pravdépodobnosti
rovnomérné rozdéleni.

%. »Nahodna veli¢cina“ G, ma potom
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Definice 2.4.3. Minimélni ny z Ramseyovy véty pro dand k,! zna¢ime r(k,[) a nazyvame jej ramsey-
ovskym cislem.

Pozndmka. V piikladé jsme vlastné nasli pro k =1 = 3 ¢islo ng = 6, tj. ukdzali jsme r(3,3) < 6.

Nemuze byt ovsem r(3,3) < 5. Pifkladem grafu na 5 vrcholech, pro ktery (w(G) < 3) A (a(G) < 3), je
cyklus Cs. Proto r(3,3) = 6.

Diikaz. (Ramseyovy véty)

Budeme postupovat indukei podle (k + ). Predvedeme tivahu, kterd bude jen zobecnénim dikazu v
priklade 241}

Protoze v indukénim kroku tvaru (k+1) — 1 — (k + 1) budme potiebovat ¢isla k — 111 — 1, lze jej
provést az pro (k > 2) A (I > 2). Na pocatku tedy potiebujeme ovérit platnost tvrzeni pro k =1,/ € N a
pro k € N;l = 1. Ziejmé vSak plati

e r(k,1)=1,
e r(1,l)=1.
Poznamenejme, ze snadno je vidét rovnéz

e 1r(k,2) = k, protoze bud’ jsou v grafu G na k vrcholech vsechny hrany, a tedy K = G, a nebo
alespon jedna chybi, ale potom je v G nezavisld mnozina velikosti 2.

e 7(2,1) = I, protoze bud’ v grafu G na [ vrcholech nejsou zddné hrany, a tedy (v) G je nezdvisld
mnozina velikosti [, nebo G ma alespon jednu hranu, ale potom G obsahuje Ks.

Indukéni krok ’ k+)—1—(k+1) ‘:Najdeme ng jako ng = r(k — 1,1) + r(k,1 — 1) a ukdzeme, ze kazdy
graf G na n = ng (a tedy i na n > ng) vrcholech obsahuje kliku velikosti k& nebo nezdvislou mnozinu
velikosti [. Mohou nastat dva ptipady:

1. Existuje vrchol v € V(G) tak, ze dg(v) > r(k—1,1). Oznacme jako H podgraf indukovany mnozinou
sousedt vrcholu v. Potom #V (H) > r(k — 1,1). Podle indukéntho predpokladu v H existuje K1,
kterd vsak spolu s vrcholem v tvoii kliku Kj v grafu G, nebo v H existuje nezavislda mnozina
velikosti [, takze i v G existuje nezavisla mnozina velikosti [.

2. Vsechny vrcholy grafu G maji stupen < r(k — 1,1). Necht’ v € V(G). Potom dg(v) < r(k —1,1) =
dg(v) < r(k—1,1)—1. To znamen4, Ze existuje mnozina alespon n—1—(r(k — 1,1) = 1) = r(k,1—1)
vrcholti, do nichz nevede hrana z vrcholu v. Oznaéme jako H podgraf indukovany touto mnozinou
vrchola. Podle indukéniho predpokladu v H existuje nezavislda mnozina velikosti [ — 1, kterd vsak
spolu s vrcholem v tvoii nezavislou mnozinu velikosti [ v grafu G, nebo v H existuje klika K}, coz
znamena, ze i v G existuje K.

O

Pozndmka 2.4.4. Protoze k libovolnému grafu G na n vrcholech existuje graf G na n vrcholech tak, ze G
je doplnkem G, lze tvrzeni plynouci z Ramseyovy véty, zapsané ve tvaru

(Vk,1 € N) (Vn > r(k,1)) (VG,#V(G) = n) (w(G) = k) Vv (a(G) > 1)),
preformulovat na

(Vk,l € N) (Vn > r(k, 1)) (VG,#V(G) = n) ((w(G) = k) V ((G) = 1)) .
To je podle zndmych rovnosti uvedenych v pozndmece [[.11.4] ekvivalentni s

(Vh, 1 € N) (vn = 7(k, 1)) (YG, #V(G) = n) ((a(G) = k) V (@(G) 2 1)),
coz z definice ramseyovskych ¢isel znamend (Vk,l € N) (r(l, k) < r(k,1)). To samoziejmé implikuje

(Vk,l e N) (r(l,k) = r(k,1)).
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z
N 1023|4567
T [ 1][1] 11 ]1]1]1
5 12|34 6
3 [1[3] 69 14182
1 [1][4] 9 17|25
5 |15 14]2
6 || 1]6] 18
7 1723

Tabulka 2.1: Znamé hodnoty ramseyovskych ¢isel

Pozndmka. Nenf jednoduché hodnoty r(k, 1) vypocitat. Zndmé hodnoty ramseyovskych ¢isel jsou uvedeny
v tabulce Netrividln{ ramseyovska ¢éfsla jsou v pravém dolnim ¢tverci. Hodnota 7(4,5) je zndma od
roku 1993. O hodnoté r(5,5) vime pouze

42 < r(5,5) < 50.

2.4.1 Odhady ramseyovskych ¢cisel
Pozndamka 2.4.5. Z dukazu Ramseyovy véty plyne nerovnost
r(k—1,0) +r(k1—1) >rk,1),
protoze pro n =r(k — 1,1) + r(k,l — 1) jsme jiz dokdzali jeji tvrzen{ pro k,I.
Disledek 2.4.6.

r(k 1) < (k ‘]:: 2)

Dikaz. Indukel podle (k+1). Uvedeme pouze indukéni krok, platnost vztahu pro k& = 1,1 € N (a pro
k € N, = 1) lze ovéfit prostym dosazenim.

E—14+1-2 E+1—-1-2 k+1-2
< — — < = .
r(k, ) <r(k—1,1)+r(k,l 1)_( 9 >+( b1 > ( b1 )

O

Disledek 2.4.7. o 9

k. k) < S 7)) <4kt
ek < (3 77) <
Dukaz. Jednd se o dosazeni [ = k. Pokud jde o pravou nerovnost, plati
2n /o /o
< ") = ) 1@ ) = (14 1) =4,
() =2 () =5 ()=
j= j=
kde (2:) je pouze posledni ¢len uvedené sumy. O

Pozndamka. Jesté lepsi odhad ziskame pouzitim Stirlingovy formule:

<2n) _(@2n)!  (@2n)*e?V2r-2n ¢

- 2 = 2n.0—2 ~ 4%,
n! n2re=2n . 2n Vn

n
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takze po dosazeni

Véta 2.4.8. Pro kazdé k,l € N plati
r(kl+1L,kl+1)—1>(rk+1LE+1) -1l +1,1+1)—1).
Diikaz. Pro tcely dikazu si definujeme kompozici dvou grafu G = (V, E) a H = (U, F) jako graf
G[H] = (V x U,¢),
kde
{(v1,u1), (v2,u2)} € E & ({v1,v2} € EV (v1 = va A{ug,us} € F)).

Graf G[H] si muzeme predstavit jako graf G, kde kazdy vrchol v; € V je nahrazen kopii grafu H
(,knedlikem®), kterou muzeme oznacit H;. Vede-li mezi dvéma vrcholy v;,v; hrana v grafu G, pak v
G[H] vedou hrany mezi kazdymi dvéma vrcholy wy € H;,ws € Hj.

Pro G[H] plati vztahy

) = w(@w(H),
) = aGa(H),

které docela piimocaie vyuzijeme pii dukazu tvrzeni véty. Nejprve ale pojd’'me ovérit jejich platnost.

e Pocet ,knedliki“, ve kterych se vyskytuje néjaky vrchol z libovolné kliky v G[H], je < w(G).
Dokéazeme to (az zbytecné detailné) sporem. Necht’ pro kazdé i € m, m > w(G) jsou w; € H; vrcholy
z ruznych  knedliku* a necht’ {wq, ..., w,, } je soucdsti kliky v G[H]. Z pfedpokladu m > w(G) vrcholy
{v1, ..., U } grafu G piislusné ,knedlikum® {Hy, ..., H, } netvoif kliku. Proto iy, is € h takové, ze
{vi,,vi,} ¢ E. To ale znamend, ze mezi H;, a H;, nevedou hrany, takze {w;,,w;,} ¢ &, coz je spor.

e 7 jednoho ,knedliku® se v libovolné klice v G[H| muze vyskytovat nejvyse w(H) vrcholu. Dukaz je
obdobny. Jestlize vybereme z jednoho ,knedliku“ H; vice vrcholu, pak netvoii kliku v H;, a tedy
nemohou byt soucésti kliky v G[H].

Tim jsme dokézali, ze
w(G[H]) < w(@)w(H). (2.4.1)

Je v8ak zirejmé, ze vezmeme-li H; odpovidajici vrcholim z maximalni kliky v G a v kazdém H,; vybereme
vrcholy tvofici maximélni kliku v H;, dostamene kliku v G[H] velikosti prédvé rovné w(G)w(H), a podle
nerovnosti (2.4.1]) jde uz o kliku maximélni. Proto plat{

w(G[H]) = w(G)w(H).

Druhy vztah pro velikosti nezavislé mnoziny se ovéri naprosto stejnym zpusobem, v predchozich tvahéch
staci slovo ,klika“ nahradit slovem ,nezavisla mnozina‘“.
Nynf jiz ukdzeme tvrzeni véty. Z definice ramseyovskych éisel r(k, 1) plyne:

e pro r(k+ 1,k + 1) — 1: Existuje graf G na r(k + 1,k + 1) — 1 vrcholech, pro ktery w(G) <k+1 a
zarovenn a(G) < k + 1. To znamend, ze w(G) < k,a(G) < k.

e pro (1 + 1,1 + 1) — 1: Existuje graf H na r(l + 1,1 + 1) — 1 vrcholech, pro ktery w(H) < I+ 1 a
zéroven a(H) < 1+ 1. To znamend, ze w(H) < l,a(H) <.

Z toho plyne, ze pro kompozici grafu G, H, tj. pro graf G[H|, plat{
e G[H] jegrafna (r(k+1,k+1)—1)(r(I4+ 1,1+ 1) — 1) vrcholech,
e W(GH]) =w(Gw(H) <kl <kl+1
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o o(G[H]) = a(G)a(H) < kl < kI +1

Jinymi slovy to znamend, ze jsme nasli graf na (r(k+1,k+1) —1) (r({ + 1,14+ 1) — 1) vrcholech, ktery
neobsahuje ani kliku ani nezavislou mnozinu velikosti kI + 1. Opét pifimo z definice ramseyovskych ¢isel
tak mame

r(kl+1,kl+1)> (r(k+ 1Lk+1) = 1) (r(l+ 1,14+ 1) — 1),

takze
r(kl+1L,kl+1)—1>(rk+1Lk+1) =) (r(l+1,1+1)—1).

Dusledek 2.4.9. Necht’i € Ny. Potom
P2 +1,2° 4+ 1) > 5" + 1.

Dukaz. Indukef podle i. Pro ¢ = 0 mame r(2,2) > 2, coz plati, nebot’ vime, ze obecné r(k,2) = k.
Indukéni krok ¢ — 1 — ¢ pro ¢ > 1: Zvolme k = 2°~! | = 2. Potom pouzijeme piedchozi vétu a mame

r2 1,204 1) —1=r27 241,27 24 1) 1>

> (r@'+ L2 + 1) 1) (r(2+1,2+1) - 1) > 57 5 =50
V posledni nerovnosti jsme pouzili indukéni predpoklad. O

Pozndamka 2.4.10. r(k, k) je rostouci funkce v k, coz je zfejmé uz z definice. Déle pro kazdé k € N existuje
1 € Ny tak, ze ‘ .
2041 <k <241,
Z pravé nerovnosti dostavame
k-1

T T <ot 2.4.2
5 < (24.2)

Muzeme tedy nejprve odhadnout
(Qi)long) _ 27,'10g25 — 51 < T(ZZ + 1,22 + 1) < T(k, k)
a nyni s vyuzitim (2.4.2)) dostaneme

. log, 5 o
10 (klOgQ 5) — <k21> < (21)1 g2 5 < r(k,k)

Méme tedy dolni odhad r(k, k), ktery je nesrovnatelné mensi nez horni odhad odvozeny v dusledku

k—1 )log2 5

Jednd se o nejlepsi zndmou konstruktivn? mez. To znamend, ze pro kazdé n < (T jsme schopni

najit graf na n vrcholech, ktery neobsahuje ani K} ani nezavislou mnozinu velikosti k. Ke konstrukei
grafu jiz mame vSechny znalosti: K danému k nalezneme ¢, a déle podle dusledku (indukef podle
1=0,1,2,..., i), pomoci kompozice popsané v diukazu véty nalézdme postupné grafy na stale vétsim
poétu vrcholil, které neobsahuji kliku ani nezavislou mnozinu velikosti 2¢ + 1.

2.4.2 Erdosova véta - dolni odhad r(k, k)

Nez vyslovime vétu, kterd udava jesté lepsi (avsak jiz nikoliv konstruktivn{) dolni odhad r(k, k), pfipravime
si malé technické lemma, které odhaduje kombinacni ¢islo (Z)

Lemma 2.4.11. Necht’ n,k € N,n > k. Potom

(1)< (3)"
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Diikaz. Dokazeme dokonce silnéjsi tvrzeni

Vezméme z € (0, 1]. Potom z binomické véty plyne

k

; <7Zl>z : zj; (T;)m = (1+a)"

Nerovnost vynasobime =% a dostaneme

Protoze pro kazdé = € R plati (napt. z Taylorova rozvoje) nerovnost 1 4+ = < e*, tak

k k
n ny ,;_ (I+x)" ™
E < E ORI R Lt A
=1 =1 >1
Z ptredpokladu plati % € (0,1], a tak je mozné dosadit = %, ¢imz dostaneme

> (1) =5 == ()"

i=1

n

Véta 2.4.12. (Erdés)
Necht’ k € N. Potom plati
d-k-2% <r(k k),

kde d € RT.

Pozndamka. Erdésova véta uddva nejlepsi znamou dolni mez pro r(k, k). Tato mez je ve tvaru exponenciely
o zékladu 22 = /2. Pfitom horn{ mez je podle dusledku exponenciela o zakladu 4.

Dikaz. Necht’ je ddno k € N. Spocitdme pravdépodobnost, ze ndhodny graf G,, na n vrcholech (viz. také
véta[2.3.11)) obsahuje kliku nebo nezavislou mnozinu velikosti k. Pokud pro néjaké n je tato pravdépodob-
nost mensi nez 1, tj.

Pr (w(Gn) = k) V ((Gr) > k) < 1, (2.4.3)

tak pravdépodobnost doplikového jevu je nenulova, tj.
Pr((w(Gn) < k) A (a(Gr) < k)) > 0.
To ale znamend, ze existuje graf na n vrcholech, pro néjz (w(G,) < k) A (a(G,) < k), takze

r(k,k) > n.

Abychom tedy dokéazali tvrzeni véty, staci najit n ve tvarun =d -k - 2% a dokdzat pro néj vztah .
To nyni postupné provedeme.

Néhodny graf G,, ma mezi libovolnymi dvéma vrcholy hranu s pravdépodobnosti % Pravdépodobnost,
ze G, obsahuje kliku velikosti k£ na konkrétnich vrcholech vy, ..., v, je tedy

(1>(’§)
5)
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V nésledujicim hned dvakrat vyuzijeme vztah pro pravdépodobnost sjednoceni jevu A; (j € J), ktery
zni

Pr{ J 4| <) Pr(4). (2.4.4)
JjET JjeT
Nejprve s jeho pomoci odhadneme pravdépodobnost, ze G, obsahuje kliku velikosti k£ na libovolnych k
vrcholech, tj. na libovolné k-prvkové podmnozing M C V(G,,):

Pr(w(Gn) > k) < Me(%c)) (;) (3) ) (Z) 2(1)

Dale si uvédomime, ze stejnou uvahu lze (diky pravdépodobnosti existence kazdé hrany rovné %) provést
i pro nezavislou mnozinu, a tedy

Pr(a(Gp) > k) =Pr(w(Gp) > k).

Proto opét podle ([2.4.4]) plati

Pouzijeme-li odhad (2) z lemmatu [2.4.11] dostaneme

Pr(@(Gr) 2 D)V (0(Gn) = 1) <2(} ) <5 <2 (F) i =

2(2 2
k
/5 ne k
= \/: . ik g (26nk) < ].,
27z 22 k22
N~
<2
kde posledni nerovnost je splnéna, pokud
1 .
n< — k2%,
2e
~—~—
d

Tim je véta dokazéana. O



Kapitola 3

Generujici funkce

Do kursu kombinatoriky a teorie grafi tradicné patii také kapitola o generujicich funkcich, i kdyz v
rozsahu na8i prednasky se samotné teorie grafu dotyka jen okrajové. Budeme se zabyvat mocninnymi
radami, s jejichz pomoci 1ze s uspéchem vyftesit zddnlivé velmi slozité kombinatorické problémy. Tato
kapitola pojednava o obycejnych mocninnych fadach a exponencidlnich generujicich funkcich. Neobsahuje
vyklad Dirichletovych generujicich funkei, které vsak nebyly soucasti zkousené latky.

Zakladni myslenkou aplikovanou na problémy v této kapitole je zpravidla preformulovani kombina-
torické dlohy na tlohu nalezeni koeficienti mocninné fady, jejiz soucet (generujici funkei) zndme. Pfitom
vzdy vyuzivame jednoznacnost rozvoje funkce do mocninné fady.

3.1 Obycejné mocninné rady

Piipomenme si nejprve definici ¢iselné rady.

Definice. Necht’ (a,,),~; je ¢iselnd posloupnost. Necht’ s, = kzn: ay. Ciselnou fadou nazyvame dvojici
=0

posloupnosti ((an),—q, (sn),—o), kterou oznacujeme zkrécené jako io: an. Cislo a, se nazyva n-ty élen

n=1
tady, spse nazyva n-ty ¢astecny soucet fady. Jestlize existuje limita s = lim s,, potom s se nazyva
n—oo

o0
soucet rady a Casto se oznacuje téz jako > a,.
n=1

Definice 3.1.1. Necht’ z € C, (an)zozo je ¢iselnd posloupnost. Obyé&ejnou mocninnou fadou (angl.
ordinary power series, OPS) rozumime ¢iselnou fadu

oo
E apz"
n=0

a jeji soucet (pokud existuje) nazyvame generujici funkei této fady. Tento soucet je funkcei proménné
z. Korespondenci posloupnosti koeficienti OPS a generujci funkce f(z) této OPS zapisujeme jako

(an)peo — f(2).
Priklad.

ops 1 =
(1):1,0:1—) 1—2 :Zzn
n=0

3.1.1 Pravidla pro pocitani s OPS

Jestlize oPs
(an)zozo - f(2)7 (bn)zo:o - g(z)v
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tak potom lze odvodit nasledujici vztahy:

1. Pro posunuti indexu o 1 plati

protoze

00 OPS 1
(an—i-l)n:O - h(Z) = E an+1zn = ; § an+1zn+ = ; § anz",

n=0 n=0 n=1

piicemz ziejmé posledni vyraz je roven (f(z) — f(0)), protoze f(0) = apz’ = ay.

2. Pro nasobeni mocninou konstanty plati

("an)y 222 flez) |

coz je ziejmé.

3. Pro nasobeni indexem n plati

(nan)>>y 225 21 (2) |,

protoze plati f/(z) = > 02 na,z""*, ale my potiebujeme h(z) =Y 2 na,z".

4. Ziejmé plati

(an £ 50)°% 0 255 f(2) £ 9(2) | (3.1.1)

5. Podle vzorce pro nasobeni mocninnych fad plati

(Z akbn_k) 25, f(2)9(2) |,
k=0 n=0

protoze

n=0

6. Pro posloupnost ¢astecnych souc¢tu plati

n oo 1
(Zak> e e (O]
k=0 n=0

protoze jde o aplikaci pfedchoziho bodu pfi volbé b,, = 1, a tedy g(z) =

1
11—z

7. Podle predchozich pravidel plati

<an + (21)"%):0_0 oprs f(z) +2f(—z) 7

kde ovsem
ap +(—1)"a, Ja, mnsudé
2 10 nliché’

¢emuz odpovidéd fada pouze ze sudych ¢lenu

oo
E angQk.
k=0
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3.1.2 Jednoduché priklady

Piiklad 3.1.2. Vypocitejte soucet Z( 1)FE2.

89

Pokusime se dany soucet Vyjadrlt Jako n-ty koeficient OPS. Pouzivanim pravé odvozenych pravidel

dostavame postupné:

(DnZo

10 2% 2 (2 )/:< :

(n-n)re, ors, ., ((

(1) n?) 255 -

z )
(1+2)°

ops 1
ety
1-2’
1—-2 1-2)%
/
z 1+2z
=.=z—",
1-2)° (1-2)°
1—=2

. k2 ors 1
-1
(E (-1) k) T
k=0 n=0

. n
Césteéné soucty Y. (—1)*k? lze nyni najit pomoci rozvoje funkce

k=0

(1+ )

1—-2
<_Z(1+z)3> 1+ ) ZA 2"

——2-= do mocninné fady, nebot’ tento

rozvoj je vzdy jednoznaény. Jestlize tedy jakkoliv nalezneme koeficienty rozvoje A,,, tak potom plati

n

Ap = (-D)FK.

Nejprve si odvodime jesté jedno uziteéné pravidlo pro pocitani s OPS. Postupné derivujeme:
o0
- S
n=0
o0
n=1
o0
= Z n(n —1)z""2,

= Z n(n —1)(n —2)2"3,

7Z toho plyne, ze

a tedy pro kazdé k € N mame

k=0

(3.1.2)
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Jestlize nyni dosadime k = 2 a za proménnou z dosadime —z, pak dostaneme

X () = (M) e,

n=0 n=0
An+1
Nalezli jsme tedy (jednozna¢né uréené) koeficienty rozvoje funkee (1_7_72)3 do mocninné fady, a proto plati
n
1
St =a, = ("5 )
k=0
Pozndmka. VSimnéme si, ze vzorec 1) jsme pouzili pouze na funkci ﬁ a teprve vysledek jsme

vynésobili (—z). Tim na pravé strané zustala mocninna rada, kterou jsme nakonec vhodné upravili po-
sunutim indexu.

Poznamka. Ziskany vysledek si muzeme ovéfit pro n sudé, kdy lze hledanou sumu seéist i jednodussim
zpusobem:

—12 42232442 52467 — ... —(n—1)2+n?=
E 2 ﬂﬂJrl) n
=Y —(2i—1)2+(20)?% = 4._1:42(27_7:
;(2 )7+ (26) ;(Z ) 5 5
n? n  nn+1) n+1
:2+2:2:< 2 >(_1)n
N——

1

Piiklad 3.1.3. Vypocitejte n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti, ktera je definovana rekurentnim vztahem
Fo=0, Fi=1, Fhyo=Fu11+ Fy.

Opét povazujeme Fj, za n-ty koeficient urcité OPS a najdeme jeji generujici funkci. P¥i tom vyuzijeme
rekurentni vztah z definice posloupnosti (F),). Plati

(F)isy 255 f(2) =Y Fuet,
n=0

(Fogn)™, 28 f(2) ; f) _ %f(Z),
1:1
e, ors. OG0 g6 -
nre/n=0 z o 22

V poslednim Fddku je tfeba vysvétlit formalni zépis % f(0). Generujici funkce OPS dané posloupnosti
(Fog1)pg je h(z) = % (2), ale podle piislusného pravidla pro pocitani s OPS (viz. ¢ast je hodnota
h(0) rovna nultému koeficientu fady, coz je F; = 1. Nyni podle pravidla muzeme prevést rovnost
posloupnosti

Fn+2:Fn+1+Fn

na rovnost generujicich funkei

T2 L4 10,

z ¢ehoz snadno vyjadifme generujici funkei f(z) jako

f(z)

z
1—2—22"
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Jestlize nyn{ f(z) rozvineme do mocninné fady, budou koeficienty u mocnin 2" pravé hledand Fibonacciho
¢isla. Abychom si rozvoj usnadnili, uvédomime si, ze funkei f(z) lze rozlozit na parcidlni zlomky

z A B

= = +
1—2—22 ri—2z 1r9—2’

f(2)

kde r1, r9 jsou kofeny polynomu 1 —z—22. Nyni staéi rozvinout jednotlivé parcidlni zlomky, coz je snadné,
nebot’ se jednd jen o substituci v geometrické radé. Napiiklad muzeme uvazovat takto:

oPs 1
(1)20:0 E— 1_27
(), == =
- _ = ,
r ne0 1-2 r—z
A /1NN OPS A
22 N
r \r =0 r—z
Proto
A B A1, BX1,
f(z)= :—Z - — —z
rn —z ro — 2 T1 n:Or ’r‘gn:OTZ
a tedy
A B
Fn_r?ﬂ n+1

Priklad 3.1.4. Dokazte rovnost

,g) (TZ) (n;;k> - g} (7:) (Z)Qk pro m,n > 0.

an bn

Dokazeme, ze leva a prava strana jsou koeficienty dvou OPS, které maji stejné generujici funkce. Z
jednoznaé¢nosti rozvoje se pak musi rovnat i tyto koeficienty. Jak se ukaze, nemusime ani znat konkrétni
hodnotu téchto koeficientii.

Nejprve hledejme generujici funkei piislusnou posloupnosti (an)zo:o:

Sar =3 (S ()] =2 ()2 ()

n=0 \ k>0 E>0 n=0

.. meze u sum omezime na rozsah, kde jsou kombinaéni éisla () a ("TTL’“) nenulova ...

S CR)=2 () = ()

.. dalsi upravy sméfujeme k pouziti rovnosti (3.1.2]). Oznaéme j=n+k—m ...

(M Ll n+k—m+m\ oiiem = (M mere= (MY
_Z(k)z Z ( m )z —Z w7 Z m 2=
k=0 n=m-—=k k=0 j=0
a=—z)m+T
1 " (m N 1 (1+2)™
= — ek - (142)" =

Nyni obdobnym zpusobem vypoéitame generujici funkci ptrislusnou posloupnosti (bn)zo:():
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() =2 ()2 (1) -

S ()R (S () - S (1) e -

k=0 k=0

x>

=k
(1—z)k+1

_ 1 i m 2z k.lm—k: 1 2z 41 m: 1 1+2 m: (1+2)™
11—z \k 1—2 1—2\1-=z¢ 1—2z\1-2z (1— 2"t

Obé generujici funkce jsou si tedy skutecné rovny a proto plati i a,, = b, pro kazdé n € Nj.

3.1.3 Rozménovaci problém
Priiklad 3.1.5. Hledejme pocet ruznych feSeni rovnice

k1 + 2ko 4+ 3ks = R, (313)

kde k123 € N jsou nezndmé a R € N. Jestlize vyndsobime geometrické fady s kvocienty ¢ = 2, = 22 a

q = 23, dostaneme souéin

(m0+x1+x2+x3+...) (m0+m2+x4+x6+...) (xo+x3+m6+x9+...) =

1 1
_l—xll—xQ.l—z3 Zanx

Vysledkem je opét mocninné fada, jejiz generujici funkci zndme. Koeficient ar u ¢lenu x pak udava
pocet Feseni rovnice (3.1.3)), nebot” xf* vznikne v daném souéinu fad vidy jako souéin

xR _ :Ekl $2]€2 3,/_3,1637

a tato mocnina = se vyskytne ve vysledné radé pravé tolikrat, kolik je ruznych feSeni rovnice (3.1.3]).

Uvedeny piifklad je specidlnim piipadem tzv. rozménovaciho problému (angl. money changing
problem). Zabyvéme se otdzkou, zda a piipadné kolika zpusoby je mozné zaplatit danou édstku pouze s
pomoci minci (nebo bankovek) uréitych hodnot. Matematicky tento problém definujeme nésledovné:
Umluva. Nejvétsi spoleény délitel (NSD) mnoziny piirozenych ¢isel {aq,...,apr} oznacujeme jako
d(ar,...,apr). Jestlize §(ay, ..., apr) = 1, tak fkdme, ze ¢isla aq, ..., aps jsou nesoudélna.

Definice 3.1.6. Necht’ jsou ddna pfirozend ¢isla a1 < as < az < -+ < aps takovd, ze d(aq,...,ap) = 1.

Potom definujeme mnozinu
M
S(at,...,an) = {Zaiai o; € NO} .

i=1
Pozndamka. Mnozina S obsahuje pravé ty cédstky, které lze zaplatit pomoci M ruznych druhu minci s
hodnotami ay, ..., aps. Je ziejmé, Ze pokud by d(ay,...,apn) > 1, tak by mnozina S obsahovala pouze (ale
nikoliv pravé) ndsobky (a1, ..., anr).

Véta 3.1.7. (3ng) (Vn > ng) (n € S(ay, ..., am)).

Pozndmka. Véta tika, ze pro dany pocet a hodnoty minci lze od urcité vySe zaplatit s jejich pomoci
libovolnou ¢astku. Tuto vétu dokazeme pozdéji pomoci OPS, ovSem diive se zaméfime pouze na piipad
M = 2, kdy lze o mnoziné S Fici néco vice (napiiklad explicitné urcit ng). Pro tento ptipad OPS potiebovat
nebudeme.
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Rozménovaci problém pro M =2

Véta 3.1.8. Necht’ a,b €N, a <b, 6(a,b) =1. Necht’ kK = (a — 1)(b — 1). Potom
o (Vn> k) (n € S(a,b)),
o k—1¢ S(a,b),
e Prdvé polovina éisel z mnoZiny {0,1,2, ...,k — 1} patri do S(a,b).

Pozndmka. S(a,b) = {a1a + agb| a1, as € No}. Proto lze Fici, ze ptirozené ¢islo R € S(a,b) prave tehdy,
kdyz rovnice

aky +bky = R
mé fedeni ki, ks € Ny. Podle pifkladu nas tedy pro dané R zajimé jen to, zda je koeficient u 2 v
ur¢ité mocninné radé kladny nebo je roven nule.
Dikaz. 7 algebry vime, Ze pro kazdd a,b € Z existuji z,y € Z tak, ze §(a,b) = ax + by. V nasem piipadé
tedy dz,y € Z takova, ze

ax + by = 1.
Diky tomu rovnéz (Vn € N) (32,7 € Z) (az + by = n). Kazdé prirozené &islo tedy muzeme napsat jako
linearni kombinaci ¢isel a,b s celo¢iselnymi koeficienty. Néas vSak zajima, kdy lze volit tyto koeficienty

jako nezaporné.
Nejprve si uvédomime, ze obecné feseni rovnice ax 4+ by = n, x,y € Z, ma tvar

(z,y) = (2p, yp) + (%0, %0), (3.1.4)

kde (zo,yo) fesi homogenni rovnici ax + by = 0 a (zp,y,) predstavuje partikuldrni feseni. Vzhledem k

.y . v = s ; . a =y=r-a
nesoudélnosti ¢isel a, b plati pro feseni homogenni rovnice ax+by = 0 < ax = —by = v 4 .

bz =xz=s-b
Po dosazeni méame asb = —bra a tedy s = —r. Tim jsme ukdzali, Ze obecné feSeni (z,y) homogenni rovnice
ma tvar

(z,y) = (=rb,ra) = r(=b,a),
kde r € Z.

Stale zbyva otazka, kdy existuji =,y > 0 takova, ze ax + by = n. Abychom odpovédéli, vyfesime
nejprve tuto rovnici v oboru celych ¢isel. Je ziejmé, ze slozky feseni nebudou obé zaporné, protoze a,b i
n jsou prirozend Cisla. Ziskali jsme tedy partikuldrni feSeni rovnice s pravou stranou, ke kterému muzeme
pricist r(—b,a) a ziskat jiné feSeni nasi rovnice. Nage otdzka tedy piesla na otdzku, kdy existuje r € Z
takové, ze vysledné feseni je nezaporné.

Ziejmé existuje pravé jedno Feseni (Z,y) takové, ze T € {0,1,2,...,b — 1} (skute¢né, pomoci volby r
muZeme z posouvat po krocich o velikosti b). Takové Z je nejmensi nezdporné, tj.

Z=min{zlar+by=nAz,y€ZNz>0}.
7 je pak dané jednoznacné a je nejvétsi mozné, tj.
g=max{ylax+by=nAz,y€ZNx >0}.

Proto n € S(a,b) pravé tehdy, kdyz (k nému jednoznacéné piislusné) y > 0.
Nyni jiz pfimo dokdzeme prvni tvrzeni véty. Necht’ n > . Potom

aT+by=n > ab—a—-0b+1,
by > ab—a—ax—-b+1=
=ab—1-Z)-b+1,
—_———
>0
_ 1 _ C
T _1+E — (g € Z, a tak plati také...)

<
Vv

0.
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To znamend, ze (T,¥) je nezdporné a n € S(a,b).
Nyni necht’ n € {0,1,2, ...,k — 1}. Potom n € S(a,b), prave kdyz

axr+by=mn, x,y >0,z €{0,...,b—1},
coz je ekvivalentni s

k—l—-mn=ab—a—-b—ax—by=a (b—1—2) +b(-1—y).
=z€{0,...,b—1} =3<0

Cislo Z je opét nejmensf nezdporné, takze posledni vztah znamend, ze k — 1 —n ¢ S(a,b). Pro n €

{0,1,2,...,k — 1} tedy v S(a,b) lezl vzdy pravé jedno z ¢isel n a k — 1 — n, coz dokazuje posledni bod.
Zbyva dokézat, ze k —1 ¢ S(a,b), ale to je snadné s pouzitim predchoziho. Plati totiz 0 = 0-a+0-b €

S(a,b), takze k — 1 =k —1—0 ¢ S(a,b). O

Nyni se vratime k OPS a s jejich pomoci odhadneme pocet zpusobti nakombinovani urcité castky
pomoci (stdle jen) dvou typu minci o riznych hodnotéch a,b, §(a,b) = 1. Z piedchozi véty vime, ze pro
n >k = (a—1)(b— 1) musi byt tento pocet kladny. Dovoluji si upozornit, Ze i kdyZ ndsledujici 7ddky
nepredstavuji dikaz Zddné véty, jsou velmi dileZité pro pochopeni dalsiho vijkladu.

Vime, ze pocet zpusobu nakombinovéani ¢astky n je roven poc¢tu neziapornych celoiselnych teseni
rovnice

ax + by = n,

a podle prikladu téz vime, Ze tento pocet je roven koeficientu i £™ v mocninné radé, kterd vznikne
jako soucin fad
A4z +22+ 234 ) (1 +2b + 220 4230+ ),

aki . gbk2  Mocninné fady umime seéist, a tak vime, ze generujici funkce vysledné

protoze x™ vznikne jako x
OPS je
1 1
flw) = I—a20 1—ab

Jestlize chceme tuto funkci rozvinout do mocninné rady, bude tfeba provést jeji rozklad na parcidlni
zlomky. Kofeny jmenovatell jsou fesenimi binomické rovnice w® = 1, resp. w? = 1, a jsou to tedy (v

L a— 1}.

Kofteny celého jmenovatele, tj. (1 —2%)(1 — x%), jsou tedy uvedeného tvaru, piicemz 1 je dvojnésobny
kofen a ostatni kofeny jsou uz jednoduché. To dokazeme sporem. Necht’ se rovnaji koreny

prvnim piipadé) ¢isla {ek

ekl ZJ’L — ek:g 2f"r’L
Potom se rovnaji i piislusné exponenty, takze
k1 ke
a b s’

kde & ¢ je zlomek ve zkrdceném tvaru, a pfitom (z definice k1, k2) je ¢ t <1, coz znamend, ze s > 2. Protoze
zlomek j je ve zkraceném tvaru, tak s|a a zdroven s|b, z cehoz plyne s|5(a b), ale d(a,b) =1, coz je spor.
Rozklad na parcidlni zlomky ma tedy tvalﬂ

+> 1717 (3.1.5)

z
w =1

1 A
T-)(1-2) (-2f 1-2 +w; -

#1
pro 2-nasobny kofen 1 w# EF£1

kde koeficienty A, B, C,,, D¢ zatim nezname. Jak se ddle ukdze, bude pro nase ucely stacit, pokud zjistime
hodnoty koeficientii A a B. To provedeme velmi sikovné.

1Pfirozensjsi tvar zlomkii v sumach vpravo je asi WCL resp. 5 , kde Cw =wCy, a Dg &D¢. Pro rozvoj do mocninné

fady pomoci vztahu (3.1.6) (viz. dale) se vSak spiSe hodi tvar poumty v .
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Rovnost (3.1.5) vyndsobime vyrazem (1 — x)? a provedeme limitu pro x — 1. Dostaneme tak

11—z 1—1z

im -
r—11—g20 1—2gb

Limitu pravé strany jsme zde vypocitali rovnou, nebot’ je ziejma na prvni pohled. Pro vypocet limity
nalevo pouzijeme ’Hospitalovo pravidlo na jednotlivé zlomky, takze nakonec vyjde
1

A=—.
ab
Pro ziskéan{ hodnoty B opét vyndsobime (3.1.5) vyrazem (1 — x)? a nésledné zderivujeme. Na pravé

strané dostaneme —B plus sumu vyrazu s koeficienty C,, a Dg, z nichz kazdy mé tvar (uvedeme jen pro

Cy) , '
(50 = (&) o500

z
w

Pokud nyni opét provedeme limitu pro x — 1, bude limita vSech téchto vyrazu rovna nule, protoze pro

x—1je ﬁ& — konst # 0. Dostaneme tedy rovnost

1—x)2 '
hm # = B.
r—1 (1 —J}a)(l —J?b)
Limitu na pravé strané vypocitame s dvojnasobnym pouzitim ’Hospitalova pravidla, az nakonec vyjde

a+b—2

B =
2ab

Nynf si vzpomeneme na piiklad [3.1.2] kde jsme odvodili rozvoj
1 = (n+k
_—— n, .1.
(= E_:( V) (3.16)
Jednotlivé ¢leny rozkladu na parcidlni zlomky tedy rozvineme do fady a obdrzime
1 - n - n - xn — xn
Ay~ AL+ +BY "+ D} Cu)y ot D> De) o
(1 -2 ~2") n=0 n=0 wi=1 n=0" gb=1  n=0 3
w7l £#1

Jak jsme jiz uvedli, pocet zptsobu vyplaceni ¢astky n je roven koeficientu u 2" v uvedené mocninné fade,
a tento koeficient je roven (po dosazeni hodnot A, B)

n+1+a+b—2+ZCwJr D¢ n+1+a+b—2+ (n)
— — = er(n).
ab 2ab wn &n ab 2ab p
w=1 ¢b=1
w7l €#41
per(n)

Clen per(n) je periodicky s periodou ab a souctet per(n) ptes periodu je 0. Proto je uvedeny pocet zpusobu
od jistého n urcité kladny.
Zbyvé vysvétlit periodicitu élenu per(n). Protoze w® = 1 a £* = 1, tak vyraz —- m4 periodu a a vyraz

wn
Co
w™n

L De . . A
md periodu a a suma 3 e, é—f mé periodu b. Cely soucet

5% m4 periodu b. Proto i celd suma > o3
wl £#1

ma tedy periodu ab.
Nulovy souéet pres periodu zduvodnime takto: Kdyz w® = 1, tak i w% = 1. Cisla S—ﬁ jsou proto vrcholy
pravidelného a-thelniku, které lezi v komplexni roviné na kruznici o poloméru C,,. Jejich soucet (ptes

periodu o velikosti b.
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Rozménovaci problém pro obecné M

Nyni se vratime k rozménovacimu problému pro obecny pocet typt minci. Pomoci OPS dokédzeme vétu
3.1.7] a jeSté néco navic.

Véta 3.1.9. Necht’ jsou ddna prirozend &isla 1 < ay < az < --- < apr takovd, Ze §(ay,az,...,apr) = 1.
Potom
(Fno) (Vn > ng) (n € S(ai,...,am))

a pritom pocet zpusobi. kterymi lze n nakombinovat, se asymptoticky blizi ¢islu
nM-1

(]\4—1)!-CL1(12-~-CL]\/[7

tj. limita podilu skuteéného poctu zpusobu a uvedeného vyjrazu pro n — oo je rovna 1.

Pozndmka. Specidlné pro M = 2 vychazi pocet zpusobu podle této véty priblizné aia; = ap & Vv pred-
chozfm odvozeni jsme dospéli k &fslu 2EL 4 25222 (a7 na periodicky élen). Pro n — oo jde podil obou

vyrazu skutecné k jedné.

Dukaz. Prostredky dikazu této véty budou velmi podobné myslenkam, které jsme predvedli v predchozim
odvozeni pro M = 2. Ozna¢me h,, hledany pocet zpusobu pro dané n, tj. pocet nezdpornych celoé¢iselnych
feseni (ki, ..., kas) rovnice

M
E Cbik‘i =n.
i=1

Potom (stdle podle stejné tvahy) je h,, rovnéz koeficientem u 2™ v mocninné rade, kterd vznikne jako
soucin mocninnych fad

1 1 1

2 2 2 _
(I+a™ +2 4+ )4z 4274+ .) - (L4 2 4 27M 4 ) = T—go 1—ga  T_gam"

Provedeme-li opét rozklad na parcidlni zlomky, podobné jako v pfedchozim odvozeni zjistime, ze jmenova-
tel md kofeny uréitého tvaru, pricemz jediny M-ndsobny kofen je 1. Ostatn{ kofeny (jiz nemusi mit nutné
ndsobnost 1, ale) maji{ ndsobnost mensi nez M. Pfi ovéfeni tohoto tvrzeni opét postupujeme sporem a
vyuzivdme predpokladu é(aq,as, ...,apr) = 1.

Rozklad na parcidlni zlomky muzeme tedy zapsat ve tvaru

v(n)<M-1
1 1 1 C,j
]__mal.]__xaQ...]_—xaM ]_—:L’ +Z Z (1—%)j)

kde suma pfes 1 znamend sumu pfes vSechny kofeny jmenovatele kromé kofenu 1 a v(n) oznacuje né-
sobnost kofenu 7. Jediny koeficient rozkladu, ktery pro dikaz véty potiebujeme, je koeficient A. Jestlize
uvedenou rovnost vynasobime vyrazem (1 — )™ a provedeme limitu pro x — 1, dostaneme rovnost

1
7:147
a1as - ap

1—x
1—x%

pficemz pro vypocet limity nalevo jsme museli pouzit 'Hospitalovo pravidlo na kazdy zlomek
zZv1ast’.
Nyni provedeme rozvoje jednotlivych séitanci do mocninné fady podle (3.1.6)), takze ziskdme

v(n)<M-1 s ,
M — — 1\ 2
(s S ()R

n=0
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Koeficient u ™, neboli h,,, je tedy roven

v(n)<M—1 .
n+M-—-1 n+j—1\1
hn:A( P )+¥ ; ow( )

Jj—=1 )"

P(n)

P(n) je polynom v proménné n stupné nejvyse M — 2, protoze index j dosahuje hodnoty nejvyse M — 1.
Pokud nyni provedeme limitu pro n — oo podilu h,, a odhadu z dokazované véty, dostaneme

n+M—1)(n+M—2)---(n+1
' h, . (n+ )((]\/—1‘;1)! )+ (n+1) + P(n)
lim 7T = lim 1 =
"T r—Drataz ax =1
—_——
1/A
. n+M-1)(n+M-—-2)---(n+1 . n
- e i <
0
=1 =

Pozndmka. Nékolik zajimavosti o rozménovacim problému:
e Pro M =3, a1 < az < a3 je od roku 1970 zndma minimélni ¢astka, kterou lze vyplatit.

e Od roku 1942 je znama minimalni ¢astka, kterou lze zaplatit, pokud a; < as < ... < aps tvori
aritmetickou posloupnost.

e Pro M > 4 ukézali Erdos a Graham, ze maximélni ¢dstka, kterou nelze vyplatit, je < 2ap;_1 La]\—f‘fj —
apnr.

3.1.4 Tvrzeni z teorie cCisel dokazatelna pomoci OPS

Véta 3.1.10. MnozZinu prirozenych c¢isel nelze zapsat jako konecné disjunktni sjednoceni aritmetickych
posloupnosti s riznymi diferencemi.

Pozndmka. Pokud pripustime shodné diference u alespon dvou posloupnosti, tak véta neplati. Snadno si
lze predstavit N jako sjednoceni v8ech sudych a lichych pfirozenych ¢isel, nebo jako

N={2k|k e NfU{4k — 3|k e N} U {4k — 1|k € N}.
Diikaz. Mé&jme posloupnosti (a1 + ndy),(az + nds),...,(aps + ndpr) kde M > 2 a necht’ plati
l<di<dy <... <dyy.
Predpokladejme, ze tyto posloupnosti pokryvaji celé N. Sec¢teme-li rady
2@ 4 oportdi 4 gant2di | pait3dy |

292 _|_xa2+d2 _;r_l.az-‘r?dz +.’£a2+3d2 4o

M +Z.aM+dM +xalv1+2dM +I,aJVI+3dM + ..,

musime dostat fadu

b+ 22+t <: Zx")
n=1
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Pokud nejprve vypocitdme soucet kazdé rady zvldst’ (vSechny rady jsou pro x E (0,1) absolutné kon-

vergentni) a dosadime do rovnosti mezi sou¢tem M fad na levé strané a fadou Z ™ na strané pravé,
n=1
dostaneme rovnost
T4 T2 M T

1—xh +1—xd2 +'”+1—de T1-z

27 -~
Jmenovatel posledniho séitance nalevo ma koten e?s’ (kofen s nejmensim argumentem). Zadny jiny
jmenovatel tento kofen nema, protoze podle predpokladu je dj; nejvétsi ze vsech diferenci. Pokud nyni

v rovnosti provedeme limitu pro x — edM , dostaneme napravo kone¢né ¢islo a nalevo soucet M — 1
koneénych ¢isel a (komplexniho) nekoneéna, které je limitou posledniho sé¢itance. To je ale spor. O

Véta 3.1.11. Oznacme jako r,, pocet zpusobu, jak zapsat ¢islo n € N jako soucet prirozengch cisel (bez
ohledu na poradi), kde séitance jsou rizné. Podobné oznacme jako l,, pocet zpusobu, jak zapsat ¢islon € N
jako soucet prirozenych éisel (bez ohledu na potadi), kde séitance jsou liché. Potom r, = l,.

Priklad. V nasledujicim seznamu moznosti zdpisu ¢isla 6 jsou pismenem L vyznaceny zdpisy pomoci
souc¢tu lichych ¢éisel a pismenem R zdpisy pomoci souctu ruznych cisel.

L6 = 1+14+14+1+1+1
6 = 1+14+1+1+2
6 = 1+1+2+2
6 = 24242

L6 = 1+14+143

R6 = 1+243

L6 = 3+3
6 = 1+1+4+4

R6 = 2+4

LR6 = 1+5

R6 = 6

Dukaz. Nejprve ukazeme, ze r, je koeficient u ™ v mocninné radé, ktera vznikne po roznésobeni vyrazu
o0
(14 z)(1+23)(1+2°)- H (14 2%) (3.1.7)

To je ale v podstaté vidét, protoze kazdy Clen v této mocninné radé je tvaru A - x% - x%2 . g% ... %M
kde M € N a ay,as, ...,aps jsou navzajem ruzné. Pokud méame pochybnosti o konvergenci nekonec¢ného
soucinu, muzeme jej zlogaritmovat:

lnﬁ(l—l—:ﬂk) = iln(ux’f) (3.1.8)
k=1 k=1

a pfil om
hl 1 + k

=1.
z—0 l’k

- o0
Rada (3.1.8) ma tedy stejny polomér konvergence jako fada > 2*, takze pro x € [0,1) konverguje. Proto

k=0
konverguje 1 puvodni produkt.
Déle plati, ze [,, je koeficient u 2™ ve vyrazu
A+z+a2+23+.) A+ +2+2°+ ) QA+ + 20 + 2% 4 . HZx(% Vi (3.1.9)

k=1 j=0
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Pro dané n totiz ™ vznikne vzdy jako soucin

3ky | p5ka . (2M—1)kn
)

Sxtt?
kde M € N a k; € Ny. To je ekvivalentn{ s rovnosti
n =ky+ 3ko + 5ks + ... + (2M — 1)k‘]\/[,

ktera vsak znamend jen to, ze n lze zapsat jako soucet lichych ¢isel

n=1+1+..+1+34+3+...+3+5+5+...+5+.. +2M-1)+(2M -1)+..+(2M -1).

ky-krét ko-krét ka-krét ke -kt

Pokud ovérime, ze oba vyrazy (3.1.7) a (3.1.9) jsou si rovny, bude to znamenat i r, = [,,. Ve vyrazu
(13.1.9) secteme sumy tvorici jednotlivé ¢initele, nebot’ se jedna o geometrické fady. Dostaneme tak celkem

oo

1
Il—= (3.1.10)
k=1

coZ se ma rovnat vyrazu
o0
H (142"
k=1

Pokud si rozepiseme

1— sz
142" =
e 1—ak’
tak potom uz je vidét, ze skutecné
(oo} oo
1— 2k 1
Hl—i—x Hl_mkznl_xqu’
k=1 k=1 k=1

protoze pravé viechny ¢leny se sudymi mocninami x se vykréti (to je paradox nekone¢ného soucinu...). O

Piiklad 3.1.12. Mgjme ¢isla a1 < a2 < ... < a,, € Z a uvazujme vsechny rozdily (a; — a;) , kde j > 4,
coz jsou v8echno pfirozena ¢isla. Potom fekneme, ze posloupnost aq, as, .., a,, tvoii dokonalé pravitko,
jestlize

(Vk, 1<k< (Z)) (3i,j €n)(a; —a; = k), (3.1.11)

tj. kdyz vSechna pfirozend ¢isla od 1 do (g) Ize vyjadrit jako rozdil vhodné dvojice ¢isel z posloupnosti
A1, A2, .., 0p.
Napiiklad pro n =4 je (;1) = 6 a posloupnost (0, 1,4, 6) tvoii dokonalé pravitko.

Véta 3.1.13. Pron > 5 dokonalé pravitko neexistuje.

Dukaz. T tuto vétu dokdzeme s pouzitim OPS. Necht’ n € N a posloupnost (aq, ...
pravitko. Definujme polynom

,ay) tvori dokonalé

A(z) = 2% + 2% 4+ .4 2%

a uvazujme soucin polynomi A(z)- A(z~1). Po prostém rozndsobenf vznikne celkem n? séitancii, piicemz
mezi nimi bude (g) = n(" D) paru tvaru z% % a z% % kde i # j (nebot’ tolika zpusoby lze vybrat dve
ruznd ¢isla z 1 bez ohledu na poradi), a zbylych n sc1tancu budou jednotky (2°).

7 vlastnosti dokonalého pravitka nalezneme kazdé ¢islo od 1 do (Z) jako rozdil a; — a; pro

néjaké i < j. Soucin A(z) - A(z71) je tedy roven

A) A == 1) |+ 276 42D 1t [0t 422 ()14 () (3.112)
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Cisla v rdmecku dohromady tvoii vyse zminénych n jednotek v roznasobeni souc¢inu. Ozna¢me nyni

N= (”)
2
Souéin (3.1.12)) bez konstanty n — 1 tvoii geometrickou fadu, kterou se¢teme podle zndmého vzorce, kdyz
vytkneme z7*:

2N+1_1 N+1 _ _N-—1
AR A == D4+ N e = - )+
z—1 22 —z 2
Pokud nyni dosadime specidlné z = e'?, dostaneme
. . oi?(N+3) _ o=iv(N+3) sinh (ip (N + 3)) sin (¢ (N +3))
A(e?)A(e ) =(n—1 v v = (n-1 220 = (n—1)+—"—~ 277
() ACT) =Dt R N (D LAY O

Cisla e'? a e~ jsou viak komplexné sdruzend, takze plati i A (e_w) = A (&%), a tedy
A() A7) = [A(E)]* 2 0.
Pro kazdé ¢ tak musi platit

sin (gp (N + %)) >0

()

A (ei"’) A (e_i“’) =n-1)+

Z této nerovnosti jiz ziskdme omezeni na n. Jinymi slovy ukazeme, ze pro n > 5 jiz tato nerovnost neplati.
Zvolme ¢ tak, aby sin (cp (N + %)) =—1,tj. ¢ (N + %) = %7‘(, takze

B %7‘(’ B %ﬂ' _ 3T
SD_N+%_M+l_TL2—TL+1.

I pro toto ¢ musi postupné platit

1
('fl—l)— . 3T Z 07
sin 2(n?2—n+1)
3T 1
n——m————— >
Sm?(rﬂ—n—!—l) - a1
3T 1
— >
2(n?2—-n+1) — n-1
3 n?—n+1 1
B A L i
2 = a1 ntLTT
<~
~4.71

pricemz jsme vyuzili, ze x > sinx pro x € (O, g) Je vsak vidét, ze pro n > 5 jiz tato nerovnost splnéna
neni. O

Priklad 3.1.14. Méjme naméfend data dy,...,dy—1 a hledejme hodnoty neznamé veli¢iny yq, ..., yn—1,
jestlize je znam rekurentni vztah

ayi+1 +by; +cyi—1 = d; Vi=1,2,3,....N—1 (3113)

a hodnoty (okrajové podminky) yo, yn. Koeficienty a, b, ¢ jsou zndmé a predpokladame a, ¢ # 0, jinak by
byla tloha trividlni.
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Definujme polynomy

N—-1
D(z) = Zdixz,

i=1

N-1
Y(z) = yix’

Nyni véechny rovnosti (3.1.13)) vynédsobime 2’ a se¢teme pies i od 1 do N — 1. Dostaneme
N—-1 N—-1 N—-1
a Z Yir12" + b Z Yzt + ¢ Z yi—1x' = D(x).
i=1 i=1 i=1

Podle definice polynomu Y (z) lze tuto rovnost déle piepsat na

% (Y(z) — iz +yna™) + bY (z) + cz (Y (z) — yn—12" ' +yo) = D(2).

Celou rovnost vyndsobime z a po vytknut{ Y (x) dostaneme
Y (x) (a + bx + ch) =x (ay1 +eyn_12N + D(z) — ayna™ "t — cyoa:) .

Necht’ .75 jsou kofeny rovnice cz? 4+ bx + a = 0, pro jednoduchost rizné. Potom plati

0 = ayi+eyn_1rd +D(r1) —aynry ' — eyori,
0 = ayi+cyn_1ry + D(r2) —aynrd ' — eyora,

coz je soustava dvou linearnich rovnic pro y; a yy_1 s determinantem

N
o Ao
a cry

protoze r1 # r9. Jejim feSenim ziskdme hodnoty y1,yn—_1 a dospéjeme tedy ke stejné iloze, avsak pouze
pro (N — 1) — 2 nezndmych ys, ..., ynv—2. Rozmyslete si, co se stane, kdyz r1 = rs.
3.2 Exponencialni generujici funkce

Definice 3.2.1. Necht' z € C, (a,),—, je ¢selnd posloupnost. Radou s exponencialni generujici
funkci (angl. exponential generating function, EGF) rozumime ¢iselnou fadu

n
k=0

Soucet této fady nazyvame (exponencidlni) generujici funkci. Korespondenci posloupnosti koeficientu
fady a pifslusné exponencidlni generujci funkce f(z) zapisujeme jako

E

a
n
2"
!

3

(an)nZo 75 1(2).
Pozndmka. Srovname-li definice[3.1.3]a[3:2.1] vSimneme si ur¢ité inkonzistence v ndzvoslovi. Definice[3.1.1]
udédva nézev pro fadu, ale definice [3.2.1] hovorf spiSe o jeji generujici funkei. Tento rozpor je dédictvim
prednésky, kde jsme ve skutecnosti zadné formalni definice neméli a hovofili jsme o obycCejnych generu-
jicich funkeich (angl. ordinary power series, OPS) a o exponencidlnich generujicich funkeich, které jsme
oznacovali jako EGF. Zéjemci o korektni (a/nebo obvyklé) oznaceni jej budou muset hledat v literatufe.

Priklad.

n
(152 P e =30
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3.2.1 Pravidla pro pocitani s EGF
Jestlize
(an)pzg 225 F(2), (bn)ig == g(2),

tak potom lze odvodit nasledujici vztahy:

1. Pro posunuti indexu o 1 plati

protoze
> a > a > a
/ _ Yn  n-1 _ n n—1 n+1l _n
flle)=2_ e _Z(n_l)lz = ol
n=1 n=1 n=0
2. Pro néasobeni indexem plati
EGF
(nan),—g 2f'(2)},
protoze
a 1 (n-ay)
/ _ Yn  n-—1 “Un) n
f(Z)—Zn'”Z = 2% !
n=1 n—=

3. Pro ndsobeni mocninou konstanty plati zfejmeé (stejné jako u OPS)

("an)rg BGE, flcz) |

4. Ziejmé plati

(an £ b))y o5 f(2) £9(2) |

5. Podle vzorce pro nasobeni mocninnych fad plati

(Z () b)@@_ EOE, f(2)g(e) |

k=0

protoze

n=0 n=0 n=0 k=0

(

6. Speciélné pro volbu b, =1 je g(z) = €*, a tak

| akbn,k z .

X b [ ~ar bn_ I B n!
(o) (She) - (S-S [ s
>

(3.2.1)

(3.2.2)
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3.2.2 Jednoduchy priklad

Pozndmka. Je ziejmé, ze pouziti generujicich funkeci je podminéno nenulovym polomérem konvergence
piislusnych tad. Jak jiz bylo fec¢eno, v kombinatorickych lohach zpravidla hleddme posloupnost koefi-
cienttt (an),— . Tuto posloupnost sice nezndme, ale v mnoha pifpadech jsme schopni ji néjakym zptisobem
odhadnout, takze muzeme zdola odhadnout i polomér konvergence.

Kritériem rozhodovéani, zda pro feSeni dané tlohy pouzit OPS ¢i EGF, muze byt pravé fakt, ze EGF
pripousti{ pomalejsi kleséni posloupnosti a,, (o faktor n!) pfi zachovani stejného poloméru konvergence.
Pii rozhodovani nam mnohdy pomuze téz ,,typ* ulohy - napiiklad nasledujici dloha vybizi k pouziti EGF,
nebot’ jeji zadani v mnohém pfipomina pravidlo .

Piiklad 3.2.2. Vypocitejte soucet
n
_ Y12
5, =3 ( k) .
k=0
Vyjdéme z posloupnosti (1), , a pouzivejme postupné pravidla z ¢dsti

oo EGF 2

€7,

)
(n-1)>, Z9E5 e,
)

© o EGE L (ef 4 ze?) = (z+2%) €,

i (EGp) == vone
k n=0

Podle posledniho fadku plati
Z Snz" = (z + 22) e,

nl

= n
Najdeme-li tedy rozvoj funkce (z + 22) e?* do mocninné fady, budeme schopni vyjadiit koeficienty S,,.
Rozvoj sestrojime sikovné, nebot’ nam postaci znalost rozvoje e, ktery vynasobime polynomem (z + 22),

takze vysledek bude stidle mocninna rada.

o 1 & on o on & 2n71 e 27172
2 2z 2 n o __ n+1 n+2 _ n n
n=0 n=0 n=0 n=2 n=2
oo gn-1 _.
n=1 (n—1)1 7
Z uvedeného vztahu je uz vidét, ze S; =1 a
Sn B 2n—1 N 2n—2
nl (n—=1)! (n—-2)
S, = mn2" ' 4nn-—1)2"2

3.2.3 Bernoulliova ¢isla

Definice 3.2.3. Bernoulliovymi ¢&isly rozumime posloupnost (Bn)flo:o, pro niz plati

o0 EGF z
By, _, —— .
( )nf[) ez — 1

Pozndmka 3.2.4. Zabyvejme se korektnosti definice By, tj. je-li mozné psét funkci f(z) = %5 jako soucet
mocninné fady. Nejprve se podivejme na kofeny jmenovatele. Jestlize vyjadiime z jako z = ip, muzeme
feSit rovnici
e = 1, tj.
cosp+ising = 1,
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kterd ma feseni ¢ = 2k, neboli z = 2kwi, kde k € Z. V bodé zy = 0 (k = 0) plati

z

=1

lim

z—zo €% — 1 ’

a v tomto bodeé je tedy odstranitelnd nespojitost funkce f. Pro k € Z\ {0} a zp = 2kmi vsak plati

z

= 00,
z—zo €% — 1

pricemz nejblize nule jsou body £2mi. Jiné singuldrni body funkce f neméa. To znamend, Ze je holomorfni
na kruhu se stiedem v bodé 0 a s polomérem 27 a jeji Laurentuv rozvoj v bodé 0 ma tedy jen regularni
¢ast - je to pifmo Tayloriv rozvoj. Proto lze skutecné funkci z*5 rozvinout do mocninné fady (v bodé
0) a polomeér konvergence této fady je 2w (nebot’ to je vzdélenost k nejblizsimu singuldrnimu bodu).

V nésledujicim se budeme snazit najit hodnoty B,,. Podle definice po vyndsobeni (e* — 1) platﬂ

oo

= n! = nl
———
er—1

Po tpravé dostaneme

Bn oo 1
1:ZH2 Zomz

n=0

Podle vzorce pro sou¢in mocninnych rad muzeme dale upravit na
o0 n o0
By, 1
1:5 < >z”=§ cn 2"
| — | ’
=\ k! (n—k+1)! o

ale to neni nic jiného nez rozvoj ,funkce* g(z) = 1 do mocninné fady. Protoze koeficienty rozvoje jsou
jednoznacné, plati

co=By = 1,
", By 1
n: —_—— = 0, N.
¢ K (n—k+ 1) "e

Po vyndsobeni posledni rovnosti ¢islem n! piejde tato rovnost na elegantnéjsi tvar
n
n+1
By = 0.
> (" )m
k=0
S pomoci tohoto vztahu jsme schopni rekurzivné vypocitat prvky posloupnosti (B, ):
e B = —% zjistime ze vztahu (g) By + (f)Bl =0,
e By = % vypocitdme z rovnosti (S)BO + (‘;’) By + @)Bg =0,

a takto muzeme pokracovat. Prvnich 16 ¢lent posloupnosti (B,,) mé ndsledujici hodnoty:

n 0] 1 213 4 51 6 |7
By [[1] -2 [2]0]-5]0[5]0
8 9110 | 11 12 13114 | 15 16
—a [0 g [0 [ —om 0] [0]-F7
20d tohoto okamziku jsme se zbavili odstranitelné nespojitosti funkce f(z) = ezil v bodé 0. Pokud v bodé 0 dodefinu-

jeme funkci f jeji limitou, tj. ¢islem 1, tak je koeficient Bg v rozvoji funkce f do mocninné fady roven jedné, nebot’ to je
pravé funkéni hodnota v bodé 0. Jak uvidime, po odstranéni zlomku k tomuto vysledku dojdeme i jinak.
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Hodnoty B,, se méni na prvni pohled chaoticky a explicitni vyjadieni ¢lent posloupnosti B,, nevypadd
jednoduse. My se o néj ani pokouset nebudeme. Podle hodnot v tabulce vsak muzeme piedpoklddat, ze

Byy+1 =0pron > 1.

To je z definice B,, ekvivalentni vztahu

i 1 Lot suds i
= — =z sude mocniny z.
o —1 2 N

Abychom jej dokézali, staci ukdzat, ze funkce f(z) = =%

rovnost f(z) = f(—z) nebo provést ipravu f(z) na tvar

+ %z je sudé. To skutecné plati, muzeme ovérit

z z 2+ezflizez+17

z
172 “2e-1) 2e-1 2

% —_Z
z+e j:icoth(i>,
2 —e" 2 2 2

z nejz je jiz sudost funkce f zrejma.

Véta 3.2.5. (Bernoulli)
Necht’ m € N. Potom plati

n—1 . 1 m m+1 .
2k =g e (")

=0

Piiklad. Pro m = 2 mame znamy vzorecek

- 1
Zkz = 6n(n+1)(2n+1), tj.
k=0
n—1 1
Z K = B(H —1)n(2n —1)
k=0
a podle Bernoulliovy véty vychéazi
§k2 _1 Bon®+3 By n*+3 By n | = 1n n? — §n—i— A 1n (2n* —3n+1) = 171(71—1)(271—1)
P 3 —~— —~~ 3 202 6 6 '
- 1 1
~3 5

Diikaz. Definujeme
n—1
Sp(m) = Z E™
k=0

a hleddme tedy hodnotu S, (m). Uvazujme posloupnost (S,(m)),-_, pro index m (!!) jako posloupnost
koeficientu rady s EGF. Postupné upravujeme:

m
' 7

. BoE oo Sn m) . [e%e} 1 n—1 . . n—1 oo ks
(Sulm)) oy 295 3 ), Znﬂ(};)k ) S

m=0 m=0 k=0 m=0

.. napravo mame kone¢nou geometrickou fadu, kterou muzeme seéist ...

e —1 z e —1
e?—1 e*—1 z

=’ ferte¥ 4. elrz =
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. zkratime a posuneme indexy ...

By nitly

— "k L
| Z ; |

= k! — (i+1)!

... pouzijeme vzorec pro ndsobeni mocninnych rad, pficemz vnéjsi s¢itaci index zvolime jako m ...

o0 m -
_ 3 By nm
il — |
= \= ! (m—yj+1)!
. . _ (m41)!
... nakonec vynasobime 1 = Wlmt) & dostaneme ...
o0 m
SPOE T D ol (e T B
| i :
L=yt \m+ 1 = j
Sn(m)

Na konci mdme opét mocninnou fadu s EGF a v zdvorce tak vystupuje pravé koeficient S, (m). Plati
tedy

1 ’”<m+1
J

n—1
m __ _ am—7+1
k=0 7=0

Odhady Bernoulliovych ¢isel

Jak jsme si fekli, fada ZZOZO ]‘2 2" ma polomér konvergence p = 27. Podle vzorce z matematické analyzy

na vypocet p mame tedy

2r =

1
limsup ¢/ %‘

n—00

1
o’

S pomoci obou vlastnosti limes superiorﬁ muzeme odhadnout absolutni hodnotu B,, shora i zdola:

1. Pro kazdé € > 0 plati od jistého ng pocinaje

N
|
+
5

1 n
m

3Pfipomenuti pojm@i z matematické analyzy: A € R U {£oo} je hromadnd hodnota redlné posloupnosti (A,),
pravé kdyz existuje z ni vybrand posloupnost takova, ze lim, oo Ag, = A. Kazda &iselnd posloupnost mé hromadnou
hodnotu. Mnozina hromadnych hodnot posloupnosti ma nejmensi a nejvétsi prvek. Limes superior je nejvétsi hromadnd
hodnota posloupnosti.

7 téchto definic a tvrzeni plynou dvé vlastnosti limes superior. limsup,, _, ., An = A, pravé kdyz:

1. Pro kazdé € je jen kone¢né mnoho prvku vétsich nez A + ¢, tj. (Ve > 0) (3ng) (Vn > no) (An < A+¢).
2. Pro kazdé e existuje nekoneéné mnoho prvkl vétsich nez A — ¢, tj. (Ve > 0) (Joon) (A, > A —€).
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2. Pro kazdé € > 0 plati pro nekone¢né mnoho n odhad

1 n
B (L)
™

Ukéazeme, ze vhodnym postupem lze zjistit nejen odhad shora a zdola, ale ze lze pro kazdé B,, nalézt i
jeho pfibliznou hodnotu, tj. ¢islo, které se mu blizi. Nejprve pripomenme, ze funkce komplexni proménné
f(2) ma v singuldrnim bodé zy pdl p-tého stupné, préavé kdyz pro koeficienty jejtho Laurentova rozvoje v
bodé zy plati a_, # 0 a a,, = 0 pro n < —p. To je ekvivalentni s existenci kone¢né limity

lim f(z2)-(z —20)" € C\{0}.

z—20

Konkrétné stupen péli funkce f(z) = %5 v bodech £2mi je 1, protoze pomoci ’'Hospitalova pravidla
vypocitame

22 — 2miz . 2z —2m

—2mi) = lim — =1 —— =2mi=a_1 = i f.
e e
Analogicky pro z — —2mi vyjde limita a_q = —2mi. M4-li vsak (néjakd) funkce f v bodé zg pdl stupné

1, jeji Laurentuv rozvoj v tomto bodé méa tvar

a_
f(z)= L fao+a (z—20) + ..oy
Z— 20
takze funkce f(2) — Za:;o m4 rozZvoj
a_1 o _
f(z) e ap+ a1 (z—2z) + ...

a je tedy holomorfni v bodé zy. Z toho plyne, ze funkce

g(z) = —= ( 2mi —2m'>

er —1 2 —2mi | 2+ 2mi

—1. ¢leny rozvoje v bodech +27wi

je holomorfni v bodech 4274 a tim padem je holomorfni na kruhu se stfedem v nule o poloméru 4=, nebot’
dalsf singuldrnf body funkce _*5 jsou £4mi. Jeji Laurentiv rozvoj v bodé 0 je rozvojem do mocninné
fady s polomérem konvergence 4.

Tato skuteénost ndm umozni ziskat pfiblizné hodnoty Bernoulliovych &isel. Nejprve upravime

z 9 2+ 27t z 872 z 9 1
— 271
e — 1 22 4+ 472

g(z) =

= 4 = + 7
e*—1 224472 e -1 1+%

takze posledni zlomek je ve tvaru souctu geometrické fady s kvocientem fé. Celou funkei g(z) nyni

snadno rozvineme do fady, pficemz jesté vyuzijeme, Ze liché ¢leny posloupnosti B,, po¢inaje B3 jsou rovny

nule.
1 = Ban = (_1)n 2 1 = Ban (‘Dn 2
g(z)z—fz—kg 'z"—|—2g an":—fz—i—g T+ 22— z2°".
2, = (2n)! o (472) 2 — (2n)! (472)
Tt azn

Tato fada méa polomér konvergence p = 47w. Nyni odhadneme B,, zcela stejnym postupem, jako jsme
to jiz jednou udélali. Plati

Bon . (—1)"
o)t 2|

n—oo n—oo n—oo

1
= limsup V/|a,| = limsup */|ag,| = lim sup 2T\L/
7T
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Vyuzijeme jen prvni vlastnosti limes superior, tj. ze pro kazdé ¢ > 0 plati od jistého ng pocinaje

20| Ba2n (-1)" 1

\/(2n)!+2(47r2)" S m e
B2n (_1)n i 2n
‘<2n>! (am2y| = (4H5> '

Posledni vztah vlastné odhaduje vzdéalenost ¢isla gi";! od cisla —2%. Proto muzeme napsat

- _2((;2)): +0 ((4; +s>2n>

a definovat posloupnost Cs,, jako posloupnost pfibliznych hodnot Bs, vztahem

B2n
(2n)!

an = -2 (2’/1)'(2_7:2)):

Nasledujici tabulka udava srovnani skuteénych hodnot B,, a jejich odhadi:

o 2 1 6 8 10 12 11 16
Ban i | o-m | o = =
Ba, ~ || 0166 | —0.0333 | 0.0238 | —0.03333 | 0.07575 | —0.25311 | 1.166666 | —7.092156
Can ~ || 0.10132 | —0.03079 | 0.0234 | —0.03319 | 0.07568 | —0.25305 | 1.166595 | —7.092048

Pozndmka. Posloupnost Cs,, pro n — oo nekonverguje k Bs,, pro dalsi ¢leny by uz rozdily mezi B, a
Cyy, rostly. To neni prekvapenim, protoze odhad rozdilu je

(2n)!0 ((4; - s) 2n> 2% +oo.

Pokud bychom chtéli ziskat presnéjsi odhady Bs,,, mohli bychom ode¢tenim potiebnych ¢lent vyrobit
funkci, kterou lze rozvinout do mocninné fady s polomérem konvergence 2km > 4.

3.2.4 Invertovaci formule

Véta 3.2.6. Necht’ (an),— o, (bn)pro jsou dvé posloupnosti, necht’ Vn € N\ {0} je

I

k=0

b, = (Z) ag (—1)n_k .
k=0

Poznamka. Je ziejmé, proC se tato véta nazyva invertovaci formule. Udava totiz vyjadieni ¢lenu b,
pomoci a, pii znalosti vyjadieni a,, pomoci b,. Podobnych invertovacich formuli je vice.

Potom

Dukaz. Dokézat tuto vétu s pouzitim EGF je snadné. Uvazujme nésledujici EGF:

(an)iey 255 A(2),
(ba)oZy =5 B(2).
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Podle pravidla (3.2.2)) plati

Zn: (Z) b | 25 e B(2).

k=0
——

an

Dostévame tedy vztah A(z) = e*B(z). Zpétné vyjddifme B(z) = e * A(z) a provedeme rozvoj funkce e™*

do mocninné fady. Dojdeme tak k rovnosti

) (_nll) Y %Z” =e¢*A(2) = B(2) =)
| n=0

n=0 n=0

E

b
n
!Z.

3

Vynésobime fady podle sou¢inového vzorce a ziskdme

. - ag (_1)71*’@ n = b’ﬂ n
S (yu e
k! (n—k)! n!
n=0 \k=0

Porovnanim koeficientii potom dostaneme

n ai (_1)n—k B bl
= k! (n—k)! n!’
3 (Z ar (-1)"* = b,

Pouziti invertovaci formule
Oznacme d,, pocet permutac{ 7 na mnoziné {1,2,...,n}, které nemaji pevny bod, tj. plati pro né
(Vk e n) (n(k) £ k).
Plati
e dy =0,
e dy =1 (pouze permutace 2,1),
e d3 =2 (permutace 2,3,1 a 3,1,2).

Snadno se odvodi néasledujici rekurentni vztah.

W=dy+n-dy 1+ Vdyot ot Vdprto+ " Vdo+( " Vdy+1.
2 k n—2 n—1

Vsechny permutace mnoziny 7 1ze totiz rozdélit na permutace bez pevného bodu (téch je d,,), permutace
s jednim pevnym bodem (téch je n - d,,), permutace s dvéma pevnymi body atd. Obecné permutaci s k
pevnymi body je (Z) dn_x, protoze pevné body lze vybrat (Z) zpusoby a zbytek je permutace n — k Cisel
bez pevného bodu, kterou lze vybrat d,_j zpusoby). S pouzitim rovnosti

(1) =)

a s dodefinovanim dg := 1 lze tento vztah upravit na

n! = (Z)dn + (nﬁ 1)dn_1 T (’f)dl + (g)do - kzn:_o (Z)dk.
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Potom muzeme aplikovat invertovaci formuli, takze lze postupné upravovat:

n n

dn—z<k>k' Z o= 1)"'“—"!;”:_0,3!(

k=0

Col k- s
.. vyuzijeme > 77 & (=1)" = e”! a piepfSeme na ...

00 k
_ 1 (-1)
=nlle " — Z X

k=n+1

———
R

Nyni aplikujeme Leibnizovo kritérium, které tika, ze zbytek R po alternujici fadé je v absolutni hodnoté

mensi nebo roven nez prvni zanedbany ¢len, v nasem ptipadé )l +1)' Plati tedy
d, =nle ! —nlR,
kde n!|R| < 4= < 3 pro n > 2. Lze tedy napsat, ze d, = nle™! — ¢, kde |e| < 3, neboli € € (—3,3).

Déle upravune na n'e =d, + ¢, a tedy
., 1 .
nle™" + 3= dp + €,

kde € € (0,1). Protoze d,, € N, tak pokud vezmeme celou ¢ést levé i pravé strany této rovnosti, dostaneme
explicitni vyjadfeni pro d,:

mqt;] = [dp + €] = dp.

3.2.5 Stirlingova cisla

Definice 3.2.7. Necht’ n > k > 1. Stirlingovo &islo (druhého druhu)

i

definujeme jako pocet rozkladu mnoziny 7 na k neprazdnych podmnozin.

HE

protoze rozklady mnoziny {1, 2, 3,4} na dvé neprdzdné podmnoziny mohou byt ’ 1 | 234 ‘, ’ 2 | 134 ‘, ’ 3 | 124 ‘,

Priklad.

Poznamka 3.2.8. Ziejmé {’f} =1, {Z} = 1. Déle

protoze kdyz mnozinu n rozdélujeme na dvé neprazdné podmnoziny, tak z ni vybereme libovolnou
podmnozinu kromé @) a 7 (a takovych podmnozin je 2" — 2). Druhou podmnozinu pak tvoii zbytek.
Vysledny pocet délime dvéma, nebot’ na poradi podmnozin (kterd je ta prvni a kterd ta druhd)
nezalezi.
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{nnl} - <Z>

protoze pocet rozkladu 7 na n — 1 neprazdnych podmnozin odpovida poctu dvouprvkovych podm-
nozin 7 (préavé jedna podmnozina v rozkladu mé totiz dva prvky).

Pozndamka 3.2.9. Je ztejmé, ze v rozkladu mnoziny n plati pravé jedno z néasledujicich tvrzent:
e Bud’ prvek n tvoii jednoprvkovou podmnozinu,
e nebo prvek n patii do néjaké viceprvkové podmnoziny mnoziny 7.

Podle této tvahy lze sestavit nédsledujici rekurentni vztah:

{Z}{Z:i%k{n;l} (3.23)

{Z:} } je totiz pocet rozkladu, kde n je ,zvlast™ v jednoprvkové mnoziné a k{";l} je pocet rozkladu,

kdy n ,pfihodime* do jedné z k neprazdnych podmnozin z rozkladu n/;\l, takze vznikne viceprvkova
podmnozina.
Vzpomenme si na obdobny vztah, ktery plati pro kombinaéni ¢isla:

-G+

Definice 3.2.10. Pro n, k € Z rozsitujeme definici Stirlingova ¢isla takto:

0 pron <k nebo k <0,
{Z}z 0 prok=0an#0,
1 pron=£k=0.

V tom piipadé plat{ vztah (3.2.3)) pro kazdé n,k € Z kromé n = k = 0.
Nyni najdeme explicitni vyjadieni Stirlingova ¢isla. Necht’ k£ > 0. Potom definujeme mocninnou fadu

Bi(z) =Y {Z}x”

neZ
a nasim cilem tedy opét bude najit jeji koeficienty. Podotknéme, ze

1. By je skuteéné mocninnd fada, protoze podle rozsitené definice Stirlingovych ¢isel plati ), {Z}x" =
Sk {i}=". Rozsah scitactho indexu n € Z vsak bude velmi sikovny pii manipulaci se sumami.

2. Opét podle definice [3.2.10| plati By(z) = 1.

Nyni pouzijeme rovnost (3.2.3) a dosadime do definice By. Pfitom s vyhodou vyuzivdme rozsah indexu

n € Z.
—1 —1
e Gy
nez nez
Z toho vyjadiime
x
B = By
k(@) = 7 Br-1(2)

a postupnym dosazovanim By_1(z), Bi—2(z),... dostaneme

T T T T x $k

By (z)

= . . 1. .
l—kzr 1—-(k-1Dz 1—-(k—-2)z 1-2zl-=x \6 (1—-2)1—-2z) (1 —kx)
B()ZL’
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Jestlize tuto (generujici) funkci rozvineme do mocninné fady, tak koeficient u ™ bude diky jednoznaénosti
rozvoje praveé {Z} Abychom byli schopni rozvoj provést, rozlozime nejprve funkci By (x)/z* na parcidlni
zlomky. Obecné mé tento rozklad tvar

1 aq g g

O—o(-20) - (0—ke) 1-z 1-2¢ " FTi

(3.2.4)

Nyni je tieba nalézt koeficienty o;. Zvolme si konkrétni j € k. Rovnost l) vynéasobime vyrazem
(1 — jx) a poté dosadime z = % Dostaneme

1
(1=z)1-22)---(1-0G-D2)A =G+ 1Dz)--- (1 - kz)
1

6D () 65600

Pokud nynf rozsfifme zlomek nalevo vyrazem j*~1 tak, ze kazdou zévorku ve jmenovateli vyndsobime j,
dostaneme

ij.

it _irent
G- =22 1-(=1)-(=2)--(G—k) k=5
(G=1! (k=f)N(=1)*7
Koeficienty a; jsme tedy ziskali. Rozvoje jednotlivych zlomki ;—— jsou pfitom snadné, jednd se totiz o

sou¢ty geometrickych fad s kvocienty jx. Cely rozvoj By (x) tedy Je

Koeficient u 2" je tedy
: k J k Jn k J k §n k J
[y ft sy Ly S
J:1 J:1 JZO

Pozndmka. Explicitni vzorec pro {Z} byl odvozen za pouziti rozsitené definice|3.2.10} a proto tuto definici
spliiuje. Jen pro zajimavost tak naptiklad vime, ze

13 _0_§:j13(—1)19‘j
19 _j:1 G119 — )

3.2.6 Bellova c¢isla

Definice 3.2.11. Pro n € Ny definujeme Bellovo ¢&islo b,, jako

b :Z{Z}-

k>0
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Pozndmka. Plati bg =1 a pron > 0 je

- {1

rovno poctu ruznych relaci ekvivalence, které mohou existovat na n-prvkové mnoziné. To je ziejmé,
protoze kazdd ekvivalence rozdéluje n-prvkovou mnozinu na tifdy ekvivalence, tj. na néjaky pocet (k)
neprazdnych podmnozin.

Priiklad 3.2.12. Pocet ruznych ekvivalenci na 4-prvkové mnoziné je 15. Podle poznamky umime

totiz vypocitat
4 4 4 4
w={i}+ o)+ o)+ (o] e o=

Podivejme se, jak dokdzeme vyjadiit b, po dosazeni explicitniho vzorce pro {Z} Plati

El-E0-EES

k>0 k=0

kJ
)_

bk,j

"=
J!

\,./

.. pouzijeme pravidlo pro sou¢in mocninnych tad ...

4" i(—nl It Nt
= 4! l! e 4! e 4! "

=0 7=0

Tento tvar b,, se ndm bude hodit v nasledujici véteé.

Véta 3.2.13. Oznacme

Potom plati

tj.

Diikaz. Do definice B(z) dosadime pravé vypocitanou hodnotu b,, a upravujeme.

o0 nn 100 o0 »7
RS R D3 PN D3t
\W_/

()

I (2)" 11 1ez_ez7
Tl gi el e e

n=0
——
eiz

.

Poznamenejme, ze vysledek je koneéné ¢islo. To spolu s konecnosti sumy () ospravedliiuje zdménu sum
v prvnim radku. [

Pomoci predchozi véty odvodime rekurentni vztah pro vypocet b,. Vyjdeme ze vztahu
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ktery zlogaritmujeme a néasledné zderivujeme:

b
ef—-1 = an—T;z",
n!

e = —
5 byon
n:
n=0
7’ e ~ 7. n z 7. .
Nyni vyjadiime e* = > 2y a vynasobime jmenovatelem:

mbnn Ooln °°bn n
(Zhe) (Sa) Sl

Pouzijeme vzorec pro ndsobeni mocninnych fad:

[e%S) n bk 1 > [e%S) bn+1
> =y 2"
— (k—o k! (n—k)! n!

n=0

Nakonec porovname koeficienty u obou mocninnych fad. Plati tedy

bn+1 _ = bk 1
n! szk' (n— k)’
bn+1 = Z()
k=0
Priklad.
b = 1
0
by, = <0)-b0:1~1:1
by = L by + ! bhp=1-141-1=2
2 = 0 0 1 1 — -
2 2 2
by — (O)-b0+<1)-b1+<2)-b2:1-1+2-1+1-2:5
by — <g).bo+<ff).bl+<2).b2+<§>.b3:1.1+3~1+3-2+1-5:15.

Cislo by jsme jiz vypoéitali z definice pomoci Stirlingovych éisel v pifkladu [3.2.12

Pozndmka 3.2.14. Vime, ze b,, je pocet ekvivalenci na mnoziné 7. Nasledujici kombinatorickou tlohou je
mozné ziskat explicitni vzorec pro vypocet b,,.

Uvazujme ekvivalence provadéjicich rozklad n na k tiid. Necht’ tyto tiidy maji I1,lo, ..., prvku,
piicemz samoziejme [; > 1 a Z§=1 l; = n. Pocet takovych ekvivalenci je

l n n—1In n—1I0—1I H—Zf;fl] n_zzc;lllj
k1, Iy A lh1 Ui ’
S ———
(1F)=1

coz je celkem ziejmé. Clen % vyjadfuje, Ze na poradi (postupného) vybéru tiid ekvivalence nezédlezi. Pocet
vSech ekvivalenci s k tfidami je tedy

Z 1(n\(n—bL\(n—l—l) n_Z?;lQlj
R\ Iy ls lk—1
1;>1, jek

> li=n
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a celkovy pocet ekvivalenci je potom ziejmé
n k—2
b :Z Z l n n—h n—ll—lg n—zjzllj
" kI lo I3 lk—1 ’

Jak je vidét, pro vypocet b, se tento vzorec nehodi. S jeho pomoci bychom vsak byli schopni dokézat
vétu [3:2:13] pokud bychom vyuzili skldddni generujicich funkci.

3.2.7 Skladani generujicich funkci

Méjme mocninné fady s EGF

_ S h 224
_ gO 92 2
G(z) = o —|— =z+ o7 + ...

a zajimejme se, jakou posloupnosti je uréena fada se slozenou exponencidlni generujici funkei F(G(z)).
Pokud dosadime z praveé rozepsanych vztahu, dostaneme
_fo N 92 2 f2 92 o 2
F(G(z))—a—l- (0' +— e TE A )+—(0| +— T +) + ...
V této (zfejmeé opét) mocninné fadé bychom tedy chtéli ziskat koeficient u 2™.
Nejprve si uvédomime, Ze uz nulty koeficient (u 2%) je nekoneénd éiselnd rada

fo  figo  f2/90\?
ot (o) e

a volbou hodnoty proménné z nelze ovlivnit jejl konvergen01 Proto v nasledujicim uvazujeme pouze
takové EGF, pro néz gy = 0. Koeficient u z° je potom zreJme = fo-
Abychom ziskali koeficient u z™ |pro n > 1| uvazme, Ze nejmensi mocnina v kazdé zdvorce je z a
zavorky jsou postupné umociovany na 0,1, 2,3, .... V kazdém ¢lenu
k
&'<91 92 2+...)

AT T

je tedy nejmensi mocnina po roznasobeni z*. Z toho plyne, ze koeficient u 2" muzeme hledat rozné-
sobovanim pouze prvnich n zavorek, vyssi mocniny na néj nemaji vliv.
Vezméme si znovu k-ty Clen soucinové fady, tj. ¢len

ft (9 92 o o f (o 92 2 g1 92 o 92 2
H'<1' 2+ Tz +) _E'(ll 2+ 3z +) (1' 2+ Tz +) (1' 2+ 52 +)

k-kréat

Aby v néjakém ¢lenu po roznasobeni zavorek vzniklo z™, musi se Vj € k mezi sebou nédsobit ¢leny (j-ty
¢len pochdzi z j-té zévorky)

pro néz plati
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a samoziejmé [; > 1. Koeficient u 2" vznikne jako soucet soucinii pfes vSechny mozné vybéry clent v
jednotlivych zavorkéach. Tento koeficient je tedy roven

n
= fr g, G, 9u,
fin = > WX W
=1 1;>1, jek

suma pres n prvnich ¢lenu

Elj:n

koeficient vznikly z k-tého ¢lenu

Podle definice EGF je
oo
EGF a
(a"n)zo:O - ﬁzn7
n=0
takze muzeme shrnout

()i = (ntha) 25 P(G(2)).

Nyni dosadimé h,, = nlh, a pouzijeme rovnost

n! o\ [(n—=UL\[(n—1—1 n—Z?;lllj
Wl -\ )\ b ls I ’

kterou 1ze snadno ovéfit. Dostaneme tak konecné vyjadieni koeficientu posloupnosti pfislusné generujici
funkci F(G(z)):

S 01 (0 G S0 B G807 IS

AN Iy I3 Iy
1 4;>1, jek

2 li=n

Priklad. Vrat'me se nyn{ k pozndmce [3.2.14] Uvazujme mocninné fady

EGF 1
Wy =55 Fla) =) —"=¢,
n=0
0 EGF 1,
W7, 25 G =) 2t =e -
n=1"

Potom exponencidln{ generujici funkce F(G(z)) = e¢ ~! m4 podle (3.2.5)) koeficienty

- 1 n Tl*ll nfllflg H*Zk:flj
b, = — L. Jj=
=2 k! 2 i <51)< Iz ) ( I3 > ( le—1 ’
k=1 1;>1, jek
Zl]‘:’ﬂ

tedy pfimo Bellova ¢isla. Tim jsme alternativnim zpusobem dokazali vétu [3.2.13

Piiklad 3.2.15. Urcete d,, :=pocet 2—regulérn1’c}ﬁ grafii na n vrcholech.
Najdeme jednoduchy rekurentni vztah pro vypocet d,. Reseni se bude skladat ze tii kroku:

1. Z kombinatorické tvahy sestavime slozity explicitni vzorec pro vypocet d,,.

2. Vzorec upravime na tvar odpovidajici tvaru ¢lenu posloupnosti, ktera prislusi urcité slozené EGF,
a tuto EGF vypocitame.

3. Podobné jako u Bellovych ¢isel z EGF odvodime rekurentni vztah.

4G = (V, E) je r-regularni, pravé kdyz (Vv € V) (dg(v) = r).
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Krok 1. Lze si snadno rozmyslet, ze 2-regularni graf je pravé takovy, ktery vznikne jako disjunktni
sjednoceni urcitého poctu kruznic.

Nejprve naleznéme pocet grafu na n vrcholech, které jsou disjunktnim sjednocenim pravé k kruznic.
Kazda kruznice ma minimalné 3 vrcholy. Konkrétné tedy mame kruznice délek lq,ls,...,1l;, pficemz

Sili=na(vek) ;=3
Chceme-li spocitat pocet ruznych kruznic na [ vrcholech wvy,...,v;, zafixujeme vrchol vy, z néhoz
kruznice za¢ind a do néjz se opét vraci. Ostatni vrcholy mohou byt v libovolné z (I — 1)! permutaci.

Na orientaci kruznice v8ak nezalezi, takze na konkrétnich [ vrcholech existuje (1721)!
Pocet grafi na n vrcholech, které jsou sjednocenim pravé k kruznic, tedy je

% 3 (;ﬂi)(ngzl)(n—z—b)m(n—%j:fzj).(51;1)!.(zggl)!._.(zk;n!,

1;>3, Ek:
Zl7_n

ruznych kruznic.

pricemz kombinacni ¢isla odpovidaji poctu zplisobll vybéru /; vrchold pro jednotlivé kruznice a zlomek %
vyjadiuje, ze nezavisi na poradi téchto kruznic. d,, je pak soucet uvedenych vyrazu pro vSechna piipustna

k:
3]

dn:k_lli! S <Z><“l—211><n—ll;—lz><n Dpty/ > ﬁ (I; — 1)!

1;>3, jek =

Z lj:n

Krok 2. Abychom dostali vzorec pro d, do tvaru odpovidajicitho n-tému koeficientu fady s EGF,
definujeme

I3

[

{(";1)' pro n > 3,
gn =

0 pron € {0,1,2}.
Potom i
1 n n — l1 n — ll — l2 n— k 1
Z k! 2 A(h)( ly )( l3 Hgl“
E=1""1,;>1, jek Jj=1
le:n
protoze

1. Je jasné, ze je-li k > [%L tak jedno z Iy, ..., 1 bude l; < 3, takze g;; = 0. Lze tedy brat k od jedné
az do n.

2. Protoze l; < 3 = g;; = 0, neni nutné uvazovat podminku /; > 3.

Z tvaru d,,, ktery jiz odpovidd , jsme schopni vyjadrit ¢leny posloupnosti (f,,), (gn), které prislusi
faddm s generujicimi funkcemi F' a G. Pfipomenme vsak, Zze vztah plati pouze pron > 1 a na
nulty koeficient dy = fy zde dosud nemame zadnou podminku.

(dn)y— tedy piislusi exponencidlni generuicf funkei, kterd vznikne slozenim

(fu)oto = (152 25 F(2) = e,

pricemz jsme definovali dy = fo =1, a

o0
EGF, In
(gn)zozo Z ; 2"

Zbyva vypocitat G(z). Dosadime z definice (g,) a dostaneme

D)1
GO =2 i =X T T T

n=0 n=3 n=3



.. derivaci této fady je vSak geometricka fada, jejiz soucet zname ...

1 N 1 1 22

0 n=3
——
— 1 1
=t =—l-t+1

Generujici funkce piislusnd (d,,),, je tedy

—_
M)

zZ
4 .

z
e 2

o0
> = gt
n=0 n -2z
kterou zlogaritmujeme a zderivujeme
o0
dn z 22
IHZH'Z = —ifz—fln(l—z),
n=0
= _d 1
n n—
2w 1z 1 N

=1 ) 1 100 n

Opét vynésobime jmenovatelem a nasledné pouzijeme vzorec pro sou¢in mocninnych fad:

St (5) (5543 (B4 (£)-

n=1 n=2 n=0 n=0 n=0
DR S
n=0 k=0
Nakonec porovname koeficienty u 2"~ !:
o - i
(n—1)! 2 =~ k!’

d, = i}f

k=0
Vysledek si muzeme ovérit na prvnich ¢tyfech ¢lenech posloupnosti. Z hlavy vime
dy=1,dy =dy=0,d3=1,dy =3

a podle naseho rekurentniho vztahu je

3l fdy i\ 6 /1 0\
d4—2<m+u>—2(1+1>—3-
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GNU Free Documentation License

Version 1.2, November 2002
Copyright (©2000,2001,2002 Free Software Foundation, Inc.

51 Franklin St, Fifth Floor, Boston, MA 02110-1301 USA

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this license document, but changing it
is not allowed.

Preamble

The purpose of this License is to make a manual, textbook, or other functional and useful document
“free” in the sense of freedom: to assure everyone the effective freedom to copy and redistribute it, with
or without modifying it, either commercially or noncommercially. Secondarily, this License preserves for
the author and publisher a way to get credit for their work, while not being considered responsible for
modifications made by others.

This License is a kind of ”copyleft”, which means that derivative works of the document must them-
selves be free in the same sense. It complements the GNU General Public License, which is a copyleft
license designed for free software.

We have designed this License in order to use it for manuals for free software, because free software
needs free documentation: a free program should come with manuals providing the same freedoms that
the software does. But this License is not limited to software manuals; it can be used for any textual work,
regardless of subject matter or whether it is published as a printed book. We recommend this License
principally for works whose purpose is instruction or reference.

1. APPLICABILITY AND DEFINITIONS

This License applies to any manual or other work, in any medium, that contains a notice placed by
the copyright holder saying it can be distributed under the terms of this License. Such a notice grants
a world-wide, royalty-free license, unlimited in duration, to use that work under the conditions stated
herein. The "Document”, below, refers to any such manual or work. Any member of the public is a
licensee, and is addressed as ”you”. You accept the license if you copy, modify or distribute the work in
a way requiring permission under copyright law.

A "Modified Version” of the Document means any work containing the Document or a portion of
it, either copied verbatim, or with modifications and/or translated into another language.

A ”Secondary Section” is a named appendix or a front-matter section of the Document that deals
exclusively with the relationship of the publishers or authors of the Document to the Document’s overall
subject (or to related matters) and contains nothing that could fall directly within that overall subject.
(Thus, if the Document is in part a textbook of mathematics, a Secondary Section may not explain any
mathematics.) The relationship could be a matter of historical connection with the subject or with related
matters, or of legal, commercial, philosophical, ethical or political position regarding them.

The ”Invariant Sections” are certain Secondary Sections whose titles are designated, as being those
of Invariant Sections, in the notice that says that the Document is released under this License. If a section
does not fit the above definition of Secondary then it is not allowed to be designated as Invariant. The
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Document may contain zero Invariant Sections. If the Document does not identify any Invariant Sections
then there are none.

The ”Cover Texts” are certain short passages of text that are listed, as Front-Cover Texts or Back-
Cover Texts, in the notice that says that the Document is released under this License. A Front-Cover
Text may be at most 5 words, and a Back-Cover Text may be at most 25 words.

A "Transparent” copy of the Document means a machine-readable copy, represented in a format
whose specification is available to the general public, that is suitable for revising the document straight-
forwardly with generic text editors or (for images composed of pixels) generic paint programs or (for
drawings) some widely available drawing editor, and that is suitable for input to text formatters or for
automatic translation to a variety of formats suitable for input to text formatters. A copy made in an
otherwise Transparent file format whose markup, or absence of markup, has been arranged to thwart or
discourage subsequent modification by readers is not Transparent. An image format is not Transparent
if used for any substantial amount of text. A copy that is not "Transparent” is called "Opaque”.

Examples of suitable formats for Transparent copies include plain ASCII without markup, Texinfo
input format, LaTeX input format, SGML or XML using a publicly available DTD, and standard-
conforming simple HTML, PostScript or PDF designed for human modification. Examples of transparent
image formats include PNG, XCF and JPG. Opaque formats include proprietary formats that can be read
and edited only by proprietary word processors, SGML or XML for which the DTD and/or processing
tools are not generally available, and the machine-generated HTML, PostScript or PDF produced by
some word processors for output purposes only.

The "Title Page” means, for a printed book, the title page itself, plus such following pages as are
needed to hold, legibly, the material this License requires to appear in the title page. For works in formats
which do not have any title page as such, "Title Page” means the text near the most prominent appearance
of the work’s title, preceding the beginning of the body of the text.

A section "Entitled XYZ” means a named subunit of the Document whose title either is precisely
XYZ or contains XYZ in parentheses following text that translates XYZ in another language. (Here XYZ
stands for a specific section name mentioned below, such as ”Acknowledgements”, ”Dedications”,
”Endorsements”, or "History”.) To "Preserve the Title” of such a section when you modify the
Document means that it remains a section "Entitled XYZ” according to this definition.

The Document may include Warranty Disclaimers next to the notice which states that this License
applies to the Document. These Warranty Disclaimers are considered to be included by reference in this
License, but only as regards disclaiming warranties: any other implication that these Warranty Disclaimers
may have is void and has no effect on the meaning of this License.

2. VERBATIM COPYING

You may copy and distribute the Document in any medium, either commercially or noncommercially,
provided that this License, the copyright notices, and the license notice saying this License applies to
the Document are reproduced in all copies, and that you add no other conditions whatsoever to those of
this License. You may not use technical measures to obstruct or control the reading or further copying
of the copies you make or distribute. However, you may accept compensation in exchange for copies. If
you distribute a large enough number of copies you must also follow the conditions in section 3.

You may also lend copies, under the same conditions stated above, and you may publicly display
copies.

3. COPYING IN QUANTITY

If you publish printed copies (or copies in media that commonly have printed covers) of the Document,
numbering more than 100, and the Document’s license notice requires Cover Texts, you must enclose the
copies in covers that carry, clearly and legibly, all these Cover Texts: Front-Cover Texts on the front
cover, and Back-Cover Texts on the back cover. Both covers must also clearly and legibly identify you as
the publisher of these copies. The front cover must present the full title with all words of the title equally
prominent and visible. You may add other material on the covers in addition. Copying with changes
limited to the covers, as long as they preserve the title of the Document and satisfy these conditions, can
be treated as verbatim copying in other respects.
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If the required texts for either cover are too voluminous to fit legibly, you should put the first ones
listed (as many as fit reasonably) on the actual cover, and continue the rest onto adjacent pages.

If you publish or distribute Opaque copies of the Document numbering more than 100, you must
either include a machine-readable Transparent copy along with each Opaque copy, or state in or with
each Opaque copy a computer-network location from which the general network-using public has access
to download using public-standard network protocols a complete Transparent copy of the Document, free
of added material. If you use the latter option, you must take reasonably prudent steps, when you begin
distribution of Opaque copies in quantity, to ensure that this Transparent copy will remain thus accessible
at the stated location until at least one year after the last time you distribute an Opaque copy (directly
or through your agents or retailers) of that edition to the public.

It is requested, but not required, that you contact the authors of the Document well before redistrib-
uting any large number of copies, to give them a chance to provide you with an updated version of the
Document.

4. MODIFICATIONS

You may copy and distribute a Modified Version of the Document under the conditions of sections
2 and 3 above, provided that you release the Modified Version under precisely this License, with the
Modified Version filling the role of the Document, thus licensing distribution and modification of the
Modified Version to whoever possesses a copy of it. In addition, you must do these things in the Modified
Version:

A. Use in the Title Page (and on the covers, if any) a title distinct from that of the Document, and
from those of previous versions (which should, if there were any, be listed in the History section of
the Document). You may use the same title as a previous version if the original publisher of that
version gives permission.

B. List on the Title Page, as authors, one or more persons or entities responsible for authorship of the
modifications in the Modified Version, together with at least five of the principal authors of the
Document (all of its principal authors, if it has fewer than five), unless they release you from this
requirement.

State on the Title page the name of the publisher of the Modified Version, as the publisher.
Preserve all the copyright notices of the Document.

Add an appropriate copyright notice for your modifications adjacent to the other copyright notices.

= = DU Q

Include, immediately after the copyright notices, a license notice giving the public permission to use
the Modified Version under the terms of this License, in the form shown in the Addendum below.

G. Preserve in that license notice the full lists of Invariant Sections and required Cover Texts given in
the Document’s license notice.

H. Include an unaltered copy of this License.

I. Preserve the section Entitled "History”, Preserve its Title, and add to it an item stating at least the
title, year, new authors, and publisher of the Modified Version as given on the Title Page. If there
is no section Entitled "History” in the Document, create one stating the title, year, authors, and
publisher of the Document as given on its Title Page, then add an item describing the Modified
Version as stated in the previous sentence.

J. Preserve the network location, if any, given in the Document for public access to a Transparent copy
of the Document, and likewise the network locations given in the Document for previous versions it
was based on. These may be placed in the "History” section. You may omit a network location for a
work that was published at least four years before the Document itself, or if the original publisher
of the version it refers to gives permission.
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K. For any section Entitled ”Acknowledgements” or "Dedications”, Preserve the Title of the section,
and preserve in the section all the substance and tone of each of the contributor acknowledgements
and/or dedications given therein.

L. Preserve all the Invariant Sections of the Document, unaltered in their text and in their titles.
Section numbers or the equivalent are not considered part of the section titles.

M. Delete any section Entitled "Endorsements”. Such a section may not be included in the Modified
Version.

N. Do not retitle any existing section to be Entitled "Endorsements” or to conflict in title with any
Invariant Section.

O. Preserve any Warranty Disclaimers.

If the Modified Version includes new front-matter sections or appendices that qualify as Secondary
Sections and contain no material copied from the Document, you may at your option designate some
or all of these sections as invariant. To do this, add their titles to the list of Invariant Sections in the
Modified Version’s license notice. These titles must be distinct from any other section titles.

You may add a section Entitled "Endorsements”; provided it contains nothing but endorsements of
your Modified Version by various parties—for example, statements of peer review or that the text has been
approved by an organization as the authoritative definition of a standard.

You may add a passage of up to five words as a Front-Cover Text, and a passage of up to 25 words
as a Back-Cover Text, to the end of the list of Cover Texts in the Modified Version. Only one passage of
Front-Cover Text and one of Back-Cover Text may be added by (or through arrangements made by) any
one entity. If the Document already includes a cover text for the same cover, previously added by you or
by arrangement made by the same entity you are acting on behalf of, you may not add another; but you
may replace the old one, on explicit permission from the previous publisher that added the old one.

The author(s) and publisher(s) of the Document do not by this License give permission to use their
names for publicity for or to assert or imply endorsement of any Modified Version.

5. COMBINING DOCUMENTS

You may combine the Document with other documents released under this License, under the terms
defined in section 4 above for modified versions, provided that you include in the combination all of the
Invariant Sections of all of the original documents, unmodified, and list them all as Invariant Sections of
your combined work in its license notice, and that you preserve all their Warranty Disclaimers.

The combined work need only contain one copy of this License, and multiple identical Invariant
Sections may be replaced with a single copy. If there are multiple Invariant Sections with the same name
but different contents, make the title of each such section unique by adding at the end of it, in parentheses,
the name of the original author or publisher of that section if known, or else a unique number. Make the
same adjustment to the section titles in the list of Invariant Sections in the license notice of the combined
work.

In the combination, you must combine any sections Entitled "History” in the various original doc-
uments, forming one section Entitled "History”; likewise combine any sections Entitled ”Acknowledge-
ments”, and any sections Entitled "Dedications”. You must delete all sections Entitled "Endorsements”.

6. COLLECTIONS OF DOCUMENTS

)

You may make a collection consisting of the Document and other documents released under this
License, and replace the individual copies of this License in the various documents with a single copy
that is included in the collection, provided that you follow the rules of this License for verbatim copying
of each of the documents in all other respects.

You may extract a single document from such a collection, and distribute it individually under this
License, provided you insert a copy of this License into the extracted document, and follow this License
in all other respects regarding verbatim copying of that document.
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7. AGGREGATION WITH INDEPENDENT WORKS

A compilation of the Document or its derivatives with other separate and independent documents or
works, in or on a volume of a storage or distribution medium, is called an "aggregate” if the copyright
resulting from the compilation is not used to limit the legal rights of the compilation’s users beyond what
the individual works permit. When the Document is included in an aggregate, this License does not apply
to the other works in the aggregate which are not themselves derivative works of the Document.

If the Cover Text requirement of section 3 is applicable to these copies of the Document, then if
the Document is less than one half of the entire aggregate, the Document’s Cover Texts may be placed
on covers that bracket the Document within the aggregate, or the electronic equivalent of covers if the
Document is in electronic form. Otherwise they must appear on printed covers that bracket the whole
aggregate.

8. TRANSLATION

Translation is considered a kind of modification, so you may distribute translations of the Document
under the terms of section 4. Replacing Invariant Sections with translations requires special permission
from their copyright holders, but you may include translations of some or all Invariant Sections in addition
to the original versions of these Invariant Sections. You may include a translation of this License, and
all the license notices in the Document, and any Warranty Disclaimers, provided that you also include
the original English version of this License and the original versions of those notices and disclaimers. In
case of a disagreement between the translation and the original version of this License or a notice or
disclaimer, the original version will prevail.

If a section in the Document is Entitled ”Acknowledgements”, "Dedications”, or "History”, the require-
ment (section 4) to Preserve its Title (section 1) will typically require changing the actual title.

9. TERMINATION

You may not copy, modify, sublicense, or distribute the Document except as expressly provided for
under this License. Any other attempt to copy, modify, sublicense or distribute the Document is void, and
will automatically terminate your rights under this License. However, parties who have received copies, or
rights, from you under this License will not have their licenses terminated so long as such parties remain
in full compliance.

10. FUTURE REVISIONS OF THIS LICENSE

The Free Software Foundation may publish new, revised versions of the GNU Free Documentation
License from time to time. Such new versions will be similar in spirit to the present version, but may
differ in detail to address new problems or concerns. See http://www.gnu.org/copyleft/.

Each version of the License is given a distinguishing version number. If the Document specifies that
a particular numbered version of this License "or any later version” applies to it, you have the option of
following the terms and conditions either of that specified version or of any later version that has been
published (not as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document does not specify a version
number of this License, you may choose any version ever published (not as a draft) by the Free Software
Foundation.

ADDENDUM: How to use this License for your documents

To use this License in a document you have written, include a copy of the License in the document
and put the following copyright and license notices just after the title page:

Copyright © YEAR YOUR NAME. Permission is granted to copy, distribute and/or modify
this document under the terms of the GNU Free Documentation License, Version 1.2 or any
later version published by the Free Software Foundation; with no Invariant Sections, no Front-
Cover Texts, and no Back-Cover Texts. A copy of the license is included in the section entitled
"GNU Free Documentation License”.
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If you have Invariant Sections, Front-Cover Texts and Back-Cover Texts, replace the "with... Texts.”
line with this:

with the Invariant Sections being LIST THEIR TITLES, with the Front-Cover Texts being
LIST, and with the Back-Cover Texts being LIST.

If you have Invariant Sections without Cover Texts, or some other combination of the three, merge
those two alternatives to suit the situation.

If your document contains nontrivial examples of program code, we recommend releasing these exam-
ples in parallel under your choice of free software license, such as the GNU General Public License, to
permit their use in free software.
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