
Kapitola 6Toky v sítíh
6.1 Základní pojmyDe�nie 6.1.1. Neh´ G = (V,E) je orientovaný graf. M¥jme X,Y ⊂ V mnoºiny vrhol·takové, ºe X,Y 6= ∅, X ∩ Y = ∅ a funki c : E → N. Uspo°ádanou £tve°ii N = (G,X, Y, c)nazveme sí´.V p°ípad¥ tok· v sítíh slouºí (orientované) grafy jako modely dopravní sít¥, kterou proházín¥jaký tok � elekt°iny, zboºí, nebo t°eba dat. Z této situae vyhází i názvosloví: vrholy mnoºiny
X se ozna£ují jako výrobi, vrholy mnoºiny Y jako spot°ebitelé a hodnota funke c p°edstavujekapaitu daného spojení.V elé kapitole budeme pouºívat následujíí zna£ení: neh´ e je hrana orientovaného grafu;symbolem e+ ozna£ujeme vrhol, do kterého hrana e vede, zatímo symbolem e− vrhol, zekterého e vyhází.De�nie 6.1.2. Tok v síti N = (G,X, Y, c) je funke f : E → R, která spl¬uje následujíí dv¥podmínky(T1) 0 ≤ f(e) ≤ c(e) pro v²ehny hrany e ∈ E.(T2) ∑e+=v f(e) =

∑

e−=v f(e) pro v²ehny tak zvané vnit°ní vrholy sít¥ v ∈ V \ X \ Y .Poznámka. V kaºdé síti existuje alespo¬ jeden tom, nebo´ funke ∀e ∈ E (f(e) = 0) spl¬ujeob¥ podmínky v De�nii 6.1.2. Tento tok se nazývá nulový.De�nie 6.1.3. Hodnota toku f v síti N = (G,X, Y, c), ozna£ujeme val(f), je de�novánajako
val(f) :=

∑

e−∈X

f(e) −
∑

e+∈X

f(e) .Zbytek kapitoly (p°edev²ím úvahy o maximálním toku v následujíí £ásti) si zjednodu²ímetím, ºe budeme uvaºovat pouze speiální tvar sít¥ � sí´ s jedním výrobem a s jedním spot°ebite-lem. Poznamenejme, ºe to není mo velké omezení, nebo´ kaºdou sí´ m·ºeme lehe transformovatdo poºadovaného tvaru: 21
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• p°idáme nové vrholy x0 (výrobe) a y0 (spot°ebitel)
• spojíme v²ehny vrholy v X s vrholem x0 hranami s kapaitou +∞

• spojíme v²ehny vrholy v Y s vrholem y0 hranami s kapaitou +∞6.2 Maximální tokDe�nie 6.2.1. �ekneme, ºe tok f v síti N je maximální, pokud pro v²ehny toky f ′ v Nplatí val(f) ≥ val(f ′).De�nie 6.2.2. Neh´ N = (G,x0, y0, c) je sí´ a neh S ⊂ V (G) je taková, ºe x0 ∈ S a y0 /∈ S.Ozna£me S̄ := V (G) \S. Potom dvojii (S, S̄) nazveme °ezem v síti N . Kapaitu °ezu (S, S̄)de�nujeme jako
c((S, S̄)) =

∑

e−∈S
e+∈S̄

c(e) .Tvrzení 6.2.3. Pro kaºdý tok f a °ez (S, S̄) v síti N = (G,x0, y0, c) platí
val(f) =

∑

e−∈S, e+∈S̄

f(e) −
∑

e−∈S̄, e+∈S

f(e) ≤ c((S, S̄)) .D·kaz. Z de�nie hodnoty toku máme
val(f) =

∑

e−=x0

f(e) −
∑

e+=x0

f(e) =
∑

v∈S

(
∑

e−=v

f(e) −
∑

e+=v

f(e)

)

,kde druhá rovnost plyne z podmínky (T2) pro tok. Sumu na pravé stran¥ m·ºeme rozd¥lit nadv¥ £ásti podle toho, zda má daná hrana oba kone v S (£ást (a)), nebo práv¥ jeden kone v S(£ást (b))
val(f) =

∑

e−∈S, e+∈S

f(e) −
∑

e−∈S, e+∈S

f(e)

︸ ︷︷ ︸(a) +
∑

e−∈S, e+∈S̄

f(e) −
∑

e−∈S̄, e+∈S

f(e)

︸ ︷︷ ︸(b) =

=
∑

e−∈S, e+∈S̄

f(e) −
∑

e−∈S̄, e+∈S

f(e) ≤ c((S, S̄)) .Poslední nerovnost plyne podmínky (T1) pro tok f .Poznámka. Speiáln¥ platí, ºe hodnota maximálního toku je men²í nebo rovna kapait¥ mini-málního °ezu. Zjevn¥ najdeme-li tok f s °ez (S, S̄) tak, ºe val(f) = c((S, S̄)), pak f je maximálnítok.De�nie 6.2.4. Neh´ f je tok v síti N = (G,x0, y0, c) a neh´ P je neorientovaná esta v G(tzn. zajímá nás pouze p°ítomnost hrany, nikoli její orientae) s po£átkem v x0. Pro kaºdou e ∈ Pde�nujeme
ι(e) :=







c(e) − f(e) je-li e na P orientována ve sm¥ru od x0,
f(e) jinak.Jestliºe ι(P ) := mine∈P ι(e) > 0, pak °ekneme, ºe esta P je f-nenasyená.



6.2. MAXIMÁLNÍ TOK 23Hodnota ι(P ) se n¥kdy nazývá zbytková kapaita. Je to vlastn¥ maximální mnoºství, o kterém·ºeme zvý²it tok f na est¥ P , aniº byhom poru²ili podmínku (T1) z de�nie toku. Formáln¥je postup tohoto zvý²ení a jeho d·sledek shrnut v následujíí v¥t¥.V¥ta 6.2.5 (O f -nenasyenýh estáh). Tok f v síti N = (G,x0, y0, c) je maximální práv¥tehdy, kdyº v N neexistuje f -nenasyená esta kon£íí ve vrholu y0.D·kaz. ⇒: (sporem) Neh´ f je maximální tok v N a neh´ v N existuje f -nenasyená esta Pkon£íí v y0. De�nujeme f̃ :
• ∀e ∈ E, e /∈ P (f̃(e) = f(e)),
• ∀e ∈ E, e ∈ P orientovaná na P ve sm¥ru z x0: f̃(e) = f(e) + ι(P ),
• ∀e ∈ E, e ∈ P orientovaná na P proti sm¥ru z x0: f̃(e) = f(e) − ι(P ).Potom zjevn¥ f̃ spl¬uje podmínky (T1) a (T2) pro tok a naví val(f̃) = val(f) + ι(P ) > val(f).
⇐: De�nujeme mnoºinu S := {v ∈ V | ∃f -nenasyená esta z x0 do v}. Potom x0 ∈ S apodle p°edpokladu y0 /∈ S. (S, S̄) je tedy °ez v síti N . Na kaºdé hran¥ e = (u, v), kde u ∈ S a

v ∈ S̄ musí být ι(e) = 0 neboli f(e) = c(e), jinak by bylo v ∈ S. Ze stejného d·vodu na kaºdéhran¥ e = (u, v) s u ∈ S̄ a v ∈ S musí být ι(e) = 0, a tedy f(e) = 0. Proto platí
c((S, S̄)) =

∑

e−∈S, e+∈S̄

c(e) =
∑

e−∈S, e+∈S̄

f(e) −
∑

e−∈S̄, e+∈S

f(e) = val(f) .Na²li jsme °ez s c((S, S̄)) = val(f). Tok f je tedy maximální.V¥ta 6.2.6 (Max-�ow Min-ut teorém). V libovolné síti je hodnota maximálního toku rovnákapait¥ minimálního °ezu.D·kaz. Podle Tvrzení 6.2.3 je kapaita libovolného °ezu horní mezí na hodnotu toku v síti. D·kazV¥ty 6.2.5 ukazuje, ºe maximální tok v síti nabývá této hranie pro jistý °ez (S, S̄).V¥ta 6.2.7 (O elo£íselném toku). Neh´ N je sí´ s elo£íselnými kapaitami hran. Pak v Nexistuje maximální tok s elo£íselnými hodnotami.D·kaz. Hledáme maximální tok jako v d·kazu V¥ty 6.2.5. Vyjdeme od nulového toku a v kaºdémkroku tok zvedneme o ι(P ) ∈ N. Kapaita minimálního °ezu je kone£né £íslo, takºe po kone£n¥mnoha kroíh dostaneme maximální tok s elo£íselnými hodnotami.Poznámka. D·kaz V¥ty 6.2.7 dává algoritmus na nalezení maximálního toku: za£neme od nu-lového toku a zvy²ujeme jej, dokud existuje n¥jaká nenasyená esta (toto je podstata �labelingalgorithm� Forda a Fulkersona (1957)). Tento p°ístup ov²em naráºí na dva problémy:
• pro sít¥ s oben¥ reálnými kapaitami se algoritmus nemusí v·be zastavit
• i v p°ípad¥ elo£íselnýh kapait m·ºe být £asová náro£nost (pokud ²patn¥ volíme nenasy-ené esty, viz následujíí p°íklad) úm¥rná ∑e∈E c(e).



24 KAPITOLA 6. TOKY V SÍTÍCHP°íklad . Pokud budeme v následujíí síti hledat maximální tok pomoí Ford-Fulkersonova algo-ritmu a p°itom budeme na st°ídav¥ pouºívat £árkovanou a te£kovanou estu, budeme pot°ebovat
m krok· (namísto optimálníh 2).
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