
Kapitola 9Algebraiká teorie graf·
9.1 Lineární algebra a teorie matiPouºívané zna£ení. σ(A) . . . spektrum matie A

λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn = Λ . . . uspo°ádaná vl. £ísla
̺(A) = max{|λi| | λi ∈ σ(A)} . . . spektrální polom¥r matie ADe�nie 9.1.1. �tverová matie se nazývá rozloºitelná, je-li tvaru (nebo lze-li ji simul-tánní permutaí °ádk· a sloup· p°evést na tvar)

(
A1 B

0 A2

)
,kde A1, A2 jsou £tverové matie °ádu alespo¬ 1. �tverová matie se nazývá nerozloºi-telná, není-li rozloºitelná.Tvrzení 9.1.2. Adjaen£ní matie AG grafu G = (V, E) je nerozloºitelná práv¥ tehdy,kdyº je graf G souvislý.V¥ta 9.1.3 (Perron-Frobenius). (1) Neh´ A je nezáporná £tverová matie. Potom ̺(A)je vlastním £íslem matie A a existuje nezáporný vlastní vektor matie A, odpovídajíítomuto vlastnímu £íslu.(2) Neh´ A je nezáporná nerozloºitelná £tverová matie. Pak spektrální polom¥r ̺(A)je kladné vlastní £íslo matie A s násobností jedna a tomuto vlastnímu £íslu odpo-vídá kladný vlastní vektor. �ádnému jinému vlastnímu £íslu jiº neodpovídá nezápornývlastní vektor.Tvrzení 9.1.4. Vlastní £ísla symetriké matie jsou reálná.V¥ta 9.1.5 (Shur). Kaºdou komplexní £tverovou matii A ∈ Cn,n lze vyjád°it ve tvaru

A = UTUH , kde U je unitární a T horní trojúhelníková matie.37



V¥ta 9.1.6 (Hlavní v¥ta o symetrikýh matiíh). Kaºdou (reálnou) symetrikou matii
A lze vyjád°it ve tvaru A = CDCT , kde C je ortogonální a D je reálná diagonálnímatie. P°itom diagonální prvky matie D jsou vlastní £ísla matie A (vhodnou volboumatie C m·ºeme dosáhnout libovolného uspo°ádání) a sloupe matie C jsou vlastnívektory matie A.Tvrzení 9.1.7. Neh´ A je nezáporná, symetriká matie, Λ její maximální vlastní £íslo.Pak platí

̺(A) = Λ = max
‖x‖=1

xTAx .D·kaz. První rovnost je obsahem Perron-Frobeniovy v¥ty. Neh´ x ∈ Rn je libovolnýtakový, ºe ‖x‖ = 1. Neh´ D je matie vzniklá diagonalizaí matie A, tj. D = CTAC,taková, ºe Λ se vyskytuje v jejím pravém dolním rohu. Neh´ y := CT x. Protoºe je Cortogonální, tvo°í její sloupe ortonormální bázi Rn a proto ‖y‖ = 1. Takºe
xTAx = xT CCTACCT x = yTDy =

n∑

i=1

λiy
2
i ≤ ̺(A)

n∑

i=1

y2
i = ̺(A) .Pro libovolný x ∈ Rn dostáváme xTAx ≤ ̺(A) a tedy max‖x‖=1 xTAx ≤ ̺(A). Pokudzvolíme x tak, aby yT = (0, . . . , 0, 1) nastane (díky volb¥ tvaru matie D) poºadovanárovnost ∑n

i=1 λiy
2
i = Λ.9.1.1 Spektrum adjaen£ní matieTvrzení 9.1.8. Neh´ AG je adjaen£ní matie jednoduhého grafu G = (V, E) s #V = n.Pak(i) ∑n

i=1 λi = 0,(ii) ∑n

i=1 λ2
i = #E.D·kaz. Neh´ D je matie vzniklá diagonalizaí matie AG. Matie D a AG mají �jakoºto podobné matie � stejné spektrum a stopu a proto

n∑

i=1

λi = Tr(D) = Tr(AG) =

n∑

i=1

(AG)ii = 0 ,kde poslední rovnost plyne z faktu, ºe jednoduhý graf neobsahuje smy£ky a tedy jehoadjaen£ní matie má nulovou diagonálu.Dále platí
Tr(A2

G) = Tr(CTA2
GC) = Tr(CTAGCCTAGC) = Tr(D2) =

n∑

i=1

λ2
i38



a zárove¬
Tr(A2

G) =
∑

v∈V

dG(v) = 2#E ,kde poslední dv¥ rovnosti plynou z v¥t 1.4.1 respektive 1.2.1.V¥ta 9.1.9. Neh´ Λ je maximální vlastní £íslo adjaen£ní matie AG grafu G = (V, E).Pak platí δ(G) ≤ Λ ≤ ∆(G).D·kaz. Neh´ V = {v1, . . . , vn}. Ozna£me j ∈ R
n jednotkový vektor jT = 1√

n
(1, . . . , 1).Pak z Tvrzení 9.1.7 dostáváme

Λ = max
‖x‖=1

xTAGx ≥ j TAGj =
1

n

n∑

i=1

dG(vi) ≥
1

n

n∑

i=1

δ(G) =
1

n
nδ(G) = δ(G) .Neh´ x = (x1, . . . , xn) je nezáporný vlastní vektor matie AG k vlastnímu £íslu Λ. Upra-víme jej tak, aby maximální sloºka (ozn. xk) byla 1. Dostáváme

Λ




x1...
xn


 = AG




x1...
xn


 ≤ AG




1...
1


 =




dG(v1)...
dG(vn)


 , (9.1)tedy uvaºujeme-li pouze k-tý °ádek

Λ = Λxk = · · · = dG(vk) ≤ ∆(G) . (9.2)Poznámka. Kdy nastane v Tvrzení 9.1.9 rovnost Λ = ∆(G)? V obou nerovnosteh vrovniíh (9.1) a (9.2) musí nastat rovnost. P°edn¥ tedy musí platit dG(vk) = ∆(G), dálepak
(ak1, ak2, . . . , akn)




x1...
xn


 = (ak1, ak2, . . . , akn)




1...
1


 ,tedy xi = 1 pro kaºdé i takové, ºe {vk, vi} ∈ E. To ale znamená, ºe i tuto sloºku vlastníhovektoru k Λ jsem mohl pouºít v (9.2), tzn. i zde heme nerovnost nahradit rovností.Speiáln¥ musí platit dG(vi) = ∆(G) pro v²ehna i taková, ºe {vk, vi} ∈ E. Zárove¬ prov²ehny tyto vrholy musíme zopakovat úvahu o druhé nerovnosti a podmínka dG(v) =

∆(G) se tak p°enese i na sousedy soused· vrholu vk a tak dál.D·sledek 9.1.10. Neh´ G = (V, E) je souvislý graf. Pak pro maximální vlastní £íslojeho adjaen£ní matie platí Λ = ∆(G) práv¥ tehdy, kdyº G je regulární.Tvrzení 9.1.11. Neh´ G = (V, E) je regulární souvislý graf, AG jeho adjaen£ní matiea σ(AG) = {λ1, . . . , λn−1, Λ}. Pak vlastní vektory k vlastním £ísl·m λ 6= Λ leºí v nadrovin¥
{(x1, . . . , xn) |

∑n

i=1 xi = 0}. 39



D·kaz. Neh´ λ je libovolné vlastní £íslo AG, λ 6= Λ. Dle p°edpokladu je G souvislý, jehoadjaen£ní matie je tedy nerozloºitelná a podle Perron-Frobeniovy v¥ty má její maximálnívlastní £íslo Λ násobnost 1. Naví podle d·sledku 9.1.10 platí Λ = ∆(G). Celkem tedy
λ 6= ∆(G). Se£teme-li rovnii

AG




x1...
xn


 = λ




x1...
xn


po sloºkáh, dostaneme

∆(G)

n∑

i=1

xi = λ

n∑

i=1

xi .Protoºe λ 6= ∆(G) nastane rovnost pouze v p°ípad¥ ∑n

i=1 xi = 0.V¥ta 9.1.12. Neh´ λ1 ≤ · · · ≤ λn−1 ≤ Λ = ∆(G) je spektrum adjaen£ní matie AGregulární souvislého grafu G = (V, E) s #V = n. Pak spektrum adjaen£ní matie grafu
G je {−1 − λi | i = 1, . . . , n − 1} ∪ {n − 1 − ∆(G)}.D·kaz. Vyjdeme z následujíího vztahu mezi matiemi AG a AG.

AG + AG + I = J =




1 · · · 1... . . . ...
1 · · · 1


 (9.3)1) Je-li y = (y1, . . . , yn) vlastní vektor k Λ, pak z poznámky za v¥tou 9.1.9 o grafu z

Λ = ∆(G) plyne, ºe y = (1, . . . , 1). Z rovnie (9.3) dostáváme
AG




1...
1


 = (J − I −AG)




1...
1


 =




n...
n


−




1...
1


−∆(G)




1...
1


 = (n− 1−∆(G))




1...
1


 .Takºe (n − 1 − ∆(G)) je vlastní £íslo matie AG.2) Neh´ (x1, . . . , xn) je vlastní vektor k λi, i ≤ n − 1. Pak z rovnie (9.3) dostáváme

AG




x1...
xn


 = (J − I − AG)




x1...
xn


 =




0...
0


−




x1...
xn


− λi




x1...
xn


 = (−1 − λi)




x1...
xn


 ,kde p°edposlední rovnost plyne z Tvrzení 9.1.11. Takºe (−1−λi) je vlastní £íslo matie

AG pro v²ehna i ≤ n − 1.De�nie 9.1.13. Má-li harakteristiký polynom matie A tvar χA(λ) =
∏s

i=1(λ−λi)
ki,de�nujeme χ̃A(λ) :=

∏s

i=1(λ − λi). 40



Tvrzení 9.1.14. Pro diagonalizovatelnou matii A platí, ºe χ̃A(A) = 0.D·kaz. Neh´ A je diagonalizovatelná, tj. existuje invertovatelná matie P taková, ºe
P−1AP = D =




λ1 . . .
λ1 . . .

λs . . .
λs




.

Pak následujíí rovnosti jsou ekvivalentní
χ̃A(A) = (A − λ1I)(A − λ2I) · · · (A − λsI) = 0

P−1(A − λ1I)P−1P (A − λ2I)P−1P · · ·P−1P (A − λsI)P = 0

(D − λ1I)(D − λ2I) · · · (D − λsI) = 0 ,p°i£emº t°etí rovnost zjevn¥ plyne z tvaru diagonální matie D.V¥ta 9.1.15. Neh´ G = (V, E) je souvislý graf. Pak spektrum jeho adjaen£ní matie
AG má ví r·znýh vlastníh hodnot, neº je polom¥r G (tj. maximální vzdálenost mezidvojií vrhol· v G).D·kaz. Sporem. Neh´ #σ(AG) = k ≤ maxu,v∈V d(u, v). Pak existuje v G dvojie vrhol·
vi, vj ∈ V taková, ºe d(vi, vj) = k. Neh´ polynom χ̃AG

(AG) stupn¥ k má tvar
χ̃AG

(AG) = Ak
G + ak−1A

k−1
G + · · ·+ a1AG + a0I . (9.4)Podle V¥ty 1.4.1 udává (Al

G)ij po£et sled· délky l mezi vrholy vi a vj. Z p°edpokladu
d(vi, vj) = k plyne

(Al
G)ij = 0 ∀l = k − 1, . . . , 1 a zárove¬ (Ak

G)ij ≥ 1 .Po dosazení do (9.4) dostáváme (χ̃AG
(AG))ij ≥ 1, tedy spor s Tvrzením 9.1.14.V¥ta 9.1.16. Neh´ G = (V, E) je souvislý graf, Λ maximální vlastní £íslo jeho adjaen£nímatie AG. Pak G je bipartitní práv¥ tehdy, kdyº i −Λ je vlastní £íslo AG.D·kaz. ⇒: Neh´ G je bipartitní. Pak AG má (po permutai vrhol·) blokový tvar. Neh´

λ ∈ σ(AG); rovnii AGx = λx m·ºeme blokov¥ zapsat
(

0 B

BT 0

)(
y

z

)
= λ

(
y

z

)
.41



Porovnáním blok· dostaneme rovnosti Bz = λy a BT y = λz. Uvaºujeme vektor w =

(y,−z)T .
(

0 B

BT 0

)(
y

−z

)
=

(
−Bz

BT y

)
=

(
−λy

λz

)
= −λ

(
y

−z

)
,a tedy −λ ∈ σ(AG).

⇐: Neh´ −Λ je vlastní £íslo AG. Volíme vlastní vektor w = (w1, . . . , wn) ∈ Rn k −Λtak, aby ‖w‖ = 1. Uvaºujeme
Λ = | − Λ| = | − ΛwT w| = |wTAGw| =

∣∣∣
n∑

i,j=1

aijwiwj

∣∣∣
(i)

≤
n∑

ij

aij |wi||wj| =

= (|w1|, . . . , |wn|)AG(|w1|, . . . , |wn|)
T

(ii)

≤ max
‖x‖=1

xTAGx = Λ .Protoºe se levá a pravá strana rovnají, musí být nerovnosti (i) a (ii) rovnostmi:
• (|w1|, . . . , |wn|)AG(|w1|, . . . , |wn|)

T = Λ.Tato rovnost implikuje, ºe (|w1|, . . . , |wn|)
T je vlastním vektorem k Λ. Protoºe Gje souvislý, AG je nerozloºitelná a podle Perron-Frobeniovy v¥ty pro v²ehna i =

1, . . . , n platí |wi| > 0.
•
∣∣∑n

i,j=1 aijwiwj

∣∣ =
∑n

ij aij |wi||wj|Tato rovnost znamená, ºe v²ehny mají £leny stejná znaménka a rovnost tedy platíi bez absolutníh hodnot. Protoºe ∑n

i,j=1 aijwiwj ≤ 0 je nutn¥ i kaºdý £len sumymen²í nebo roven nule.Neh´ V = {v1, . . . , vn}. De�nujeme V1 := {vi |wi < 0} a V2 := {vi |wi > 0}. Protoºe prov²ehna i je |wi| > 0, tvo°í V1 a V2 disjunktní rozklad mnoºiny V vrhol· grafu G. Naví
V1 6= ∅ a V2 6= ∅, protoºe jinak by (w1, . . . , w2) byl vlastní vektor k −Λ i Λ.Graf G je bipartitní s rozkladem V1 ∪ V2: neh´ {vi, vj} je hrana v G. Pak aij = 1, aprotoºe aijwiwj ≤ 0 a zárove¬ |wi| > 0 a |wj| > 0 mají nutn¥ wi a wj jiná znaménka atedy jeden z vrhol· vi, vj pat°í do mnoºiny V1 a druhý do V2.V¥ta 9.1.17. Graf G = (V, E) je bipartitní práv¥ tehdy, kdyº spektrum jeho adjaen£nímatie je symetriké kolem nuly (v£etn¥ násobností).D·kaz. ⇒: Viz stejný sm¥r v d·kazu v¥ty 9.1.16.

⇐: Nap°ed p°edpokládejme, ºe G je souvislý. Pak z p°edpokladu na symetri£nostspektra plyne −Λ ∈ σ(AG) a G je bipartitní podle v¥ty 9.1.16.42



Neh´ G má komponenty G1, G2, . . . , Gr. Pak existuje permutae vrhol· taková, ºe ad-jaen£ní matie grafu G má tvar
AG =




AG1

AG2 . . .
AGr




.Neh´ Λ je maximální vlastní £íslo matie AG. Pak se symetrie je −Λ také vlastním £íslem
AG. BÚNO −Λ ∈ σ(AG1

). Protoºe kaºdý blok je nezáporná, symetriká, nerozloºitelnámatie, je dle Perron-Frobenia i Λ ∈ σ(AG1
). Protoºe je G1 komponenta a tedy souvislýgraf, je podle v¥ty 9.1.16 graf G1 bipartitní. Spektrum σ(AG1

) je tedy symetriké.Nadále uvaºujeme graf G\G1; ze spektra σ(AG) jsme odstranili symetrikou £ást σ(AG1
),takºe zbytek je stále symetriký. Opakováním tohoto postupu ukáºeme, ºe kaºdá kompo-nenta je bipartitní graf.
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