Hodnost matice

Pfipomenme nejprve, ze nadale dodrzujeme tmluvu z minulého semestru, ze
pokud nefekneme jinak, jsou vektorové prostory konecné dimenze. Pokud uzijeme
pro prostor oznaceni napi. P, je tim implicitné feceno, ze prostor ma dimenzi
n.

Definice:
Necht m,n € N a A je matice typu m x n,

a1 a12 ... Gin
A— as21 agy ... A2n
Aml Am2 .. Amn
Oznacme &, = (é'(l),é'(Q), e ,é’(”)) standardni bazi v C™.
Hodnosti matice A nazveme é&islo h(A) =dim[A&), A6®?) ... A&™)],
ai a12 Q1in
. . a1 a22 a2n .
tj. h(A) =dim]| | . . o =dim[Ae1, Ae2, ..., Aen]r.
: : : A
am1 am?2 Amn
Poznamky:
1) V definici jsme uzili toho, ze soucin jakékoliv matice s i-tym vektorem stan-
at;
s C . . - @2i
dardni béze je roven i-tému sloupci matice, tj. A& =
Ami

2) Méné korektné bychom tedy mohli fici, ze h(A) je maximélni pocet linedrné
nezavislych sloupcti matice.

Nésledujici véta nam davé odpovéd na to, jak souviseji pojmy hodnost matice
a hodnost zobrazeni.



Véta 31:

Necht P,, a Q,, jsou vektorové prostory nad télesem T a A € L(Py, Q).
Necht X je baze P, a ) je baze Q.

Potom plati h(A) = h(*AY).

Dukaz:

Oznatme & = (1,23, z0) Y = (71,3 gm)

Vime, ze

h(A) =dimA(P,,) =dimA(["), %2 ... %"],) =dim[ARD), AX?) .. AxM)],.
Vime také, ze zobrazeni, které kazdému vektoru v € [AX(D, AX?) . AK(M],

prifadi m-tici jeho soufadnic v bazi ), tj. vektor

(¥)y € [(AXD)y, (AXP)y, ..., (AX™)y]), je izomorfizmus mezi prostory [AX(D, AR ... AR™)],
a [(AXM)y, (AXP))y, ..., (AX(™)y]y, a proto maji oba prostory stejnou di-

menzi (nebot jsou izomorfni).

Vektory (A)‘(’(i))y pro i € f jsou oviem sloupce matice YAY, a proto plati

nasledujici rovnosti

h(A) =dim[AXD A% . AXM)]y =

Poznamky:
ajl a2 ... Q1n

a1 Q22 ... G2y

1) Jak se spocte hodnost matice A= ? K tomu

am1 Am2 ... OGmnp
si sta¢i uvédomit, ze hodnost je dimenze prostoru generovaného souborem

ai a12 A1n

a1 a2 Q2n » o
, oy | . Sta¢i tedy z tohoto souboru generatoru

am1 am2JY 2 Amn
vybrat bazi a gzjistit, kolik ma ¢lent. K tomu sta¢i ekvivalentnimi dpravami
radku prevést matici A do horniho stupnovitého tvaru a zjistit pocet hlavnich
sloupct.
2) Vsimneme si, ze z predchozi pozndmky plyne, ze ekvivalentnimi dpravami
radka se hodnost matice neméni.



Definice:

ail a2 ... Glp
Necht A je matice typu m x n, A= | “* 92 - @20
Aml Gm2 .- Gmnp
ail @21 ... Gml
Oznaéme AT matici typu n x m, AT = aiz a2 ... am2
Alp a2 ... Qmn

Matice AT se nazyvé matice transponovana k matici A.
Bez dikazu uvedeme nésledujici vétu.

Véta 32:
Necht A je matice typu m x n. Pak h(A) = h(A").

Disledek:
Maximalni pocet linedrné nezavislych sloupcii matice je roven maximalnimu
poctu linedrné nezavislych radku matice.

Vztah matic a linearnich zobrazeni

Zatim vime, ze je-li dén vektorovy prostor P, nad Cs bazf X = (x(1), %) ()
a vektorovy prostor Q,, nad C s bazi Y = (1, §®, ..., ™), je kazdému zo-
brazeni A € L(P,,Q,,) piifazena matice *AY typu m x n, pro kterou plati
(AR)y =YY (%) x, tj. je-1i ddno zobrazeni, baze definiéniho oboru a baze oboru
hodnot, je tomuto zobrazeni jednoznacné prifazena komplexni matice, kterd
umoznuje snadno spocitat souradnice obrazu vektoru X.

Snadno si rozmyslime, ze i naopak, je-li ddna komplexni matice A typu m x n
a vektorové prostory (nad C) dimenze n resp. m s bazemi X resp. ), existuje
pravé jedno zobrazeni A € L(P,,, Q,,), které ji ma za svou matici zobrazeni, tj.
plati A=%AY. Je to zobrazeni, které vektoru X € P,, ptifadi vektor AX € Q,,,
pro ktery (AX)y = A(X)x (tj. soufadnice vektoru AX se ziskaji jako soucin
matice A s matici (X)x).

Tomuto zobrazeni budeme fikat zobrazeni urcené matici A pfi bazich
X, ).

Ukazeme, ze takto definované zobrazenf je linedrni:

(a) aditivita

Nase zobrazeni pfifadi vektoru X vektor AX, pro ktery (AX)y = A(X)x,
vektoru y vektor Ay, pro ktery (Ay)y = A(¥)x,

a vektoru X + y vektor A(X +¥), pro ktery (A(X+¥))y = AX+¥)x.
Z toho plyne, ze plati

(AR +3))y = ARG +F)x = A(R)x + F)x) = AR)x + AF)x =

= (AX)y + (AY)y = (AX + AY)y,

a tedy plat{ také A(X + y) = AX + Ay.

(b) homogenita se dokdze analogicky.

(¢) jednoznaénost zobrazeni plyne z toho, ze obrazy vektora (1), () . ()



jsou dény jednoznacné (véta 19).

(d) vztah A=%AY plyne z toho, Ze pro j-ty sloupec matice A plati

A, = A&V = A(XD))p = (AXD))y,.

Podobne, je-li ddn vektorovy prostor P, nad C a bdze X = (i’(l), @ ,5{'(")),
existuje ke kazdé ¢tvercové matici fadu n operdtor A tak, ze YA=A. Tomuto
operatoru budeme fikat operator uréeny matici A pii bazi X.

Poznamka:
P1i prostorech nad télesem R zavedeme stejné pojmy pro redlné matice.

Uvaha:

Necht A je ¢tvercovd matice fddu n a h(A) = n. Necht A je operétor z L(P,,)
urc¢eny matici A pii bézi X'. Pak podle véty 31 je také h(A) = n,

tj. dimA(P,) = n = A(P,) = P,.

(véta 23)
=

A je tedy epimorfni A je regularni operétor.

Mame tedy duvod zavést definici

Definice:
Ctvercova matice A tddu n se nazyva regularni, plati-li h(A) = n. V ostatnich
piipadech se nazyva singularni.

Poznamka:
Matice A je regularni <=  zobrazeni urcené matici A je reguldrni operator,
resp. izomorfizmus.



Uvaha:
Necht B je matice typu m x n, A typu p X m.
Jsou dany prostory P,, nad C s béazi X,
Q,, nad C s bazi Y,
V, nad C s bazi Z.
Necht B € L(P,, Q) je zobrazeni uréené matici B pii bazich X, Y,
A € L(Q, V)) je zobrazeni urcené matici A pii bazich ), Z.
Pak plati B="8Y, A=YAZ  a tedy AB=YAZBY "= XY 4B)Z.
AB je tedy matice slozeného zobrazeni AB v bazich X, Z. Podle véty 27 vime,
ze h(AB) <min(h(A), h(B)), a ze kdyz je A nebo B izomorfni nastavaji rovnosti.
Dusledkem téchto tvah je véta

Veéta 33:

Necht A je matice typu p x m a B matice typu m x n. Potom
1) h(AB) <min{h(A), h(B)},

2) je-li p = m a A reguldrni matice, je h(AB) = h(B),

3) je-li m = n a B reguldrni matice, je h(AB) = h(A).

Uvaha:

Necht A je reguldrni matice iadu n, P,, vektorovy prostor nad C s bazi X =
xM, %@ %) a A je operdtor uréeny matici A pfi bazi X (tj. TA=A).
Z ptedchoziho vime, ze A je regularni operator, proto k nému existuje inverzni
operator A~! a plati A~ (AX) = % pro kazdy vektor X €P,,.

Oznaéme A! matici operdatoru A~! v bézi X.

Dokézeme, ze plati A1 A=I.

Pro kazdy vektor X €P,, plati

) = (A1 (AR))x "= YA (UR)r = YA UR)y = ATARR) v
Uzijeme-li vztahu (X)y = A 'A(X)x pro volbu ¥ = X, kde i € 7, dostaneme
81 = A 1A, coz znamend, ze i-ty sloupec matice A LA je roven €9, a tedy
ATA=L

Plati ovSem silnéjsi tvrzeni.

Véta 34:
Necht A je reguléarni matice fddu n. Pak existuje pravé jedna ¢tvercovd matice
Al fadu n tak, ze plati
AA=T=AA"! (%)
Tato matice se nazyva matice inverzni k matici A.

Dukaz:

Existence matice A™! #adu n s vlastnosti AA=I jiz byla dokazéna.

Podle véty 33 je h(A™') = h(I) = n a tedy A! je reguldrni. Podle piedchézejici
tvahy i k nf existuje matice B tak, ze BA"'=I.

Plati B=BI=BA 'A=IA=A. Plat{ tedy také AA'=I.

Jednoznacnost inverzni matice dokazeme sporem.

Necht napf. existuje matice CAA™! tak, ze CA=I. Potom plati
C=CI=CAA '=IA'=A"! A to je spor.

Poznamka:



Je ziejmé, ze mluvit o inverzni matici A1 spliiujici vztahy (x) ma smysl pouze
pro regularni matice A. Jinak takovd matice nemuze existovat.

Pfipustme na chvili, Ze matice A by byla typu m x n. Aby mély smysl souciny
AA a AT'A je nutné, aby platilo, ze A™! je typu n X m a z rovnosti
ATTA=AA"! plyne m = n. Matice A je tedy nutné étvercova.

Z (x) a z véty 33 plyne n = h(I) <min{h(A), h(A1)}, a tedy

h(A) = h(A™') = n, takze obé matice jsou reguldrni.

Veéta 35:
Necht A a B jsou reguldrni matice fddu n. Pak také matice AB je reguldrni a
plati (AB)~! =B 1AL

Diukaz: )
Nebot h(AB) ve 39) h(A) = n je matice AB regularni. Z asociativniho zédkona
plyne (AB)(B'A"1)=I a (B'A"')(AB)=L.

Poznamka:
Ziejmé plati I"'=I a pro kazdé ¢islo a # 0 plati («A)~F = L AL

«

Véta 36:
Necht A je matice typu n x m a B matice typu m x p. Pak (AB)" = BTAT.
Dukaz:
ail a9 o Qlm b11 blg e blp
. b b ... b
Oznacme A— a1  a22 ao2m 4 B— 21 22 2p 7
Apl Gp2 ... Qpm b1 bm2 ... bmyp
ail a1 N 7 ] b11 b21 . bml
a tedy AT: a2 a9 N 0 7%} : BT: b12 b22 T bmg
AQim  A9m  --. Qo bip bayp ... bmyp

Ukézeme, Ze matice (AB)" a matice B' AT maji na misté (i,), i € p, j € 7
stejné prvky.

[((AB)"];; = [AB]j; = ajib1; + ajobai + . .. + @jimbm;.

[B'A'];; = biiaji + baiajo + ... + bmiajm.

Reseni soustav linearnich algebraickych rovnic

V tomto odstavci se zabyvame otazkou, kdy ma soustava
a1z +aiprs +...+apx, =b
a2171 +axe + ...+ apTy =bo (*)
Am1T1 + GmaTo + . ..+ QmnTn = by,

feSeni a jak vypada mnozina vSech TeSeni.

Pritom predpokladame, ze jsou dostatecné zndmy pojmy matice soustavy,
rozsifenda matice soustavy, feSeni soustavy, sloupec pravych stran,
homogenni soustava a déle fakt, ze oznac¢ime-li



1 b1

ail a1 oo Qln b
X2 — 2
a21 a2 cee Q2 -
A= " , X = . ab= . y
aml Om2 ... Gmn Tn bm

muZzeme pro soustavu (x) pouzit isporného zapisu AX = b.
Vyéerpavajici odpovéd na zminéné problémy dava ndsledujici véta

Véta 37:(Frobeniova)
(1) Soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych AX = b je Fesitelnd, prave
kdyz h(A) = h((A,Db)).
(2) Oznac¢me h(A) = h. Ozna¢me Sy mnozinu vsech feseni soustavy AX = G.
Pak Sy cC C™ a dim Sy =n — h, tj.

(a) pro h = n je So = {5},

(b) pro h < n existuje n — h linedrné nezévislych feseni 1, %2 . x(=h)
2 So = &0 @) gn-h],
(3) Je-li h(A) = h((A,b)) = h a oznaéime-li S mnozinu viech Feseni soustavy
AR = b, je S=x + S, kde jsme X oznaéili néjaké pevné (tzv. partikularni)
feSeni soustavy AX = b.

Dukaz:

(1) Protoze [Ae1, Ae2, ..., Aen]x CC [Ae1, A, ..., A.n,B]A

vyplyva z véty 12, ze B

[A.l, Agr, ..., Agp, b]/\ = [A.l, Ago, ... ,A.n],\ — h(A) = h(A, b)

Staci tedy dokazat ekvivalenci:

soustava AX = b je feditelnd < [Ae1, Ae2, ..., Aen, B])\ = [Ae1; A2, ..., Aep)x.
To je ovSem snadné.

r1
. . . . — 1.2
Existuje-li totiz feSeni X = | . soustavy (%), pak
Tn
al a2 a1in b1
a a2 azn ba
T | . +x2 | . R a7 =|. |
am1 am2 Amn b

tj. b = 21A01 + 22A02+ ...+ TnAen, tj. b € [Ae1, Az, ..., Aan]y, a tedy podle

Véty 2 je [A.l,A.Q, ce ,A.n, b])\ = [A_,l, A.Q, PN ,A.n]/\.

Naopak, plati-li posledni rovnost, je b € [Ae1, Aeg, ..., Aeny, tj. existujf éisla
x1

_ X2
T1,22,..., T tak, Ze b = 21 Ae1 +22A e +. ..+ TyAen, a tedy vektor X =

Ln
fesi soustavu ().

(2) Ozna¢me A zobrazeni z L(C", C™) uréené matici A pii standardnich bézich,
tj. takové, ze A= 245, Podle véty 31 je h = h(A) = h(A).



Plati AX = 6 <= (AX)g,, ="Am(X)g, =06 <= AX =0.
Resenim rovnice AX = 0 jsou tedy pravé vechny vektory z jadra zobrazeni A,
a proto dim Sy = d(A). Podle druhé véty o dimenzi je tedy dim Sy = n — h.

(3) Podle dokazané prvni ¢asti véty existuje néjaké teseni X SplnquCI rovnici
AX = b, tj. AX=ba$ (tj. mnozina vSech feseni soustavy AX = b) je mnozina
viech fesenf rovnice AX = b (zduvodnéni je stejné jako v odstavci (2)). Podle
véty 21 je S=x + ker A = X + So.

Disledek 1:
Homogenni{ soustava AX = 6 mé vzdy feSeni, nebot h(A) = h((A,3)).
(O tom se ale muzeme snadno presvédéit dosazenim X = G.)
Disledek 2:
Soustava AX = b se ¢tvercovou matici A fadu n mé pravé jedno TeSeni, prave
kdyz A je reguldrni. Resenfm je vektor ¥ = A'b.
Dikaz:
a) Necht A je reguldrni = h(A) = n = h(A|b) = n (nebof vétsi byt nemiize)
(veta 37 existuje feseni a So = {0} = Feseni je pravé jedno.
b) Nechf existuje pravé jeden vektor %) tak, 7e AX() = b. Podle vety 37 je
mnozina fesenf S=x) + Sy, a tedy Sy = {6}, tj. dim Sy=0. Protoze
dimSp =n — h(A), je h(A) = n, tj. A je regularni.

Dosazenim se miizeme piesvédcit, ze fesenim je vektor A 'b.

Technika feSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic AX =b
(Gaussova elimina¢ni metoda.)

Ozna¢me n pocet neznamych. ReSeni soustavy nalezneme nasledujicim postu-
pem:

1) Rozsifenou matici soustavy pievedeme ekvivalentnimi tpravami fadku do
horniho stupnovitého tvaru.

2) Zjistime hodnost matice soustavy a hodnost rozsirené matice soustavy. Kdyz
se lisi (tj. sloupec pravych stran je hlavni), neni soustava fesitelnd.

3) V pifpads, ze h(A) = h((A, b)) nalezneme n — h linedrné nezavislych fesenf
XD @ . (=) homogenni soustavy AX = 6.

To udélame tak, ze za n — h nezndmych odpovidajicich vedlejsim sloupcim
dosadime (n— h)-tice éisel tak, abychom si po dopocteni zbyvajicich nezndmych
vynutili linedrni nezavislost vyslednych vektoru. Doporuéené volby jsou napf.

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Je ziejmé, ze pokud takto zvolime slozky feseni odpovidajici vedlej$im sloupcim
a zbyvajici slozky dopocteme, budou vysledna feSeni soustavy AX = & linedrné
nezavisla.



4) Najdeme partikuldrni feseni X soustavy AX = b. K tomu staéf zvolit slozky
odpovidajici vedlejsim sloupcum libovolné (pfipadd v tivahu

0
i volba | . |) a zbyvajici slozky teseni dopocteme. Podle véty 37 je mnozina
0
fesenf S=x + [, @ g(=h)
Kazdy vektor tvaru
R =x+ XY 4+ 6@ 44, x0T (%)
kde t; € C pro i € n — h, je feSenim soustavy AX = b a naopak, je-li X € S,
existuji komplexni parametry ¢y, ta,. .., t,—p tak, ze plati (x).

—

Proto je zvykem fikat vyrazu (x) obecné feSeni soustavy AX = b.
Pokud jde o soustavu s realnymi koeficienty a zajimaji nds jen realna feSeni,
provadime samoziejmé vse ,redlné”, tj. i parametry t1, to, ..., t,_p volime realné.

Poznamka:
Je-1i pocet nezndmych roven hodnosti matice (coz nastane napt. kdyz matice A

je reguldrni), jsou po pfevodu na horni stuprniovity tvar vsechny sloupce hlavni,
odpada krok 3) a Sg = {6}.

Vypoéet souéinu A 'B

Pomocna véta:

C11 C12 ... Cip
. . C21 C22 ... C2 . .
Necht C je matice typu n x p, C= P 1. Provedeme-li ekviva-
Cnl Cn2 ... Cnp

lentni dpravu fadku matice C, je vyslednd matice rovna matici TC, kde T je
¢tvercova matice fadu n, kterda z jednotkové matice I fadu n vznikla stejnou
ekvivalentni upravou.

Dukaz:
Platnost je tieba dokazat pro vSechny tii typy ekvivalentni upravy.
(a) Prohodime-li i-ty a j-ty Fadek matice I, dostaneme matici T tvaru

(o J SO TSI O ity Fadek

P WU S j-t§ fadek

Uvédomime-li si, jak se nasobi matice, je vysledek souc¢inu TC ziejmy
z nasledujictho obrézku (i-ty a j-ty rfadek matice C se prohodi)



1.

1 ———
0---1 | [ = ity fadek----- | [ - byvaly j-ty fddek-----
1 C —

: ‘1 -
1-----0 P ) - j-ty fadek----- | [ - byvaly i-ty fadek-----
"1

Sledujeme-li totiz, jak se méni pfi nasobeni matici T jednotlivé fadky matice
C, zjistime, Ze se zménily jen fadky obsazené textem.

(b) Nésobime-li i-ty fadek matice I ¢islem «, dostaneme matici T tvaru

T= L b ity Fadek

Vysledek souc¢inu TC je opét patrny z obrazku

~~~~~~ 1-ty fadek:----- — |---a-nasobek byvalého i-tého fadku--

Opét se méni pouze fadek obsazeny textem.

(c) Pripocteme-li i-ty fadek matice I k jejimu j-tému fadku, dostaneme matici
T tvaru

i e, ity Fédek

U DUV S j-ty Fadek

Vysledek souc¢inu TC je patrny z obrazku

1 .

T R ity fadek. ...

i o 1 e j-ty fadek:----- soucet byvalého i-tého a j-tého radkul

1

Meéni se tedy pouze vysledny j-ty Fadek.
7 této pomocné véty snadno ziskame obecnéjsi tvrzeni.

Véta 38:

Necht C je matice typu n x p. Provedeme-li koneény poéet ekvivalentnich tdprav
radku matice C, je vyslednd matice rovna matici TC, kde T je matice, ktera z
jednotkové matice I fddu n vznikla stejnymi fadkovymi tpravami (ve stejném
poradi).

10



Dikaz:

7 predchézejici pomocné véty je ziejmé, ze po k ekvivalentnich dpravach je
vyslednd matice rovna sou¢inu Ty T_1 --- T9T1C, kde matice T; (i € i) jsou
matice, které z I vznikly jednotlivymi ekvivalentnimi dpravami. Oznacime-li
T=T;Ty_1---ToTq je T=T,T)_1---T2T1I, coz podle dokizané pomocné
véty znamend, ze matice T vznikla z I odpovidajicimi ekvivalentnimi ipravami.
Tim je véta dokazana.

Uziti véty 38:

Necht A je reguldrni matice f4du n a B matice typu n x m. Sestavme novou
matici (A|B) o n tddcich a m sloupcich. Provadéjme ekvivalentni tipravy fadka
nové matice (A|B) tak dlouho, az na misté puvodni matice A vznikne jed-
notkova matice I. Piivodni matice B se témito ipravami samoziejmé také zméni
na matici, kterou oznac¢ime X (ale zatim o ni nic nevime). Plati

(A[B) ~ (I]X)

Podle dokazané pomocné véty existuje regularni matice T takova, ze I=TA,
a protoze X vznikla z B stejnymi ekvivalentnimi tpravami je X=TB. Z toho
plyne T=A"! a tedy X=A"'B.

Piiklady pouziti:
Je-li A regularni matice fadu n, B matice typu n x m, I jednotkova matice
fadu n a b vektor z C", plati nasledujici ekvivalence mezi maticemi:

(AB)~ (IIA™'B)  (A[b)~ (IA™'D) (A~ (IAT).

Prvni ekvivalence uzijeme k vypoctu soucinu A~'B, tj. fddky matice (A|B)
upravujeme tak dlouho, az na misté puvodni matice A vznikne jednotkova
matice I. Na misté matice B vznikne hledany soucin.

Druh4 ekvivalence se analogicky pouzije k feSenf soustavy AX = B, nebot fesen{
je vektor A-1p.

Tieti ekvivalence slouzi k vypoctu A~1.

Pokud matice C je typu pxn a chtéli bychom pocitat soucin CA ™!, staéi pouzit
vztahu

(ATICT) ~ @(AT)'CT) = ([(ca 1) ").

Tomuto postupu pro vypocet souéint tvaru A~'B budeme fikat tiplné elim-
inaéni schema.

Poznamka:

V souvislosti s iplnym elimina¢nim schematem vznika otazka, zda lze kazdou
regularni matici A fadu n pfrevést ekvivalentnimi ipravami fadkt na matici I.
To vzdy lze.

Vime, ze matici A jako kazdou jinou lze prevést do horniho stupnovitého tvaru.
Protoze je navic regularni, jsou vSechny sloupce hlavni, a tedy diagonalni prvky
nenulové. Budeme tedy pokracovat dale tak, ze vSechny tfadky vydélime di-
agonalnimi prvky, abychom na diagondle dostali jednicky. K matici I se dostaneme
v n krocich.
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V prvnim odecteme od prvnich n — 1 fadka takové nasobky n-tého fadku, aby
v nich byly v poslednim sloupci nuly.

V druhém kroku odec¢teme od prvnich n — 2 fadku takové nasobky

(n — 1)-ntho tadku, aby v nich byly v pfedposlednim sloupci nuly. Upraveny
posledni sloupec se tim neposkodi.

V tfetim kroku odec¢teme od prvnich n — 3 fadku takové nasobky (n — 2)-hého
fadku, aby v nich byly v (n — 2)-hém sloupci nuly. Posledni dva sloupce se opét
nemeéni.

Je ziejmé, ze po n takovych krocich dostaneme matici jednotkovou.
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Determinanty

Pojem determinant matice je spojen vyhradné se ¢tvercovymi maticemi.
Pomocnym pojmem je pojem permutace mnoziny n = {1,2,...,n}, ktery je
déan nésledujici definici.

Definice:
Necht n € N. Kaizdé prosté zobrazeni i na sebe budeme nazyvat permutace
mnoziny n. Mnozinu vSech permutaci mnoziny n oznacime S,,.

Pro oznaceni permutaci budeme uzivat mala feckd pismena. Kdyz © € S,
nazveme Cisla w(1),7(2),...,m(n) hodnoty permutace a permutaci popiseme
1 2 . n
m(l) w(2) ... w(n)

vztahem 7 = (7(1),7(2),...,7(n)).

Prvni zpusob zdpisu je tabulka, ve které jsou v prvnim fadku prvky mnoziny
n a v druhém jejich obrazy v permutaci 7. Pfednosti tohoto zapisu je, ze neni
vzdy nutné, aby ¢isla v prvnim fadku byla vzdy srovnana vzestupné. Podstatné
je, aby pod ¢islem byl jeho obraz. Pii druhém zplisobu zapisu je ovSem tieba
dbat na poradi.

bud vztahem 7 = nebo zapiSeme stejnou permutaci

1 2
1 2

permutace 7 je prosté zobrazeni, existuje vzdy inverzni permutace 7! takov4,
1 1

Permutace € = ( ) se nazyva identickd permutace. Protoze

Ze TM T =T "W =E€.
1
Je to permutace 7T_1:<7T(1) 7T<22) 7r(nn)>
Definice:
Necht n € N, 4,5 € i, i # j. Permutaci 7;; € S,,, kde
[ A T S R S U S B S U B o
T\ 2 =1 G il . =1 i j41 ... n)POISS

nazyvame transpozici ¢isel i, j.

7i; je tedy permutace, kterd piehodi ¢isla i a j a tedy 7;;7; = €, tj. 7 = Tz‘j_l.
Zfejmé platf Tijg = Tji-

Definice:

Necht 7 € S,,. Kazdou dvojici (i,75),7 € n,j € n, pro kterou i < j

a 7(i) > 7(j) nazveme inverzi v permutaci . Cislo (—1)!=, kde I, je pocet
vSech inverzi v m nazveme znaménko (signum) permutace . Znac¢ime ho

sgn 7. Je-li sgn m=+1, fikame, ze 7 je suda permutace, jinak je licha.

Kazdou permutaci lze slozit z transpozic, tj. plati véta:

Véta 39: Nechf m € S,,, ™ # €. Potom existuji transpozice 71, 7,...,7 € Sy,

takové, ze m = 77y - - - 7. PFitom plati sgn 7 = (—1)%.

Vétu uvadime bez diukazu.

Dusledek 1:
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Necht 71,7 € S,,. Potom sgn 1wy =sgn 71 -sgn .

Dikaz:

Nechf m = 1im---mpam=n'n"-7 =

sgn (myme) =sgn (1172 - e/’ - 1) = (=1)FF = (=1)F(—1)! =sgn mysgn .
Ddsledek 2:

Transpozice je lichd permutace.

Dukaz: Ziejmy.

Ddsledek 3:

Necht 7 € S,,. Pak sgn 7 = sgn 7~ L.

1 1

Dukaz: 1=sgn € =sgn nw~ " =sgn 7w-sgn m_ .

Zavérem pripomeneme, ze ze stfedni Skoly je zndmo, ze pocet permutaci mnoziny
n je n!
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Definice a zakladni vlastnosti determinantu

Definice:
all a192 ... Q1n
, Lo i L, az1 a2 ... Q2p
Necht A je ¢tvercova matice fadu n, A=
an1 an?2 N 4 P )
Determinantem matice A nazveme ¢islo
ail ai19 ... Q1n
asy as9 ... Qop
det A= . = 3 sgn (ki,....kn)a1k G2k, - Gpk, -
. (k1,.--skn)ESp
an1 an?2 oo Qpn
Poznamky:

1) Determinant je tedy suma vSech soucinu n-tic prvku matice A, pii kterych
se zachovava pravidlo, ze v soucinu je z kazdého fadku a z kazdého sloupce
praveé jeden prvek a soucin je zndsoben znaménkem odpovidajici permutace.
Je to permutace, kterd Ffadkovému indexu kazdého prvku v soucinu pritfazuje
jeho sloupcovy index. To znamena, ze plati také
det A= S osgn (ki ..., kn)ak, 1Gk,2 - - Gkyn

2) Séitance tvaru sgn (ki, ..., kp)a1k, G2k, - - - Gnk,, se nazyvaji ¢leny determi-
nantu.
3) Je ziejmé, ze determinant ma n! ¢lent.

Determinanty specialnich typt matic

1) Necht A=(a11), pak ziejmé det A=sgn G)all =a.

2) Necht A= @12 Y vahu prichézeji pouze 2 permutace, m = (1 2)
az1 a2 1 2

. 12 )
se znaménkem sgn m = 1 a gy = (2 1) se znaménkem sgn mo = —1. Je tedy

det A=aj1a92 — ai2a9].
ai; a2 a3

3) Necht A=( as1 ags ao3 |. V tivahu piichdzi 6 permutaci.
az1 as2 as3

Permutace (1 2 3) (1 2 3) a (1 2 3) se znaménkem 1
1 23)7\2 31 31 2

a permutace 12 , r2s , 12 3) ge znaménkem -1.
321 13 2 2 1 3
Je tedy

det A=ai1a12a13 + a12a23a31 + a13a21a32 — A13022031 — A11A23032 — A12021033.

Poznamka:
Nékdy se pro zapamatovani vzorce pro vypocet determinanti matic 2. a 3. fadu
uziva mnemotechnickych pomtcek. Pro matice 2. fadu
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1, A2 = a11a92 — a12a21. Tim je naznaceno, Ze se nasobi jen prvky matice
a21 Q22
spojené Sipkami, pficemz ma-li Sipka smér Y\, opatii se soucin znaménkem +,
ma-li smér ', znaménko je -.
Podobné pro vypocet determinantu matice 3. fadu se doporucuje pod matici
opsat znovu 1. a 2. fadek a pospojovat prvky nésledujicim zpusobem

ail. a2 ais
/! a11612a13 + a12023a31 + 13021032 —

@21 22 23 | —@a13a22031 — (11023032 — (12021033-

az1 azz az3
aip aiz  a13
a21 a2 G23

Opét se nasobi pouze prvky spojené carami a o znaménku rozhoduje smér Sipky.
Tento zpusob vypocétu je zndm pod nazvem Sarusovo pravidlo. Je ovSem tieba
zduraznit, ze pro determinanty matic vyssiho fddu obdobné pravidlo neplati.

4) Definice:

ail ai2 oo Qln
. a21 a22 te a2n 4 7z rd ’ .7 Ve ’
Matice A= | . se nazyva dolni resp. horni trojuhelnikova,
Anp1 An2 ... QApp

plati-li a;; = 0 pro i < j resp. pro i > j, kde 7,5 € f.

Plati tvrzeni: Je-li A horni (resp. dolni) trojihelnikovéd matice, je det A=aj1a92 - - - app.
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Dukaz:

ail a2 ... Qain

) . 0 a2 ... Qa2n
Necht napt. A=

0 0 e Gnn

Cleny determinantu, které neobsahuji prvek a1y, jsou uréité rovny nule, nebot
musi obsahovat jiny prvek prvniho sloupce.

Budeme se proto dale zabyvat jen ¢leny determinantu, které prvek ai; obsahuji.
Jediny takovy ¢len determinantu, ktery neni nutné nulovy, je roven soucinu
(11022 * * * Gpn- Kdyby totiz a;; byl prvni diagonalni prvek, ktery ve zkoumaném
¢lenu determinantu chybi, musel by v tomto ¢lenu byt misto ného jiny prvek z
i-tého sloupce. Jeho fadkovy index by ovSem musel byt vétsi nez ¢, protoze nas
clen obsahuje prvky ai1, a2, -, ai—1,;—1. Takovy prvek je ovSem nutné nulovy,
a tedy i ¢len determinantu je nulovy.

Tim je tvrzeni dokéazano.

Disledky:
a) Determinant diagonédlni matice je roven soucinu diagonalnich prvki.

b) det I=1.

Véta 40:

Necht A je étvercové matice fadu n. Pak det A=det A'.

Dukaz:

det A je suma s¢itanci tvaru sgn L2 ... A1k Akesy * * * Ak -
ki ko ... kn 1 2 n

V det AT vystoupi kazdy souéin aig, aok, - - - ank,, také (protoze spliuje pravidlo,
ze z kazdého fadku a z kazdého sloupce je tam praveé jeden prvek). Protoze vsak
kazdy prvek a;; je v A" na misté s indexy (j,i), bude opatfen znaménkem sgn

ki ko ... k . cr s . ‘s L. p
11 22 : . Permutace, které zde vystupuji, jsou ovSem vzajemné inverzni,

a tedy znaménka jsou stejna.

Véta 41:

Necht A je étvercova matice fddu n. Potom:

(a) Vznikne-li matice B ndsobenim nékterého sloupce (fddku) matice A ¢islem
¢, je det B= cdet A.

(b) Je-li néktery sloupec (fddek) matice A nulovy, je det A= 0.

(c) M&-1i A dva sloupce (fadky) stejné, je det A=0.

(d) Oznacime-li A:(aﬂ), A, .. &0V p &0+ a<n>)

a B:(am,a@), ..., 207D §, &6+ ,aw),

pak det A+ det B= det (é’(l), a?, ... 80" g4 q,a0t), ... ,é’(")).
Analogické tvrzeni plati i pro fadky.

(e) Pripo¢teme-li k jednomu sloupci (fddku) matice A linedrni kombinaci jinych
sloupcu (faddku) této matice, determinant matice se nezmeéni.

(f) Vznikne-li matice B z matice A pfehozenim dvou sloupcu (fadku),
je det B = -det A.
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Dikaz:

Vzhledem k vété 40 je lhostejné, zda dikazy provadime pro faddky nebo pro
sloupce.

(a) V kazdém ¢lenu determinantu je pravé jeden prvek piislusného sloupce.
Kdyz byl sloupec nasoben ¢islem ¢, je kazdy ¢len determinantu znasoben ¢islem
¢, a tedy lze toto ¢islo vytknout.

(b) To, ze je sloupec roven G, lze chépat tak, ze néjaky puvodni sloupec byl
nasoben nulou, a podle (a) je tedy det A =0.

(c) Predpokldadejme, zZe i-ty a j-ty radek jsou stejné. Determinant obsahuje

s kazdym ¢lenem

1 2 ... AU B
Sgn(m) () ... Tr(zi) ng) Jm) A1 (1)d2m(2) =" Vin(i) " jm(j) * Anm(n)
také ¢len

1 2 ... i ... j ... om
S8 1 (1) 7(2) ... 7(G) ... 7(0) ... w(n)) PPV E2r(2) T Lin(G) " Djm(i) " Dn(n)-
Protoze z naseho predpokladu vyplyvd, Ze air(;) = i) & Ajr(j) = Gin(s),

lisi se oba ¢leny nejvyse znaménkem piislusné permutace. Protoze ale druha
permutace vznikne z prvni slozenim s jedinou transpozici 7;;, jsou znaménka
permutaci opacnd a ¢leny se zrusi. Determinant se tedy rovnd nule.
(d) Oznacime-li a§2) j-tou slozku vektoru &%) (tj. prvek na j-tém misté
v i-tém sloupci matice) a analogicky pro vektory p a g, plati
det (5<1>,a<2>, LAY B4 g, a0, §<n>):

1 2 (i-1) (i+1) (n)

:WEZé SGN T A, yA (o) 'aﬂ(i_l)(pw(i) + qw(i))aw(i-i-l) T

— Z sgn T agrl()l) . pﬂ_(l) oo af:é?ﬁb) + Z sgn a7(r1()1) . qﬂ_(l) ce aE:ZL):

ﬂ'ESn ﬂ'ESn
— det (a<1>,...,ﬁ,...,a<n>)+ det (5<1>,...,q,...,5<">).
(e) Determinant ma tvar det (5(1), ...,a0=h g0 4 ’yjé’(j),é'(i“) e 5(")>,
J#i

a je tedy podle (a) a (d) roven

det (a@),...,a(i),...,a(n)) + Y, det (a@),...,5@71),50),5(”1)...,a<n>).
J#i

Vsechny determinanty za sumacénim znaménkem jsou ovsem podle (c¢) rovny

nule.

(f) Ozna¢me sloupce matice A postupné a® 7@ . &) Prohozeni sloupci

a® a 9) v det A lze docilit dpravami, které symbolicky vyznaéim (sloupce,

které se neméni, vétsinou nepisu).

det A= det (a<1>,...,5@,...,5(]’),...,5<">) -

podle

= des(a0,.. &0 4a0), . &0), . &) =

podle

= des(a0),.. &0 + a0, &0) — (@0 +a0), .. a") =
— det(a@,...,a(i) +5<J’>,...,—a@,...,a(n)) —

podle

= —det(a®),.. &0 1 &0, &0, &m) =

18



e . .
= —det(a(l),...,5(1),...,5(1),...,5(”)).

Disledek:
Necht A a B jsou ¢tvercové matice fadu n. Vznikla-li matice B z matice A
ekvivalentni dpravou fadku, plati det B=det T - det A, kde T je matice, kterd
z jednotkové matice I fddu n vznikla stejnou ekvivalentni upravou fadku, tj.
vznikla-li matice T z matice I ekvivalentni tpravou fadka, plati

det TA= det T - det A
(nebot z pomocné véty na str. 10 vime, ze B=TA).

Dikaz:
(1) prohozeni i-tého a j-tého fadku:

0 oeen Tovnee foenn ity fadek

P WU S j-ty Fadek

Protoze det I= 1, je podle tvrzeni (f) det T= -1, a tedy det B= det T - det A.

(2) nésobeni i-tého fadku ¢éislem ¢ # 0:
T= RO I i-ty Fadek

Podle tvrzeni (a) je det T=c, a tedy opét det B= det T - det A.

(3) pripocteni i-tého fadku k j-tému Fadku:

o e, i-ty Fadek

U N P j-ty fadek

Podle tvrzeni (e) je det T= 1, a tedy det B= det T - det A.

Poznamka:
Stejnd tvrzeni plati pochopitelné i pro sloupcové tpravy.

Véta 42:
Necht A je étvercové matice. Pak A je regularni, pravé kdyz det A # 0.

Dukaz:
Matici A lIze ekvivalentnimi upravami fadku prevést na matici B, ktera je
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v hornim stupnovitém tvaru. Podle dokdzaného dusledku se determinant matice
A po kazdé tdpravé ndsobi ¢islem ruznym od nuly ( -1 pfi zdméné fadku, ¢ pii
nasobeni fddku ¢islem ¢ a 1 pii pripocteni fadku k druhému).

Je tedy det A # 0 < det B # 0. Ale determinant matice B je soucin jejich
diagondlnich prvku (nebot je trojihelnikovd), a je tedy nenulovy, pravé kdyz
v8echny sloupce jsou hlavni, tj. kdyz hodnost A je n.

Veéta 43:
Necht P a Q jsou ¢tvercové matice fadu n. Pak det PQ = det P - det Q.

Dikaz:

1) Necht P je singuldrni <= det P = 0 a h(P) < n.

Podle véty 33 je h(PQ) < h(P) < n = PQ je singuldrni = det PQ=0.

2) Necht P je reguldrni. Pak existuje matice P~!, plati PP~! = P"'P =1, a
tedy platf P=(P~1)"".

Plat{ tedy také PQ=(P~1)"'Q.

Spocitdme tento souéin technikou pro vypocet soucinti tvaru A~'B ze strany 10.
To znamenad, ze budeme provadét ekvivalentni ipravy Ffadka matice (P*IIQ)
az dostaneme matici (I]PQ).

(Zde je nutné si uvédomit, ze at uzijeme jakékoliv fadkové tipravy, které zajisti,

7e na misté matice P~ vznikne matice I, vznikne na misté matice Q matice

PQ.)
Protoze pii tomto procesu vznikla matice PQ z matice Q ekvivalentnimi ipravami,
plati podle dusledku ze strany 21

det PQ = det T det Ty_1 --- det Ty- det Q, (%)

kde T; je matice, kterd odpovida i-té tpravé (tj. vznikla z I touto tpravou).
Vztah (%) plati pro kazdou matici fadu n, a tedy specialné (pii volbé Q=I
a stejnych tpravach) plati

det P = det T det Ty_1 --- det T5.
Je tedy det PQ = det P - det Q.

Disledek:
Necht A je reguldrni matice. Pak det A~1 = -1+
Dikaz:

Tvrzeni je dusledkem vztahii 1 = det (A7'A) = det A~!. det A.

Definice:
Necht A=(a;;) je ¢tvercova matice fadu n > 1. Nechf A7) je ctvercova mat-
ice fadu n — 1, kterd z A vznikla vySkrtnutim ¢-tého radku a j-tého sloupce.
Ozna¢me

Dij = (—l)i—’_j - det A(Z’])
Cislo D;; se nazyvé algebraicky doplnék prvku a;;.

Véta 45: (O rozvoji determinantu podle i-tého tadku, resp. j-tého sloupce)
Necht A=(aj;) je ¢tvercovd matice Fadu n > 1 a D;; jsou algebraické dopliky
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prvki a;; proi € 0, j € n.
Potom pro i € n plati
n
det A =3 a;;D, (rozvoj podle i-tého Fadku)
i=1
resp. pro j € n plati

n
det A — Z a’L]DZ] (rozvoj podle j-tého sloupce)
=1

Tuto vétu jsme uvedli bez dukazu.

Véta 46:
Necht A=(a;;) je reguldrni ¢tvercovd matice Fadu n > 1 a D;; jsou algebraické
dopliiky prvki a;; pro i € n, j € n.

Dy D21 ... Dy
. L D2 Da2 ... Dy
Potom A= = TotA :
D, Ds, ... Dy,
Dukaz:

Staci dokazat, ze AA~!=I. Zkoumejme tedy prvek na misté (4, j) tohoto soucinu.
Kdyby vzorec uvedeny ve vété platil, je (podle vzorce pro ndsobeni matic)

[AA_l]Z'j = ﬁ[ailDﬂ +aipDjo + ... + aijn].

Podle véty 45 je vyraz v hranaté zavorce pro i = j roven det A (vypocet
rozvojem podle i-tého Fadku), a tedy [AA~1]; = 1 pro i € 7.

Podle téze véty je vyraz v hranaté zdvorce pro i # j rozvoj podle j-tého fadku
ovSem determinantu matice, ktera vznikne, kdyz v matici A nahradime j-ty
tfadek znovu i-tym fadkem. Rozvoj v hranaté zavorce je v tomto piipadé roven
nule, protoze jde o determinant matice se dvéma stejnymi Fadky.

Tim je véta dokédzana.

Poznamka:
D;; Doy ... Dnl
. di D2 Do ... Dy o . . 3
Matici A9 = . se Fikd matice adjungovana
Dln D2n cee Dnn
k matici A.

Véta 47: (Cramerovo pravidlo)

Nechtf A je reguldrni étvercovd matice fadu n a b € C". Oznaéme B(® matici,

kterd z matice A vznikne pii ndhradé i-tého sloupce vektorem b. Necht X =
T

Z2 i
€ C"™ je feSeni soustavy AX = b.

Tn

. o , (%)
Potom pro i € n plati x; = dggtBA .

Dikaz:
Vime, ze X = A~'b a tedy ze vzorce pro vypocet inverzni matice ve vété 46
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plyne

Tr; = M%[Dlibl + Dgibg + ...+ Dnzbn]

Snadno uvazime, ze vyraz v hranaté zavorce je rozvoj determinantu matice,
ktera z matice A vznikla po nahrazeni i-tého sloupce vektorem B, podle tohoto
nového i-tého sloupce. Tim je véta dokazana.

Poznamka:

Je tieba fici, ze Cramerovo pravidlo i vzorec z véty 46 se hodi k vypoctum
pouze u malych matic (jinak jsou to vzorce neekonomické kvuli velkému poétu
aritmetickych operaci). V teorii maji ovSem velky vyznam.
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Skalarni soucin a ortogonalita

Dilezité upozornéni:
V této kapitole budeme pod pojmem téleso rozumét vyhradné bud téleso viech
komplexnich ¢isel, nebo téleso vsech redlnych ¢isel. Divodem pro toto omezeni
je skutecnost, ze v obecném télese nemusi platit implikace

aeT<=aecT.

Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Kromé operaci séitdni vektorii

a nasobeni vektoru ¢islem, které jsou v kazdém vektorovém prostoru zavedeny,
se studuji i prostory s dalsi operaci, kterd se nazyva skaldrni soucin a je dana
nasledujici definici.

Definice:
Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Zobrazeni V x V do T, které
kazdé dvojici vektoru X a y z V pritadi ¢islo (X,¥) € T se nazyva skaldrni
soucin, pokud spliiuje nasledujici ¢tyfi vlastnosti:
1) Pro kazdé dva vektory X ay z V je (X,y)= (¥, X).
2) Pro kazdy vektor X € V je (X,X) > 0; (X,X) =0 X =0.
3) Pro kazdé tii vektory X, y aZz V je (X+¥,Z)= (X,Z) + (¥,Z).
4) Pro kazdé dva vektory X ay z V a éislo a € T je (aX,y)= a(X
Poznamky:
0) Pro lib. X € V je (X,0) = (6,X) = 0.
(Nebot (6,X) = (06,X) = 0(6,X) =0.)
1) Pokud prostor V je redlny, tj. T=R, plati (X,y)= (¥,X).
2) Z vlastnosti 1) a 4) plyne (X, ay)= a(X,¥).
Z vlastnosti 1) a 3) plyne (Z,X + y)= (Z,X) + (Z,y).

3) Priklad skalarniho souc¢inu na prostoru C”".

1 Y1

)y o x2 o Y2 . .
Necht X = | . eCray=|. € C". Definujeme tzv. standardni

~—

Iy Un
n
skaldrni souéin vztahem (X,y)= Y z;7;. Obdobné definujeme na prostoru
i=1

n
R" standardni skaldrni soucin vztahem (X,y)= Y x;y;.
i=1

4) Prostor R" se standardnim skaldrnim sou¢inem nazyvame eukleidovsky
prostor a analogicky prostor C" se standardnim skaldrnim sou¢inem nazyvame
unitarni prostor.

Jsou to tedy prostory, na kterych jsou definovany t¥i operace.

5) Je-li V vektorovy prostor nad T se skaldrnim souc¢inem a X € V, nazyvame
¢islo ||X|| = v/(X,X) norma vektoru X.

Specidlné v prostoru R™ ( a nékdy i v C™) se standardnim skaldrnim sou¢inem
se ¢islo ||X|| = /(X,X) nazyva eukleidovskd norma vektoru X. Snadno si
rozmyslime, ze v R',R? a R? m4 eukleidovskd norma vyznam velikosti vektoru.
Snadno provéiime, ze ||X|| =0 <= X =0 a [|ax]| =|a| ||X]|.

Véta 48:(Schwarzova (Cauchyova) nerovnost)

23



Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem nad télesem T. Pak pro
kazdé dva vektory X,y € V plati
&3] < %] - 5]
Rovnost nastéava, pravé kdyz vektory X a ¥ jsou linedrné zavislé.
Dukaz:
Pokud X = @, je nerovnost ziejma4.

Omezime se tedy na piipad X # 6. Zavedeme vektor Z vztahem Z = I X.
Plat{ vztahy (Z,¥) = %(i ¥

o a1 = ({50 {9%) = 3

I~
<l
X

~—
Il
=
i)
N
s

.‘7,)?)(—» %) = |(X.9)1
’ B
Z prvniho vztahu je ziejmé, ze soucin (Z,y) je redlny, a tedy nasledujici vyrazy
si jsou rovny
2 3)[2

(7.9) = (.2) = |12]* = 'S0~
Z toho plyne

— - = — — — - — — 2.v)|2 —
0<(Z-¥.2-9) = |2 - (3.2 - @5 + 91> = - SR+ 191> )
Nerovnost |(X,¥)| < ||X|| - ||¥]| tedy plati.
Vysetiime, kdy nastane rovnost.
Jsou-li vektory X a ¥ linedrné zavislé, je jeden z nich ndsobkem druhého. Necht
napf. X = ay. Pak |(X,¥)| = |(a¥,¥)| = [a[[I¥]* = [e¥] - [¥] = I%] - [¥]-
Je-li naopak |(X,¥)| = ||X| - |¥ll, pak je bud X = G, a tedy vektory X, ¥ jsou
linedrné zavislé, nebo X # G a vyraz na pravé strané vztahu (x) je roven nule.

Z toho ovsem plyne ||Z — ¥||=0, z toho ¥ = Z = (‘);ﬂ? X, a tudiz vektory X a y

jsou linearné zavislé.

Véta 49:(Trojihelnikovd nerovnost)
Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem nad télesem T. Pak pro
kazdé dva vektory X,y € V plati
X+ ¥l < [I%] + [I¥]-
Rovnost nastava, pravé kdyz existuje &slo o €T, o > 0 tak, ze bud ¥ = oX,
nebo X = ay.
Dukaz:
Plati nasledujici vztahy
IR+ 91 = (R +9,% +5) = |]? + 2Re(%,5) + |7]1? <
Slli\l2+2\/Re2(i, ¥) + Im? (X, §) + ¥ *=[%]* + 2/(%, ¥) | +[|F]]* < (%)

(Schwarzova
nerovnost)

< IRIP 200 191+ 191 = A+ 17D

Nerovnost tedy plati.

Predpoklddejme, Ze plati rovnost [|[X+¥| = [|X||+||¥||. Pak se vSechny nerovnosti
ve vztazich (x) méni na rovnosti a z toho plyne:
(a) [(X, )| = [IX[ - [[¥l],
(b) Re(X,¥) = |(X,¥)| = Re(X,¥) > 0, Im(X,¥) =0,
a tudiz Re(X,y) = (X,¥).

Z (a) a Schwarzovy nerovnosti plyne, ze vektory X a ¥ jsou linedrné zavislé, tj.
existuje a € T, Ze bud ¥ = aX, nebo X = ay. Zbyva dokdzat, Ze existuje takové
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nezaporné «. V pifpadé, Ze oba vektory jsou nulové, je to ziejmé. Necht napf.
X#06ay=ax.Z(b)plyne (X,y) > 0, tj.

X, aX)=a|X?>0=a>0= a>0.

Naopak, je-li ¥ = aX a o > 0, plati |X+¥| = [X+ X[ = [1 +af - [X] =
(L + o)X = X[ + =] = X[ + [lex]| = IX]| + [[¥]]-

S pojmem skalarnitho soucinu tzce souvisi dalsi dulezity pojem.

Definice:

Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem nad télesem T. Rekneme,

ze dva vektory X, ¥ € V jsou ortogondlni (kolmé), jestlize (X,¥) = 0. Uzivame
oznaceni X 1 y.

Rekneme, ze soubor vektort (X1, %), ... %) je ortogonalni (OG), prévé
kdyz X 1 XU) pro vSechna i, j € i, kde i # j.
Spliuje-li tento soubor navic podminku H)‘(’(l)H = 1 pro vsechna ¢ € 7, fikdme,

7e je ortonormalni (ON) (tj. plati (X, %)) = §;; pro viechna i,j € 7).

Poznamka:
Vsimneme si, ze zatimco vektory ortonormalniho souboru jsou nutné nenulové,
u ortogonalniho souboru to tak byt nemusi.

Priklad:
Standardni baze prostoru C" (resp. R") se standardnim skaldrnim sou¢inem je
ortonormalni soubor.

Véta 50:

Ortogonédlni soubor nenulovych vektoru je linedrné nezavisly.

Disledek:

Ortonormaélni soubor je linearné nezavisly.

Dukaz:(Sporem)

Necht (}2’(1),5{’(2),...,2’(”)) je linedrné zavisly soubor a X9 #£ & pro i € f.
n .

Existuje tedy n-tice Cisel aq, ao, ..., q, a index iy tak, ze > a;x0) =g
i=1

a ag, # 0.

Plati tedy i rovnost (z aii(l),i(z())) — (5,%00)) = 35 0, (R0, %0)) = 0 =

i=1 i=1
= O[io H)?uo) H2 - O(nebot7 soubor je ortogonélnf) = aio = 0 (nebot %(t0) + 3).
A to je hledany spor.

Véta 51:
Necht (), %) .. %) je linedrné nezavisly soubor vektort z vektorového
prostoru V se skalarnim souc¢inem. Potom existuje ortonormalni soubor vektoru
(¥, 33, ... §™) tak, ze pro kazdé r € 7 plati

[5(*(1)75(*(2), . ’g(r)h — [y(l),y@), o ’y(r)h.

Poznamka:

Pokud se ndm podaif takovy soubor (¥, 52, ... §) najit, fikdme, Ze jsme
soubor (i(l),i(Q), .. ,5(’(”)) ortonormalizovali.

Dausledek:

Nenulovy vektorovy prostor kone¢né dimenze ma ortonormalni bézi.
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Dikaz:

Dukaz provedeme tak, ze vysvétlime rekurzivnim zpusobem postup, kterym
se ortonormalni soubor s uvedenymi vlastnostmi ziska. Postup je znam pod
jménem Gram-Schmidtiiv ortogonaliza¢ni proces.

Nejprve zvolime y) = mi(l)
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Jasné plati: (a) [FD]x = [¥D],,

(b) [I¥™]1=1.
Druhy vektor konstruovaného souboru najdu néasledujicim zpusobem:

=(2
Nejprve najdu pomocny vektor )7( ) tak, aby platilo:

()5 Ly,
=(2 = -
) §7 e xO, 20,
Hleddm ho ve tvaru §( ) = %2 — 01§ a tim si zajistim vlastnost (b).

Protoze chci, aby platilo i (a), musi byt splnéno
=2(2) (D) — -

(y ¥ =0=0=x®,yV)- 0412Hy(1)\|2 =

= a1 = (B, 5D vt 150 = = 5 = %@ — (%@, 57O,

Polozime-li ) = ”3(12 ”3:;(2)7 mé tento vektor vlastnosti (a) i (b) a navic je
|¥®)]|=1. Soubor (¥1),%?)) je ortonormalni, a tudiz lineirné nezavisly,

37(1) c [g(l),gg(?)]/\ 7 }7(2) c [,-g(l)’;(@)h’ a proto [}7(1)73}7(2)]A — [g(l)j(?)h.

Piedpokladejme nyni, Ze se ndm podafilo ortonormalizovat vektory x1), () (),
tj. najit vektory ¥, @ .. §O tak, ze (y®,y9)) = dij pro i,j €1

a XD, %@ 0], = [V, 5@, .. )] pror e [. Nejprve najdu pomocny

S(1+1)

vektor y tak, aby platilo:

(a)
(b)

=041 _ a4

=(14+1)
y
7Y ¢ g0 3@ g0,

l
Hleddm ho ve tvaru y Z o;y®, a tim si zajistim vlastnost (b),

nebof [£1,2),....,K0], = [y, 5@ .. 0],
Protoze chci, aby platilo i (a), musi pro k € [ byt splnéno

(y(l‘*‘l)’}—;(k)) =0= XD - 3 a0, g0y = 0 =
i=1

l .
= @D, 5%) - 3 0,30, 5%) = 0=
=1
= qp = ( (+1) 7y )) Pro k € I (nebot (5, 50)) = 6;; pro 4,5 € H=>

N }:;(“rl) — gU+1) _ El: (XD §(0) g0,
i=1

>(+1 , . . ,
Polozime-li y(+1) = s - )Hy( ) , ma tento vektor vlastnosti (a) i (b) a navic
y
je [I¥+D]|=1. Soubor (¥, 5, ... §+D) je ortonormélni, a tudiz linesrnd
nezavisly, y*) e [x(l) X3 .,)E(l 1)]>\ pro k € [+ 1, a proto
[FO, 59,70, = {00, Z0),
Véta 52:
Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem nad télesem T
a X = (XU, x® . ™) je jeho ortonormélni baze. Nechf ¥ € V. Potom
n :
% = 3 (%, 20)0),
i=1
Dikaz: .
Vime, ze lze psat Z % nebot X je bize V. Pro i € i plati
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(%,%0) = f: o (XF) %0) = ;-1 = ay.

Poznamka:
Souciny (X, %(") jsou tedy soufadnice vektoru X vzhledem k ortonormalni bazi.
Necht nyni X (xM, %2 %) je pouze ortogonalni bize V. Potom soubor

1 2(1) Fe) 1 2(n)y qoc s . . Lo
(||:2(1>HX , ”q(Q)H e TR X ) je ortonormalni baze. Vime, ze soufadnice

vektoru X vzhledem k této ortonormélni bézi jsou (X, @5{'(") ). Plati proto

X = i L_(%,%)) —L_%0), Soufadnice vzhledem k ortogonalni bazi X tedy

jsou

Definice:

Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem a P CC V. MnoZinu
PL={yeV[y Lx VXecP}

nazyvame ortogonalni doplnék podprostoru P ve V.

Véta 53:
Necht V je vektorovy prostor se skaldarnim sou¢inem nad télesem T a P CC V
(dim V< 00). Pak také P+ cC V a plati

(a) V=PaP+,

(b) (P4)" =P.

Dukaz:

Abychom dokézali, ze P+ CC V, staéi dokdzat uzavienost vici operacim.
Nechf tedy X,y e Pt =X 17 a y.1lZ VZeP=

= (X,Z)=0a(¥,Z2) =0 VZeP= (X+y¥,Z2)=0 VZeP=
=>X+y1lZ VZIEP=X+ycP

Necht R c PtaancT=%1Z VZeP= (X,Z)=0 VZcP=

= (aX,2) =0 VZEP=aX | Z VZ€P = axXc Pt

(a) Nejprve dokizeme, ze V=P+P+,
Pro P = {3} je to zfejmé, nebot v tom pifpadé je P+ = V.

Je-li P = [x(l), @ (k)},\ s ortonormalni bazi (x(l) X2 ,)_c'(k)), je kazdy
k
vektor ¥ € V roven souétu v = X + ¥, kde ¥ = 3 (¥, x0))%0)
j=1
k )
ay=v— Y (¥,x9))x0), Vektor X lezi ziejmé v P.
7=1

Snadno se presvédéime, ze pro i € k plati ( % ) = 0. Kazdy vektor Z € P je
linearni kombinaci souboru (x(l),i'@), o, X )), a tedy i pro néj plati

(¥,Z) = 0. Vektor ¥ tedy lezi v P+.

Abychom dokézali, ze V=P®P~, zbyvs dokdzat P N P+ = {6}. Necht tedy
X € PNPL. Nebot X € P, musi byt jeho souéin s kazdym vektorem z P roven
nule, a tedy specidlné musi byt (X,X) = 0. Z toho plyne X = G.

(b) Jednoduchym disledkem definice je inkluze (P+)* > P, nebot vektory z P
jsou kolmé na vsechny vektory z P-.
Dokazeme jesté inkluzi (P+)+ c P.
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Necht % € (P1)+. Nebot také X € V, je podle (a) X =&+ b, kde & € P
abePl

Plat{ (X,b) = (&,b) + (b,b). Plat{ (,b) = 0, nebof £ € (PL)L a b € PL.
Plat{ (&,b) =0, ebotaEPabEPL

Jetedy (b,b)=0=>b=6=X=a=xcP.

)

Dusledek:
Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem nad télesem T a P CC 'V
(dim V< 00). Kazdy vektor X € V lze psét jednozna¢né ve tvaru
X =Xp + XpL,
kde Xp € P a ipj. S P-L.
Vektor Xp se nazyva ortogondlni priamét X do podprostoru P.

Konstrukce (ortogonalniho prumétu):
7 dikazu véty 53 je ziejmé, ze je-li ddna ortonormalni baze (X1, %) . .. ,)‘(“(k))
podprostoru P, plati
Xp = Y (%, ,z(y)),z(y) aXpL=%X— ()‘(’7)‘(’(])))‘(‘(])_
j=1 j=1
Definice:
Necht A% je Vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem nad télesem T,
(XM, %@ %% je ortonormélni soubor ve V a X € V. Potom &islo

@) se nazyva i-ty Fourieruv koeficient vektoru X vzhledem k souboru
)

i,
W, x@ x(k))

—~~

Poznamka:
7 predchazejici konstrukce je ziejmé, ze Fourierovy koeficienty jsou souradnice
ortogonalniho prumétu vektoru X do podprostoru P v ortonormaélni bézi tohoto
podprostoru.
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Vlastni ¢isla a vlastni vektory matic

Poznamenejme nejprve, ze pokud nefekneme jinak, jsou matice v této kapitole
komplexni a vektory jsou vektory z prostoru C”. Déle poznamenejme, ze

v této kapitole pod pojmem ,skaldrni sou¢in“ minime vzdy standardni skaldrni
soucin.

Definice:

Nechf A je ¢tvercovd matice fadu n. Cislo A € C nazveme vlastnim &islem
matice A, jestlize existuje vektor X € C™, X # @ tak, ze AX = AX. Kazdy
takovy vektor X nazveme vlastni vektor matice A piislusny k vlastnimu ¢islu
A

Mnozinu vSech vlastnich ¢isel matice A znacime o(A) a nazyvame spektrum
matice A.

Véta a definice 54:

Necht A je étvercovd matice iadu n a A jeji vlastni &islo. Mnozina vsech
vlastnich vektoru piislusnych vlastnimu ¢islu A tvoii (po pfidani nulového vek-
toru) podprostor v C™. Dimenzi tohoto podprostoru znac¢ime v4(\) a nazyvame
geometricka nasobnost vlastniho éisla A.

Poznamka:
Geometricka nasobnost vlastniho ¢isla je tedy rovna poctu linedrné nezavislych
vlastnich vektorl, které k nému piisluseji.

Dukaz:(toho, ze jde o podprostor)

Necht X a y jsou vlastni vektory piislusné \. =

= AX =M a Ay =)y = AX+Y) =AX+ Ay = XX+ ¥y = A\(X+Y).
Tedy i X + ¥ je vlastni vektor piislusny .

Stejné, je-li a € C, plati A(aX) = aAX = aXX = AaX).

Kazdy vlastni vektor X prislusny A spliuje

AX =X <— (A - \X =0,
tj. je netrividlnim fesenim homogenni soustavy s matici (A — AI). Ve Frobeniové
véte se iika, ze dim Sg = n—h, a tedy netrividlni feSeni této homogenni soustavy
existuje, pravé kdyz n > h, a tedy (podle véty 42) prave kdyz

det (A — AI) = 0. (%)
Tedy kazdé vlastni ¢islo matice A je kofenem této rovnice.
Naopak, je-li X kofenem (%), je matice A-AI singularni, tj. h < n, a tedy existuje
nenulovy vektor X tak, ze (A — AI)X = G, tj. existuje vlastni vektor ptislusny
A

Véta a definice 55:
Cislo A € C je vlastnim é&islem Gtvercové matice A, pravé kdyz je kofenem
rovnice

det (A — AI) = 0.
Tato rovnice se nazyva charakteristicka rovnice matice A a jeji leva strana
se nazyvé charakteristicky polynom matice A. Znacime ho pa ().

Poznamka:
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all — A a2 . A1n

a21 asy — AL Qa2n, .
pAa(A) =det (A — AI) = ) je skute¢né polynom

anl ano e Qpp — A
stupné n, nebot kazdy ¢len determinantu je polynom v \.

Ze vsech ¢lenti ma nejvyssi stupen soucin

(a11 = M)(aze = A) -+ (ann — A)
a pa(A) ma tedy tvar

PA(N) = (—=1)" N + 0y A"+ by A+ by
Snadno zjistime hodnotu absolutniho ¢lenu b,,. Pro kazdé A € C plati
det (A — XI) = (—=1)" A" + by A" L ...+ by g A+ by,
a tedy specialné pii volbé A = 0 dostaneme b,, =det A.
Polynom pa (A) je polynom n-tého stupné, a ma tedy (poc¢itdno s nasobnosti) n
komplexnich kofent A1, Ao, ..., A\y. Jak vime z piipravného kurzu, lze ho psat
ve tvaru
PAN) = (=D)"A=XA)A=X2) - (A= ) = A=A (A2 =) -+ (Ay — ), nebot
koeficient u A" je (—1)".
Z toho plyne pa (0) = A1 Ag - - - A, Protoze také plati pa (0) =det A, dostali jsme
dulezity vztah
det A = )\1)\2 tee )\n

Poznamka:
ailr] a2 ... Qain
. ., / ; . . 0 a2 ... Qop
Je-li A trojihelnikova matice, napt. A= | | ,
0 0 ... Gnn
n
je det (A — AI) = [l (ay; — A), a tudiz jsou jejimi vlastnimi ¢isly diagonélni
i=1
prvky aq1,a922, - .., Gnn. Stejné tvrzeni plati specialné pro diagonalni matice.

Definice:

Necht A je ¢tvercova matice a A jeji vlastni ¢islo. Algebraickou nasobnosti
vlastniho ¢isla A nazveme jeho nasobnost jakozto kofene charakteristického
polynomu pa (A). Algebraickou nasobnost vlastniho ¢isla A znacime v, ().

Poznamka:
Algebraicka nasobnost korene polynomu byla definovana v ptipravném kurzu.

Véta 56:
Necht A je étvercova matice fddu n a g jeji vlastni ¢islo. Pak

v (A0) < va(o).
Dikaz:
Oznacme v4(\g) = k. = Existuje k linedrné nezavislych vlastnich vektori
D @ RF) prfslusnych k Ag. Doplnime tento k-élenny soubor na bézi
W, xk gED %)) prostoru C”.
Ozna¢me X matici, ktera mé za své sloupecky vektory této baze, coz muzeme
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symbolicky zapsat X= <>_<'(1),>_<'(2), LX)

Matice X je reguldrni, proto existuje matice X! a plati X !X = IL.

Posledni vztah lze symbolicky zapsat

X1 (20,22, ,i(")):<é(1),é(2), ) .,é(")>. Z toho je ziejmé, Ze pro i € A

plati
X150 — o) ).
(Staci si uvédomit, ze ndsobit matici zleva matici, kterou ozna¢ime napt. P, je
totéz jako ndsobit jednotlivé sloupce této matice matici P.)
V podobném symbolickém zapisu plati

AX— <A>z<1>, AR, Y) _ <)\0>2(1), » ,Aoi(k),Y),

kde jsme OZnaéili Y = A)E(k+1), ey A)E(n) (Y je matice o n fadcich a n — k sloupcich).

Z tohoto vztahu a z (%) plyne

X TAX = ()\OXli(l), oA XTIk XlY) = ()\06(1), . Aoé(k),X1Y> .

Rozepiseme-li matici X' AX po prvcich, je tedy tvaru

)\0 0 0 C171€+1 ... Cin
0 /\() 0 C2 k+1 ... Cop
X TAX = 0 0 Ao Chkkt1 ce. Chn (5%).
0 0 0 Ckyik+1r -+ Ckiln
0 O 0 cnkyt --+ Cnn

Plati

det (A — AXI)=det [X(X1AX — AI) X !]=det X -det(X1AX — \I)-det X '=
=det(X'AX — AI).

V poslednim kroku jsme vyuzili vztahu det X-det X1 =det I=1.
Charakteristicky polynom pa(\) je tedy roven determinantu matice, kterou
dostaneme, kdyz v matici v (x%) ode¢teme od prvku na diagondlnich mistech
A. Pouzijeme-li na vypocet tohoto determinantu postupné vétu o rozvoji podle

1., 2. az k-tého sloupce, zjistime, ze plati
pa(N) = (A — Xo)¥-det (C — AI),

kde jsme oznagili

Ck+1,k+1 --- Ck+ln
C: . .

Cn,k+1 ... Cpn
Cislo g je tedy alespon k-nasobnym kofenem pa (M), tj. plati k& < v4(Ao).

Véta 57:
Necht A je étvercovad matice fadu n a A1, Ao, ..., \; jsou jeji vzédjemné ruzna
vlastni &sla. Necht pro i € k je X vlastni vektor pifslusny k vlastnimu éislu
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Ai. Potom (X1, %) %)) je linedrné nezévisly soubor.

Dikaz:
Pro k =1 je tvrzeni jasné.
Nechf k > 2. Dikaz provedeme sporem. Nechf soubor (¥, %) ... %) je

linedrné zavisly. Podle véty 4 existuje index [ € k takovy, 7ze ) = 3 ;")

a soubor ()_c’(l), @ ,)_c'(l_l)) je linedrné nezavisly. Z predpokladu véty plyne,
ze nemuze platit aq = 042 = =oy_1 =0.
-1
Plat{ jednak AX(® Z ;i AXD = 3 a; X a na druhé strané
=1 =1

AXD = \xW Z a X,

=

Plati proto i ai(X\i—\)X) = &. Linedrni kombinace na levé strané je netrividlni,
nebot \; # \; proi € [ — 1. Mame tedy spor, nebot soubor ®W %@ . gl=D)
je linearné nezavisly.

Dusledek:

V C” existuje baze slozend pouze z vlastnich vektort matice A, pravé kdyz pro
vSechna vlastni ¢isla A matice A plati v, () = v4(A).

Dukaz:
Necht A1, Ag, ..., A\, jsou véechna vzajemné riizné vlastni &fsla matice A. Oznaéme
n; = vg(\i).
Oznacme
igl), igl), .. (1) linedrné nezavislé vlastni vektory ptislusné k Aq,
)‘(’52), 5(’;2), cee g; linearné nezavislé vlastni vektory piislusné k Ao, (%)
ce
igk), )_c'gk), xék) linedarné nezavislé vlastni vektory piislusné k .

Dokazeme, ze vSechny tyto vektory tvori dohromady linedrné nezavisly soubor.
Jejich linearni kombinace ma totiz tvar

. ny
Z o (l)x +Z o Vg +Z ;W% ( ) = 8. Prol e k plati, ze Y ozi(l))_c'z(l)
= =1 =1
je bud Vlastnl vektor prlslusny vlastnimu ¢&islu A;, nebo je to vektor nulovy.
Vlastni vektor to ovSsem byt nemuze, protoze bychom se dostali do sporu s
vétou 57.

Proto je Z a; V) El) =0 prol € k. Protoze vektory Xg),iél),.. i&’) jsou
=1
line4rné nezavislé, je ;M = asW =.. . = anl( )=0prol e k.

Vektory vyjmenované ve (x) jsou tedy linedrné nezavislé, a pritom kterykoliv
jiny vlastni vektor je uz jejich linearni kombinaci.
Bazi C" tvoii pravé tehdy, kdyz jejich celkovy pocet je n, tj. kdyz
ni+ng+---+np=n.
Protoze plati n = vg(A1) + va(N2) + - - - + Vo (M), je to pravée tehdy, kdyz
(Va(A1) — 1) + (Wa(A2) —n2) + -+ + (Wa(Ag) — i) = 0.
Podle véty 56 jsou vyrazy v kulatych zavorkach nezaporna ¢isla, a proto rovnost
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nastane, pravé kdyz v,(\;) =n; prol € k.

Definice:

Necht A a B jsou dvé étvercové matice stejného fadu n. Rikdme, ze matice A
je podobnda matici B, existuje-li regularni matice X tak, ze A = X 'BX.
(Rikdme, Ze A vznikla z B podobnostni transformaci).

Poznamka:

Snadno si rozmyslime, ze plati:

(1) Je-li matice A podobna matici B, je také matice B podobnd matici A.
(Nebot z A = X"'BX = B=XAX"! = (X"H1AX"1)

(2) Je-li matice A podobna matici B a matice B podobna matici C, je matice

A podobna matici C.

(Nebot7 zA=X"'"BXaB=Y!ICY=A=X"1Y"ICYX = (YX)*C(YX).)

Véta 58:
Nechtf A a B jsou dvé ¢tvercové matice vzdjemné podobné. Pak maji stejné
charakteristické polynomy, tj. pa(A) = pa(A).

Dukaz:

Nechf A = X~!'BX. Pak

pa(\) =det (A — A\I)= det (X 'BX — AX1X)= det [X~}(B - AI)X]=
=det X~!.det (B — AI)-det X= det (B — A\I)=pg(\).

Poznamka:

7 pravé dokazané véty plyne, ze podobné matice maji stejna vlastni ¢isla

a algebraické nasobmnosti u jednotlivych vlastnich ¢isel se rovnaji.

Uvédomime-li si, ze za pfedpokladu A = X'BX plati ekvivalence

AX = X & B(XX) = A\(XX), zjistime, ze se rovnaji také geometrické nasobnosti.

Vzniké otazka jaky je nejjednodussi tvar, do kterého lze matici podobnostnimi
transformacemi prevést. Pokusime se alespoii naznacit odpovéd. Nejradéji by-
chom byli, kdyby slo kazdou matici takto pfevést na matici diagonalni. To
ovSem obecné neni pravda.

Definice:
Nechf A je étvercové matice fadu n. Rikdme, ze A je diagonalizovateln4,
jestlize je podobna diagonalni matici, tj. kdyz existuje regularni matice X fddu
n a ¢isla A1, Aa, ..., A\, tak, ze
A1
X 1AX = Az
e
Veéta 59:
Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Pak A je diagonalizovatelna, prave kdyz
existuje baze C" slozena z vlastnich vektori matice A.

Dukaz:

a) Necht (x(1), %) ... X)) je béze C", pricemz ¥ je vlastni vektor matice
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A pifslusny vlastnimu &slu pro A; pro i € 7, tj. AX® = A", Oznaéme X
matici, kterd m4 za své sloupecky vektory X, tj.

X— (g(l)’ 2 ,)z(n))
Matice X je reguldrni, a tedy existuje inverzni matice X ~!. Z¥ejmé plati
AX= (Ai(l), AZO), Ai(")) - ()\1}?(1), MED, )\ni(”)> —

A1

_x| .
o
A1
b) Necht naopak existuje matice A2 . a regularni matice X tak, ze
e
plati
)\1 A1
X 1AX = AQ.‘ — AX =X AQ..
e e
Oznaéime-li sloupce matice X postupné X1, %32 .. () tj.
X= (5{’(1), X3 ,5{'(”)), muzeme posledni rovnost rozepsat po sloupcich

(Ai(l), AR A}‘c’(")> _ (Ali(l), N /\ni(”)),

a tedy AX() =\, pro i € f. Matice X je reguldrni, tedy soubor
(M, %@ g(M) je linedrné nezavisly, a proto tvori bazi C™.

Poznamka:
Protoze vime, ze baze C™ sestavend z vlastnich vektoru matice A existuje prave
tehdy, kdyz pro kazdé vlastni ¢islo A matice A plati
Va(A) = v4(N),
je to i podminka pro to, aby matice A byla diagonalizovatelna.

Zavedeme nyni fadu pojmt spojenych s pojmem matice. Nechf A je matice
typu m X n,

ail a2 ... Qlp

a a e a
A— 21 (22 2n

aml Om2 .. Amn

JiZ jsme si zavedli pojem matice transponované. Matici komplexné sdruzenou
s matici A nazveme matici

a1 a12 ... Qin
—_ a1 a2 ... @
A— 21 W22 2n

am1 Gm2 - -- Gmn

Podobné matici hermitovsky sdruzenou(konjugovanou) s matici A nazveme
matici
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ail asy ... ami1
- T a2 a2y ... AQm2
A=A "

A1p G2pn --. Gmp

Poznamky:

1) Misto oznaceni A™ se nékdy uziva oznaceni A*.

2) Snadno si rozmyslime (resp. uz vime), ze plati

(A+B) =AT+BT,(AT)"=A,(AB)" =BTAT (eA)T =AT,
A+B=A+B,A=AAB=A B,aA =aA,

(A+B)F = A" + B¥ (A" = A, (AB)" = BYAY (A = aA™.

Definice:

Necht A je étvercova matice fddu n. Potom

a) A je symetrick4, je-li redlnd a A = AT (tj. a;; = aj; pro i,j € n),

b) A je hermitovska, je-li A = A" (tj. a;; = @;; pro 4,j € n),

c) A je ortogondlni, je-li redlnd a AAT =1 (tj. fadky jsou ortonormalni
v R"),

d) A je unitdrni, AA® =1 (tj. fadky jsou ortonormélni v C"),

e) A je normadlni, je-li AA™ = A"A.

Véta 60:

a) I je unitarni, resp. ortogondlni matice.

b) Jsou-li A a B unitarni (resp. ortogondlni) matice stejného Fadu, je AB také
unitdrni (resp. ortogonalni) matice.

c) Je-li A unitdrni matice, je |det A| = 1 (resp. je-li A ortogondlni, je bud
det A = +1, nebo det A = —1).

d) Je-li A unitarn{ (resp. ortogondlni) matice, je A~! = A",

Dikaz:

a) Je zrejmé z definice.

b) Plati AA" =1, BB¥ =1— (AB)(AB)" = ABBY"A" = 1.
c) Ziejmé det A" = det A, a tedy

1=det I=det(AA")= det A-det A = |det A|?.

d) Je ziejmé z definice inverzni matice.

Poznamky:

1) Matice hermitovské (resp. symetrické) a matice unitarni (resp. ortogonalni)
jsou normalni.

2) Ze vztahu AA™ =1 je ziejmé, ze fadky unitdrni (resp. ortogonalni) matice
tvoii pii standardnim skaldrnim soucinu ortonormalni soubor v C" (resp.

v R™). Protoze plati i A" A = I, maji stejnou vlastnost i sloupce unitérni (resp.
ortogonalni) matice.

Jiz vime, Ze ne kazda ¢tvercovéa matice je podobné diagonalni matici. Z nésledujici
véty, kterou uvedeme bez dukazu, plyne, ze plati alespon to, ze kazd4 ¢tvercova
matice je podobna trojihelnikové matici.

Véta 61:
Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Pak existuje unitdrni matice fadu n tak,
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ze
A=U"RU,
kde R je horni (resp. dolni) trojihelnikova matice.

Pozniamka: Uvédomime si, ze plati U¥ = U~!, a tedy jde o podobnostni
transformaci.

Pii patrani po dalsich vlastnostech specidlnich typt matic nam bude uziteéné
nésledujici lemma.

Lemma:
Horni, resp. dolni trojihelnikova matice je normalni, pravé kdyz je diagonalni.

Dikaz:

(<) Ztejme plati, ze kdyz je trojihelnikovd matice diagonélni, je normalni.
(=) Budeme tedy predpokladat, ze A je napf. horni trojihelnikova matice

a plati AA¥ = AFA a dokdzeme, Ze jeji mimodiagonalni prvky jsou rovny
nule. Necht

aip @iz ... Qin ann
a2 ... Q2p a2 a2z
A= L , atedy A® = |. .
Ann, Qln A2p ... Gpp

Matematickou indukci dokdzeme, ze v i-tém fadku matice muze byt nenulovy
prvek pouze na diagonalnim misté (tj. na i-tém misté).

a)i=1

Porovnénim prvku na misté (1,1) v maticich AA™ a A" A (tj. prvku v prvnim
fadku a prvnim sloupci matic) dostaneme rovnost

a11a11 + a12a12 + - - - + A1pG1p = G11011 < ]a12]2 +-- 4+ \Gln\Q =0<+=

< app=a13="-"=a, =0.

b) Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro [/)r\vm’ch 1 — 1 radkau, tj.

Aji+1 = Qjj42 = " = Qjn = Oprojei—1.

Porovnanim prvku na misté (i,7) v maticich AA™ a A" A (tj. prvka v i-tém
fadku a i-tém sloupci matic) dostaneme rovnost

305 + Qi i 41T 541 + 0 + QinQin = QiQi5 < |ai,¢+1\2 + -+ |6Lm|2 =0+
= Qijit1 = Qigy2 = - = Qip = 0.

Véta 62:
Necht A je norméalni matice fadu n. Pak existuje unitarni matice U fadu n tak,
ze
A =U"DU,
kde D je diagonalni matice.

Dikaz:

Podle véty 61 existuje unitdrni matice U a trojihelnikovd matice R tak, ze
A = U”RU. Pokud se ndm podaii dokézat, ze plati RR® = RPR, bude podle
dokézaného lemmatu matice R diagondlni, a véta tedy plati.

Ziejmé je R = UAU" a R = UAP U™

Z toho vyplyva (vzhledem k tomu, ze AA™ = AFA)

RRY =UAU"UA"U" =UAA"U" =UA"AU" =UA"U"UAU" =R'R.
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Dusledek:
Je-li A normalni matice, plati pro kazdé jeji vlastni ¢islo A rovnost
Vg(A) = va(N).

Véta 63:
1) Je-li A hermitovska (symetrickd) matice, jsou vSechna jeji vlastni ¢isla redlna.
2) Je-li A unitérni (ortogondlni) matice a A jeji vlastni ¢islo, je || = 1.

Dukaz:
1) A je hermitovskd, tudiz normélni, proto podle véty 62 existuje unitarni
A1
matice U a matice D = A2 . tak, ze A = U"DU. Matice A a D
e
jsou tedy podobné, a proto ¢isla A1, Ag, ..., A, jsou vSechna vlastni ¢isla matice

A (kazdé tolikrat, kolik je jeho algebraicka ndsobnost). Plat{ A = UDU. Z
A = A" plyne U"DU = U"DU = D = D, a tedy po prvcich \; = )\; pro
i€ n.

2) A je unitarni, tudiz normdlni, proto podle véty 62 existuje opét unitdrni
matice U a diagonalni matice D tak, ze A = UYDU. Plati A¥ = U"DU. Z
AA" =1 plyne UPDUUYDU = U"DDU =1 = DD =1, a tedy po prvcich
/\ZXZ =1, tj. |)\1| =1 proi € n.

Véta 64:
Necht A je hermitovskd matice. Pak vektory odpovidajici riznym vlastnim
¢islum jsou (pii standardnim skaldrnim soucinu) ortogondlni.

Dukaz:
Necht \; # X2, AX = \X a Ay = \oy. Zndsobime-li prvni vztah skaldrné
vektorem ¥ a druhy vektorem X, dostaneme vztahy

(AX,¥) = M(X,¥) a (AY,X) = A2(¥, i) (%)
V dalsich ivahach pouzijeme toho, ze kazdy vektor z C" lze, kdyz to potifebujeme,
poklddat za matici o jediném sloupci. Pro kazdé dva vektory u a v z C" plati
tedy rovnost (d,v) = v'd (v tom smyslu, ze na levé strané je standardni
skalarni soucin, tj. ¢islo, a napravo sou¢in matic, tj. matice o jediném prvku).
Rikdme tomu maticovy piepis skaldrniho soucinu.
Plati tedy nésledujici rovnosti
(AX,¥) = yTAX = y¥7TA"'X = (Ay)"X = (X, Ay) = (AY, X). Z rovnosti prvniho
a posledniho vyrazu vyplyva (vzhledem k tomu, Ze plati (x) a ze vlastni éisla
A jsou reédlna)
A1 ()_('7 S;) = >\2(S"7i) = )‘2()_('7 }_;) = ()‘1 - )\2)(i> S;) =0, a tedy plati (iay) =0,
nebot A\ # Ao.

Pro realné symetrické matice zavddime dulezity pojem.

Definice:

Nechf A je realnd symetrickd matice fadu n. Zobrazeni F(X), které kazdému
vektoru X € R" prifadi redlné ¢islo F(X) = (AX,X), se nazyva kvadraticka
forma a matice A se nazyva matice této kvadratické formy.
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Poznamky:

1) Jesté jednou pripomeneme, ze skaldrni soucin uzity v definici je standardni
skaldrni soucin.

Oznacime-li slozky vektoru X pismeny xz1,zo,...,x,, lze kvadratickou formu
chapat jako funkci n proménnych F(x1,xo,...,x,). Plati

F(z1,29,...,2,)=F(X) = (AX,X) =

(a1171 + ajoxe + - -+ + a1pxn) 1+ a1171% + a1pT1To + - + a1 T+
+(a21x1 + agpxro + -+ agnxn)azg-i- _ tazxoxy + CLQQJUQQ + -+ aopxoT,y+

T b +
+(an1x1 + apgxrg + -+ annxn)'rn +(an1$n$1 + apgxpxre + -+ ann$n2-

Kvadraticka forma je tedy polynom v n proménnych, jehoz charakteristickym
rysem je, ze kazdy s¢itanec mé stupen 2.

2) Vsimneme si, ze pro i,j € 7 a i # j je ajjx;x; = ajxjx;. To nAm pomuze

pii tdloze hledat matici zadané kvadratické formy.

Napi. forma ve dvou proménnych F(z1,22) = 212 — 4129 + 2222 ma matici
1

—2 , 1 -2 T
<_2 2),nebot F(:Ul,xg):(xl x2)<_2 2) <$;>

(Matice kvadratické formy je totiz vzdy symetricka.)

Definice:

a) Symetrickd matice A faddu n se nazyva pozitivné definitni, je-li

(AX,X) > 0 pro kazdy vektor X € R", X # 0.

b) Je-li (AX,X) < 0 pro kazdy vektor X € R", X # 0 nazyva se matice A neg-
ativné definitni.

c¢) Symetricka matice A Ffadu n se nazyva pozitivneé (resp. negativné) semidefinitni,
je-li (AX,X) > 0 (resp. (AX,X) < 0) pro kazdy vektor

X € R, X # 8 a existuje vektor (0 # G, ze (AX(?), %)) = 0.

d) Kvadratickd forma se nazyvé pozitivné (negativné) definitni (semidefinitni),
ma-li jeji matice tuto vlastnost.

Kvadraticka forma, kterd nema zadnou z téchto vlastnosti, se nazyva indefinitni.

Je-li matice A hermitovskd (tj. obecné komplexni), zavadéji se analogické
pojmy.

Definice:
Necht A je hermitovskd matice fadu n. Zobrazeni F(X), které kazdému vek-
toru X € C" prifadi F(X) = (AX, X), se nazyva hermitovska (kvadraticka)
forma a matice A se nazyva matice této hermitovské formy.
Poznamky:
1) Pozor ! Asistent Pytlicek ve svém skriptu uzivé oznaceni hermitovska forma
pro jiny pojem.
n

2) Jasné F(X) = Y a;jz,%;j.

ij=1

Definice:
a) Hermitovskd matice A fadu n se nazyvé pozitivné (negativné) definitni,
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je-li (AX,X) > 0 ((AX,X) < 0) pro kazdy vektor X € C",X # 6.

b) Hermitovskd matice A fddu n se nazyva pozitivné (resp. negativné)
semidefinitni, je-li (AX,X) > 0 (resp. (AX,X) < 0) pro kazdy vektor

X € C", X # & a existuje vektor () #£ 5, ze (Ax(), %)) = 0.

c) Hermitovska forma se nazyva pozitivné (negativné) definitni (semidefinitni),
ma-li jeji matice tuto vlastnost.

d) Hermitovskd forma, kterd nemé zddnou z téchto vlastnosti, se nazyva in-
definitni.

Poznamka:
Uziteéné je uvédomit si, ze matice A je negativné definitni (semidefinitni), prave
kdyz matice -A je pozitivné definitni (semidefinitni).

V nésledujicich dvou vétach vyslovime dulezita kriteria pro testovani toho, zda
matice A je definitni.

Véta 65:

Necht A je hermitovska (symetrickd) matice. Pak A je pozitivné definitni (resp.
semidefinitni), praveé kdyz jsou vSechna jeji vlastni ¢isla kladnd (resp. nezdporna
a alespon jedno vlastni ¢islo rovné nule).

Dikaz:

(=) Nechf A je pozitivné definitni. Nechf X je jeji vlastni &fslo a X # o
odpovidajici vlastni vektor. Plati .

AR =A% = (A%, %) = O%,%) = A& %) = A= G >0

(<) Necht A1, Ag, ..., A, jsou viechna vSechna vlastni ¢isla hermitovské (a tedy

normalni) matice A. Podle véty 62 existuje unitdrni matice U tak, ze
A =U"DU, piicemz

Necht X # 6. V dalsich ivahach budeme uzivat maticového piepisu skaldrniho
soucinu. Plati

(AX X) = XM AX = X*U"DUX = (UX)"DUX.

n
Y2

Oznatme UX =y = . Protoze U je regularni matice, je ¥ také nenulovy

Yn
vektor. Dosadime-li za D a UX jejich prvky, dostaneme
\ Y1 A1y
"o Y2 e
S =g g
An Yn, AnY
= A|y1l® + Aaly2|® + -+ Anlynl® > 0.

(AX,X) = (1192 - - - Un)

Posledni nerovnost je dusledkem skute¢nosti, ze \; > 0 ay; > 0proi € n a
neplati y1 = yo = --- =y, = 0.

V pripadé dukazu pro semidefinitni matice se pouze vSechny ostré nerovnosti
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zméni na neostré. Fakt, ze u semidefinitni matice musi existovat vlastni &islo
nula, plyne z toho, ze kdyby vSechna vlastni ¢isla byla kladnd, je matice pozi-
tivné definitni.

Poznamka:
Analogickd véta plati pro negativné definitni (resp. semidefinitni) matice.

Véta 66:( Sylvestrovo kriterium )

a1 a2 ...0a1n
agl a2y .. .Aa2n

Hermitovska (resp. symetrickd) matice A = je pozitivné definitni,

Anpl1 Ap2 .- . . Apnp

ap a12~>0, ., det A > 0.

pravé kdyz aj; > 0, a1 G22

Dukaz:

(=) Nechf A je pozitivné definitni. UkéZeme, Ze pak pro k € n jsou matice
astasy A
. pozitivné definitni.

dkl aro . ..Aakk

A

Necht tedy ?2 je nenulovy vektor. Potom

Yk
y1
a1l a ... a :
arars - an\ () an az ... azm
_ _ 21 G22 . . . A2k e _ ... Qon .
(g2 -0 : =@ k0 0)] OF 1>0.
ar1 QKo .. .G ; ) .
k1 Ck2 kk Yk anl Gp2 ... Gpn/|:
0

Vime, ze vlastni ¢isla pozitivné definitnich matic jsou kladné a ze determinant
kazdé ¢tvercové matice je roven soucinu vlastnich ¢isel.

Plati tedy a11 > 0, g%i g%g >0, ..., det A >0.

appai2...aig
asl agy ... ask

(<) Oznactme Ay = a predpokliadejme det Ay > 0 pro k € n.

dkl aro...ark
Matematickou indukci podle n dokazeme, ze A, je pozitivné definitni. Pro
n = 1 je tvrzeni ziejmé. Z indukéniho predpokladu plyne, ze matice A,,_1 je
pozitivné definitni.

Z1
22
Oznacme d,, = dde(te% a oznacme zZ = |: vektor, ktery fesi soustavu
n—1
Zn—1
<n
0
0
A,Z=|: |.Z Cramerova pravidla plyne z, = 1, a tudiz plati vztahy
0
dn,
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Qip = —QA4121 — Q222 — = Ajn—12n—1

a tedy také (nebot a;; = aj;)

proi €n —1,
App = dp — Q121 — Apa2g — =+ — Un,n—12n—1,

pro ¢ € n/—\l,

Gni = —01321 — Q2422 — = — Ap—1,i2n—1
Upp = dp — Q1p 21 — G2pZ2 — =+ — Ap—1,n2n—1-
1 —21 arl
1 —22 as
Oznacme dédle R = . : aD=1:
1 —zp1
1

Gp—1,1 Apn—-1,2 - ..
0

Prezkoumame, ze plati vztah A,, = RFDR. Skute¢né

1 air a2
1 as1 a2
1 :
_ _ _ Gp—1,1 Apn—-1,2 - --
_21_22..._2;”_11 0 0
ailr a2 caipm-1 0 1
a1 a2 .azp-1 O 1
n-1,1 Gp—1,2 --+ Gp—1,n—1 0
an1 an2 - An,n—1 n,
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an1

a12
a22

.aip—1 O 1
- a2 n—1 0 1
an—1,n—1 0
0 dp
—2 aiy a2
—22 asy g2
1 —z -1 |
1” p—1,1 Gn—172 - --

an2

ca1pm-1 0

)

.agp-1 O

an—1,n—1 0

n,

_22

- 01 n—1
- A2.n—1

A1n
A2n

n—1,n—1 An—-1n

- An,n—1 Gnn



Necht X je libovolny nenulovy vektor. Ozna¢me y = RX. ProtoZe matice R je

Y1
Y2
regularni, je také vektor y = | : nenulovy. Ozna¢me jesté
Yn—1
Yn
Y1
—(n— Y2
Yn—

Plati vztahy
(A%, X) =x"A,X = X"R'DRX = y"'Dy =

aiy a2 ...a1p-1 O Y1
a1 a2  ...a2np—1 O Y2
= (J192 - - - Un—17n)| : : =
an-1,1 Gn—-12 --- Qp—-1n—1 0 Yn—1
0 0 dn) \Yn
a1 a12 s Alp—1 Y1
_ _ a2 a2 <o A2n—1 Y2 _
= (102 - Yn—1)| . : + UndnYn =
an—1,1 p—-1,2 --- Gpn—1n—1 yn—l/

= (An—ly(n_l)ay(n_l)) + dn‘ynP > 0.

Oba posledni s¢itance jsou nezaporné, protoze matice A,_1 je z indukéniho
predpokladu pozitivné definitni a ¢islo d,, je kladné. Ostra nerovnost vyplyva z
toho, ze kdy7 je ¥ nenulovy vektor, je yn # 0 nebo y™1) £ &.

Poznamky:

1) Analogickd véta pro pozitivné semidefinitni matice neplati, napf. matice
10 0

A = [00 0] méa pozadované subdeterminanty nezaporné, ale pozitivné
00 -1

semidefinitni neni.

2) Snadno si rozmyslime, ze je-li A pozitivné definitni matice fddu n, je zo-
brazeni C" x C™ do C, které vektorum X a y prifadi ¢islo (AX,y), skaldrni
soucin.

43



Linearni geometrie.

V této kapitole se budeme vyhradné pohybovat v prostoru R” se standardnim
skaldrnim soucinem, tj. v eukleidovském prostoru. Prvky R budeme nazyvat
body, pokud je chapeme jako geometrické objekty, nebo vektory, pokud je
chapeme jako prvky vektorového prostoru R™.

V podstaté budeme v této kapitole pouze zobectiovat v R™ pojmy a poznatky,
které jsou nam znamé ze stiedni skoly.

Definice:

Necht X,y € R". Spojnici bodt X,y nazveme mnoZinu

{X+AY—X) | A eR}={(1-NX+ Xy | N\e R} =

={aX+87 | a€R,BER,a+ =1}

Mnozinu {aX+0y | a € R, € R,a+ =1, > 0,5 > 0} nazveme tiseckou
spojujici body X,y.

Snadno si rozmyslime, ze v piipadé prostoru R3 je spojnice totoznd s pifmkou
prochézejici body X,y a pojem tusecka je totozny s pojmem zavedenym na
stfedni skole. Pojmy zobecnime nésledujici definici.

Definice:
Necht *1), %2 %*) jsou body z R". Afinnim obalem téchto bodi nazveme
mnozinu
¥ @ g, —{Zal )| oy €eRyi €k, Zaz—l}
Konvexnim obalem techto bodu nazveme mnozmu i
XD, x@, . g0, = {z a XD | q;eR,a; >0,iek, > oy =1}
i=1 1=1
Poznamka:

k . k
Kombinace . ;X" pii splnéni podminky 3 a; = 1 se nékdy nazyvé afinni
i=1 i=1
kombinace souboru (1), ). .. %)) a podobné tatdz kombinace pii splnéni
k .
podminky > «; = 1,4 > 0,4 € k se nazyva konvexni kombinace.
i=1
Definice:
Mnozinu WC R" nazveme linearni varietou v R", jestlize
(1) W 0,
(2) a plati-li implikace: X € W, ¥ € W = spojnice X, ¥ lezi ve W.

Definice:
Mnozinu KC R"™ nazveme konvexni mnozinou v R", jestlize

(1) K #0,

(2) a plati-li implikace: X € K,y € K = 1secka spojujici X a ¥ lezi v K.
Piiklady v R?:

1) Linearni variety jsou: bod, pifmka, rovina, cely prostor R3.

2) Konvexni mnoziny jsou bod, usecka, trojuhelnik, ¢tverec, kruh, krychle,
koule, ale ne napft. nasledujici mnozina.
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)

)

(2) (a) K= [, x®) . %], je konvexni mnozina,
(b) X € K pro i € k.

Dukaz: . i
(la) Nechf X e W = % = > %), 3 oy = 1,

=1 i=1

lk . Zk:

FEW=y=Y Zx) ¥ =1
i=1 i=1
k )

Necht o + 3 = 1. Potom aX + 3y = > (v + B6;) %D,

I
-

7

Plat{ Zk: (aag + B6;) = « Xk: a; + 3
i=1

k
0B; = 1. Proto aX + fy € W.
i=1 =1

(1b) *® = 0% + 0x®) + ... + 18O 4 0%+ ... 4 0xk),

Diitkaz tvrzeni (2a) a (2b) je analogicky, jen je tieba sledovat, ze o > 0, 3 > 0
aproi €k jea; >0, 5 >0.

Poznamky:

1) Je ziejmé, ze [¥D) %) .. %¥)], je nejmensi linedrn{ varieta, kterd obsahuje
vektory X, %@ .. %) v tom smyslu, ze kazdd varieta, kterd tyto vektory
obsahuje, ji ma za svou podmnozinu.

Obdobné poznamka plati pro &), %) ... %(¥)]. a konvexni mnoziny.

2) Vsimneme si, ze afinni obal vektoria (1), %(2) %(3) v R3 je v obecném piipadé
rovina a konvexni obal trojihelnik s vrcholy X, %(2), (%)

Véta 68:
Nechf P cC R"™ a a € R". Pak mnozina a + P je linedrn{ varieta.

Dukaz:

Mnozina a + P je jisté neprazdnd, protoze obsahuje bod a. Nechf X € a + P,
yea+P. Pakx=a+xY, y=a+yWD, kde x), 3 e P.

Nechf a4+ 3=1= ax + 3y = a(@+ X)) + p(@a+yW) =

= (a+ B)a+ axW + 1) = d 4 ax® 4+ gy c a3+ P,

nebot ax() 4 gy e P.

Priklad:
Mnozina feSeni soustavy linedarnich algebraickych rovnic o n neznamych
s redlnou matici je linedrni varieta (nebot je tvaru x + Sy.)

Véta 69:
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Necht W je linedrn{ varieta v R"™. Pak existuje pravé jeden podprostor Z(W) CC
R" tak, ze pro libovolny bod a € W plati W = a + Z(W).

Dikaz:

Necht a € W.

(a) Najdeme podprostor Z(W) tak, ze W = a + Z(W). Plat{

W =06+ W =a+ (—a) + W. Stacl dokdzat, ze mnozina Z(W) = (—a) + W

je podprostor v R™.

Necht % € (—&) + W, § € (—&) + W. Pak X = (—3&) + XV, § = (—a) + y,

kde X1, y(1) ¢ W.

Pak X4y = (—a)+[(—1)a+2(
1

1za +2y<1>)] ( *)+W, nebot (31 +15W)
je bod z W, a tudiz také [(— 2(3%

)a+ (1)) je bod z W.

Necht X € (—a) + W, tj. X = (—a) + kdex(l)EW a a € R. Potom
aX = —ad + axV) = (=a) + [(1 — a)a + ax(V] € (&) + W, nebot
[(1—a)d+ ax(M)] je bod z W.

(b) Dokézeme, ze podprostor Z(W) = (—&) + W je jediny podprostor R"
s vlastnosti, ze W = a + Z(W).

Necht podprostor P cC R"™, P # Z(W), m4 také vlastnost W = & + P.
Plati Z(W) =(-a)+ W= (—-a)+ (@+P)=(-a+a)+P=0+P =P
a to je spor.

(¢) Dokézeme, 7e pro kterykoliv bod b € W je W = b + Z(W).
Jasné plati b — & € (—&) + W = Z(W). Plati tedy
b+ Z(W)=a+(b—a)+2Z(W)=a+Z(W)=W.

Definice:

Podprostor Z(W) CcC R"™ z véty 69 se nazyva zaméfeni linedrni variety
W. Jeho dimenze se nazyva dimenze W.

Varieta dimenze 0 se nazyva bod.

Varieta dimenze 1 se nazyva piFimka.

Varieta dimenze 2 se nazyva rovina.

Varieta dimenze n — 1 se nazyva nadrovina.

Kazdy nenulovy vektor ze Z(W) se nazyva smérovy vektor variety W.
Kazdy nenulovy vektor ze Z(W)L se nazyvd normélovy vektor variety W.

Popis linearni variety WcC R":

Necht dim W=k. Jedna moznost jak varietu popsat, je psat ji ve tvaru

W =a+ Z(W). Uvedeme dalsi moznosti.

(a) Nechf & € W a (&1, a(g) ..,d%)) je baze Z(W), tj. Z(W) = [&1), a3, ... ak)],,
XReEW — X= —|—Zta , kde t; e Rproi e k.

Posledni rovnici fikdme smerova rovnice variety.

(%)

1 a o
" - T2 = a2 (5 a . & o .
Pokud ozna¢ime X = || ,d=| | aa® = |2 | proi € k, muzeme
x a (i
n n a% )
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smeérovou rovnici rozepsat po slozkach a ziskdme tzv. parametrické rovnice
variety W
SN0
r1=a1+ Y tia;
i=1
i
Ty =az+ ). ti@g)
~

)

, tiGRprOiEI:u'.

CE
Ip = Ap + § : tian
=1

(b) Nechﬁ (W, w® . wrk) je baze Z(W)L. Pro i € n — k oznaéme

z1
x
Potom X = | .| € W <= R € 4 Z(W) «= X —d € Z(W)
a:.n
(W R —&)=0proicn—k+= (W) %) =c;proi €n— k.
w'?
Wl .
Pokud oznacime W) = [ 72 | pro i € n — k, mizeme posledni rovnice rozep-
wl?

sat po slozkach a dostaneme

wil)xl + w%l)xg +- wg)xn =c

w12)x1 + w22)a:2 S R wg):cn =Cy

(n—k) (n—k)

—k
W g w4l =k

Témto rovnicim fikdme normadlové (neparametrické) rovnice variety.

(¢) Necht W = [)?(0), D ,i’(k)]a. Vime, ze W je linedrni varieta. Dokézeme,
7e jeji zaméteni je Z(W) = [¥(1) — g0 2 _x0) gk _ O],

7 dikazu véty 69 vime, ze Z(W) = (—x(0)) + W.

Je tedy [£) — 20, 22 _ 0 0 _ 0], ¢ z(w).

Dokéazeme opacnou inkluzi.

!

n 4
Nechf X € (—X0) 4+ W =X =v X0 kde V€ W = v = oox(?) + ¥ ;%
i=1

pficemz ag + a; = 1.

I

1!

Je tedy X = v—

0 = aoi(o) + i azi(’) — (040 + i az)i(o) = Zn: (07 (i(l) _)—(*(0))
i=1 i=1 i=1

Definice:

Necht W1, W5 jsou linedrni variety v R", W1 # Wo. Rikéme, ze Wi, Wy
jsou:

(a) rovnobézné <= Z(W;) C Z(W2) nebo Z2(W32) C Z(Wy),

(b) mimobézné <> nejsou rovnobézné a W1 N'Wy = (),

(¢) raznobézné < nejsou rovnobézné a Wi N Wy # ().

Véta 70:

47



Prunik linedrnich variet v R™ je bud prazdni mnoZina, nebo linedrni varieta.

Diukaz:

Dukaz sta¢i provést pouze pro dvé variety Wi, Wa.

Necht W1 N'Wy # (), oznacme W = W1 N Wo.

Pro X,y € W ukédzeme, Ze také spojnice X a y lezi ve W.
Nebot %X,y € W1 = spojnice je ve Wy

= joice ] ice fe ve W
nebot %,y € Wa = spojnice je ve Wy = spojnice je ve

Vzdalenost linearnich variet.
(a) Pojem vzdalenosti mnozin v R".

Definice:

Nechf Mi,My; C R". Cislo inf{||[X — §|| | X € Mi,§ € My} nazyvame
vzdalenost mnozin M;, Ms a zna¢ime ho p(Mj, My).

Vzdalenost bodu a od mnoziny M znaéime p(a, M) (misto p({a}, M) ).

Poznamka:
Z definice plyne, ze vzddlenosti bodu X,y nazyvdme ¢islo p(X,¥) = [|X — ¥||-

(b) Vzdélenost bodu od podprostoru.

Poznamka:

Snadno si rozmyslime, ze kazdy podprostor P v R" je varieta (nebot ho lze
psat ve tvaru G + P)) a ze varieta je podprostor, pravé kdyz obsahuje G, tj.
kdyz ,,prochazi pocatkem*. Takovou varietu W lze totiz podle véty 69 psat ve
tvaru 6 + Z(W).

Véta 71:

Necht P cc R, & € R". Necht & = &) + 42| kde &) € P,a(® € P+, Pak
p(&P) = &P

Dukaz:

Necht % je libovolny bod z P. Potom ||a — %||> = [|a(1) + &%) — ¥||? =

(nebot (D) —%)eP

ad® e

— (@M — %) +&0, @0 — ) +&@) T =7 a0 — g|2 1 @@ > &2,
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Pro ¥ z P je tedy ||a — % > ||a®)]|. Jelikoz pii volbe ® = &) je
|18 —%|| = I&®], je p(&,P) = inf ||& - || = |&®)].
xeP

Poznamka:

Z nasledujictho obrazku je zifejmé, Ze vzorec pro vypocet vzdalenosti bodu od
podprostoru je v pifpadé R? v souhlase s definici vzdalenosti bodu s privodi¢em
a od piimky P prochézejici po¢atkem.

a(2) P

o)

a(1)

(c) Vzdélenost dvou variet.

Véta 72:

Necht W1, Wy jsou dvé variety v R, W; = a(l) + Z(W)),

Wy = a® + Z(W,). Potom p(W1, W) = p(&1) — &®, Z(W1) + Z(W»)).
Diikaz:

(W1, W) =inf {[[R — 7| | X € W1, 5 € Wy} =

=inf {||at) + %V — &® - x?|| | xV € Z(W1),x® € Z(Wy)} =

—inf {||a) —&® + B|| | B € Z(W1) + Z(W,)} =

= p(aV) —&®, Z(Wy) + Z(W>)).
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