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Abstrakt

Nize uvedené tlohy slouzi k piipravé na prednasky i zkousku z
predmétu Moderni teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic. Schopnost
fegit hvézdickou oznacené tlohy bude vyzadovana u studenti, ktefi
budou u zkousky aspirovat na lepsi znamku, tj. A ¢i B.

Uloha 1. Bud n standardni vyhlazovaci funkce, ne.(x) := e "n(x/e) pro
e>0,af¢€ LIIOC(U), kde U je oteviend podmnozZina R™. Potom f¢ :=
ne * f € C®(U;) pro libovolnou U, := {z € Ul|dist(x,0U) > e}. Navic plati

D fe() = /U Dn(z — )£ () dy.

Uloha 2 (x). Bud u harmonickd na oteviené mnoziné U C R™, g € U a
r > 0 takové, Ze B(xg,r) C U. Potom

|D%u(xo)| < WHUHU(B(IBO,T))’

kde k = |a|. (Ndvod: Pouzijte matematickou indukci podle stupné derivace.)

Uloha 3. Bud G Greenova funkce pro Poissonovu rovnici na U. Ukazte,
Ze pro vSechna x,y € U : © # vy, G(z,y) = G(y,x). (Ndvod: Pro pevné
x,y € U polozte v(z) = G(x,z) a w(z) := G(y, 2); potom pro tuto dvojici
pouZijte Greenovu formuli na U\ (B(z,e)UB(y,¢)), kde € je dostatecné malé;
nakonec poslete € — 0.)

Uloha 4. Dokazte slaby princip mazima pro elipticky operdtor L s nezd-
porngm clenem nultého Fadu (¢ > 0). Ten Tikd, Ze kaZdé subreSeni u spliiuje
nerovnost max; u < maxgy u”, kde ut znaci kladnou ¢dst funkce u. (Ndvod:
Pouzigte slaby princip mazima pro L—c na oblasti V := {x € U : u(x) > 0}.)

Uloha 5. Formulujte Hopfovo lemma pro superiesen.



Uloha 6. Bud u € W*P(U). Dokazte, Ze slabé derivace D%u nezdvisi na
volbé reprezentanta. Ddle ukazte, e slabé derivace jsou zémenné, tj. DP D%u =
DBy pro a, B : |al + 18| < k, a Ze pro libovolnou otevienou V : V. C U
plati u € Wk’p(V). Konecné dokazte Leibnizovo pravidlo pro soucin u s libo-
volngm prokem 2(U).

Uloha 7 (x). Uvazujme na X := @f\il X, kde X; je normovany prostor,
ndsledujici normu, tzv. [P —normu,
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p € (1,400). Ukazte, Ze jsou-li vSechny X; separabilni, potom i X je sepa-
rabilni. Pro p € (1,+00) naleznéte dudlni prostor k X a ukazte, Ze jsou-li
vSechny X; reflexivni, je i X reflexivni. Nejprve uvazujte N konecné a potom
se pokuste odvodit totéz pro spocetné nekonecny direktni soucet.

Uloha 8. Bud' k € Ny. Dokazte, Ze pro libovolné r > 0 existuje (. € Z(R™)
tak, Ze

(= 1 na B(0,r)

" 0 naR™\ B(0,r+1)
aVa: la] <k, Vr>0: |D*,| < C. (Konstanta C tedy nezdvisi na volbé
o a predevsim ani na volbé r!) Ddle ukazte, Ze pro libovolné u € WFP(R™)
plati, Ze pro jakékoliv § > 0 malezneme rs > 0 tak, Ze pro vSechna r > rg
dostaneme ||Gru — ullyrp@ny < 6.

Uloha 9. Bud L eliptickyj. Prevedte slabou formulaci wlohy

Lu=f na U
u=g#0 nadU

na slabou formulaci eliptického problému s Dirichletovou hranicni podminkou.

Uloha 10. Budte V' oteviend podmnozina R", u € LL (V) a ¢ € 2(V).
Dokazte, Ze pro vSechna menulovd v absolutni hodnoté dostatecné mald h

plati (“integrace per-partes”)

/ uDlpdx = —/(D;hu)godx.
1% 1%

Uloha 11. Polozme v"(z) := v(z + he;). Ukaste, Ze plati (“Leibnizovo pra-
vidlo”)
DMow) = (DM)w + v Dlw.



Uloha 12 (). Dokaste vniting regularitu vyssiho stupné pro slabé feseni
eliptické rovnice. Konkrétnéji necht pro m € Ng @ a¥, b, ¢ € C™TYH(U),
f € HYU) au € H'(U) je slabé veseni rovnice Lu = f na U. Potom
u € H™(U) a pro libovolné V : VccU plati

loc
[l grmt2ry < C (LA em oy + HUHL2(U)) ;
kde konstanta C zdvist jen na m, U, V a koeficientech L.

Uloha 13. Dokaste, Ze zobrazeni

wes Jullorny = 3 1D%llow + 3 D%l con o)
| <k o=k

z Hélderova prostoru C*Y(U) do (0,+00) je norma a C*7(U) je s touto
normou uplny.



