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Abstrakt

Tyto poznamky jsou v podstaté zdznamem stejnojmenné prednasky na FJFI, jejiz
rozsah je 13 stominutovych lekef. Hlavn{ predlohou mi byla klasickd kniha L. C. Evanse [2],
Céstecné jsem se inspiroval i pozndmkami pro MEF [6]. Usiloval jsem o dobrou navaznost
na predméty Funkciondlni analyza a Rovnice matematické fyziky prednisené na FJFI ve
tFetim roéniku. Tomu jsem pfizpusobil i nékteré z dukazu.

Za peclivou vypomoc s prevodem c¢asti prednasky do digitdlni podoby dékuji stu-
dentum Katefiné Zahradové a Pavlu Eichlerovi.
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1 Notace

Kolik tresni, tolik visni.

|z

£l

[f]C’Ow(U)

2(U)
2'(U)

dist

div

standardni skaldrni souc¢in na R"

eukleidovska norma, je-li x € R"; n-—rozmérny objem, je-li x varieta
dimenze n; stupen, je-li x multiindex

norma £ na LP(U, 1 B), |£15 = [, |£(@)1%, du(x) prop > 1 a [|flle =
esssup,cy7|f(x)]; bude-li vhodné specifikovat mnozinu U, pouzijeme
mageni £, = || o)

seminorma na holderovsky spojitych funkei s exponentem v € (0,1);

[fleoa@) = 5uPs yev,arty %

vyhlazend funkce f (¢ je horni index!)

kladnd, respektive zdpornd, ¢dst funkce f, f*(z) = max{0, f(z)},
f(x) = —min{0, f(z)}

posunuti funkce f o h nasobek e;, kde e; je i—ty prvek standardni baze
vRY £ (@) = f(w + hey)

pramér funkce f pres mnozinu U, f;; f = [, f/ [ 1.

oteviena koule se sttedem z a polomérem r

vektorovy prostor vSech omezenych linedrnich zobrazeni z normovaného
prostoru X do normovaného prostoru Y, pro B € #A(X,Y) zavidime
tzv. operdtorovou normu jako || B[l = || Bl|x—y = supex o) =1 By
univerzalni konstanta v odhadech; odhad od odhadu se muze lisit, ale je
vzdy uniformni na celém podprostoru, na némz odhad provadime
prostor k-krat spojité diferencovatelnych funkei na U

prostor k—krat spojité diferencovatelnych funkci na U s kompaktnim
nosicem v U

Holderuv prostor (s exponentem 7 € (0,1)); zavddime na ném normu
(71)

Hessova matice funkce f v bodé x

(slabd) parcidlni derivace podle =%, kde « je multiindex

i~ty diferenéni kvocient funkce f velikosti h; (DI f)(x) := w,
kde e; je i—ty prvek standardni baze v R"

prostor testovacich funkei na oteviené mnozine U C R", 2(U) = CF(U)
duélni prostor k Z(U), prostor zobecnénych funkci

Laplacetuv operator, A = Z?:l 88722
vzdélenost mnozin, tj. pro A, B C R" : dist(4, B) = inf{|z —y|: = €

A,y € B}
divergence, div = V-

42
43
45
47



€; i-ty vektor standardni béze R™; (e;); = d;;

Ne standardni vyhlazovaci funkce dand vztahy (7) a (5)

HFU) Sobolevtiv prostor W*2(U); je navic Hilbertiv

HEWU) uzéver 2(U) v HE(U)

LP(U, u; B) vektorovy prostor (tiid ekvivalence skoro vSude shodnych) funkei p—
integrovatelnych v p—té mocniné na U C R" s hodnotami v Banachové
prostoru 4; neni-li uvedeno jinak, = R a u je Lebesgueova mira

n ={1,2,...,n}

No mnozina nezapornych celych ¢isel, Ng = NU {0}

N rozsifend mnozina ptirozenych éisel, N = N U {400}

\Y% gradient

S n-rozmérna sféra poloméru 1, |S"| = 27rnT+1/F("TH)

supp nosic¢ funkce ¢i distribuce

TrA stopa matice A

U. “e-vnittek” oteviené mnoziny U, U, := {z € U] dist(x,0U) > ¢}

WhP(U) Sobolevuv prostor, tj. prostor (tfid ekvivalence skoro vsude shodnych)
funkei, které jsou spolu se vSemi svymi slabymi derivacemi do k-tého
fadu vcetné integrovatelné pies U v p-té mocniné; zavadime na ném
normu (34)

WeP(U) wzaver 2(U) v Wk2(U)

2 Harmonické funkce

///////

Definice 2.1. Bud U oteviend podmnozina R™. Funkce u € C?(U) se nazjvd harmonicka na
U prdvé tehdy, pokud Au =0 na U.

Véta 2.2 (o sttedni hodnoté). Bud’te u harmonickd na U, x € U ar > 0 takové, ze B(x,r) C

U. Potom
ue)= | was)=f udy W
OB(z,r) B(z,r)

Diikaz. Definujeme-li

potom

r

&' () 2][ Vulz +rz) - 2dS(z) :][ Va(y) - L2 dS(y) :][ u ds(y),
8B(0,1) 8B(,r) 0B(x,r) OV

kde v je jednotkovéd vnéjsi norméla ke sféie OB(x, 7). Pomoci Greenovy véty dostdvame

1
/ = — A =
(b (r) ‘8B<$7 7’)’ /B(at,r) U(y) dy 0’



nebot u je harmonickd na B(z, 7). ¢ je tedy konstantni na ngjakém pravém okoli nuly.
Jeji hodnotu spocteme jako

o(r) = tl_i}r(])nJr o(t) = tl_i>%1+ s u(z +tz)dS(z) = ]éB(O’l) u(z)dS(z) = u(z).

Ve tieti rovnosti jsme pouzili Lebesgueovu vétu, integrabilni majorantu nalezneme snadno
diky spojitosti funkce u na kompaktni kouli B(z,¢), € > 0. Tim jsme dokazali prvni identitu
v (1), druhou dostédvame z rovnosti

/ u(y)dy:/ / udet:u(x)/ / dS dt = u(z)|B(x,r)|.
B(z,r) 0 JOB(z,t) 0 JOB(xz,t)

O]

Definice 2.3. Bud U oteviend podmnozina R™. Funkce u € C?(U) se nazyjvd subharmonicka,
respektive superharmonickd, na U prdvé tehdy, pokud Au > 0, respektive Au <0, na U.

Poznamka 2.4. Pokud bychom v dukazu vyse volili u pouze subharmonickou, odvodili bychom
¢ (r) >0, a tedy ¢(r) > limy—oy ¢(t) = u(z), coZ znamend

u(z) S]([?B(m’r) udS(y), wu(z) gé(m) udy. (2)

Pro funkci superharmonickou potom plati opacné nerovnosti.

Véta 2.5 (princip maxima). Bud U oteviend a omezend podmnozina R™. Je-li u € C*(U) N
C(U) navic subharmonickd na U, potom

1. maxu = maxu
U oUu

2. Je-li U navic souvisld a existuje-li xg € U tak, Ze u(xg) = maxu, potom u je konstantni
U

na U (tzv. silny princip maxima).

Diikaz. Ziejmé z druhého bodu plyne i prvni, nebof tvrzeni druhého bodu muZeme pouzit
na kazdé komponenté souvislosti mnoziny U. Uvazujme tedy U souvislou a xg € U : u(xg) =
maxg u =: M. Pro libovolné r > 0 s vlastnosti 0 < r < dist(xg,0U) diky (2) plati

M = U(ZE()) S][ Udya
B(zo,r)

coz s ohledem na spojitost funkce u znamend, ze Vy € B(xo,7) : u(y) = M. Zbyvé ukdzat,
ze mnozina A := {z € U| u(x) = M} je souvisld. Z vyse uvedeného je patrné oteviena. Diky
spojitosti u je i uzaviend v U. Pro libovolnou posloupnost (z,) C A takovou, ze x,, -y € U,
totiz plati M = lim, 4o u(z,) = u(y), a tedy y € A. O

Poznamka 2.6. JelikoZ u je superharmonickd prdave tehdy, pokud —u je subharmonickd, plati
pro superharmonické funkce analogicky princip minima. Harmonické funkce potom vyhovuji
obéma principim soucasné.



Definice 2.7. Bud'te f € C(U) a g € C(dU) pro néjakou otevienou mnozinu U C R™. Potom
Poissonovou tlohou minime ndsledugjici problém

—Au=f nalU

3
u=g9 nadU ®)
pro nezndmou funkci u € C*(U) N C(U).

Dausledek 2.8 (jednozna¢nost feseni Poissonovy tlohy). Je-li U omezend, potom Poissonova
uloha md jednoznacné resent.

Dikaz. Uvazujme dvojici u, @ FeSeni Poissonovy tlohy (3). Pro v := u — @ dostdvame

Av=0 nalU
v=0 naJdU.
7Z principu maxima potom plyne max +v = I%%X +v =0, a tedy v = 0. O
U

Dusledek 2.9. Bud u harmonickd a v subharmonickd na omezené mnoziné U a navic u = v
na OU. Potom graf funkce v na U lezi “pod grafem” funkce u. Analogicky graf superharmonické
funkce lezi “nad grafem” funkce harmonické.

Diikaz. Rozdil v — u je opét subharmonickd funkce, kterd je navic na QU nulova. Z principu
maxima pro libovolné x € U dostavame v(z) — u(x) < I%%X(’U —u)=0. O
Tvrzeni 2.10. Je-li u harmonickd na oteviené mnoziné U C R™, potom u € C*°(U), dokonce

u je redlné analytickd na U. Pro derivace plati odhad

e Crk
|D U(l’o)‘ < Tn_;,_kHu”Ll(B(xo,r))a (4)

kde xo € U, r>0: B(zg,7) CU ak=|al.

Dokézeme pouze hladkost u, diukaz odhadu (4) je ponechén ¢tenafi jako Uloha 2, dukaz
analyti¢nosti vychazi z tohoto odhadu a lze jej nalézti napiiklad v [2]. Nejdiive si vsak
pripomeneme nékolik poznatka o vyhlazovacich funkcich.

Intermezzo—vyhlazovaci funkce

Standardni vyhlazovaci funkeci rozumime

n(z) = {Cexp (IZI%I) lx] <1 5)

0 [ > 1,

kde C > 0 je voleno tak, aby

/n n(z)de = /B(O,l) n(x)dx = 1. (6)

Povsimnéme si, ze hodnoty 1 zavisi jen na |z|. PFimym vypoctem se lze presvédcit, ze n €
C>*®(R™). Totéz plati pro skdlované funkce

Ne(z) := i77 <E> : (7)



Ty jsou rovnéz normované na jednicku a suppn. = B(0, ¢).
Bud nyni f € L{ (U), kde U je oteviend podmnozina R™. Potom

loc
fe=nex f e C(Ue),

kde
Ue := {x € U| dist(z,0U) > &}.

Dtikaz se provede nalezenim explicitniho piedpisu pro derivace,
D7) = [ Dona =) ) dy
(viz Uloha 1).

Dukaz. (Harmonickd funkce je hladké.) Ukédzeme, ze pro libovolné € > 0, u = u® € C*°(U;)
na U.. Bud tedy ¢ pevné a x € U.. Potom diky rotaéni symetrii zvolenych vyhlazovacich
funkci

u(z) = /Uns(x —y)u(y)dy = / Ne(lz — y)u(y) dy

B(z,)

g €
:/ 775(1”)/ udSdr = u(x)/ 775(7“)/ dsdr
0 OB (z,r) 0 0B(z,r)

= u(z) /B o)Ay =)

Ve ¢tvrté rovnosti jsme vyuzili véty o stiedni hodnoté. Vzhledem k libovolnosti € je v hladka
na celé U. ]

Disledek 2.11 (Liouvilletv teorém). Bud u harmonickd a omezend na celém R™, potom u
je konstantni.

Dukaz. Vezméme xg € R™ a r > 0. Potom ze (4) snadno odhadneme

c C i
|Vu(zo)| < m”uHLl(B(mo,r)) < W‘B(%’ D" [ul] Loo mny.-

V limité r» — 400 dostdvame |Vu(zg)| = 0, a tedy vzhledem k libovolnosti zg je u konstantni.
O

Poznamka 2.12 (Souvislost s holomorfnimi funkcemi). Md-li f: Q@ C C — C, f(z +iy) =
u(z,y) +iv(z,y), kde u,v : R? — R, komplexni derivaci, tj. je na Q holomorfni, musi nutné
platit Cauchy-Riemannovy rovnice,

ou Ov ou ov

dr — dy’ oy oz
Z nich ze zaménnosti druhyjch derivact funkci u a v odvodime

Au=0, Av=0.



Je-li tedy f holomorfni na 0, potom jeji redlnd i imagindrni ¢dst jsou harmonické na €2
(identifikované s prislusnou podmnozinou R?). Specidiné z Liouvillova teorému pro harmo-
nické funkce dostdvame Liouvilluv teorém pro vsude holomorfni funkce.

Na druhou stranu si ukdzZeme, Ze kazZdd harmonickd funkce dvou proménngch je lokalné
rovna redlné édsti néjaké holomorfni funkce. Bud u harmonickd na U C R2. Pro (z,y) € U
polozme z = x + iy a zavedme funkci

ou . Ou
g(z) == Fr za—y.

Redlnd a tmagindrni ¢ast funkce g jsou hladké a navic spliuji Cauchy-Riemannovy rovnice-
jedna je splnéna diky harmonicnosti u, druhd diky zdménnosti druhgch derivaci. Odtud je g
holomorfni na U (identifikované s podmnozinou C). Jeji primitioni funkce G = [ g je potom
holomorfni na jednoduse souvislych podmnozindch U a plati

ORG | 93G_ORG _ ORG_ . bu o
ox oxr Oz Oy I 5 oy’

G'(z) =

z éehoZ plyne u = RG + konst.

3 ResSeni Poissonovy rovnice

”Mistre, existuje pravda?“ zeptal se jednoho dne mlady mnich mistra Zatoichiho. Zatoichi
se zahledél do dali a potom pravil: ”Nejedna. “ KdyZ mu pozdéji tutéz otdzku poloZil pokrocily
student, Zatoichi jen odsekl: ”Hlupdku, nic jsi nepochopil.”

3.1 Poissonova rovnice na R"

Uvazujme na okamzik rovnici

—AE=6 (8)

na 2'(R"), tj.ve smyslu distribuci. Na pravé strané stoji Diracova delta funkce. Resenim (8)
je reguldrni distribuce (prvek L{ (R™)) [7]

loc

- R e

1 1
DT e 25

Poznamenejme, ze pro z # 0: A&(z) =0, a VE € L} (R R"), tj. zobecnénd prvn{ derivace
splyvd s béznou derivaci (kterd existuje vSude mimo x = 0) a pusobi opét jako reguldrni
distribuce.
Bud nyni f reguldrni distribuce takovd, Ze existuje € x f (napf. f ma omezeny nosic [7]).
Potom feSenim rovnice
~Au=f (9)

na 2'(R™) je pravé u = & * f, tzn. ze pro viechny ¢ € Z(R"™) plati

VuVedr = fodx.
R R



Funkce u obecné netesi rovnici (9) v klasickém smyslu, tj. bodové, dokonce nemusi byt ani
dvakrat diferencovatelnd, jedna se “jen” o tzv. slabé resent, které budeme v obecnéjsi podobé
studovat pozdéji. Plati ale napiiklad nasledujici tvrzeni [2].

Tvrzeni 3.1. Je-li f € CA(R™), potom z — u(x) = [p. E(x — y)f(y)dy lezi v C*(R™) a
rovnice (9) je splnéna bodové.

Ve skutecnosti zistava toto tvrzeni v platnosti i za slabsich pozadavkl na regularitu f
[4].

3.2 Poissonova uloha na omezené oblasti

Vratme se nyni k problému (3) pro omezenou oblast s C'*-hladkou hranici.

Véta 3.2 (o tiech potencidlech). Bud u € C?(U), x € U a v vnéjsi normdla k OU. Potom

u@) = [ E-a)5e ) - 5 - 2w aSw) - [ E-odu)dy.  (10)

oU ov ov U
Dikaz. Vezméme libovolnée > 0: B(x,e) C U apro pevné x € U definujme V, := U\ B(z,¢).
Z harmonié¢nosti y — E(y — ) na V. a Greenovy formule odvodime identitu

Ey — ) Auly) dy = / E(y — ) Auly) — AE(y — x)uly) dy
Ve Ve

= | Ely—2)5 (W) — 5 (v~ 2)uly)dS(y). (11)
Ve

Na pravé strané integrujeme pies OU a 0B(x,¢). Prozkouméame limitn{ chovéni integralu pres
druhou jmenovanou ¢éast hranice. !g—ﬂ odhadneme maximem na U a dostdvame

ou .
| e o)) asw)| < e max ] -
OB(z,€) v

OB(z,)

O(elne) n=2
O(e) n>3

pro € — 0. Piimym vypocCtem se lze presvédcit, ze

oE 1
%—V-VE—W,

a tedy
[ S w-ouw)ase) = f  u)dst) > ua),
dB(z,e) IV 0B(z.¢)

kdyz e — 0. Limitu jsme spocitali stejnym zpusobem jako v dikazu Véty 2.2. Vztah (10) nyni
dostaneme prostym limitnim pfechodem ¢ — 0 v (11). O

Poznamka 3.3. Je-li u(x) harmonickd, potom posledni ¢len v (10) vymizi. Navic funkce
x— E(y —x) je proy € OU na U hladkd. Z toho lze odvodit, Ze u € C*°(U), tedy prvni édst
Tvrzeni 2.10, kterou jsme jiz dokdzali jingm zpusobem—pomoct vyhlazovacich funkct.



Resi-li u Poissonav problém (3), ma jiz predepsdny hodnoty na OU a hodnoty Awu na
U. Ve formuli (10) se navic vyskytuje ¢len %. Ten eliminujeme pomoci vhodné korekce
fundamentalniho feseni £. Ta bude pro kazdé pevné x € U Tesit nasledujici Poissontuv problém

AEY =0 naU
(12)
E*(y) =E(y—x) na JU.
Opét s vyuzitim Greenovy formule dostavame
[ e wsut)ay = [ £ waut) - A6 wuiu) ay
2, Ou 0&*
= /. ¢ ()5, W) — 5, Wuly) dS(y)
ou 08"
= o Ely —a)y () = — - (W)uly) dS(y).
Dosadime-li tento vztah do (10), obdrzime
og
uw) == [ 2w ul)dS) - [ G uty) dy, (13)
ou Oy U

kde
G(z,y) =&y —x) —&(y) (z#y)

je tzv. Greenova funkce pro U. Identita (13) nds vede k zavéru

Tvrzeni 3.4. Pokud vijse uvedend funkce G existuje a u € C%(U) tesi Poissoniv problém
(3), potom u je nutné tvaru
0G
u@ =~ [ S @ newasw)+ [ G f)dy (14)
ou 9ly U

Poznamka 3.5. Zdiraznéme, Ze tvrzend vyjSe nerikd nic o existenci feSeni Poissonova prob-
lému (3). Nicméné lze ukdzat, Ze jsou-li f, g a OU dostatecné regquldrni, potom (14) je reSenim
(3) v klasickém smyslu [4, Theorem 4.3]. My namisto toho pozdéji dokdZeme, Ze za prakticky
minimdlnich poZadavki na reqularitu slabé resend existuje a je prdvé jedno. Explicitni formule
pro Greenovu funkci G v pripadé, kdy U je poloprostor éi koule, lze nalézti napt. v [2].

Tvrzeni 3.6 (symetricnost Greenovy funkce). Pro vSechna z,y € U : = # vy, G(z,y) =
G(y, ).

Diikaz. Viz navod k Uloze 3. O

3.3 Variacni pristup-energeticka metoda

Jednoznaénost feseni Poissonova problému (3) na omezené mnoziné jsme jiz dokdzali pomoci
principu maxima, existuje véak i pifmocatejsi postup. Jsou-li u, & € C?(U) dvé feseni (3),
potom v := u — @ vyhovuje tloze
Av=0 nalU
v=0 mnadU.



Po prendsobeni prvni rovnice funkei v dostaneme pomoci integrace per partes

O:/UAvdx: (% ds — /|Vv|2dx——/ |Vo|? dz.
U “ou U

Odtud Vv =0 na U, a v je tudiz konstantni. Sou¢asné v = 0 na 9U. Proto v = 0 na U.
Pokusme se nyni problém (3) pfevést na variacni tilohu. Reseni hledejme na mnoziné

A:={w e C*U)|w =g na oU}.
Bud'te tedy u,w € A a necht u navic fesi (3). Plat{ tedy

Oz/U(—Au—f)(u—w)da::— 8u(u_ dS—l—/VuV u—w da:—/fu—

ou Ov
:/UVUV(u—w)d:Jc—/Uf(u—w)dx

Odtud s pomoci Cauchy—Schwarzovy a Youngovy nerovnosti odhadneme

1 1
/ |Vu|?> — fudz = / VuVw — fwdx §/ |Vu|2d$—|—/ ~|Vw|* - fwdz, (15)
U U U2 U2
coz nas motivuje k zavedeni nové veli¢iny, tzv. energetického funkciondlu, I : A — R,
1 2
I(w):= | z|Vw|* - fwdx.
U 2
Nerovnost (15) muzeme nyni piepsat jako
Vwe A: I(u) < I(w),

jinymi slovy, feSeni v problému (3) minimalizuje I na A. Plati dokonce i obracené tvrzeni:

Véta 3.7 (Dirichletuv princip). Bud u € A. Potom u 7esi Poissonovu rovnici prdvé tehdy,
pokud

I(u) = ggﬁf(m)

v, e

Volne pevné v € 2(U) a zavedme funkci ¢ : R = R, t = I(u+tv). Ziejmé u + tv € A, a tedy
¢ m4 minimum v ¢ = 0. Existuje-li tedy ¢/(0), potom je nutné nulové. Derivace /(0) je déna
linedrnim ¢lenem v rozvoji

1 1 1
W(t) = / §|Vu +tVo]? — flu+tv)de = / §\Vu|2 + itQWUF +tVuVu — fu—tfvde.
U U
Méme tedy

OZL,(O):/UV’LLV’UfUdiL‘:/a gu ds — /Auvadx—/U(Auf)vdx,

U oV

nebot v = 0 na OU. Prostor Z(U) je ale husty v L?(U, dz), musf tudiz platit —Au — f = 0
s.v. na U. Vzhledem ke spojitosti —Awu — f plati tato rovnost na celém U. O
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4 Princip maxima pro eliptické operatory

1

Mladyj mnich ze zeptal Unmona: “Mistie, kde najdu mazimu' Zivota?” Unmon se dlouze

zamyslel a potom pronesl: “Na hrané.”

Bud'te a¥, b, ¢, f, kde i, j € f, zatim blize nespecifikované realné funkce na oteviené
mnoziné U C R". Uvazujme rovnici

n

(Lu)(z) ==Y @ (2)u g0, (z +Zb’ ) g, (z) + c(z)u(z) = f() (16)

ij=1
pro neznémou funkci u € C%(U). Zde jsme zavedli zkrécenou postfizovou notaci pro parcialni
derivaci, 2 d = Uy, Vzhledem k tomu, Ze u 3,2, = U z;4,, 1ze bez Gjmy na obecnosti predpokladat,

7e a(x) = aji(x). Tyto koeficienty je vyhodné zapsat do symetrické ¢tvercové matice A =
(a®)n 'j—1- Podobné zavedeme vektorovou funkei b = (bHr_,.

Zdtraznéme, 7e v celé této sekci budeme vzdy uvazovat (funkéni) koeficienty a® takové,
ze L je uniformné elipticky dle nasledujici definice.

Definice 4.1. Diferencidlni rovnice (16) se nazgvd (uniformneé) elipticka, pokud existuje kon-
stanta 6 > 0 tak, Ze pro s.v. x € U:

n

Z a(x)&€; > 0|E|* pro VE € R™. (17)

ij=1
Linedrnd diferencidlni operdtor L z (16) v takovém pripadé nazjvame (uniformneé) eliptickym.

Poznamka 4.2. Typické minimdlni pozadavky na reqularitu koeficienti jsou a', b, ¢ €

C(U). Potom L : C*(U) — C(U).

Poznamka 4.3. Podminka elipticity (17) implikuje, Ze s.v. na U (a pro spojité koeficienty a'l
v$ude na U) je matice A(x) pozitivné definitni s nejmensi vlastni hodnotou vétsi ¢i rovnou 6.
Volime-li za & vektor, jehoZ jedind nenulovd komponenta je prdavé k-td, dostdvame

() > 0. (18)
Je-li @ € C1(U), potom lze operator L piepsat jako

L=-— zn: aii <aij(:c)(£j> +zn:b~i(x)

1,7=1

kde b := bl + Z] 1 a’ xj, coz lze dsporné zapsat jako
L=—div(AV)+b-V +c.

Tento tvar operatoru L budeme nazyvat divergencénim—je vyhodny, kdykoliv pfijde ke slovu
integrace per-partes, tj. ve slabé formulaci a energetickych metodach. V dikazu principu
maxima je naopak vyhodné pracovat s puvodnim nedivergenc¢nim tvarem.

!pozndmka prekladatele z japonstiny: maxima=mravni zdsada
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Véta 4.4 (slali)y princip maxima). _Bud’te U oteviend omezend mnozina v R®, ¢ =0, a¥ €
CU), b eCU) aue C3U)NC(U) takové, e

Lu<0 nal. (19)

Potom maxg u = maxay u.
Plati-li obrdcené
Lu>0 nal, (20)

potom ming u = mingy u.

Definice 4.5. Funkci u vyhovujici (19), respektive (20), budeme nazgvat subfesenim, respek-
tive superfeSenim.

Slaby princip maxima tedy tikd, ze kazdé subfeSeni nabyva na hranici svého maxima a
kazdé superfeSeni nabyva na hranici svého minima.

Dikaz. (slaby princip maxima) Jelikoz u je superfesenim pravé tehdy, pokud je —u subfesenim,
sta¢i dokazat prvni tvrzeni. Uvazujme nejprve piipad

Lu<0 nal. (21)
Existuje-li ° € U : u(z) = maxy u, potom nutné
Vu(z?) =0, D?*u(z%) <o. (22)

Druhy vztah iiké, ze Hessova matice v z° je negativné definitni ¢i semidefinitni.
Déle matice A(2°) je symetrickd a pozitivné definitni. Existuje tudiz orthogonalni matice
0= (oij)zjz1 tak, ze
OA(z°)OT = diag(dy,...,d,), Vi€n:d;>0.

V novych soufadnicich y := 2% + O(z — 2°) nabyva elipticky élen L v bodé x° rovnéz dia-
gondlniho tvaru,

n n
D a9 (@ (@) = Y a¥(2%)0 0wy, (2°)
,j=1 i,5,k,l=1

n

= Z (OA(xO)OT>klU,ykyz () = deu,ywk (2°).
k=1 k=1

Jelikoz podminka (22) nezdvisi na volbé soufadnic, musi platit Vk € 7 : uy,,, (2°) < 0. Odtud
jiz plyne

n

Z aij(ﬂvo)u,zizj (%) <o.

3,j=1

Souéasné diky prvni podmince v (22) ¢len prvnfho fadu operdtoru L v bodé x° vymizi,
b- Vu(x®) = 0. To ale znamena, ze
(Lu) (") =0,

coz je spor s (21).
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Necht nynf plati (19). Pro zatim libovolné €, A > 0 definujme
us () = u(z) + e,
S vyuzitim nerovnosti (19) a (18) dospéjeme k nasledujicim odhadum,
L(u.) = Lu + eLe™™ < eLe*™ = e(—=A2at + Ab1)er™ < (=220 + A||b! |00 )e™™ < 0,
kde posledni nerovnost plati pro A dosti velké. Jako v prvnim piipadé dostavame rovnost

max s = max U,
U oUu

ve které staci provést limitni pfechod € — 0. 0

Poznamka 4.6. Stejné jako v Dusledku 2.9 se ukdze, Ze plati-li

Lv=f, Lw<f naU
v=g, w<g nadU,

potom w < v na celém U. Odtud o w mluvime jako o subreSend.

V piipadé ostré nerovnosti (21) jsme dokazali dokonce vice. Nejenze subfeseni nabyva
svého maxima na hranici, ale nikde mimo hranici jej ani nabyvat nemuze. Princip maxima
v obdobném duchu zahy zesilime i pro pifipad neostré nerovnosti. Ta ale na rozdil od ostré
pripousti i konstantni feSeni. Nejdiive se ale podivejme, do jaké miry lze oslabit podminku
c=0.

Véta 4.7 (slaby princip maxima pro ¢ > 0). ﬁud’te U otevrend omezend mmnoZina v R",
c>0,a9 €CU), b € CU) aue C*(U)NC(U) takové, ze

Lu<0 nal.
Potom maxp u < maxgy ut. Plati-li naopak

Lu>0 nal,
potom ming u > — maXgy U~ .

Diikaz. Pro prvni tvrzeni viz Ulohu 4, druhd c¢ést se ukaze aplikaci té prvni na funkci —u.
Staci si uvédomit, ze (—u)™ = u~. O

Poznamka 4.8. PoZadavek nezdpornosti c nelze vypustit, jak ukazuje ndsledujict protipriklad.
Vezméme U = (0,7) x (0,7) a u(x,y) = sinzsiny. IThned ovérime, Ze —Au —2u =0, u =0
na OU a soucasné maxgu =u(5,%) = 1.

Podobné se nelze zrici omezenosti U. Uvazujeme-li U = R x (0,7) a u(z,y) = e*siny,

potom —Au =0, u=0 na OU a pritom supy u = +00.

Definice 4.9. Bud U oteviend mnozina v R™, kterd v 2° € OU pripousti vnéjsi normdlu v.
Rekneme, Ze n € R™\ {0} v 2° sméfuje ven 2z U prdvé tehdy, pokud n-v > 0.
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Lemma 4.10 (Hopf). Bud'te U oteviend podmnozina R™, a', bt, c € C(U) au € C*U) N
C(U) spliujici
Lu<0 nal. (23)
Necht ddle existuje 2° € OU takové, ze Vx € U : u(x) < u(x®), pricemz hranice U je takovd,
Ze pripousti existenci oteviené koule B C U : 2° € OB.
Je-li navic ¢ =0 na U a derivace v (24) ezistuje, potom
ou,
— >0 24
o) (24)

pro libovolné n, které sméruje ven z B.
Pokud ¢ > 0 na U, potom (24) plati za dodatecné podminky u(z®) > 0.

Diikaz. Uvazujme obecné situaci, kdy ¢ > 0. Nechf z° vyhovuje piedpokladim lemmatu.
Volme soufadny systém tak, aby jeho pocétek lezel ve stiedu koule B—plati tedy B = B(0,r) :
r = |2%|. Pro zatim bliZze nespecifikované A > 0 zavedeme na B pomocnou funkci

_ 2 32
v(z) = e AT o7,

ktera splnuje

(Lv)(z) = —e Ml Z a (2)(—2X0i5 + AN aiw;) — e el Z 2NV ()i 4 c(x)v(x)
ij=1 i=1

< e M (2ATr A(z) — 4002 || + 2A|b(2)||2] + c(z)) -
Vyse jsme vyuzili uniformni eliptiénosti L-viz vztah (17). Na mezikruzi M := B\ B(0,r/2)
potom plati
_ 2
(Lo)(@) < e (<0r°N% + 2 (| TrAll oo ary + 7llbll Lo an)) A+ llelloeany) <0 (25)
pro vSechna A dostatecné velka.
Jelikoz Vo € U : u(x) < u(z?), existuje ¢ > 0 tak, ze u(z?) > u + ev na 9B(0,7/2); ta
samad nerovnost plati i na 9B, protoze v na 9B vymizi. Celkem tedy méme
u+ev—u(2z’) <0 nadM
u(2®) + ev(2) —u(z®) = 0 (26)
L(u+ev— u(:vo)) < —cu(z’) <0 na M,

kde posledni vztah plyne z (25), (23) a piedpokladu u(z?) > 0 pro nenulové nezéporné c. Ze
slabého principu maxima pro oblast M tak dostavame

u+ev—u(x®) <0 na M.

Vezmeme-li v potaz (26), musi platit

0 0 0
g (utev — u(e))(a*) = ai;(:c()) + 58—:;(:60) >0,
a tudiz
ou 0 0 —\r? xO —\r?
a—(m ) > —en-Vo(x®) = —en- [ =2 e ™ —r | =2en-vAre > 0.
n r
Zde v = ””70 znaci jednotkovou vnéjsi normélu k B v 20. O
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Poznamka 4.11. Pro existenci koule B z Hopfova lemmatu postacuje, aby OU € C? na
néjakém okoli x°. To lze nahlédnouti z Taylorova rozvoje v x°, pripadné z omezenosti Gaussovy
krivosti. Podminka OU € C! ale jiz postacujici nend, jak ukazuje ndsledugjici protipriklad.
Budte U = {(z,y) € R? : y < f(x)}, kde f(z) := 2®In|z|, a 2° = (0,0) € OU. Ze sudosti
f muzeme usoudit, Ze kandiddt na vepsanou kouli B musi bijt tvaru B = B((0,—a),a), kde
a > 0. Lze se ale presvédcit, Ze pro libovolné a > 0 existuje redukované okoli nuly, na nemz

f(z) <Va?—2%—a.

Poznamka 4.12. (Ve vnitrnim vrcholu nemuze subreseni nabyvat ostrého lokdlniho maxima.)
Bud' u subfeseni z Hopfova lemmatu. Pokud lze v bodé z° zkonstruovat dvé koule B, B s
rizngmi tecnymi nadrovinami takové, ze B, B C U a 2° € &BNIB, potom aplikace Hopfova
lemmatu na kazdou z téchto kouli vede ke sporu. Neni tedy mozné, aby z° byl bodem ostrého
mazima, dokonce ani lokdlniho, protoze za U miiZeme vzit dostatecéné malé okoli bodu z° v
praniku s puvodnim U.

Pro priklad lze za U vziti kruhovou vyseé se stredovym thlem v (w,2m) a za xo jeji stred.

Poznamka 4.13. (Viastni funkce L s Dirichletovou hraniéni podminkou protinaji noddlni
mnoZinu ostrym zpusobem.) Bud L z Hopfova lemmatu a U omezend. Uvazujme Teseni u
ulohy

Lu=Xu naU
u=20 na OU

pro néjaké \ > 0. Existenci takového reSeni nyni ponechme stranou. Nodalni mnozina A (u) :=
{z € R" : u(x) = 0} déli U na navzdjem disjunktni podoblasti {U;}, na kteryjch md funce u
konstatni znaménko. Néjakou takovou oblast U; si zafizujme a bez ujmy na obecnosti predpok-
ladejme, ze u(x) > 0 na U;. UkdZeme, Ze na sousednich podoblastech, tj. na téch, které s
Ui sdili (n — 1)-dimenziondlni ¢dst hranice nutné plati u(x) < 0. Staci podél jmenovanych
castt hranice aplikovat Hopfovo lemma na U;, kde plati Lu > 0. Podél hranice se sousednimi

oblastmi tak dostdvame g—:; < 0.

V diukaze nésledujici véty poprvé vyuzijeme nésledujici pozorovani:
Lemma 4.14. Bud U omezend oteviend podmnozina R™, potom OU je kompaktni v R™.

Diikaz. Bud {U;} libovolné oteviené pokryti OU. Potom {U;} U U je oteviené pokryti U.
Jelikoz U je kompaktni, existuje konetné podpokryti {U;} U U této mnoziny. Odejmutim
mnoziny U dostaneme koneéné podpokryti oU. O

Véta 4.15 _(silny princip maxima). Budte U_ souvisld omezend otevrrend podmnozZina R™,
a9, 0 e C(U),c=0nalU aue C*(U)NCYU). Plati-li

Lu<0 naU

a soucasné u nabyjvd svého maxima pres U wvniti U, potom u je konstantni na U.
Plati-li obrdcene
Lu>0 naU

a soucasné u nabyvd svého minima pres U uwvnitr U, potom u je konstantni na U.
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Diikaz. Dokazeme opét jen prvni piipad. Polozme M := maxgu a M = {x € U : u(z) =
M}. Dle predpokladu M # () a diky spojitosti u je M uzaviend (v relativni topologii na U).
Je-li M = U, dukaz je hotov. Uvazujme proto dédle pouze situaci, kdy M # U, a polozme
Vi={zeU: u(z) < M}.V je opét diky spojitosti u oteviens.

Nejprve ukdzeme, zZe existuje y € V' s vlastnosti 0 < dist(y, M) < dist(y, OU). V prvni radé
si uvédomime, ze existuje m € M = M\ MP. Kdyby tomu tak nebylo, potom M = M?,
coz by vzhledem k vyse uvedenému znamenalo, ze M je neprazdna obojetnd podmnozina
U. Nésledné M = U, tj. dostdvame spor. Déle podle Lemmatu 4.14 je OU kompaktni. Ze
spojitosti funkce x — dist(m,x) tak dostavame d := dist(m,0U) > 0. K tomuto d najdeme
y € B(m,d/3) NV, tj. mame dist(y, M) < dist(m,y) < d/3. Nyni sporem ukdzeme, ze
dist(y,0U) > d/3. V opa¢ném piipadé bychom totiz z trojihelnikové nerovnosti dostali

d = dist(m, 0U) < dist(m,y) + dist(y, 0U) < 2d/3.

Nasli jsme tedy y € V s vlastnosti dist(y, M) < dist(y,0U). Navic plati dist(y, M) > 0,
protoze jinak by existovala posloupnost (z,) C M : lim, 100 2, = y. Ze spojitosti funkce u
na U by potom plynulo M = lim,,_ o u(z,) = u(y) < M.

K vys8e zkonstruovanému y nalezneme nejvétsi otevienou kouli B, kterd stale cela lezi ve
V. (Jeji polomér bude dist(y, M)). Existuje tedy 2° € M : 2% € B. Pouzijeme-li nyni na
B (potazmo na V) Hopfovo lemma, dostdvéme $%(z%) > 0. To je ale nemozné, protoze v z°
nabyva u maxima, a tudiz Vu(z") = 0. Shrnujeme, Ze alternativa M # U nemiize viibec
nastat, a tedy u = M na celém U. O

Poznamka 4.16. Kdybychom nepredpoklddali souvislost U, dokdzali bychom konstantnost u
pouze na té komponenté souvislosti, na které je extrém nabyvan.

Pozndmka 4.17. (silng princip mazima pro ¢ > 0) S pomoci druhého tvrzeni Hopfova
lemmatu stejnym zpusobem ukdZeme ndsledujici. Nabyjvd-li subfesent, respektive superiesent,
nezaporného mazxima, respektive nekladného minima, pres U wvniti U, potom je u konstantni.

Poznamka 4.18. (princip maxima pro lokdlni extrém) Necht subfeseni u nabyjvd lokdlniho

mazima v bodé 2° € U, potom existuje okoli V bodu x2°, na némz je u(xq) globdlnim mazimem.

Je-li ¢ = 0, potom u je konstantni na V. Pro ¢ > 0 plati totéZ za dodateéné podminky, Ze
0

u(z”) > 0.

Dusledek 4.19 (zesilené Hopfovo lemma). Bud'te U omezend souvisld oteviend podmnoZina

R™, a7, b, c € C(U) aue C*(U)NCYU) spliugici
Lu<0 nal.

Necht ddle existuje z° € OU takové, Ze Vx € U : u(z) < u(xg), pricemZ hranice OU je takovd,
Ze pripousti existenci oteviené koule B C U : 2 € 0B.
Je-li navic c =0 na U a u je nekonstantni na U, potom

gi;(xo) >0 (27)

pro libovolné n, které sméruje ven z B.
Pokud ¢ > 0 na U a u je nekonstantni na U, potom (27) plati za dodatecné podminky
u(xg) > 0.
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Dukaz. Muze nastat pravé jedna z nasledujicich alternativ.

1) Existuje ' € U : u(z!) = u(z2). V takovém piipadé je u konstantni na U podle silného
principu maxima.

2) Maxima u(x”) mtze byt nabyvano jen na U, tj. u < u(z®) na celém U. Dle Hopfova

lemmatu potom %(wﬂ) > 0. O

4.1 Jednoznacnost reseni eliptické rovnice

Bud'te U oteviena podmnozina R™; I'y a I's disjunktni podmnoziny OU takové, ze I'y UTy =
oU; a a g1, g2, [ zatim blize nespecifikované funkce definované postupné na I'y, I'y, U. Potom
ilohu

Lv=f naU (28)

ov
m +av=g; naly (29)
v=gy naly (30)

pro nezndmou funkci v € C?(U) N C(U) budeme nazyvat eliptickou rovnici se smisenou
hranicéni podminkou.

Véta 4.20. Bud'te U omezend souvisld oteviend podmnoZzina R™ takovd, Ze podél I'1 lze do U
vepsat kouli; a, b, c € C(U); ¢ > 0 a vy, v € CHU)NC(U) dvé vesend eliptického problému
(28)—(30). Pokud o > 0 na 'y, potom v1 = ve na U vyjma pripadu, kdy soucasné c =0, a =0
a Ty =0, ve kterém je vi — vy konstantni.

Dukaz. Funkce u := v1 — v spliiuje

Lu=0 naU (31)

0
8—1: +au=0 naljy (32)
u=0 na . (33)

Predpokladejme nejprve, ze v nékde na U nabyvé kladnych hodnot. Potom © ma kladné ma-
ximum, které musi byt dle slabého principu maxima nabyvano na 0U—konkrétnéji vzhledem k
(33) na Ty. Bud tedy 2° € Ty : maxg u = u(z°) > 0. Podle zesileného Hopfova lemmatu bud
%(azo) > 0, anebo u je konstantni. Prvn{ pifpad by znaéil, ze levd strana (32) je v 2° kladna.
Nezbyva nez, aby u bylo konstantni ¢i dokonce v rozporu s prvotnim piedpokladem vsude
nekladné. V druhém piipadé pouzijeme stejné argumentace jako vyse, tentokrat vsak pro —u.
Nezbyvé nez, aby u bylo konstantni, u = ug € R na U. Je-li 'y # 0, ug = 0. Je-li T's = (),
potom na QU = I'1 plati aug = 0. Neni-li « identicky nulové, ug = 0. V opaéném piipadé
dosadime u do (31). Dostavame tak cug = 0. Jakmile ¢ neni nulové na celém U, ugp =0. O

Poznamka 4.21. Podivejme se nyni na vijjimecny pripad, kdy ¢ = 0, « = 0 a 'y = 0.
Problém (31)—(33) se redukuje na Neumannuv elipticky problém

Lu=0 naU
ou
5—0 na OU.

Ten zjevné pripousti libovolné konstantni reseni. V terminech spektrdalni analyzy je nenulovd
konstanta vlastni funkci L s vlastnim éislem 0, tj. L nend prosté.
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5 Sobolevovy prostory-setkani prvni

” Mistre, doslechne sob lviho Tevu, “ zeptal se Zdk Musashiho. ”Kam jsem jen zaloZil své mece,”
pomyslel si Musashz.

(a) Sobolev Sergej (b) sobolev obecny

Nebude-li upfesnéno jinak, tak v ramci této sekce je U oteviend podmnozina R", « je
n—rozmérny multiindex, k € Ny a p € (1, 400).

Definice 5.1 (slabé derivace). Bud f € Li (U). Rikime, Ze f md slabou parcidlni derivaci

podle z® prdvé tehdy, existuje-li g € L (U) tak, Ze pro viechna ¢ € 2(U)

/UfDo‘cpd:L‘ = (—1)l /Ugcpdzv.
Klademe D f = g.

Poznamka 5.2. Slabd derivace neni nic jiného nez specidlni pripad derivace na 2'(U), tj.
derivace ve smyslu distribuct, kdy jak f tak D®f jsou requldrni distribuce. Snadno nahlédneme,
Ze jakoZto prvek Llloc(U), tj. az na mnozinu nulové miry, je D*f uréena jednoznacné.

Poznamka 5.3. Jelikoz z Hélderovy nerovnosti primo plyne, ze LY (U) C LL (U), je slabd

loc loc
derivace dobre definovdna i na LY (U).

Definice 5.4 (Soboleviiv prostor). Soboleviiv prostor WP(U) je tvoren viemi tridami ekvi-
valence s.v. shodnych funkci z LP(U), jejichz vSechny slabé derivace do tddu k véetné existuji
a rovnéz lezi v LP(U).

Poznamka 5.5. Povsimnéme si, Ze slabd derivace nezavisi na volbé reprezentanta, ze kterého
ji budeme pocitat!
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Faktorizace je podobné jako na LP—prostorech nutna kvili tomu, aby zobrazeni u €
WHEP(U) [ullwesry € (0,+00) definované jako

_ (S IDull)” pe (1 +00) (34)

[wllwes @y :
2laj<k 1D%ullso p =00

bylo normou, konkrétné aby |[ullyxs@y = 0 < u = 0. Ovéime déle, Ze ||.||yr.r) splije
trojuhelnikovou nerovnost. Pro p € N pouzijeme postupné trojihelnikovou (Minkowského)
nerovnost na LP a na [P,

lu+vllwnowy < | D0 (D%l + D% | < | Do ID%E ] +{ Y D%l

lal <k lal<k lal <k

3=
3

= llullwrs @y + l0llwres @)
Pro p = oo je odhad jesté primocaiejsi.
Nasledujici tvrzeni a ptiklad ukazuji, ze existence slabych derivaci nemusi zdaleka impli-
kovat spojitost.

Tvrzeni 5.6. Bud a € U CR" a f € CY(U \ {a}) takovd, ze f, {Vf} € LP(U), kde slozené

zdvorky oznacuji requldrni édst dané funkce®. Pokud navic

lim "' sup |f(a+ex)| =0, (35)

e—0 xeSn—l
potom slabd derivace funkce f spljvd s {V f}. Zejména plati f € WLP(U).

Diikaz. Bud i € f. Pro libovolnou ¢ € Z(U) méme

ipdr = ipdr = li ac)fOipdr = i i dr,
/Ufaso T /Mfc?so x Eirél+/MXM\B( o fOipdx Jim B foipdz

kde jsme polozili M := supp ¢. V druhé rovnosti jsme pouzili Lebesgueovu vétu s integrabilni
majorantou sup,, [0;¢||f| € L*(M). Pro a € M© a viechna e dost mald integraci per-partes
déle dostavame

/ foipdr = / fov; dS +/ fov; dS — 0 fpdux, (36)
M\B(aye) oM 9B(are) M\B(a,e)

kde v; zna&i i-tou komponentu vnéjsi normély k 9(M \ B(a,¢)). Pokud a ¢ M, potom se pro
vSechna e dost mald na pravé strané (36) neobjevi druhy integral. Pokud a € M, tak misto
mnoziny M budeme uvazovat mnozinu M U B(a,d), kde § > 0 volime tak, aby B(a,d) C U.
S drobnym zneucténim notace ji budeme opét znacit jako M.

Jelikoz ¢ = 0 na OM, |, o JevidS = 0. Déle pomoci Lebesgueovy véty s integrabilni
majorantou sup,; |o||{0;f}| € L*(M) nahlédneme, ze

lim 81 d$:/ 81 dx.
RN N fe M{ fle

2tj., Ve # a: {Vf}(z) = Vf(z) a v z = a funkci dodefinujeme libovolné
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Konec¢neé diky (35) méame

‘/ fov; dS‘ <suplg| sup |f(a+ex)|[S" et =0
OB(a,e) M zesSn—1

pro € — 0. Limitnim pfechodem v (36) tak dostdvame

/Uf(?igodx = —/M{aif}gpdx = —/U{@if}cpdx,
coz znamena, ze 0;f = {0;f}. O

Pozndmka 5.7. Podminky v tvrzeni vySe a zejména (35) jsou navrieny tak, aby Uedly ke
snadnému dikazu. Pro porovndni-optimdlni podminky proto, aby funkce leZela v Wl P(R™),
popisuje [3, Theorem 4.21].

Piiklad 5.1. Polozme U = B(0,1) C R™ a u(z) = |z|~* (x #0), kde « > 0. Pro x # 0,

|af
|x‘a+1'

ax;
Ug, = —mTj_g, |Vu| =

Je-li « < n—1, potom plati rustovd podminka (35) v Tvrzeni 5.6. Ddle ve sférickijch souradnicich
spocteme

1 1
fullp = 15" / P Gy (TR = [af?|Sh Y / pripleth) gy,
0 0

Odtud vidime, ze uw € WHP(U) & a < % — 1. Pokud soucasné n > p, zkonstruovali jsme prvek
WLP(U), kterij md v x = 0 singularitu! Podotknéme, Ze pron = 1, nemiiZe byjt tato podminka
splnéna. Pozdéji si ukdzeme, Ze vsechny proky WP (J), kde J je jednorozmérny interval, jsou
(dokonce absolutné) spojité.

Pokud nynt vezmeme za {xk}zozl hustou podmnozinu v U, potom pro n,p a « takové, Ze
O<ax< % — 1, lezi ndsledugici funkce, kterd je dana Tadou konvergentni v LP(U),

iik\x—x o (z#£ 2
k=1

ve WYP(U), protoze tada na pravé strané konverguje v tuplném prostoru WYP(U) (viz Véta
5.11), a souc¢asné md v libovolném okoli svého libovolného bodu singularitu!

Tvrzeni 5.8 (vlastnosti slabé derivace). Bud u € W*P(U) a o : |a| < k. Potom

1. D € WFIebP(U) a pro libovolné B : |a| + |8 < k plati DP D = DBy (slabé
derivace jsou tedy zdmeénné),

2. pro libovolnou otevienou V : 'V C U plati u € WEP(V),
3. (Leibnizovo pravidlo) pro libovolné ¢ € 2(U) plati pu € WFP(U) a

D(pu) =Y (g) DD By,

BLa
kde (3) =TTy (3):
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Diikaz Viz Uloha 6. O

Definice 5.9 (Sobolevuv prostor Wéc’p(U)). Prostorem Wéf’p(U) rozumime uzdvér 2(U) na
WhP(U).

O prvcich I/VO]c P(U) 1ze smyslet jako téch prvcich W*P(U), které na U vymizi véetné
véech svych derivaci az do fadu (k — 1) véetné. Zizenf prvkt WP (U) na hranici ale nemame
zatim smysluplné definovdano! Dobry vyznam mu ddme pozdéji v sekci 5.2.

Definice 5.10 (Soboleviv prostor H*¥(U)). Klademe H*(U) := W"2(U) a pro libovolné
u, v € H¥(U) definujeme skaldrni soucin

(u, ) ey = Z (D%, D*v) 127y
| <k

Skaldrni soucin na H*(U) generuje pravé normu [-[lwx2()- Na zdkladé ndsledujict véty
je H*(U) Hilberttv.

Véta 5.11 (dplnost Sobolevovych prostorti). Sobolevovy prostory W*P(U) i Wg’p(U) jsou
uplné.

Diikaz. Vzhledem k tomu, ze Wég P(U) je uzavieny podprostor WHP(U), staci dokézat tplnost
druhého jmenovaného. Bud tedy (u,,) cauchyovska posloupnost v W*?(U). Potom (D%u,;,)
je cauchyovska v LP(U) pro vSechna « : |a| < k. Existuje tedy limy, 00 D%Up, =: uq € LP(U).
Zejména limyy, 00 Um = U(g,...0) =: u. Staci ukdzat, ze u € WkP(U) a D*u = ug. Pro libovolné
w € Z(U) ale plati

m—00

/uDO‘gpdx: lim [ u,D%dzx = lim (—1)“'/ Do‘umgodaz:(—l)|°‘|/uag0dw.
U m=ee Ju U U

Odtud skuteéné D%u = u,,.
V limitnich prechodech jsme vysli z nésledujici tivahy-necht lim,,;, o0 vy, = 0 na LP(U) a
¢ € 2(U), potom dle Holderovy nerovnosti

1 p=1
'/ Ump da| < (/ |vm|pd$>p </ |¢’;£1dx> "omoso
U U U

(pro p = oo odhadujeme supremovymi normami). O

Véta 5.12 (separabilita a reflexivita Sobolevovych prostorti). Pro p € (1, +00) jsou WHP(U)
i WEP(U) separabilnd. Pro p € (1,400) jsou WEP(U) i WEP(U) reflexivni.

Diikaz. Bud N pocet navzdjem ruznych multiindext o« : |a] < k. Na prostoru 2~ :=
@Y | LP(U) budeme uvazovat normu

=

P

N
1(f1s s Py = <Z\|fz-uzz’> :
=1
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kde p’ € (1,+00) je zatim libovolné. Kone¢ény (dokonce spocetné nekonecny) direktni soucet
separabilnich prostoru s libovolnou vySe uvedenou normou je separabilni. Jelikoz pro p €
(1,400) je LP(U) separabilni, je i 2  separabilni. Podrobnéjsi analyza odhaluje, ze 2 je
navic reflexivni pro p,p’ € (1, 4+00)-viz Uloha 7.

Daéle zafixujme p’ = p a definujme zobrazeni ¢ : WFP(U) — 2, u (D%u) o)<k Jednd
se zjevné o isometrii WP (U) na «(W*P(U)) ¢ Z . Libovolny podprostor separabilniho me-
trického prostoru je separabilni. Uzavieny podprostor reflexivniho prostoru je reflexivni [1,
Véta 3.3.9]. Nyni si sta¢i uvédomit, Ze isometrie zachovava uzavienost, separabilitu i refle-
xivitu. Separabilita a reflexivita prostoru VV(/;C P(U) plyne z toho, Ze I/Vég P(U) je uzavienym
podprostorem W P(U). O

5.1 Aproximace hladkymi funkcemi
V celé této sekci predpoklddame p € (1, 400).

Definice 5.13. Bud'te V,U oteviené podmnoziny R". Rikdme, Ze V je kompaktné obsazena
v U prdvé tehdy, pokud V.CV C U a 'V je kompaktni 3. Piseme VCCU.

Pozndmka 5.14. Je-li VCCU, potom v U lezi celé néjaké e—okoli mnoziny V. (Obecné
e—okolim mnoZiny V' v metrickém prostoru rozumime mnoZinu V° = J, o, B(x,€).) Pred-
pokldadejme opak. Potom pro libovolné n € N existuje x,, € V tak, Ze B(xy, %) ¢ U. Vzhledem
ke kompaktnosti V' lze z (xy,) vybrat konvergentni podposloupnost (xx, ). Oznacme jeji limitu
x €V CU. Jelikoz U je oteviend, existuje § > 0 tak, Ze B(x,8) C U. Od jistého indexu ns
vyse ale plati B(zy,,, ﬁ) C B(z,0) C U, coz je spor.

Lemma 5.15. Bud f € LP(W) a VCCW. Potom pro viechna dostatecné mald ¢ plati
1N e vy < 1 lLeowry-

Dukaz. Uvazujme € < gg, kde g je tak malé, ze ep—okoli mnoziny V lezi v W. Takové gg
podle Poznamky 5.14 existuje. S pomoci Hélderovy nerovnosti pro libovolné z € V' odvodime

[f*(@)] =

/ ne(w = v) £ () dy
B(z,e)

p—1

</B<x,e>”£(m_y) dy) </B<x,5>"a<x‘y)’f W) :</B(w,€)”a<w—y>|f<y>|p)

Odtud potom

S/B( )ns(x—y)%ns(x—y)ﬂf(y)!dyS

3=

11y = /V @) dz < /V / ISP dy o

p _ — Pdy = p
< [ 1rar | L y)dedy 1P dy =17

Ve druhém odhadu jsme zaménili potfadi integrace a soucasné zvétsili integraéni oblast. [

3Pozadavek kompaktnosti V je v tomto piipadé ekvivalentni omezenosti V.
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Lemma 5.16. Bud f € L. (U), potom lim._,¢ (= lim.on: * f) = f v LY _(U).

loc loc

Diikaz. Bud f nejprve navic spojitd na U, potom f je stejnomérné spojitd na libovolné
VccU. Zafixujme néjaké takové V. Pro libovolné § > 0 tedy existuje € > 0 tak, ze pro
v8echna x € V' a ¢ < € plati

f um»—ﬂwMy<f 5dy =6,
B(z,e)

B(z,)

tj. lim._q fB(I o |f(z) — f(y)|dy = 0 stejnomérné na V. Zfejmé € musi byt nutné tak malé,
aby é-okoli mnoziny V', které je rovnéz prekompaktni, lezelo v U. Z odhadu (stale pro e < €)

= () vw - e

dostavame, ze f¢ — f stejnomérné na V a tudiz vzhledem k omezenosti V'

[/ (2) = f(z)| =

gq{ F(y) — F()|dy < Co
B(z,e)

If* = fllzrevy < Co.

Hodnota konstanty C' zavisi pouze na volbé p a V.

Vezméme nyni libovolné f € LY (U) a néjaké W s vlastnosti VCCWCCU. Jelikoz 2(W)
je husty v LP(W), pro libovolné § > 0 existuje g € (W) C C(W) tak, ze If = gllrwy < 5.8
vyuzitim prvniho kroku dikazu (kde za f uvazujeme pravé g a U zaménime za W) a Lemmatu
5.15 tak pro vSechna dostateéné mala € odhadneme

[ f”LP(V) <|f - gEHLP(V) +lg° — gHLp(V) + g — fHLp(V)
<2\f = glleewy + lg° = gllze(vy < 20 + 6,

kde v limité € — 0 lze 6 volit libovolné malé. O

Poznamka 5.17. Lemma nemiiZe platit pro p = +oo, nebot konvergence spojitijch funkci v

L (U)-normé je konvergence stejnomérnd na libovolném kompaktu v U. Stejnomérnd limita

posloupnosti spojitych funkci je ale nutné spojitd.

Definice 5.18 (lokélni Soboleviiv prostor a lokélni konvergence). Rekneme, Ze u lei v
lokdlnim Sobolevové prostoru VVIIZCP(U ) prdvé tehdy, pokud uw € W*P(V) pro libovolnou V :
VccU.

Posloupnost (u,,) C WEP(U) konverguje k u € W*P(U) v W/IIZf(U) (konverguje lokélné)
prdvé tehdy, pokud limy, o0 U = u v WEP(V) pro libovolnou V : VCCU.

Véta 5.19 (lokdlni aproximace hladkymi funkcemi). Bud v € WHP(U). Na U. polozme
u® = ne x u. Potom

1. uf € C*(U;) pro kazdé € > 0,
2. uf — u ve I/Vl’Zf(U) pro e — 0.

Diikaz. Prvni tvrzeni jsme jiz dokazali v Uloze 1.
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V ditkazu druhého tvrzeni uvazujme « : |a| < k a & € U.. Podle Ulohy 1 pro libovolné
x € U plati

(Du)(a) = D" [

ne(z — y)u(y) dy = / Dgne(z — y)u(y) dy
U U

— (1) /U Dz — y)uly) dy.

Funkce y — n.(x — y) lezi v 2(U). Podle definice slabé derivace tak odvodime
(D)(w) = [ e = 9)D"uly)dy = (D) (o).

Nyni pro libovolné VCCU z Lemmatu 5.16 plyne

lim D% = lim(D%u)® = D% v LP(V),

e—0 e—0

coz znamena, ze u® — u v WIIZ’Cp(U) pro € — 0. O

Dausledek 5.20. Pro libovolné p € (1,400), Wg’p(R”) = Wkp(R™).

Dikaz. Ziejmé Wég P(R™) € WFP(R™). Uvazujme tedy obricené u € WHP(R™). Pro libovolné
r > 0 existuje ¢, € Z(R") tak, ze

¢ = 1 na B(0,r)
" 10 naR™\ B(0,r+1)

aVa : |lal <k, Vr >0 : ||DY|l«w < C. (Rozmyslete si, ze C' lze s vhodnou volbou
¢ skuteéné volit nezdvislé na r-viz Uloha 8.) Podle Tvrzeni 5.8 (.u € WHFP(R™). Navic
supp ¢ru C B(0,7 + 1) a pro libovolné § > 0 plat{ ||(u — ullysp@n) < 6/2, jakmile r volime

dost velké-opét viz Uloha 8. Vezméme néjaké takové r a uvazujme vyhlazeni (Gu)e € 2(R™),

kde e volime tak malé, aby [[(Gu)® — GullwrrBort14e) = 1(Gw)* — Gullwrrmny < 6/2.
Existence takového ¢ je zarucena Vétou 5.19. Z trojihelnikové nerovnosti kone¢né dostavame,
ze [lu — (G-u)ellwrpmny < 0 pro libovolné piedem zvolené . O

Definice 5.21 (hvézdicovita oblast). Otevirend podmnozina U C R™ se nazgvd hvézdicovita
oblast prdvé tehdy, kdyz existuje bod x° € U takovyj, Ze pro vsechna x € U : x # 2° je prinik

{2 4+ t(x —2%) : t € (0,400)} NOU
jednoprvkovd mnoZina.
Poznamka 5.22. Pro libovolné = z hvézdicovité oblasti plati, Ze spojnice x s 20 lezi celd v U.
Odtud se snadno ukdze, Ze hvézdicovitd oblast je kiivkové souvisld-tudiz je i souvisld a pravem
ji nazgvdme oblasti. *

Predpokladdame-li navic, Ze hranice U je spojitd (tzn. je lokdlné ddna grafem spojité funkce),
potom U je nutné omezend. To je disledkem spojitosti funkce S~ — (0, +00),

o~ dist(2°, {z° + ta : t € (0,+00)} NAV).

4Oblast{ myslime otevienou souvislou mnozinu.
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Obrazek 2: piiklady hvézdicovitych oblasti

Obecné ale U mize byt i neomezend! UvazZujme naptiklad
5 © 1 — sin 27
U:=< (rcosp,rsing) € R*: 0§T<2_472+T¢7 0<p<2m;,
77

viz Obrdzek 3. U je oteviend a bod (2,0) lez na OU, tudiz s volbou x° = (0,0) je U
hvézdicovitd. PovSimnéme si, Ze OU je v (2,0) nespojitd.

Obrazek 3: zndmka punku-piiklad neomezené hvézdicovité oblasti

Véta 5.23 (aproximace hladkymi funkcemi az k hranici pro omezené hvézdicovité oblasti).
Bud U omezend hvézdicovitd oblast. Potom podprostor C*(U) je husty ve WHP(U).
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Diikaz. Bud 2° € U z definice hvézdicovité oblasti. Soutadny systém volme tak, aby ¥ = 0.

1. Pro 7 > 0 polozme U7 := {z € R" |12 € U}, ziejmé tedy Ul =U a1y <19 = U™ C U™.
Déle pro Vx € U™ definujeme
ur(x) == u(rz).

Pro 7 € (0,1) muzeme provést odhad

1 1
/ iy ()P dar = / Luwpdy < = / ()PP dy,
U Ur 1T T U

z ¢ehoz jiz plyne, ze pro V7 € (7,1), kde 7 € (0, 1), lze provést odhad
1

urllp < —=llullp- (37)
TP

2. Uvazujme déle pouze T € (0,1). Pro testovaci funkci v € Z(U) opét polozme
vr(z) = v(rz), (VxeUT).

Ze stejnomérné spojitosti v na omezené mnoziné U plyne, ze pro kazdé pevné zvolené § > 0
existuje 75 tak, ze pro V7 € (75, 1)

v — v} = /U lv(x) —v(rx)|Pdae < §|U]. (38)

3. Volme libovolné pevné u € W*P(U). Ukéazeme, ze funkce u, konverguje k u v WP (U).

(a) Jelikoz 2(U) je hustd v LP(U), existuje cauchyovskd posloupnost (unm),._, C 2(U)
takova, ze lim,— 400 Uy, = u v LP(U). Volme libovolné kladné 8O a k nému libovolné

pevné m € N tak, ze
50)
lu = wmllp < =~

Z 2. bodu plyne, ze nalezneme 7 € (0,1) takové, ze V1 € <7'(0), 1>

500)
[ = (um) 7 llp < =
Daéle z 1. bodu plyne
Um ), — Ur|lp = [|[(Um — U)r|lp £ ——= ||Um — Up-
| (tm) llp = II( )7l (0); | [lp

1
(FO) i

IA
N

Omezime-li se navic s 7 na interval (79, 1), kde 70 e (79 1) je takové, ze

dostaneme
500

5
Pomoci trojihelnikové nerovnosti tak odvodime, ze

I () = urllp <

= urlly < lu = wmllp + llwm = (), llp + || (W), = urlly < 6 (39)

pro libovolné 7 € (7(9),1). Funkce u, tedy konverguje k funkci u v LP(U).
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(b) Pro konvergenci v W#P(U) je tteba ukazat LP— konvergenci pro vsechny derivace az do
stupné k. Volme libovolné pevné « : |a| < k. Protoze D%u € LP(U), existuje posloupnost

(uﬁﬁ‘f’) C 2(U) takova, ze lim,, 40 W) = Do v LP(U).
Dale plati
D%, (z) = 71 (D) _ ().
Obdobnymi odhady jako v piipadé (a) pro pevné zvolené §(* nalezneme 7@ e (0,1)
tak, ze pro V7 € (7(®) 1)

ID%u = D*ur |, < [ D% = (D%u) |l + (1 = 7D [[(Du)-
< | D% — (D%u)rllp + 2(1 = 7)) DOu], < 6¢.
Zde jsme v druhém odhadu pouzili (37).

Celkem pro libovolné p > 0 nalezneme 7, € (0, 1) tak, ze pro V7 € (7,,1) plati

p
lu = urllwnrw) <5 (40)

4. Volme pevné p > 0 a najdéme k nému 7, € (0,1) tak, aby platilo (40). Zfejmé u,, €
WkP(U™) aUccU™. Podle véty o lokalnf aproximaci (ur,)? € C((U™)e) alim._,o+ (ur,)* =
na I/Vl’f)’Cp(UTP).

Uz,

Obrazek 4: roztazeni oblasti pfes hranici

Pro viechna dostatetné mald e je U C (U™)_, viz Obrazek 4. Proto existuje (u,,)™ € C*°(U)
takové, ze ||(ur,)* — ur, lywrr@y < §-

5. Celkem tedy médme odhad

[l = (ur, ) lwrwy < llu=urllweew) + llur, = (ur,) lwrrwy < 5 +

(NS
N

O]

Véta 5.24 (aproximace hladkymi funkcemi az k hranici pro omezené oblasti s C'-hranicf).
Bud' U omezend oblast s C' ~hranici. Potom podprostor C™(U) je husty ve ve WEP(U).

Diikaz. Uplny dikaz lze nalézt napiiklad v [2]. Zde si jej pouze naznaéime. Nejprve lokdlné na-
rovname ¢ast hranice-viz zacatek sekce 5.2. V dalsim kroce vhodnym skélovanim pfetahneme
aproximovanou funkci pfes tuto ¢dst hranice. Dale postupujeme podobné jako v piipadé
hvézdicovité oblasti. Nakonec lokalni vysledek prevedeme na globalni pomoci rozkladu jed-
notky. O
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5.2 Ziuzeni na hranici-véta o stopé

Definice 5.25. Bud U C R" oteviend. Rikdme, e U md C*-hladkou hranici (k > 0) prdvé
tehdy, pokud pro libovolné z° € OU existuje r > 0 a v € C’k(R”_l) tak, Ze po vhodném
preznaceni ¢i zmeéné orientace souradnijch os plati

UNB(%r)={zeB@’7r): z, >~(zx1,...,00-1)}.

V pifpadé, ze U méa C*-hladkou hranici, je snadné najit lokalni transformaci soufadnic,
kterd hranici pfevede na rovinnou. S notaci zavedenou v definici vyse staci polozit

yi =z = ®(z) proi=1,...,n—1,

yn:"ﬂn—’y(ibl,...,l'n,l) =: Q)n(m) (41)

1 n
Celkem budeme psat y = ®(z). PHimym vypoctem ovéiime, ze det % = 1. Inverzni

. iy _ , . (WL,
transformaci oznac¢ime ¥ = ®~!. Opét plati det %—‘5 = det W =1.

Véta 5.26 (véta o stopé). Bud U omezend oteviend podmnozina R™ s C'-hladkou hranici
ap € (1,+00). Potom ezistuje T € BWLP(U), LP(OU)) tak, e Tu = ulpy pro vsechna
u € WHP(U)NC(U).

Dukaz. Dukaz provedeme v nékolika krocich.

1. Nejprve se omezime na pifpad, kdy u € W1P(U)NCY(U) a U je rovinnd na okolf néjakého
2? € 9U. Soufadny systém volime tak, Ze podél této rovinné édsti hranice x, = 0 a z, je
orientovdna smérem dovniti U. Lze nalézti r > 0 tak, ze koule B := B(z2",r) z celé hranice
obsahuje pouze rovinnou ¢ast. Potom zavedeme

BT :=Bn{z, >0} CU.

Oznacme dale

B::B(mo,%>, I':=BnaU

(viz Obrézek 5) a vyberme ¢ € 2(B) : ¢ > 0na B, = 1 na B. Polozme & := (z1,...,%,_1) C
R*L,

ou

Tn

Obréazek 5: rovinnd ¢ast hranice



Pomoci integrace per-partes odvodime

ulPdz < uw|Pdz = ulP(—vp)
/I! | curas= [

{2n=0} 8B+
- / (CulP) g, do = — / (Conul? + CpluP Vs, sgn) da
B+t B+

<c / [uf? + fuf =} Vul) dz < C / [ul? + [Vul?) do = C fullya -

kde v, je n-t4 komponenta vnéjsi normély k hranici BT. Ve tietim odhadu jsme na druhy
¢len pouzili Youngovu nerovnost a nakonec zvétsili integracni oblast.

2. Piedpokladejme, ze OU neni rovinna na okoli bodu 2. Poté pomoci zobrazeni (41), lze OU
na okoli #° narovnat, viz Obrazek 6.

Ln

Obrézek 6: vyhlazeni hranice

Se znagenim § := (y1,...,yn—1) € R® ! plati pro plosny element na T' vztah dS(z) =
V/|det G| dg, kde metricky tenzor G napocteme jako Gramovu matici te¢nych vektoru, tj.

B (<8\i/ oV >)n*1
i’ Oy; /) ij=1
Zde ¥ znacf zizeni ¥ na {y € ®(B) : y, = 0}, tj. parametrizaci nadplochy T. Jelikoz pro
j=1,2,...,n—1 plati

=<, _
0y, 8—; pro i = n,

oVl {517‘ proi=1,2,....,n—1
protoze W, tj. inverzni zobrazeni k vyhlazeni ®, je tvaru

Ui(y)=y; proi=1,...,n—1

(42)
U'(y) = yn +vW1, -, Yn-1),

ay € CHR"1), jsou maticové prvky G omezené na ®(I'). Dostdvame tedy

/| ()P dS(x /u ”\/| det G| dy<C/]u NIF dg.

r ®(T)
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S vyuzitim postupu z 1. bodu dale odhadneme
/ lu (¥ (y))|P dg < C / )P + | Vy(uo U)(y)|? dy.
&(I)

Diky (42) lze i—tou slozku gradientu v posledmm integralu odhadnout jako

(w0 W), (5)] = Za% D) )| < CIVu(B(w)|.

Celkem tedy mame

/ (@) dS(z) < C / [ (B )P + [Va( T () dy
I

®(Bt)

_ c/ u(@)]? + V@) dz < Clulby., g (43)

B+
3. Nyni celou 9U rozdélime na diléi ¢éésti I';, ¢ € I, na kterych lze provést odhady dle 2
bodu. Déle plati, ze z I lze vybrat konetnou podmnozinu tak, ze OU = U I';. To plyne z

kompaktnosti QU v topologii R", viz Lemma 4.14. Z (43) tak ihned dostavame

/ [l dS < Cllulfyr, (44)

4. Definujme zobrazeni T : WLP(U)NCH(U) — LP(OU) predpisem Tu = u|sy. Z odhadu (44)
plyne N
ITull rauy < Cllullw @y,

cili T e B (WhP(U)nCNT), LP(AU)). Z inkluze C(T) ¢ WHP(U) N C(U) a hustoty
C>(U) v WhP(U) plyne, ze T je navic husté definovany, a tudiz k nému existuje pravé jedno
spojité rozsiteni T € 2 (WLP(U), LP(9U)) takové, ze Tlwrrnyner @y = T. Tim dostédvéme
ponékud slabsf tvrzenf nez zaznivd vété. To, ze dokonce pro Yu € WHP(U) N C(U) : Tu =
ulpy, lze ukdzat z poznatku, ze funkce z W1P(U) N C(U) jsou aproximovany prvky C°°(U)
nejen v odpovidajici sobolevovské normé ale soucasné stejnomérné. Ovéfeni tohoto poznatku
by vyzadovalo detailnéjsi prezkoumani diukazu Véty 5.24.

O]

Definice 5.27. Obraz u pti zobrazeni T nazjvime stopa u na OU. Samo zobrazeni T potom
nazyvdme operatorem stopy.

Véta 5.28 (o funkcich v W1P(U) s nulovou stopou). Bud'te U omezend oteviend podmnozina
R" s C*~hladkou hranict, p € (1, +00) au € WYP(U). Potomu € W, P(U) prdvé tehdy, pokud
Tu =0 nadU.

Diikaz. Predpoklddejme, ze u € WO1 P(U). Potom dle definice existuje posloupnost (u,,) C
2(U) tak, ze uy, — u v WHP(U). Pro viechna m € N ziejmé T, = 0. Z omezenosti, tj.
spojitosti, operatoru 7' potom plyne Tu = 0 (jako prvek LP(9U)).

Diikaz druhé implikace je podstatné komplikovanéjsi a lze jej nalézt napiiklad v [2]. O
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5.3 Dudlni Soboleviv prostor H~1(U)

Definice 5.29. Dudlnim Sobolevovym prostorem H 1 (U) rozumime dudlni prostor k H} (U).
Akci funkciondlu g € H-Y(U) na ¢ € HY(U) budeme znacit (g, p).

Jelikoz Hg(U) je Hilbertiiv prostor, Rieszova véta (o reprezentaci) ndm pro libovolné
g € H~Y(U) garantuje existenci takového u € H}(U), ze pro viechna ¢ € H(U) plati

(9, %) = (w, ) 1wy = (u, )2 + (Vu, V)a. (45)

Piitom zobrazen{ g — u je isometrie mezi H~1(U) a H}(U), zejména potom plati

g1l = Ngllm-1w) = llull @y = \/llull3 + [Vull3.

Uvazujme nynf (n + 1)-tici funkef f9, 1, ..., f* € L?(U). Linedrni funkcion4l

o 2+Z NCPRE

je na H}(U) omezeny, nebot z Hélderovy nerovnosti plyne

O 0)2 + Z a2l < 1F0l2llell2 +Z £ ll2ll.z 2

=1
(lefllb) <||90H2+Z|!s0lelz> =<ZHJ”H§> [l @)
=0

Tento funkciondl budeme sugestivné znacit f0—>"" f;z Pro jeho normu jsme praveé odvodili

NI

n n %
1S F v < (z uma)
=1 =0

Soucasné ale podle Riezsovy véty existuje v € Hi(U) tak, Ze

- Zf;27@) = </U790>H1(U)
=1

pro viechna ¢ € H}(U) a

1
n 2
1= fllarw) = <H’UH§ : -H%)
i=1

Ve uvedené poznatky ndm umoziuji alternativni charakterizaci prostoru H (U, které
se budeme v téchto poznamkach drzet.

31



Tvrzeni 5.30 (charakterizace H *(U)). Linedrni funkciondl g na H}(U) je omezeny prdve
tehdy, existuji-li funkce g%, g',...,g" € L?(U) tak, Ze pro vsechna ¢ € HL(U) plati

(9.0) = (" )2+ D (9" 0m.)2- (46)
i=1

Pro jeho normu mdme vyjddrent

1
n 2
9/l -1y = inf <Z ng||%> : g% g, ..., g" je rozklad tvaru (46)
i=0

Je-li g € L?(U), potom s nfm automaticky asociujeme funkcional

(9, ) = (9, )2,

ktery odpovida volbé ¢° = ¢, ¢* = 0 pro i € n. Dostdvame se tak do zdanlivé paradoxni
situace, kdy

H'(U) =~ Hy(U) ¢ L*(U) ¢ H'(U),
kde ~ pfedstavuje identifikaci skrze Rieszovu vétu. Jenze druha inkluze fakticky plati pro
jinou identifikaci jistého podprostoru H1(U) s L*(U)!
Pi#iklad 5.2. Uvazujme na HY(R) = HY(R) funkciondl g generovany funkci g = X(-1,1) €
L*[R)\ H'(R), ).

1
(9:0) = / o(z) da.

—1
Funkce
sinh(1)e* =z € (—o0,—1)
_ h(z)
u(r) =q1- =22 ze(-1,1)
sinh(1)e™ xz € (1,400)
lezi v H'(R) a spliiuje (45). Na tomto prikladé mimo jiné vidime, Ze vyjddieni (46) nemusi

byt zdaleka jednoznacné.

Pi#iklad 5.3. Na H}((—1,1)) definujme spojity funkciondl f uréeny dvojici fO =0, f! = -6
(0 znaci Heavisideovu skokovou funkci), tj.

(f.0) = - /0 o/ () dr.

Libovolné o € H}((—1,1)) lze na HY((—1,1)) aprozimovat posloupnosti (¢m) C 2((—1,1)).
Pro proky této posloupnosti (a obecné vsechny prvky 2((—1,1))) mdme

1
(Fom) = /0 () Az = — [Pl = Pm(0) = (6, Pm).

Levd strana konverguje k (f, ), pravd strana potom k ¢(0), kde tuto hodnotu je nutno uvaZovat
ve smyslu stopy. JelikoZ Diracovu d—funkci nelze vyjddrit jakozto néjakou requldrni distribuci
[7], nemiize existovat g € L*((—1,1)) tak, Ze

(frp) =(9,9¢)2

pro vsechna ¢ € P((—1,1)) a tim spiSe ne pro vsechna ¢ € HE((—1,1)). Vise uvedend
identifikace proki L? s proky H™' neni tedy skutecné surjektiond.
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6 Reseni eliptické rovnice

”Nikdy neni tak dobre, aby nemohlo byt jesté lépe.”

V této Casti se vratime k operatoru
L=—div(A(z)V)+b-V+c

ze sekce 4. Jmenovité budeme zkoumat existenci, jednoznacnost a regularitu tzv. slabych
reSent problému

Lu = U
u=f na (47)
u=0 nadU
za globalnich predpokladu
a(=a’"), b, c € L®°(U) a plati (17). (48)

6.1 Slaba formulace

Piedpoklddejme na okamzik, Ze u je hladké feseni (47) a f € L?(U). (Takové u nemusi viibec
existovat!) Pro libovolné v € 2(U) tak plati

(f,v>L2(U) = /va dz = /U(Lu)v dz = /U(AVU) Vo + (b Vu)v + cuvdz =: Blu,v|, (49)

kde jsme integrovali per-partes. Bilinedrni zobrazeni B dava dobry smysl na H'(U), my se
vzhledem k Dirichletové hrani¢ni podmince omezime na H}(U). Na levou stranu (49) lze pro
zménu nahlizet jako na akci omezeného funkciondlu na prvek v. To nas vede k nésledujici
definici.

Definice 6.1. Bilinedrni forma B na H}(U) x H}(U) se nazjvd bilinedrn{ forma asociovand
s operdtorem L. Rikdme, Ze u € Hg(U) je slabé feSeni problému (47) s pravou stranou
f € HY(U) prdve tehdy, pokud

Blu,v] = (f,v) (Vv € H(U)).
Poznamka 6.2. Bud U navic omezend s C'~hranici a wvazujme problém

Lu=f na U
u=9g#0 nadU

pro slabé teseni u € HY(U) (u jiz nespliuje Dirichletovu hranicéni podminku). Pokud g je
stopou néjakého w € HY(U), tj. g = Tw, lze tento problém prevést na problém typu (47) s
novou pravou stranou. Pro @ := u — w totiZ plati Tu = 0, odkud u € H&(U), a ve slabém
smyslu

Lu=Lu— Lw= f— Lw, (50)

kde Lw = (b-Vw +cw) — > 1, (Z?:l aijw,;pj) € H=Y(U). O rovnosti (50) se étendr miize
x;

presvédcit kratkym primym vypoctem-viz Uloha 9.
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6.2 Existence a jednoznacnost slabych reseni

Véta 6.3 (Lax—Milgram). Bud 5 Hilbertiv prostor nad R se skaldrnim soucinem (-,-). Ddle
bud B : A x # — R bilinedrni forma takovd, Ze

(i) (Ba>0) (Vu,v € ) (|Blu,v]| < aflulllv]))

(i) (36 > 0) (vue ) (Bluul > Bllul?)
Potom pro libovolné f € F* existuje prdavé jedno u € J tak, Ze pro Vv € A : Blu,v] =
(f,v).

Dukaz. Jelikoz B je podle (i) omezend, existuje A € B () tak, ze B [u,v] = (Au,v) (Vu,v €
) [1]. Déle pro libovolné f € s#* Rieszova véta garantuje existenci w € ¢, pro které plati
(f,v) = (w,v) (Vv € ). Timto jsme prevedli hledani feseni u € S rovnice B [u,v] = (f,v)
(Vv € 5) na hledani feseni rovnice (Au, v) = (w,v) (Vv € J), coz je ekvivalentni s nalezenim
u € J, které splnuje

Au = w. (51)

Pro existenci a jednoznacnost feseni (51) sta¢i ukézat, ze operator A je bijekce.
A je injektivnd: Z (ii) dostdvame
Blull? < Blu,u] = (Au,u) < || Aull|u],
kde druhé nerovnost plyne ze Schwarzovy nerovnosti. Odtud plyne
0 < Bllull < [[Aul.
Jelikoz 8 > 0, A je nutné prosté.

A je surjektivni: Volme v € RanA+t. Poté pro Yu € # : (Au,v) = 0. Specidlné pro volbu
u = v dostavame
0 = (Av,v) = Blv,v] > B|jv]|* = v = 0.
To znamens, ze RanA+ = {0}. Ukazeme-li, Ze RanA je navic uzavieny, potom RanA = 7.

Pro libovolnou cauchyovskou posloupnost (y,) C RanA existuje posloupnost (z,) C
takovd, ze y, = Az, (Vn € N). Z (ii) odvodime nerovnost

BHxn - xm”Z < <A(xn - xm)7$n - $m> < ||yn - ymHHxn - 5UmH7

z niz plyne B||xn — zm| < ||lyn — yml|, a posloupnost (x,) je tedy rovnéz cauchyovska v

. Protoze S je Hilbertuv, existuje li_>m Ty = x € J€. Navic z omezenosti, tj. spojitosti,
n o

operatoru A plyne

y = lim y, = lim Ax, = A lim z, = Ax,
n— o0 n— o0 n—oo

odkud y € RanA.

O]

Véta 6.4 (Energeticky odhad). Bud B ddna predpisem (49) a pritom plati (48). Potom
existuji konstanty a, 3> 0 a v > 0 tak, Ze pro Vu,v € H} (U) plati
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(a) [Blu,v]| < allul| g @) vl g1y

Dikaz. (a) Diky omezenosti koeficientu v B muzeme odhadovat

| Blu, v]| = /(AVu) -Vu+b-Vuv + cuvdz| < / |(AVu) - Vou| + |b - Vuv| + |cuv| dz
U U
< / Y lla el Vul [Vol + D 116 o Vul o] + lellooullv] da <

i hi=1 i=1

< C’/|Vu|VvH— IVl [o] + [uljo] dz
U

< c{IVullal[Tolls + [Vullallvls + ulllo]z }.
kde posledni nerovnost plyne ze Schwarzovy nerovnosti. Souc¢asné plati
[ull ey = max{{|ulle, [Vull2}.
Celkem tedy mame
|B[u, v]| < Cllull gy vl g @)

(b) Piipomenme, ze L je stejnomérné elipticky, tj. (30 > 0)(Va € U)(VE € R™)((A(x)E) - € >
6|€]?). Specidlné pro volbu & = Vu dostavame 0|Vu|? < Vu - (AVu). Po integraci pres U
ziskavame pomoci Schwarzovy a Youngovy nerovnosti nasledujici odhady

2 -Vudzr = Blu,u] — SVu)u 4 cu?) dz
9/U|Vu|d:n§/U(AVu)Vd Blu, ] /U((bv)—l— )d

< Blu,u] + /U(|(b - Vau)u| + |cu?]) do

n
< Blu,u] + Y |6l ool Va2 + [lelloc lull3

=1
< Bl + 3 161 (<0l + -0l ) + lelelull. (52)
=1

Poznamenejme, ze Youngovu nerovnost jsme pouzili nasledujicim zpusobem

1
lullz < el Vull3 + —llul3 (Ve >0).

v = 2e12||v
[Vullzllull2 = 26| Vul|2 =

1
261/2

Maéme tedy

n - 1 n .
(9 —e) IIbZHoo> IVull < Blu,u] + (HCIIOO + > lib ||oo> 13-
=1

=1

Nyni volme ¢ tak, aby zdvorka na levé strané nerovnosti byla vétsi nez %. Pfictenim gHqu

ziskdavame koneény odhad
0

Sl @) < Blu,u] + Cllull3.
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Poznamka 6.5. Pokud U je omezend, b = 0 a soucasné ¢ > 0, lze vidy volit v = 0! Ve
druhém odhadu v (52) mizeme totiz cely élen — [, cu? dz zanedbat a v zdvéru dikazu misto
prostého prictent %Hqu aplikovat Poincarého nerovnost z pozndmky 7.4,

lull 2wy < ClIVull 2wy (Yu € Hy(U)).

Véta 6.6 (existence a jednoznacnost slabych feseni). Necht plati (48). Potom existuje v > 0
tak, ze pro viechnap > v a f € H-Y(U) existuje prdvé jedno slabé veseniu € H}(U) problému

Lu+pu=f nalU

53
u=0 mnadlU. (53)

Diikaz. V dikazu vyuzijeme Vétu 6.3 s 2 = HYH(U), #* = H-Y(U) a

By[u,u] := Blu,u] + NHUH%?(U)

pro i > 7, kde v je konstanta z Véty 6.4. Forma B, odpovidd operdtoru L + pul a dle Véty
6.4 vyhovuje odhadtiim

| Bulu, v]| < |Blu, v]| + pllull 2 n vl 2wy < Cllull @y loll @y

BHUH?{I(U) < Blu, u] + 7”“”%2([]) < Bylu, ul.
Odtud jiz diky Vété 6.3 vime, Ze existuje pravé jedno slabé fesenf u € HE(U) problému
(53). O
6.3 Regularita slabych feseni
Intermezzo—diferen¢ni kvocient a jeho souvislost se slabou derivaci

Definice 6.7. Bud'te U oteviend podmnozina R", VCCU au € Li. _(U). Potom pro libovolné

loc

zreV,heR: 0<|h <dist(V,0U) ai € n zavadime diferen¢ni kvocient (v bodé x a
velikosti h) jako

u(z + he;) — u(a:)

Dh =
Fu(z) :

Ddle klademe D"u := (Dhu, ..., D).

n

Poznamka 6.8. Vedle u € LL _(U) wvazujme jesté o € 2(V). Potom pro viechna nenulovd

loc
v absolutni hodnoté dostatecné mald h plati “integrace per-partes”

/ uDMpdax = —/ (D; ") de,
\%4 \%

viz Uloha 10.
Snadno se rovnéz odvodi “Leibnizovo pravidlo”

D} (vw) = (D}v)w + v Diw,

kde vl (z) := v(x + he;), viz Uloha 11.
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Véta 6.9 (souvislost diferen¢niho kvocientu se slabou derivaci). Bud'te U oteviend podmno-
Zina R" o VCCU.

1. Je-lil < p < oo aue WHP(U), potom pro vsechna h € R: 0 < |h| < %dist(V,BU)
plati

zilloe@y (1 €N).

2. Je-li 1 <p<oo,u€ LP(U) a existuje-li K > 0 takové, Ze pro libovolné h € R: 0 <
|h| < 3 dist(V,0U) plati IDMull povy < K, potom u md na 'V slabou derivaci podle ; a
plati pro ni

|

Diikaz. 1. Prvni tvrzeni nejdifve dokdzeme pro u € C®(U) N WP (U). Newtonova formule
Fk4, e

ai ey < K.

1 d 1
u(z + he;) —u(x) = / dt< u(zx + the;)) dt = h/ Uz, (x + the;) dt.
0 0
To nam dava nasledujici odhad na diferenéni kvocient

u(z + he;) — u(x)
h

1
| Db () = < /O g, (2 + thes)| dt.

Odtud pomoci Holderovy nerovnosti a Fubiniho véty dostavame

1 p 1
||Dhu||Lp(v _/ </ |u7xi(x+th6¢)|dt> dxﬁ// |tz (x + the;)|P dt dz
\% 0 vV Jo
1
:/ /|u,xi(x+thei)]pdxdt§/ |u,xi(:n)|pdx:Humﬂip(U).
0 \4 U

V poslednim odhadu jsme ve vnitfnim integralu substituovali x + the; — x a potom zvétsili
integra¢ni oblast.

Bud nyni v € W1P(U). Zvolme libovolné pevné W tak, ze VCCWCCU a dist(V,0W) > |h].
Potom z Véty 5.19 vime, Ze existuje posloupnost (u,,) C C*>°(W) takovd, ze u,, — u na
WLP(W). Podle prvni éasti ditkazu aplikované na dvojici V a W a ziskdvame

1D | o vy < el Lo

, -||Lp(W). Y/ Odhadfl

(U, — u)(x + he;) — (Up, — u)(x)
h

1D (s — )|y = \

Le(V)

2
< i (10 = 0+ ey + T = ) < 7l = ulzson

vidime, ze leva strana konverguje k || Dul| 1oy

2. Pifipomenme, Ze na reflexivnim Banachové prostoru maé libovolnd omezend posloupnost
slabé konvergentni podposloupnost [1] a ze pro p € (1,00) je LP(V) reflexivni, pficemz
LP(V)* = LYV), kde q je holderovsky sdruzeny koeficient, %—i— % = 1. Zde = znadi pfirozenou
linedrn{ isometrii LI(V) — LP(V)*: f = {¢— [, fpdz}.
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Nyni vezméme libovolné ¢ € Z(V) pevné a h dostateéné malé v absolutni hodnoté. Integrace

per partes dava
/ uD!pdx = —/ (D; ") da.
1% 1%

Volme posloupnost (h,,) C R tak, ze liﬁm hm = 0. Z predpokladu véty plyne
m oo

sup || D; "l ey < K,

meN,m>mg

+oo
pro néjaké my dostatecné velké, tj. posloupnost <DZ_ hmu) C LP(V) je omezend. Exis-
m=myo

tuje tedy (hm,, ) takovd, ze w-limy_ o Di_hm’“u = v; € LP(V). Z Lebesgueovy véty a slabé

konvergence plyne

/ugo,xidq:: lim uD?m’“godx: lim —/ D;hmkuapdx:—/ vipdr.
1% k—o0 1% 1%

k—o00 1%

Existuje tedy slabé derivace u podle z; a plati pro ni u 4, = v; € LP(V).
Konecné pro libovolné f € LP(V)* = LY(V) ¢ ||f|lga(v) = 1 mame

‘/ fvldx = hm ’/ fD udx‘ < lim HD;hmkuHLp(V) <K,
k—o0
odkud ||/l)i||Lp(V) < K.
O

Disledek 6.10. Pokud za predpokladii druhého bodu véty plati dokonce ||D"ul| o) < K,
potom uw € WHP(V) a |[|[Vul|po(vy < nK.

Véta 6.11 (vnitini Hzfregularita). Bud'te ¥ € CY(U), b, c € L®(U), f € L*(U) au €
Hl(U) slabé tesend problému Lu = f (bez specifikované hrani¢ni podminky na OU ). Potom
€ H: (U) a pro libovolné VCCU plati

loc

lull 2oy < C (1l L2y + HUHL2(U)) ) (54)
kde konstanta C' zdvisi jen na U, V a koeficientech L.

Dukaz. Pro libovolné pevné VCCU zvolme W tak, aby VCCcW ccU. Déle uvazujme funkci
CeP(W)tak,ze 0 < (< 1naW a(=1naV.Zpredpokladu vime, ze u fesi

B[u,v]:(f,v):/fvda: (Vo € H} (U)). (55)

Polozime-li v = —D,;h (CQDZU), k € n, potom lze rovnici (55) psit ve tvaru

/(AVU)-Vvdx = /fv dr,

U U

kde f i=f—b-Vu-— cu, fe L?(U). Oznaéme levou stranu v piedchozi rovnosti A a pravou
stranu B a proved me ndsledujici odhady.

38



Integrace per-partes pro diferen¢ni kvocient dava

A=— / (AVu) - (D,;hv (C2D2u>> do = / DI (AVu) -V (g2D,i§u) da.
U U

Definujeme-li prvky matice A4}" jako azj’h(a:) = a“(z + hey) a prvky matice D}A jako

DZaU (x), dostaneme za pomoci Leibnizova pravidla jak pro derivaci tak pro diferenéni kvo-
cient

A=A+ Ay,
kde
A= / 2 A (D,’;vu) . DI'Vuda
U

Ay = / 20A4i (V) - VCDlu + 2 (DEAVY) - V¢Dhu + ¢? (D} AVu) - DV da.
U

Clen A; muzeme diky uniformni elipticité operstoru L odhadnout jako
2| Hho, |2
A > 9/C ’DkVu‘ dz.
U
Protoze A = B — Ay < |B — As| < |B| + | Az2|, budeme chtit postupné odhadnout |Asz| a |B].
Odhad na As: 7 trojthelnikové nerovnosti a omezenosti a/, (a) ,,, b’, ¢, ¢ a V¢ plyne

[ Az| < C/g (yD,f;quD’,gu\ + |Vul| Diul + quHD,f;vuy) da.
U

Diky volbé funkce ¢ lze v predchozim integralu integrovat pouze pfes W a déle s pomoci
Schwarzovy a nasledné Youngovy nerovnosti provést odhad

|A2| < C(HCDZVUHLQ(W) I Dyl 2oy + Vel 2oy | Dl 2o+ Vel 2oy HCDZVUHLQ(W))

C
< ellcDEVulaan) + = (IRl an) + 1V ulldqr ) - (56)

kde € € (0,0) je zatim libovolné.
Odhad na B: Trojuhelnikova nerovnost dava

|msc/ﬂﬂ+wm+mmmm.
U

Pro vSechna v absolutni hodnoté dostateé¢né mald h s pomoci Véty 6.9 dostavame

/|v\2dx—/‘Dk_h (C2D2u)‘2 da §/‘<C2D,’ju>
U w U o

< / ‘v (C2D2u)‘2 de < /2 <‘2CV(DZU‘2 n ‘C2VD;’;LU‘2> de <
w w

2
dx <

< C/ <’D,’§u‘2+c2 ]D;;vuf) dr < c/ (\wyuc? ’DZVU’Q) da.
w U
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Ze Schwarzovy, Youngovy a vySe odvozené nerovnosti postupné dostavame
1B| < C (1fll 2wy + IVl 2wy + lull 2w 1ol 2oy
C
D) 2 2 2
< elolifa) + 2 (I7170) + 190la0) + luliFa) <
C
< ell?DEVulfay + = (1132w + IVullia@) + lulfe)

kde ¢ € (0,0) 1ze volit libovolné.
Celkem tedy pro libovolné v absolutni hodnoté dostatecné malé h mame

2 2 C
e/qﬂ )D,’;vu’ do < A; < B+ A < 25/(2 ‘DZVu‘ dx+€/(f2+ Vul? + u?) da.
U U U

Zde jsme po dosazeni (56) opét vyuzili Véty 6.9.
Polozime-li ¢ = 0/4, dostaneme

2
2/C2 )DZVU‘ dz < C’/f2 + |Vul? + u? da,
U U
coz lze vzhledem k volbé funkce ¢ prepsat jako
0 2
2/ ‘DZV’U,‘ dz < C/f2 + |Vaul? + u? da. (57)
U

\%4

Véta 6.9 nyn{ garantuje, Ze existuje (Vu) ., € L*(V;R"). Protoze k a V byly libovolné, tak
u € HE (U). Navic z (57) plyne

lull 2evy < C (1l 2@y + lull g ery) - (58)

Tento odhad lze jesté vylepsit tak, ze vyuzijeme jeho platnosti pfi zaiméné U za W (s jinou kon-
stantou C') a ||u| g1 () odhadneme z eliptiénosti podobné jako jsme odhadovali HDZVUHLQ(V).
Konkrétnéji za testovaci funkci ve slabé formulaci volime v = (%u, kde ¢ € 2(U) je takova,
7€ 0 < (<1naUa(=1naW, abychom skoncili s odhadem

/|Vu\2dx < /§2|Vu]2d$ SC’/fZ—i-qux.
w U U

Ten spoleéné s (58) pro dvojici V a W davé (54). O

Dausledek 6.12 (slabé feseni skoro vsude splyva s klasickym). Za predpokladu Véty 6.11,
slabé tesent u 7esi rovnici Lu = f bodové skoro vSude.

Diikaz. Pro viechna v € H}(U) mame

B[U,U] = (fa 2)) = <fvv>L2(U)’

kde nyni u € H2 _(U). Omezime-li se na v € 2(U), integraci per-partes dostaneme

loc
Blu,v] = (Lu,v) 12y = (f,0) 20y
Diky hustoté 2(U) v L?(U) potom Lu = f na L*(U). O
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Vnitini regularitu vyssiho stupné lze dokdzat matematickou indukci-viz Uloha 12. Pro
regularitu slabého feSeni az k hranici je vedle regularity koeficientu operatoru a pravé strany
fundamentalni i dostateéna hladkost hranice. Slozenim vysledkd pro vnitini a hrani¢éni regu-
laritu potom dostavame [2, sekce 6.3, Theorem 5]

Véta 6.13 (vyssi regularita az k hranici)_. Necht U je oteviend omezend mnoZina s C™ 2-

hladkou hranici. Bud'te a¥, b, c € C™1(U), f € H™(U) au € H(U) slabé resend problému

Lu = f s Dirichletovou hrani¢ni podminkou na OU, viz (47). Potom u € H™2(U) a plat{
ull vy < C (1l mm oy + lull 2)) »

kde konstanta C zdvisi jen na U, m a koeficientech L.

Priklad 6.1 (Existence slabého feseni pro Neumannuv problém). UvaZujme nasledugici ilohu

—Au=f naU

59
a—u:O na OU (59)
ov

pro nezndmou funkci u. Zde U je oteviend omezend souvisld podmnozina R™ s C*-hranict, v
predstavuje jednotkovou vnéjsi normdlu k OU a f € L?(U). Predpoklddejme, Ze u je klasické
reseni (59). Prendsobenim na L*(U) pruni z rovnosti v (59) funkei v € HY(U) dostaneme

/fvdxz/—Auvdm:— auvdS(aj)%—/Vu-Vvdx:/Vu-Vvdw.
U U ou Ov U U

To nds motivuje definovat slabé feseni Neumannova problému jako takové u € H'(u), Ze pro
viechna v € H(U) plati

/Vu-Vvd:z :/ fodz. (60)
U U

Povsimnéme si, Ze Neumannova hranicni podminka se ve své explicitni podobé v slabé for-
mulaci neobjevuje! Volbou v = konst. nahlédneme, Ze slabé TeSeni muzZe existovat jen za

podminky
/ fdz=0. (61)
U
Ddle je patrné, Ze slabé veseni nemiize byt na H'(U) jednoznoznacné, nebot posuneme-li

libovolné teseni (60) o konstantu dostaneme opét reseni (60). UkdZeme, Ze existuje prdvé
jedno slabé reseni v prostoru

YUy = {u Yuy: | wdz =0}
DYUY = {u € H'(U) /U dz = 0}

Pro libovolnou posloupnost (uy,) C DY(U), kterd na H*(U) konverguje ku, platiu € H'(U)
diky tiplnosti HY(U). Ddle

| [ waa] =] [ umnda| < [ iz < VT = w20y < V0T =l o,

odkud plyne fUuda: = 0. Celkem dostdvdme, 7e u € D'(U)-tento prostor je tedy uzavieny.
Vzhledem k Poincarého-Wirtingerové nerovnosti, viz Véta 7.5 , je na D'(U) norma || -|| g1 (v
ekvivalentni ndsledugici normé Hu||%1(U) = [y |Vu?dz. Ta je generovdna skaldrnim soucinem

(u,v) :== / Vu-Vude.
U
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Na DY (U) budeme ddle nahlizet jako na Hilbertiv prostor s prdvé timto soucinem.
Linedrni funkciondl v — fU fv je spojity na DY(U), protoze s pomoci Schwarzovy a Po-
incarého—Wirtingerovy nerovnosti dostaneme

| [ o] < Ul < Wz Clolon o

Podle Rieszovy véty existuje prdvé jedno u € DY(U) tak, Ze pro vsechna v € D*(U) plati

/U Vu - Vods = (u,v) = /U fo. (62)

Vzhledem k podmince (61) plati tento vztah dokonce pro viechna v € H*(U), protoZe

/UVu-Vvdx:/UVu-V(v—]év)d:c:/Uf(v—]{]v)da::/vadx.

Zde jsme v druhé rovnosti pouzili (62) pro funkciv — ;v € D(U).

Celkem jsme ukdzali, Ze za podminky (61) existuje v D' (U) prdvé jedno slabé teseni
problému (60). Libovolné dalsi slabé veseni (60) v H*(U) se od néj odlisuje o konstantu.
Vzhledem k sikovné volbé skaldrniho soucinu jsme k tomuto zdvéru ani nepotiebovali Laz—
Milgramovu vétu!

7 Sobolevovy prostory-setkani druhé

”Mistre Evansi, kde mdm zacit se studiem?” “UZ jsi snidal?” “Ano, ale...” “Tak béZ umyt
nddobi!”

Méjme u € WFP(U), kde U je oteviend podmnozina R™. Plyne z integrability funkce u a
jejich derivaci v p—té mocniné i integrabilita v ve vyssi mocniné ¢i dokonce piimo spojitost ¢i
jistd vyssi mira hladkosti? Odpovéd silné zavisi na vztahu mezi n, p a k, jak ukazuje nasledujici
motiva¢n{ tivaha. Necht pro néjaké p, p* > 1 a viechna u € 2(R") plati vztah

[ull o ey < ClIVUl| o ®n)- (63)
Dosadime-li do (63) pteskalovanou funkei uy(x) := u(Ax), A > 0, dostaneme
_n 1_n
AP ull o gmy = luall o @y < ClIVUslLo@ny = CX 7 [[Vull Lo @ny,
y non .
odkud nutné 1 — p T = 0, tj.
- 64
pr p n ()
Tato nerovnost muze platit jen za predpokladu p < n. V takovém piipadé p* > p.

Definice 7.1. Bud' n > p > 1, potom p* wvyhovujici (64), tj. p* = %, budeme nazyvat
sobolevovsky sdruzeny koeficient k p.
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7.1 Sobolevovy nerovnosti pro1 < p <n

Véta 7.2 (Gagliardova—Nirenbergova—Sobolevova nerovnost). Bud 1 < p < n. Potom exis-
tuje konstanta C = C(p,n) tak, Ze pro viechna u € C}J(R”) plati

[ull o= mry < ClIVul|Logn).-

Dukaz této nerovnosti lze nalézt napiiklad v [2]. Ukdzeme si, jak ji rozsifit na vhodné
Sobolevovy prostory.

Véta 7.3 (odhady pro I/Vol’p(U)7 1 < p < n). Bud U oteviend omezend podmnozina R™ a
€ (1,n). Potom existuje konstanta C = C(p,n,U) tak, Ze pro vSechna u € Wol’p(U)

lull oy < CIVull e (65)
pro ¥q € (1,p*). Specidlné plati tzv. Poincarého nerovnost,

lull Loy < ClIIVUll Loy (66)

Dikaz. Jelikoz podle definice Wol’p(U) = WU)WLP(U), pro kazdé u € Wol’p(U) existuje cau-
chyovskd posloupnost (u,,) C Z2(U) : Uy — u ve WEP(U). Prvky posloupnosti (u,,) na R"\U
hladce dodefinujeme nulou a pouzijeme pro né Gagliardovu—Nirenbergovu—Sobolevovu nerov-
nost, viz Véta 7.2,

lumll o 0y = llumll o ey < ClIVumlle@ny = CllVum| Lo @) (67)

Limitnim pfechodem na pravé strané dostavame
[wmll o 0y < ClIVull Loy

Pro platnost (65) s ¢ = p* staci nyni ukdzat, ze u,, — u na LP" (U).

Posloupnost (u,,) je zjevné diky (67) cauchyovska na LP"(U), tudiz existuje @ € LP" (U) :
Uy, — 1. Jelikoz (u,,) konverguje na LP” (U), existuje vybranna posloupnost () : tm, — @
skoro viude na U. Posloupnost (u,, ) ale konverguje i v LP(U) (konverguje totiz v W1 (U)), a
existuje tedy vybrannd posloupnost (umkj) P Uy, U skoro v§ude na U. Protoze posloupnost

(“mkj) konverguje jak k u tak k @ skoro véude na U, dostavame tak u = @ na LP" (U).
Pro ¢ € (1,p*) nyni nerovnost (65) plati diky omezenosti U, ze které plyne

11
lull awy < U] [full e (1

Povsimnéme si, ze konstantu v této nerovnosti Ize odhadnout novou, kterd jiz nebude zaviset
na volbé ¢ € (1, p*). O

Poznamka 7.4. Poincarého nerovnost (66) se v aplikacich velice ¢asto vyskutuje s hodnotou
p = 2, pri které je LP prostor Hilbertiv. Vzhledem k podmince 2 = p < n ji ale zatim
nemdme dokdzanou pro n < 2. UkdZeme si snadny primy dukaz, ktery funguje v libovolné
dimenzi a navic nam ddvd horni odhad na konstantu v (66). Bez djmy na obecnosti uvaZujme
Uc(0,L) x R L >0 a oznaéme x = (x1,2'). Pro libovolné u € 2(U) plati

L
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kde jsme v poslednim odhadu pouzili Holderovu nerovnost. Integrace této nerovnosti vede k

L L /L
/ lul? dz = / / lu(xy,2")|? dzy da’ < L/ / / \Vu(t,z')|? dt day da’
U Rr=1.J0 Rn—1 J0 0

L
<L2/ / |Vu(t,w’)\2dtdx’:L2/ |Vu|? d.
R7—1J0 U

Diky hustotée 2(U) v H}(U) lze tuto nerovnost ihned rozsiFit pro vsechna u € H} (U).
Bez dukazu si predstavime jesté dalsi souvisejici nerovnost [2, sekce 5.8, Theorem 1].

Véta 7.5 (Poincaré-Wirtinger). Bud U omezend oteviend souvisld podmnozina R™ s C'-
spojitou hranici a p € [1,+0o0]. Potom ezxistuje konstanta C = C(n,p,U) tak, Ze pro libovolné
u € WHP(U) plati

u ][U ull o) < ClIVall o).

Je ziejmé, 7e nerovnost (65) nemuze platit na WHP(U). Uvazme napifklad konstantni
funkei. Ukédzeme si, ze na pravou stranu je tfeba pfidat LP—normu funkce samotné. V dikaze
budeme potiebovat nasledujici poznatek o tzv. prodlouzeni funkce ze Sobolevova prostoru,
jehoz dukaz lze nalézt v [2].

Véta 7.6 (o prodlouzeni). Bud'te U,V oteviené omezené podmnoziny R" takové, ze UCCV .
Necht U md navic C*~hranici. Potom existuje E € B(WLP(U), WHP(R™)) s vlastnostmi

(i) Eu = u skoro vsude na U,
(i) supp Eu C V,
pricemz norma tohoto zobrazeni zdvisi jen na volbé U, V a p.

Zobrazeni E budeme nazyvat operdtorem prodlouZeni, obraz Eu potom prodlouZenim
funkce u.

Véta 7.7 (odhady pro WHP(U),1 < p < n). Necht U je oteviend omezend podmnoZina R"
s C hranici, 1 < p <n au € WYP(U). Potom pro libovolné q € (1,p*) : u € LY(U) a pro
viechna u € WLP(U) plati

lull Loy < Cllullwrew), (68)
kde konstanta zdvisi jen na volbé p,n a U.

Diikaz. Zafixujme otevienou omezenou mnozinu V : UCCV. Volme v € WHP(U) a jeho
prodlouzeni z Véty 7.6 zkonstruované pomoci V oznac¢me jako Fu. Z véty o globalni aproxi-
maci plyne, 7e existuje (up,) C Z (R") : uy, — Eu v WHP(R™). Gagliardova-Nirenbergova—
Sobolevova nerovnost, viz Véta 7.2, potom davé, ze pro Vm € N

[tmll Lo (gny < CIVUm|| Lr(rrn)- (69)

Analogicky jako v dukaze Veéty 7.3 ukdzeme, ze posloupnost (u,,) konverguje k Eu na
LP"(R™). Limitnfm pfechodem v (69) dostaneme

[Eul Lo ny < CIIVEU| pogny < Cl|Eullwiegny < Cllullwiewy,
kde posledni nerovnost plyne z omezenosti . Protoze

[Eul| o rey 2 (1Bl 1o~ 17y = [l o 0y

plati odhad (68) pro ¢ = p*. Pro ostatni hodnoty ¢ jej rozsiiime stejné jako v dukaze Véty
7.3. O
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7.2 Sobolevovy nerovnosti pro n < p
Intermezzo-Ho6lderovy prostory

Definice 7.8. Budte U C R™ oteviend a 0 < v < 1. Splriuje-li funkce u : U — R pro néjaké
C odhad
u(z) —u(y)| < Cle —y|” (Yo, y € U), (70)

nazyvdme ji holderovsky spojitd s exponentem ~. Je-li v = 1 potom hovorime o lipschitzovsky
spojité funkci. Prostor vsech funkci, pro néz plati (70) znacime C*7(U) a zavddime na ném

seminormu () ( )’
u(x) — u(y

Ulcoqy () :=  sup —_— 5

= s (M

Poznamka 7.9. Funkce z C%Y(U) jsou ziejmé stejnomérné spojité.
Pokud by v (70) bylo v > 1, funkce u je automaticky konstatni na kazZdé komponenté
souvislosti U. Vezmeme-li totiz libovolné x € U a s € R" : |s| =1, dostdvdme

u(z +ts) —u(x)
t

<ct

Pravd strana konverguje k 0 pro t — 0. Mdme tedy % = 0 na U. Pripad v > 1 se proto
neuvazuje.

Definice 7.10. Holderiv prostor C*Y(U) je tvoren vsemi u € CK(U), které maji viechny
derivace radu k € Ny holderovsky spojité s exponentem . Zavddime na ném normu

[ullgrm@y = > ID%ullo@y + Y [D*u]con - (71)
] <k o=k

Poznamka 7.11. Hélderuv prostor je s vijSe uvedenou normou uplng, jak se muzZe étendr
sdm presvédcit v rdmci Ulohy 13. Alternativné lze na C*(U) wvaZovat ekvivalentni normu
u — max | Du|| 7 + max|{D%u] o, .

ax 1 D%ul| oy \a|:k[ Jcon

|

Piiklad 7.1. Mda-li funkce u na konverni mnoziné U omezené proni derivace, potom u je na
U lipschitzovsky spojitd. Vzhledem ke konvexnosti U totiz pro libovolné x,y € U a t € [0,1]
plati xt + (1 —t)y € U a tudiz

1 1
) ~ )| = | [ Sutet + 0= 0at] < [ 1Vatat+ (0= 09)- @ -l de

1
< |IVatfloe / & — g dt = |Valloolz — 3. (72)

Piiklad 7.2. S prirozenou identifikaci R? a C, (z,y) <> x + iy = 2, uwvaZujme otevienou
podmnozinu D :={z € C: 1 < |z| < 2} \ (=2,—1) x {0} a na n7 funkci u(z) = Arg(z), tj.
hlavni vétev argumentu. Ziejmé Arg: D — (—m,m) a navic vdude na D lze pouZit vyjddient

-y
V2 +y? + o

Primo se lze presvédcit, Ze u i Vu jsou na D omezené. Nicméné u neni na D hélderovsky
spojitd, protoZe lim._,q |u(—1.5 4+ ic) — u(—1.5 —ic)| = 27 a soucasné lim._o | — 1.5 + ic —
(=15 —1ig)| =0.

Arg(z +iy) = 2arctan (V(z,y): x >0Vy#0).
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Ptedchozi piiklady ukazuji, ze samotnad omezenost derivace nepostacuje pro holderov-
skou spojitost funkce. Je zapotiebi i néjaké omezeni na lokalni a globalni chovani hranice.
Napriklad v Morreyho nerovnosti nize s p = +o0o, viz Véta 7.13, je pro lipshitzovskou spo-
jitost vyzadovana omezenost mnoziny U a C'-hladkost hranice. Mnozina D z Piikladu 7.2
viak nemé C'-hladkou hranici ani po vyhlazeni ostrych "rohi”!

Véta 7.12 (Morreyho nerovnost). Bud n < p < co. Potom existuje konstanta C' tak, Ze pro
Vu € CH(R™) plati
[ullconmny < Cllullwrrgn),

kde’yzl—%.

Dukaz Morreyho nerovnosti lze nalézt napiiklad opét v [2]. S jeji pomoci odvodime, ze
libovolna funkce z WP(U) (n < p) jiz lezi, po piipadném predefinovani na mnoziné nulové
miry, v CO7(U).

Véta 7.13 (odhady pro WP(U), n < p < o0). Necht U je oteviend omezend podmnoZina
R™ s Cl-hranici, n < p < co au € WIP(U). Potom existuje reprezentant u* € C%V(U) funkce
u tak, Ze

[u*llcon @y < Cllullwrrw)

sy=1-— %, pricemz konstanta C zdvisi jen nan, p a U.

Dukaz. Uvazujme pouze piipad n < p < oco. Dukaz pro pifipad p = oo Ize nalézt naptiklad v
[6]. Zafixujme V : UCCV. Volme u € WHP(U) a s pomoci V zkonstruujme jeho prodlouzeni
Eu, viz Véta 7.6. Z véty o globélni aproximaci plyne existence posloupnosti (u,,) C Z(R") :
U — Bu v WIP(R™). Pro libovolné m € N Véta 7.12 davé

[umllcom@ny < Cllumllwe@ny.- (73)
Limitnim pfechodem na pravé strané dostavame

o wie@n) = [ Bullwe e < Cllullwe ),
kde jsme v odhadu vyuzili omezenosti F.
Vzhledem k (73) je (u.,) cauchyovska i v prostoru C%7(R™), ktery je iplny, a tudiz existuje

lim  u, = u* € C%(R"). Na levé strané (73) tak mame
m—r—+0o0

| congn) = [u*l[commny 2 [[u*llcoq (@)
Nyni zbyva ovéfit, ze u* = u skoro véude na U. Protoze (u,,) je cauchyovskd na WP (R™),
tak je cauchyovska i na LP(R"), a existuje tedy vybrand posloupnost (um, ) : (tm,) = Eu
skoro vsude na R™. Déle limg_, o0 Um, = u* v C%7(R") a tim spifse i stejnomérné na celém
R™. Odtud jiz plyne, ze u* = Eu skoro v8ude na R", a tedy i skoro v8ude na U, kde ale skoro

vSude plati Eu = u.
O
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7.3 Obecna Sobolevova nerovnost

Véta 7.14 (obecnd Sobolevova nerovnost). Bud U oteviend omezend podmnozina R™ s C1-
hranici a uw € WEP(U). Pokud

1. k< %, potom u € LY(U), kde % = % % Navic ezistuje konstanta C = C(k,p,n,U)
p

takovd, Ze pro vsechna u € WFP(U) plati
ulla@y < Cllullwrr@y-
2] +1-2 ¢N

jakékoli v € (0,1) eN.
Navic existuje konstanta C = C(k,p,n,~,U) takovd, Ze pro kazdé u € W*P(U) existuje

2. k> 2, potom u € Ck{ﬂfl’v(f]), kde v = {

IS VIS

reprezentant u* € Cki{%%lﬁ((_]) této funkce tak, Ze plati
*
n < .
[u ||Ck7L5J71,7(U) > CHUHWM(U)
Dukaz. Nejprve dokdzeme tvrzeni pro k < %.

Protoze u € WHP(U), tak pro Vo : |a| < k — 1 plati D € W'P(U). Z Véty 7.7 mame pro
kazdé o : |af < k —1 odhad

[ D%ull o+ 11y < CIDullwrewy < Cllullwrr @y,

kde oz = & — . Odtud plyne u € W 17" a

1

=5
HUHW’“*LP*(U) < CHUHW’W(U)'

Aplikaci téhoz postupu na u jakozto prvek W =1P" ziskdvame

lullwe—20m 0y < Clliullyr-107 @y < Cllullwrewy,

1 11 _1_2 1 s . .
kde T T nTp n Postup lze opakovat dokud 5= + > 0, coz urcité plati pro i < k.
Tim ziskdvame nerovnost

HUHLQ(U) = ||UHW0"1(U) < CHUHka(U)a

1_1_ k
kde a =35
Déle uvazujme k> 2 a 2 ¢ N.
Obdobné jako v predchozim pfipadé ziskame pro libovolné £ € N : ¢ < % odhad

iS]

lullwe-er@y < Cliullwrrwy

p

=

— %. Polozime-li ¢ := [@J < %, potom




Il o3 gy < Clltlioey, (75)

Z Veéty 7.13 s ohledem na (74) plyne Vo : |a] < k — L%J —1, D% e C™=7(U) a

1Dl o3 gy < CID ullwrry < Cllull - (76)

5]y

n n

Jelikoz 1 -2 = L%J +1-2, celkem mame u € Ck_{PJ_l’L%JH_E(U). Kombinaci (75) a (76)
dostdvame

|’u”0k7L%J71’W(U) S CHUJ”W}C’P(U)

svz{%J—Fl—%.
Nakonec bud k > % a % e N.

Polozme ¢ = [%J —1= % — 1. Obdobné jako v prvnim piipadé lze ukazat, ze

[ullwe—er@y < Cllullwrs @) (77)
pro % = % — % = %, tedy pro r = n. Déle pro viechna 7 € (1,r), tedy 7 < n,
: :
lullwr-cr@y = | > IDulE) <[ > (017Dl

|| <k—¢ || <k—2¢

Rl
|
3=

<| > W [ullwrrer@y, (78)

la|<k—¢
tj. u € WF=67(U). Podle Véty 7.7 proVa : |a| < k—0—1= k=23, D% e LIU)sq e (1,7)a
plati piislusny odhad pro normy. Jelikoz s nasi volbou 7 mame 7 € <%, +00), g € (1,400).

Celkem tedy pro libovolné ¢ € (1, +00) dostdvame u € Wk_%’q(U), pricemz

< Cllullyr—r @, (79)

||uHWk*%v‘I(U)

kde % = %—l—%. Pro libovolné ¢ > n nyni z Véty 7.13 ihned odvodime, ze pro Vo : |a| < /@—%—1
plati D% € C*7(U), kde v := 1 — % €(0,1), a

Julgeg-s gy < g (50)
Dokazovany odhad dostaneme kombinaci (77), (78), (79) a (80). O

Disledek 7.15. Jsou-li pravd strana f a koeficienty eliptického operdtoru L v Dirichletové
problému (47) hladké na celém U a soucasné je hladkd i hranice U, potom slabé teseni u
tohoto problému je rovnéz hladké na U.

Diikaz. Podle Véty 6.13, uw € H™(U) pro libovolné m € N. Z Véty 7.14 potom plyne, Ze
derivace u libovolného stupné je dokonce holderovsky spojitd na U. O
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Ijlohy

Uloha 1. Bud 1 standardni vyhlazovaci funkce, n.(z) == e "n(z/e) proe > 0, a f € L (U),
kde U je oteviend podmnozina R™. Potom f€ :=n. x f € C*°(U.) pro libovolnou U, := {z €
Uldist(z,0U) > €}. Navic plati

D° @) = [ Donte = )i a.
Uloha 2 (x). Bud u harmonickd na oteviené mnoziné U C R"™, zg € U ar > 0 takové, Ze
B(zg,r) C U. Potom
Ck
| D%u(xo)| < WHUHLI(B(IO,T)),
kde k = |a|. (Ndvod: PouZijte matematickou indukci podle stupné derivace.)

Uloha 3. Bud G Greenova funkce pro Poissonovu rovnici na U. UkaZte, Ze pro vSechna
z,y €U : x#vy, G(x,y) = G(y,x). (Ndavod: Pro pevné x,y € U polozte v(z) := G(x,2) a
w(z) := G(y, z); potom pro tuto dvojici pouZijte Greenovu formuli na U \ (B(z,e) U B(y,€)),
kde € je dostateéné malé; nakonec poslete e — 0.)

Uloha 4. Dokazte slaby princip mazima pro elipticky operdtor L s nezdpornym clenem
nultého Fddu (c > 0). Ten rikd, Ze kaZdé subreseni u spliiuje nerovnost max; u < maxgy u’,
kde u™ znaci kladnou édst funkce u. (Ndvod: PouZijte slaby princip maxima pro L — ¢ na
oblasti V :={x € U : u(z) > 0}.)

Uloha 5. Formulujte Hopfovo lemma pro supertesend.
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Uloha 6. Bud u € Wk’p(U). Dokazte, Ze slabé derivace D*u nezdvisi na volbé reprezentanta.
Ddle ukazte, Ze slabé derivace jsou zdménné, tj. DP D = D Py pro o, B : |a| + |8| < k,
a Ze pro libovolnou otevienou V : V. C U plati u € W*P(V). Koneéné dokazte Leibnizovo
pravidlo pro souc¢in u s libovolnym prvkem Z(U).

Uloha 7 (%). Uvazujme na X := @f\il X, kde X; je normovany prostor, ndsledujici normu,
tzv. [P—normu,

1

P

N
1 Il = (ZHfiHI))Q> ,
i=1

p € (1,400). Ukazte, Ze jsou-li viechny X; separabilni, potom i X je separabilni. Pro p €
(1,400) naleznéte dudlni prostor k X a ukazte, Ze jsou-li vSechny X; reflexivni, je i X refle-
zivni. Nejprve uwvazujte N konecéné a potom se pokuste odvodit totéZ pro spocetné nekoneénij
direktni soucet.

Uloha 8. Bud k € Ny. Dokaste, Ze pro libovolné r > 0 ezistuje (. € 2(R™) tak, zZe
G = 1 na B(0,7)
" 0 naR™\ B(0,r+1)

aVa: laf <k Vr>0:|D*| < C. (Konstanta C tedy nezdivisi na volbé o a predevsim
ani na volbé r!) Ddle ukazte, Ze pro libovolné u € WHFP(R™) plati, Ze pro jakékoliv § > 0
nalezneme 15 > 0 tak, Ze pro vSechna r > rs dostaneme ||G-u — ullyyrp@ny < 9.

Uloha 9. Bud L elipticky. Preved'te slabou formulaci tilohy
Lu=f na U
u=g#0 nadU
na slabou formulaci eliptického problému s Dirichletovou hraniéni podminkou.

Uloha 10. Bud'te V oteviend podmnozina R", w € Ll (V) a ¢ € 2(V). Dokaste, ze pro

loc
v§echna nenulovd v absolutni hodnoté dostatecné mald h plati (“integrace per-partes”)

/ uD!pdx = —/ (D; "u)p da.
\%4 |4

Uloha 11. Polozme v"(z) := v(x + he;). Ukaste, e plati (“Leibnizovo pravidlo”)
D!ow) = (DM)w + v"Dlw.
Uloha 12 (%). Dokazte vnitrni regularitu vyssiho stupné pro slabé tesent eliptické rovnice.
Konkrétnéji necht pro m € Ng : a¥, b', c € C™(U), f € H™(U) a u € HY(U) je slabé
resent rovnice Lu = f na U. Potom u € HQCJFQ(U) a pro libovolné V : VCCU platt
ull rms2vy < C (1 lamwy + lull2wy)
kde konstanta C zdvisi jen na m, U, V' a koeficientech L.

Uloha 13. Dokazte, Ze zobrazeni

U HUHC’IM(U) = Z ||DQUHC(U) + Z [Dau]COW(U)
|| <K lal=k

z Hélderova prostoru C*7(U) do (0,+0c) je norma a C*Y(U) je s touto normou tuplngj.
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