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Matěj Tušek
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Abstrakt

Tyto poznámky jsou v podstatě záznamem stejnojmenné přednášky na FJFI, jej́ıž
rozsah je 13 stominutových lekćı. Hlavńı předlohou mi byla klasická kniha L. C. Evanse [2],
částečně jsem se inspiroval i poznámkami pro MFF [6]. Usiloval jsem o dobrou návaznost
na předměty Funkcionálńı analýza a Rovnice matematické fyziky přednášené na FJFI ve
třet́ım ročńıku. Tomu jsem přizp̊usobil i některé z d̊ukaz̊u.

Za pečlivou výpomoc s převodem části přednášky do digitálńı podoby děkuji stu-
dent̊um Kateřině Zahradové a Pavlu Eichlerovi.

Obsah

1 Notace 2

2 Harmonické funkce 3
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1 Notace

Kolik třešńı, tolik vǐsńı.

· standardńı skalárńı součin na Rn
|x| eukleidovská norma, je-li x ∈ Rn; n–rozměrný objem, je-li x varieta

dimenze n; stupeň, je-li x multiindex
‖f‖p norma f na Lp(U, µ; B), ‖f‖pp =

∫
U ‖f(x)‖pB dµ(x) pro p ≥ 1 a ‖f‖∞ =

ess supx∈U |f(x)|; bude-li vhodné specifikovat množinu U , použijeme
značeńı ‖f‖p ≡ ‖f‖Lp(U)

[f ]C0,γ(Ū) seminorma na hölderovsky spojitých funkćı s exponentem γ ∈ (0, 1〉;
[f ]C0,γ(Ū) = supx,y∈U,x6=y

|u(x)−u(y)|
|x−y|γ

f ε vyhlazená funkce f (ε je horńı index!)
f± kladná, respektive záporná, část funkce f , f+(x) = max{0, f(x)},

f−(x) = −min{0, f(x)}
f ,hi posunut́ı funkce f o h násobek ei, kde ei je i–tý prvek standardńı báze

v Rn; f ,hi (x) := f(x+ hei)
−
∫
U f pr̊uměr funkce f přes množinu U , −

∫
U f =

∫
U f/

∫
U 1.

B(x, r) otevřená koule se středem x a poloměrem r
B(X,Y ) vektorový prostor všech omezených lineárńıch zobrazeńı z normovaného

prostoru X do normovaného prostoru Y , pro B ∈ B(X,Y ) zavád́ıme
tzv. operátorovou normu jako ‖B‖ ≡ ‖B‖X→Y = supx∈X,‖x‖X=1 ‖Bx‖Y

C univerzálńı konstanta v odhadech; odhad od odhadu se může lǐsit, ale je
vždy uniformńı na celém podprostoru, na němž odhad provád́ıme

Ck(Ū) prostor k–krát spojitě diferencovatelných funkćı na Ū
CkC(U) prostor k–krát spojitě diferencovatelných funkćı na U s kompaktńım

nosičem v U
Ck,γ(Ū) Hölder̊uv prostor (s exponentem γ ∈ (0, 1〉); zavád́ıme na něm normu

(71)
D2f(x) Hessova matice funkce f v bodě x
Dα (slabá) parciálńı derivace podle xα, kde α je multiindex

Dh
i f i–tý diferenčńı kvocient funkce f velikosti h; (Dh

i f)(x) := f(x+hei)−f(x)
h ,

kde ei je i–tý prvek standardńı báze v Rn
D(U) prostor testovaćıch funkćı na otevřené množině U ⊂ Rn, D(U) = C∞C (U)
D ′(U) duálńı prostor k D(U), prostor zobecněných funkćı

∆ Laplace̊uv operátor, ∆ =
∑n

i=1
∂2

∂x2i
dist vzdálenost množin, tj. pro A,B ⊂ Rn : dist(A,B) = inf{|x − y| : x ∈

A, y ∈ B}
div divergence, div ≡ ∇·
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ei i–tý vektor standardńı báze Rn; (ei)j = δij
ηε standardńı vyhlazovaćı funkce daná vztahy (7) a (5)
Hk(U) Sobolev̊uv prostor W k,2(U); je nav́ıc Hilbert̊uv
Hk

0 (U) uzávěr D(U) v Hk(U)
Lp(U, µ; B) vektorový prostor (tř́ıd ekvivalence skoro všude shodných) funkćı µ–

integrovatelných v p–té mocnině na U ⊂ Rn s hodnotami v Banachově
prostoru B; neńı-li uvedeno jinak, B = R a µ je Lebesgueova mı́ra

n̂ := {1, 2, . . . , n}
N0 množina nezáporných celých č́ısel, N0 = N ∪ {0}
N̄ rozš́ı̌rená množina přirozených č́ısel, N̄ = N ∪ {+∞}
∇ gradient

Sn n–rozměrná sféra poloměru 1, |Sn| = 2π
n+1
2 /Γ(n+1

2 )
supp nosič funkce či distribuce
TrA stopa matice A
Uε “ε-vnitřek” otevřené množiny U , Uε := {x ∈ U | dist(x, ∂U) > ε}
W k,p(U) Sobolev̊uv prostor, tj. prostor (tř́ıd ekvivalence skoro všude shodných)

funkćı, které jsou spolu se všemi svými slabými derivacemi do k-tého
řádu včetně integrovatelné přes U v p-té mocnině; zavád́ıme na něm
normu (34)

W k,p
0 (U) uzávěr D(U) v W k,p(U)

2 Harmonické funkce

”Mistře, co jsou to ty harómnické funkce,“ zeptal se žák Kegona. ”Óóóóóóóómmm. . . ”

Definice 2.1. Bud’ U otevřená podmnožina Rn. Funkce u ∈ C2(U) se nazývá harmonická na
U právě tehdy, pokud ∆u = 0 na U .

Věta 2.2 (o středńı hodnotě). Bud’te u harmonická na U , x ∈ U a r > 0 takové, že B(x, r) ⊂
U . Potom

u(x) = −
∫
∂B(x,r)

udS(y) = −
∫
B(x,r)

udy (1)

D̊ukaz. Definujeme-li

φ(r) := −
∫
∂B(x,r)

u(y) dS(y) = −
∫
∂B(0,1)

u(x+ rz) dS(z),

potom

φ′(r) = −
∫
∂B(0,1)

∇u(x+ rz) · z dS(z) = −
∫
∂B(x,r)

∇u(y) · y − x
r

dS(y) = −
∫
∂B(x,r)

∂u

∂ν
dS(y),

kde ν je jednotková vněǰśı normála ke sféře ∂B(x, r). Pomoćı Greenovy věty dostáváme

φ′(r) =
1

|∂B(x, r)|

∫
B(x,r)

∆u(y) dy = 0,
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nebot’ u je harmonická na B(x, r). φ je tedy konstantńı na nějakém pravém okoĺı nuly.
Jej́ı hodnotu spočteme jako

φ(r) = lim
t→0+

φ(t) = lim
t→0+

−
∫
∂B(0,1)

u(x+ tz) dS(z) = −
∫
∂B(0,1)

u(x) dS(z) = u(x).

Ve třet́ı rovnosti jsme použili Lebesgueovu větu, integrabilńı majorantu nalezneme snadno
d́ıky spojitosti funkce u na kompaktńı kouli B(x, ε), ε > 0. T́ım jsme dokázali prvńı identitu
v (1), druhou dostáváme z rovnost́ı∫

B(x,r)
u(y) dy =

∫ r

0

∫
∂B(x,t)

udS dt = u(x)

∫ r

0

∫
∂B(x,t)

dS dt = u(x)|B(x, r)|.

Definice 2.3. Bud’ U otevřená podmnožina Rn. Funkce u ∈ C2(U) se nazývá subharmonická,
respektive superharmonická, na U právě tehdy, pokud ∆u ≥ 0, respektive ∆u ≤ 0, na U .

Poznámka 2.4. Pokud bychom v d̊ukazu výše volili u pouze subharmonickou, odvodili bychom
φ′(r) ≥ 0, a tedy φ(r) ≥ limt→0+ φ(t) = u(x), což znamená

u(x) ≤ −
∫
∂B(x,r)

u dS(y), u(x) ≤ −
∫
B(x,r)

udy. (2)

Pro funkci superharmonickou potom plat́ı opačné nerovnosti.

Věta 2.5 (princip maxima). Bud’ U otevřená a omezená podmnožina Rn. Je-li u ∈ C2(U)∩
C(Ū) nav́ıc subharmonická na U , potom

1. max
Ū

u = max
∂U

u

2. Je-li U nav́ıc souvislá a existuje-li x0 ∈ U tak, že u(x0) = max
Ū

u, potom u je konstantńı

na U (tzv. silný princip maxima).

D̊ukaz. Zřejmě z druhého bodu plyne i prvńı, nebot’ tvrzeńı druhého bodu můžeme použ́ıt
na každé komponentě souvislosti množiny U . Uvažujme tedy U souvislou a x0 ∈ U : u(x0) =
maxŪ u =: M . Pro libovolné r > 0 s vlastnost́ı 0 < r < dist(x0, ∂U) d́ıky (2) plat́ı

M = u(x0) ≤ −
∫
B(x0,r)

udy,

což s ohledem na spojitost funkce u znamená, že ∀y ∈ B(x0, r) : u(y) = M . Zbývá ukázat,
že množina A := {x ∈ U | u(x) = M} je souvislá. Z výše uvedeného je patrně otevřená. Dı́ky
spojitosti u je i uzavřená v U . Pro libovolnou posloupnost (xn) ⊂ A takovou, že xn → y ∈ U ,
totiž plat́ı M = limn→+∞ u(xn) = u(y), a tedy y ∈ A.

Poznámka 2.6. Jelikož u je superharmonická právě tehdy, pokud −u je subharmonická, plat́ı
pro superharmonické funkce analogický princip minima. Harmonické funkce potom vyhovuj́ı
oběma princip̊um současně.
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Definice 2.7. Bud’te f ∈ C(U) a g ∈ C(∂U) pro nějakou otevřenou množinu U ⊂ Rn. Potom
Poissonovou úlohou mı́ńıme následuj́ıćı problém

−∆u = f na U

u = g na ∂U
(3)

pro neznámou funkci u ∈ C2(U) ∩ C(Ū).

Důsledek 2.8 (jednoznačnost řešeńı Poissonovy úlohy). Je-li U omezená, potom Poissonova
úloha má jednoznačné řešeńı.

D̊ukaz. Uvažujme dvojici u, ũ řešeńı Poissonovy úlohy (3). Pro v := u− ũ dostáváme

∆v = 0 na U

v = 0 na ∂U.

Z principu maxima potom plyne max
Ū
±v = max

∂U
±v = 0, a tedy v ≡ 0.

Důsledek 2.9. Bud’ u harmonická a v subharmonická na omezené množině U a nav́ıc u = v
na ∂U . Potom graf funkce v na U lež́ı “pod grafem” funkce u. Analogicky graf superharmonické
funkce lež́ı “nad grafem” funkce harmonické.

D̊ukaz. Rozd́ıl v − u je opět subharmonická funkce, která je nav́ıc na ∂U nulová. Z principu
maxima pro libovolné x ∈ U dostáváme v(x)− u(x) ≤ max

∂U
(v − u) = 0.

Tvrzeńı 2.10. Je-li u harmonická na otevřené množině U ⊂ Rn, potom u ∈ C∞(U), dokonce
u je reálně analytická na U . Pro derivace plat́ı odhad

|Dαu(x0)| ≤ Ck
rn+k

‖u‖L1(B(x0,r)), (4)

kde x0 ∈ U , r > 0 : B(x0, r) ⊂ U a k = |α|.

Dokážeme pouze hladkost u, d̊ukaz odhadu (4) je ponechán čtenáři jako Úloha 2, d̊ukaz
analytičnosti vycháźı z tohoto odhadu a lze jej nalézti např́ıklad v [2]. Nejdř́ıve si však
připomeneme několik poznatk̊u o vyhlazovaćıch funkćıch.

Intermezzo–vyhlazovaćı funkce

Standardńı vyhlazovaćı funkćı rozumı́me

η(x) :=

{
C exp

(
1

|x|2−1

)
|x| < 1

0 |x| ≥ 1,
(5)

kde C > 0 je voleno tak, aby ∫
Rn
η(x) dx =

∫
B(0,1)

η(x) dx = 1. (6)

Povšimněme si, že hodnoty η záviśı jen na |x|. Př́ımým výpočtem se lze přesvědčit, že η ∈
C∞(Rn). Totéž plat́ı pro škálované funkce

ηε(x) :=
1

εn
η
(x
ε

)
. (7)
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Ty jsou rovněž normované na jedničku a supp ηε = B(0, ε).
Bud’ nyńı f ∈ L1

loc(U), kde U je otevřená podmnožina Rn. Potom

f ε := ηε ∗ f ∈ C∞(Uε),

kde
Uε := {x ∈ U | dist(x, ∂U) > ε}.

Důkaz se provede nalezeńım explicitńıho předpisu pro derivace,

Dαf ε(x) =

∫
U
Dαηε(x− y)f(y) dy

(viz Úloha 1).

D̊ukaz. (Harmonická funkce je hladká.) Ukážeme, že pro libovolné ε > 0, u = uε ∈ C∞(Uε)
na Uε. Bud’ tedy ε pevné a x ∈ Uε. Potom d́ıky rotačńı symetrii zvolených vyhlazovaćıch
funkćı

uε(x) =

∫
U
ηε(x− y)u(y) dy =

∫
B(x,ε)

ηε(|x− y|)u(y) dy

=

∫ ε

0
ηε(r)

∫
∂B(x,r)

udS dr = u(x)

∫ ε

0
ηε(r)

∫
∂B(x,r)

dS dr

= u(x)

∫
B(0,ε)

ηε(y) dy = u(x).

Ve čtvrté rovnosti jsme využili věty o středńı hodnotě. Vzhledem k libovolnosti ε je u hladká
na celé U .

Důsledek 2.11 (Liouville̊uv teorém). Bud’ u harmonická a omezená na celém Rn, potom u
je konstantńı.

D̊ukaz. Vezměme x0 ∈ Rn a r > 0. Potom ze (4) snadno odhadneme

|∇u(x0)| ≤ C

rn+1
‖u‖L1(B(x0,r)) ≤

C

rn+1
|B(x0, 1)|rn‖u‖L∞(Rn).

V limitě r → +∞ dostáváme |∇u(x0)| = 0, a tedy vzhledem k libovolnosti x0 je u konstantńı.

Poznámka 2.12 (Souvislost s holomorfńımi funkcemi). Má-li f : Ω ⊂ C → C, f(x + iy) =
u(x, y) + iv(x, y), kde u, v : R2 → R, komplexńı derivaci, tj. je na Ω holomorfńı, muśı nutně
platit Cauchy-Riemannovy rovnice,

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

Z nich ze záměnnosti druhých derivaćı funkćı u a v odvod́ıme

∆u = 0, ∆v = 0.
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Je-li tedy f holomorfńı na Ω, potom jej́ı reálná i imaginárńı část jsou harmonické na Ω
(identifikované s př́ıslušnou podmnožinou R2). Speciálně z Liouvillova teorému pro harmo-
nické funkce dostáváme Liouvill̊uv teorém pro všude holomorfńı funkce.

Na druhou stranu si ukážeme, že každá harmonická funkce dvou proměnných je lokálně
rovna reálné části nějaké holomorfńı funkce. Bud’ u harmonická na U ⊂ R2. Pro (x, y) ∈ U
položme z = x+ iy a zaved’me funkci

g(z) :=
∂u

∂x
− i∂u

∂y
.

Reálná a imaginárńı část funkce g jsou hladké a nav́ıc splňuj́ı Cauchy-Riemannovy rovnice-
jedna je splněna d́ıky harmoničnosti u, druhá d́ıky záměnnosti druhých derivaćı. Odtud je g
holomorfńı na U (identifikované s podmnožinou C). Jej́ı primitivńı funkce G =

∫
g je potom

holomorfńı na jednoduše souvislých podmnožinách U a plat́ı

G′(z) =
∂<G
∂x

+ i
∂=G
∂x

=
∂<G
∂x
− i∂<G

∂y
= g(z) =

∂u

∂x
− i∂u

∂y
,

z čehož plyne u = <G+ konst.

3 Řešeńı Poissonovy rovnice

”Mistře, existuje pravda?“ zeptal se jednoho dne mladý mnich mistra Zatoichiho. Zatoichi
se zahleděl do dáli a potom pravil: ”Nejedna.“ Když mu později tutéž otázku položil pokročilý
student, Zatoichi jen odsekl: ”Hlupáku, nic jsi nepochopil.”

3.1 Poissonova rovnice na Rn

Uvažujme na okamžik rovnici
−∆E = δ (8)

na D ′(Rn), tj.ve smyslu distribućı. Na pravé straně stoj́ı Diracova delta funkce. Řešeńım (8)
je regulárńı distribuce (prvek L1

loc(Rn)) [7]

E(x) =

{
− 1

2π ln |x| n = 2
1

(n−2)|Sn−1|
1

|x|n−2 n ≥ 3.

Poznamenejme, že pro x 6= 0 : ∆E(x) = 0, a ∇E ∈ L1
loc(Rn;Rn), tj. zobecněná prvńı derivace

splývá s běžnou derivaćı (která existuje všude mimo x = 0) a p̊usob́ı opět jako regulárńı
distribuce.

Bud’ nyńı f regulárńı distribuce taková, že existuje E ∗ f (např. f má omezený nosič [7]).
Potom řešeńım rovnice

−∆u = f (9)

na D ′(Rn) je právě u = E ∗ f , tzn. že pro všechny ϕ ∈ D(Rn) plat́ı∫
Rn
∇u∇ϕdx =

∫
Rn
fϕdx.

7



Funkce u obecně neřeš́ı rovnici (9) v klasickém smyslu, tj. bodově, dokonce nemuśı být ani
dvakrát diferencovatelná, jedná se “jen” o tzv. slabé řešeńı, které budeme v obecněǰśı podobě
studovat později. Plat́ı ale např́ıklad následuj́ıćı tvrzeńı [2].

Tvrzeńı 3.1. Je-li f ∈ C2
C(Rn), potom x 7→ u(x) =

∫
Rn E(x − y)f(y) dy lež́ı v C2(Rn) a

rovnice (9) je splněna bodově.

Ve skutečnosti z̊ustává toto tvrzeńı v platnosti i za slabš́ıch požadavk̊u na regularitu f
[4].

3.2 Poissonova úloha na omezené oblasti

Vrat’me se nyńı k problému (3) pro omezenou oblast s C1-hladkou hranićı.

Věta 3.2 (o třech potenciálech). Bud’ u ∈ C2(Ū), x ∈ U a ν vněǰśı normála k ∂U . Potom

u(x) =

∫
∂U
E(y − x)

∂u

∂ν
(y)− ∂E

∂ν
(y − x)u(y) dS(y)−

∫
U
E(y − x)∆u(y) dy. (10)

D̊ukaz. Vezměme libovolné ε > 0 : B(x, ε) ⊂ U a pro pevné x ∈ U definujme Vε := U\B(x, ε).
Z harmoničnosti y 7→ E(y − x) na Vε a Greenovy formule odvod́ıme identitu∫

Vε

E(y − x)∆u(y) dy =

∫
Vε

E(y − x)∆u(y)−∆E(y − x)u(y) dy

=

∫
∂Vε

E(y − x)
∂u

∂ν
(y)− ∂E

∂ν
(y − x)u(y) dS(y). (11)

Na pravé straně integrujeme přes ∂U a ∂B(x, ε). Prozkoumáme limitńı chováńı integrálu přes
druhou jmenovanou část hranice.

∣∣∂u
∂ν

∣∣ odhadneme maximem na Ū a dostáváme∣∣∣∣∣
∫
∂B(x,ε)

E(y − x)
∂u

∂ν
(y) dS(y)

∣∣∣∣∣ ≤ Cεn−1 max
∂B(x,ε)

|E| =

{
O(ε ln ε) n = 2

O(ε) n ≥ 3

pro ε→ 0. Př́ımým výpočtem se lze přesvědčit, že

∂E
∂ν

= ν · ∇E =
1

|Sn−1|εn−1
,

a tedy ∫
∂B(x,ε)

∂E
∂ν

(y − x)u(y) dS(y) = −
∫
∂B(x,ε)

u(y) dS(y)→ u(x),

když ε→ 0. Limitu jsme spoč́ıtali stejným zp̊usobem jako v d̊ukazu Věty 2.2. Vztah (10) nyńı
dostaneme prostým limitńım přechodem ε→ 0 v (11).

Poznámka 3.3. Je-li u(x) harmonická, potom posledńı člen v (10) vymiźı. Nav́ıc funkce
x 7→ E(y − x) je pro y ∈ ∂U na U hladká. Z toho lze odvodit, že u ∈ C∞(U), tedy prvńı část
Tvrzeńı 2.10, kterou jsme jǐz dokázali jiným zp̊usobem–pomoćı vyhlazovaćıch funkćı.
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Řeš́ı-li u Poisson̊uv problém (3), má již předepsány hodnoty na ∂U a hodnoty ∆u na
U . Ve formuli (10) se nav́ıc vyskytuje člen ∂u

∂ν . Ten eliminujeme pomoćı vhodné korekce
fundamentálńıho řešeńı E . Ta bude pro každé pevné x ∈ U řešit následuj́ıćı Poisson̊uv problém

∆E x = 0 na U

E x(y) = E(y − x) na ∂U.
(12)

Opět s využit́ım Greenovy formule dostáváme∫
U

E x(y)∆u(y) dy =

∫
U

E x(y)∆u(y)−∆E x(y)u(y) dy

=

∫
∂U

E x(y)
∂u

∂ν
(y)− ∂E x

∂ν
(y)u(y) dS(y)

=

∫
∂U
E(y − x)

∂u

∂ν
(y)− ∂E x

∂ν
(y)u(y) dS(y).

Dosad́ıme-li tento vztah do (10), obdrž́ıme

u(x) = −
∫
∂U

∂G
∂νy

(x, y)u(y) dS(y)−
∫
U
G(x, y)∆u(y) dy, (13)

kde
G(x, y) := E(y − x)− E x(y) (x 6= y)

je tzv. Greenova funkce pro U . Identita (13) nás vede k závěru

Tvrzeńı 3.4. Pokud výše uvedená funkce G existuje a u ∈ C2(Ū) řeš́ı Poisson̊uv problém
(3), potom u je nutně tvaru

u(x) = −
∫
∂U

∂G
∂νy

(x, y)g(y) dS(y) +

∫
U
G(x, y)f(y) dy. (14)

Poznámka 3.5. Zd̊urazněme, že tvrzeńı výše neř́ıká nic o existenci řešeńı Poissonova prob-
lému (3). Nicméně lze ukázat, že jsou-li f, g a ∂U dostatečně regulárńı, potom (14) je řešeńım
(3) v klasickém smyslu [4, Theorem 4.3]. My namı́sto toho později dokážeme, že za prakticky
minimálńıch požadavk̊u na regularitu slabé řešeńı existuje a je právě jedno. Explicitńı formule
pro Greenovu funkci G v př́ıpadě, kdy U je poloprostor či koule, lze nalézti např. v [2].

Tvrzeńı 3.6 (symetričnost Greenovy funkce). Pro všechna x, y ∈ U : x 6= y, G(x, y) =
G(y, x).

D̊ukaz. Viz návod k Úloze 3.

3.3 Variačńı př́ıstup-energetická metoda

Jednoznačnost řešeńı Poissonova problému (3) na omezené množině jsme již dokázali pomoćı
principu maxima, existuje však i př́ımočařeǰśı postup. Jsou-li u, ũ ∈ C2(Ū) dvě řešeńı (3),
potom v := u− ũ vyhovuje úloze

∆v = 0 na U

v = 0 na ∂U.
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Po přenásobeńı prvńı rovnice funkćı v dostaneme pomoćı integrace per partes

0 =

∫
U
v∆v dx =

∫
∂U
v
∂v

∂ν
dS −

∫
U
|∇v|2 dx = −

∫
U
|∇v|2 dx.

Odtud ∇v = 0 na U , a v je tud́ıž konstantńı. Současně v = 0 na ∂U . Proto v = 0 na U .
Pokusme se nyńı problém (3) převést na variačńı úlohu. Řešeńı hledejme na množině

A := {w ∈ C2(Ū)|w = g na ∂U}.

Bud’te tedy u,w ∈ A a necht’ u nav́ıc řeš́ı (3). Plat́ı tedy

0 =

∫
U

(−∆u− f)(u−w) dx = −
∫
∂U

∂u

∂ν
(u−w) dS +

∫
U
∇u∇(u−w) dx−

∫
U
f(u−w) dx

=

∫
U
∇u∇(u− w) dx−

∫
U
f(u− w) dx.

Odtud s pomoćı Cauchy–Schwarzovy a Youngovy nerovnosti odhadneme∫
U
|∇u|2 − fudx =

∫
U
∇u∇w − fw dx ≤

∫
U

1

2
|∇u|2 dx+

∫
U

1

2
|∇w|2 − fw dx, (15)

což nás motivuje k zavedeńı nové veličiny, tzv. energetického funkcionálu, I : A → R,

I(w) :=

∫
U

1

2
|∇w|2 − fw dx.

Nerovnost (15) můžeme nyńı přepsat jako

∀w ∈ A : I(u) ≤ I(w),

jinými slovy, řešeńı u problému (3) minimalizuje I na A. Plat́ı dokonce i obrácené tvrzeńı:

Věta 3.7 (Dirichlet̊uv princip). Bud’ u ∈ A. Potom u řeš́ı Poissonovu rovnici právě tehdy,
pokud

I(u) = min
w∈A

I(w).

D̊ukaz. Stač́ı již dokázat jen druhou implikaci. Necht’ tedy u minimalizuje I. Uvažujme libo-
volné pevné v ∈ D(U) a zaved’me funkci ι : R→ R, t 7→ I(u+ tv). Zřejmě u+ tv ∈ A, a tedy
ι má minimum v t = 0. Existuje-li tedy ι′(0), potom je nutně nulová. Derivace ι′(0) je dána
lineárńım členem v rozvoji

ι(t) =

∫
U

1

2
|∇u+ t∇v|2 − f(u+ tv) dx =

∫
U

1

2
|∇u|2 +

1

2
t2|∇v|2 + t∇u∇v − fu− tfv dx.

Máme tedy

0 = ι′(0) =

∫
U
∇u∇v − fv dx =

∫
∂U

∂u

∂ν
v dS −

∫
U

∆uv − fv dx =

∫
U

(−∆u− f)v dx,

nebot’ v = 0 na ∂U . Prostor D(U) je ale hustý v L2(U, dx), muśı tud́ıž platit −∆u − f = 0
s.v. na U . Vzhledem ke spojitosti −∆u− f plat́ı tato rovnost na celém U .
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4 Princip maxima pro eliptické operátory

Mladý mnich ze zeptal Unmona: “Mistře, kde najdu maximu1 života?” Unmon se dlouze
zamyslel a potom pronesl: “Na hraně.”

Bud’te aij , bi, c, f , kde i, j ∈ n̂, zat́ım bĺıže nespecifikované reálné funkce na otevřené
množině U ⊂ Rn. Uvažujme rovnici

(Lu)(x) := −
n∑

i,j=1

aij(x)u,xixj (x) +
n∑
i=1

bi(x)u,xi(x) + c(x)u(x) = f(x) (16)

pro neznámou funkci u ∈ C2(U). Zde jsme zavedli zkrácenou postfixovou notaci pro parciálńı
derivaci, ∂u

∂xi
= u,xi . Vzhledem k tomu, že u,xixj = u,xjxi , lze bez újmy na obecnosti předpokládat,

že aij(x) = aji(x). Tyto koeficienty je výhodné zapsat do symetrické čtvercové matice A =
(aij)ni,j=1. Podobně zavedeme vektorovou funkci b = (bi)ni=1.

Zd̊urazněme, že v celé této sekci budeme vždy uvažovat (funkčńı) koeficienty aij takové,
že L je uniformně eliptický dle následuj́ıćı definice.

Definice 4.1. Diferenciálńı rovnice (16) se nazývá (uniformně) eliptická, pokud existuje kon-
stanta θ > 0 tak, že pro s.v. x ∈ U :

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ θ|ξ|2 pro ∀ξ ∈ Rn. (17)

Lineárńı diferenciálńı operátor L z (16) v takovém př́ıpadě nazýváme (uniformně) eliptickým.

Poznámka 4.2. Typické minimálńı požadavky na regularitu koeficient̊u jsou aij , bi, c ∈
C(U). Potom L : C2(U)→ C(U).

Poznámka 4.3. Podmı́nka elipticity (17) implikuje, že s.v. na U (a pro spojité koeficienty aij

všude na U) je matice A(x) pozitivně definitńı s nejmenš́ı vlastńı hodnotou věťśı či rovnou θ.
Voĺıme-li za ξ vektor, jehož jediná nenulová komponenta je právě k-tá, dostáváme

akk(x) ≥ θ. (18)

Je-li aij ∈ C1(U), potom lze operátor L přepsat jako

L = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂

∂xj

)
+

n∑
i=1

b̃i(x)
∂

∂xi
+ c(x),

kde b̃i := bi +
∑n

j=1 a
ij
,xj , což lze úsporně zapsat jako

L = −div(A∇) + b̃ · ∇+ c.

Tento tvar operátoru L budeme nazývat divergenčńım–je výhodný, kdykoliv přijde ke slovu
integrace per-partes, tj. ve slabé formulaci a energetických metodách. V d̊ukazu principu
maxima je naopak výhodné pracovat s p̊uvodńım nedivergenčńım tvarem.

1poznámka překladatele z japonštiny: maxima=mravńı zásada
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Věta 4.4 (slabý princip maxima). Bud’te U otevřená omezená množina v Rn, c ≡ 0, aij ∈
C(U), bi ∈ C(Ū) a u ∈ C2(U) ∩ C(Ū) takové, že

Lu ≤ 0 na U. (19)

Potom maxŪ u = max∂U u.
Plat́ı-li obráceně

Lu ≥ 0 na U, (20)

potom minŪ u = min∂U u.

Definice 4.5. Funkci u vyhovuj́ıćı (19), respektive (20), budeme nazývat subřešeńım, respek-
tive superřešeńım.

Slabý princip maxima tedy ř́ıká, že každé subřešeńı nabývá na hranici svého maxima a
každé superřešeńı nabývá na hranici svého minima.

D̊ukaz. (slabý princip maxima) Jelikož u je superřešeńım právě tehdy, pokud je−u subřešeńım,
stač́ı dokázat prvńı tvrzeńı. Uvažujme nejprve př́ıpad

Lu < 0 na U. (21)

Existuje-li x0 ∈ U : u(x0) = maxŪ u, potom nutně

∇u(x0) = 0, D2u(x0) ≤ 0. (22)

Druhý vztah ř́ıká, že Hessova matice v x0 je negativně definitńı či semidefinitńı.
Dále matice A(x0) je symetrická a pozitivně definitńı. Existuje tud́ıž orthogonálńı matice

O ≡ (oij)ni,j=1 tak, že

OA(x0)OT = diag(d1, . . . , dn), ∀i ∈ n̂ : di > 0.

V nových souřadnićıch y := x0 + O(x − x0) nabývá eliptický člen L v bodě x0 rovněž dia-
gonálńıho tvaru,

n∑
i,j=1

aij(x0)u,xixj (x
0) =

n∑
i,j,k,l=1

aij(x0)okiolju,ykyl(x
0)

=
n∑

k,l=1

(OA(x0)OT )klu,ykyl(x
0) =

n∑
k=1

dku,ykyk(x0).

Jelikož podmı́nka (22) nezáviśı na volbě souřadnic, muśı platit ∀k ∈ n̂ : u,ykyk(x0) ≤ 0. Odtud
již plyne

n∑
i,j=1

aij(x0)u,xixj (x
0) ≤ 0.

Současně d́ıky prvńı podmı́nce v (22) člen prvńıho řádu operátoru L v bodě x0 vymiźı,
b · ∇u(x0) = 0. To ale znamená, že

(Lu)(x0) ≥ 0,

což je spor s (21).
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Necht’ nyńı plat́ı (19). Pro zat́ım libovolné ε, λ > 0 definujme

uε(x) := u(x) + εeλx1 .

S využit́ım nerovnost́ı (19) a (18) dospějeme k následuj́ıćım odhad̊um,

L(uε) = Lu+ εLeλx1 ≤ εLeλx1 = ε(−λ2a11 + λb1)eλx1 ≤ ε(−λ2θ + λ‖b1‖∞)eλx1 < 0,

kde posledńı nerovnost plat́ı pro λ dosti velké. Jako v prvńım př́ıpadě dostáváme rovnost

max
Ū

uε = max
∂U

uε,

ve které stač́ı provést limitńı přechod ε→ 0.

Poznámka 4.6. Stejně jako v D̊usledku 2.9 se ukáže, že plat́ı-li

Lv = f, Lw ≤ f na U

v = g, w ≤ g na ∂U,

potom w ≤ v na celém U . Odtud o w mluv́ıme jako o subřešeńı.

V př́ıpadě ostré nerovnosti (21) jsme dokázali dokonce v́ıce. Nejenže subřešeńı nabývá
svého maxima na hranici, ale nikde mimo hranici jej ani nabývat nemůže. Princip maxima
v obdobném duchu záhy ześıĺıme i pro př́ıpad neostré nerovnosti. Ta ale na rozd́ıl od ostré
připoušt́ı i konstantńı řešeńı. Nejdř́ıve se ale pod́ıvejme, do jaké mı́ry lze oslabit podmı́nku
c ≡ 0.

Věta 4.7 (slabý princip maxima pro c ≥ 0). Bud’te U otevřená omezená množina v Rn,
c ≥ 0, aij ∈ C(U), bi ∈ C(Ū) a u ∈ C2(U) ∩ C(Ū) takové, že

Lu ≤ 0 na U.

Potom maxŪ u ≤ max∂U u
+. Plat́ı-li naopak

Lu ≥ 0 na U,

potom minŪ u ≥ −max∂U u
−.

D̊ukaz. Pro prvńı tvrzeńı viz Úlohu 4, druhá část se ukáže aplikaćı té prvńı na funkci −u.
Stač́ı si uvědomit, že (−u)+ = u−.

Poznámka 4.8. Požadavek nezápornosti c nelze vypustit, jak ukazuje následuj́ıćı protipř́ıklad.
Vezměme U = (0, π)× (0, π) a u(x, y) = sinx sin y. Ihned ověř́ıme, že −∆u− 2u = 0, u = 0
na ∂U a současně maxŪ u = u

(
π
2 ,

π
2

)
= 1.

Podobně se nelze zř́ıci omezenosti U . Uvažujeme-li U = R × (0, π) a u(x, y) = ex sin y,
potom −∆u = 0, u = 0 na ∂U a přitom supU u = +∞.

Definice 4.9. Bud’ U otevřená množina v Rn, která v x0 ∈ ∂U připoušt́ı vněǰśı normálu ν.
Řekneme, že η ∈ Rn \ {0} v x0 směřuje ven z U právě tehdy, pokud η · ν > 0.
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Lemma 4.10 (Hopf). Bud’te U otevřená podmnožina Rn, aij , bi, c ∈ C(Ū) a u ∈ C2(U) ∩
C(Ū) splňuj́ıćı

Lu ≤ 0 na U. (23)

Necht’ dále existuje x0 ∈ ∂U takové, že ∀x ∈ U : u(x) < u(x0), přičemž hranice ∂U je taková,
že připoušt́ı existenci otevřené koule B ⊂ U : x0 ∈ ∂B.

Je-li nav́ıc c = 0 na U a derivace v (24) existuje, potom

∂u

∂η
(x0) > 0 (24)

pro libovolné η, které směřuje ven z B.
Pokud c ≥ 0 na U , potom (24) plat́ı za dodatečné podmı́nky u(x0) ≥ 0.

D̊ukaz. Uvažujme obecně situaci, kdy c ≥ 0. Necht’ x0 vyhovuje předpoklad̊um lemmatu.
Volme souřadný systém tak, aby jeho počátek ležel ve středu koule B–plat́ı tedy B ≡ B(0, r) :
r = |x0|. Pro zat́ım bĺıže nespecifikované λ > 0 zavedeme na B pomocnou funkci

v(x) := e−λ|x|
2 − e−λr

2
,

která splňuje

(Lv)(x) = −e−λ|x|
2

n∑
i,j=1

aij(x)(−2λδij + 4λ2xixj)− e−λ|x|
2

n∑
i=1

2λbi(x)xi + c(x)v(x)

≤ e−λ|x|
2 (

2λTrA(x)− 4θλ2|x|2 + 2λ|b(x)||x|+ c(x)
)
.

Výše jsme využili uniformńı eliptičnosti L-viz vztah (17). Na mezikruž́ı M := B \ B(0, r/2)
potom plat́ı

(Lv)(x) ≤ e−λ|x|
2 (−θr2λ2 + 2

(
‖TrA‖L∞(M) + r‖b‖L∞(M)

)
λ+ ‖c‖L∞(M)

)
≤ 0 (25)

pro všechna λ dostatečně velká.
Jelikož ∀x ∈ U : u(x) < u(x0), existuje ε > 0 tak, že u(x0) ≥ u + εv na ∂B(0, r/2); ta

samá nerovnost plat́ı i na ∂B, protože v na ∂B vymiźı. Celkem tedy máme

u+ εv − u(x0) ≤ 0 na ∂M

u(x0) + εv(x0)− u(x0) = 0 (26)

L
(
u+ εv − u(x0)

)
≤ −cu(x0) ≤ 0 na M,

kde posledńı vztah plyne z (25), (23) a předpokladu u(x0) ≥ 0 pro nenulové nezáporné c. Ze
slabého principu maxima pro oblast M tak dostáváme

u+ εv − u(x0) ≤ 0 na M.

Vezmeme-li v potaz (26), muśı platit

∂

∂η
(u+ εv − u(x0))(x0) =

∂u

∂η
(x0) + ε

∂v

∂η
(x0) ≥ 0,

a tud́ıž

∂u

∂η
(x0) ≥ −εη · ∇v(x0) = −εη ·

(
−2λe−λr

2 x0

r
r

)
= 2εη · νλre−λr2 > 0.

Zde ν = x0

r znač́ı jednotkovou vněǰśı normálu k ∂B v x0.
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Poznámka 4.11. Pro existenci koule B z Hopfova lemmatu postačuje, aby ∂U ∈ C2 na
nějakém okoĺı x0. To lze nahlédnouti z Taylorova rozvoje v x0, př́ıpadně z omezenosti Gaussovy
křivosti. Podmı́nka ∂U ∈ C1 ale jǐz postačuj́ıćı neńı, jak ukazuje následuj́ıćı protipř́ıklad.
Bud’te U = {(x, y) ∈ R2 : y < f(x)}, kde f(x) := x2 ln |x|, a x0 = (0, 0) ∈ ∂U . Ze sudosti
f m̊užeme usoudit, že kandidát na vepsanou kouli B muśı být tvaru B = B((0,−a), a), kde
a > 0. Lze se ale přesvědčit, že pro libovolné a > 0 existuje redukované okoĺı nuly, na němž
f(x) <

√
a2 − x2 − a.

Poznámka 4.12. (Ve vnitřńım vrcholu nem̊uže subřešeńı nabývat ostrého lokálńıho maxima.)
Bud’ u subřešeńı z Hopfova lemmatu. Pokud lze v bodě x0 zkonstruovat dvě koule B, B̃ s
r̊uznými tečnými nadrovinami takové, že B, B̃ ⊂ U a x0 ∈ ∂B ∩ ∂B̃, potom aplikace Hopfova
lemmatu na každou z těchto kouĺı vede ke sporu. Neńı tedy možné, aby x0 byl bodem ostrého
maxima, dokonce ani lokálńıho, protože za U m̊užeme vźıt dostatečně malé okoĺı bodu x0 v
pr̊uniku s p̊uvodńım U .

Pro př́ıklad lze za U vźıti kruhovou výseč se středovým úhlem v (π, 2π) a za x0 jej́ı střed.

Poznámka 4.13. (Vlastńı funkce L s Dirichletovou hraničńı podmı́nkou prot́ınaj́ı nodálńı
množinu ostrým zp̊usobem.) Bud’ L z Hopfova lemmatu a U omezená. Uvažujme řešeńı u
úlohy

Lu = λu na U

u = 0 na ∂U

pro nějaké λ > 0. Existenci takového řešeńı nyńı ponechme stranou. Nodálńı množina N (u) :=
{x ∈ Rn : u(x) = 0} děĺı U na navzájem disjunktńı podoblasti {Ui}, na kterých má funce u
konstatńı znaménko. Nějakou takovou oblast Ui si zafixujme a bez újmy na obecnosti předpok-
ládejme, že u(x) > 0 na Ui. Ukážeme, že na sousedńıch podoblastech, tj. na těch, které s
Ui sd́ıĺı (n − 1)-dimenzionálńı část hranice nutně plat́ı u(x) < 0. Stač́ı podél jmenovaných
část́ı hranice aplikovat Hopfovo lemma na Ui, kde plat́ı Lu > 0. Podél hranice se sousedńımi
oblastmi tak dostáváme ∂u

∂η < 0.

V d̊ukaze následuj́ıćı věty poprvé využijeme následuj́ıćı pozorováńı:

Lemma 4.14. Bud’ U omezená otevřená podmnožina Rn, potom ∂U je kompaktńı v Rn.

D̊ukaz. Bud’ {Ui} libovolné otevřené pokryt́ı ∂U . Potom {Ui} ∪ U je otevřené pokryt́ı Ū .
Jelikož Ū je kompaktńı, existuje konečné podpokryt́ı {Uj} ∪ U této množiny. Odejmut́ım
množiny U dostaneme konečné podpokryt́ı ∂U .

Věta 4.15 (silný princip maxima). Bud’te U souvislá omezená otevřená podmnožina Rn,
aij , bi ∈ C(Ū), c = 0 na U a u ∈ C2(U) ∩ C1(Ū). Plat́ı-li

Lu ≤ 0 na U

a současně u nabývá svého maxima přes Ū uvnitř U , potom u je konstantńı na U .
Plat́ı-li obráceně

Lu ≥ 0 na U

a současně u nabývá svého minima přes Ū uvnitř U , potom u je konstantńı na U .
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D̊ukaz. Dokážeme opět jen prvńı př́ıpad. Položme M := maxŪ u a M := {x ∈ U : u(x) =
M}. Dle předpokladu M 6= ∅ a d́ıky spojitosti u je M uzavřená (v relativńı topologii na U).
Je-li M = U , d̊ukaz je hotov. Uvažujme proto dále pouze situaci, kdy M 6= U , a položme
V := {x ∈ U : u(x) < M}. V je opět d́ıky spojitosti u otevřená.

Nejprve ukážeme, že existuje y ∈ V s vlastnost́ı 0 < dist(y,M) < dist(y, ∂U). V prvńı řadě
si uvědomı́me, že existuje m ∈ ∂M =M\MO. Kdyby tomu tak nebylo, potom M =M0,
což by vzhledem k výše uvedenému znamenalo, že M je neprázdná obojetná podmnožina
U . Následně M = U , tj. dostáváme spor. Dále podle Lemmatu 4.14 je ∂U kompaktńı. Ze
spojitosti funkce x 7→ dist(m,x) tak dostáváme d := dist(m, ∂U) > 0. K tomuto d najdeme
y ∈ B(m, d/3) ∩ V , tj. máme dist(y,M) ≤ dist(m, y) < d/3. Nyńı sporem ukážeme, že
dist(y, ∂U) > d/3. V opačném př́ıpadě bychom totiž z trojúhelńıkové nerovnosti dostali

d = dist(m, ∂U) ≤ dist(m, y) + dist(y, ∂U) < 2d/3.

Našli jsme tedy y ∈ V s vlastnost́ı dist(y,M) < dist(y, ∂U). Nav́ıc plat́ı dist(y,M) > 0,
protože jinak by existovala posloupnost (zn) ⊂ M : limn→+∞ zn = y. Ze spojitosti funkce u
na U by potom plynulo M = limn→+∞ u(zn) = u(y) < M .

K výše zkonstruovanému y nalezneme největš́ı otevřenou kouli B, která stále celá lež́ı ve
V . (Jej́ı poloměr bude dist(y,M)). Existuje tedy x0 ∈ M : x0 ∈ ∂B. Použijeme-li nyńı na
B (potažmo na V ) Hopfovo lemma, dostáváme ∂u

∂ν (x0) > 0. To je ale nemožné, protože v x0

nabývá u maxima, a tud́ıž ∇u(x0) = 0. Shrnujeme, že alternativa M 6= U nemůže v̊ubec
nastat, a tedy u ≡M na celém U .

Poznámka 4.16. Kdybychom nepředpokládali souvislost U , dokázali bychom konstantnost u
pouze na té komponentě souvislosti, na které je extrém nabýván.

Poznámka 4.17. (silný princip maxima pro c ≥ 0) S pomoćı druhého tvrzeńı Hopfova
lemmatu stejným zp̊usobem ukážeme následuj́ıćı. Nabývá-li subřešeńı, respektive superřešeńı,
nezáporného maxima, respektive nekladného minima, přes Ū uvnitř U , potom je u konstantńı.

Poznámka 4.18. (princip maxima pro lokálńı extrém) Necht’ subřešeńı u nabývá lokálńıho
maxima v bodě x0 ∈ U , potom existuje okoĺı V bodu x0, na němž je u(x0) globálńım maximem.
Je-li c = 0, potom u je konstantńı na V . Pro c ≥ 0 plat́ı totéž za dodatečné podmı́nky, že
u(x0) ≥ 0.

Důsledek 4.19 (ześılené Hopfovo lemma). Bud’te U omezená souvislá otevřená podmnožina
Rn, aij , bi, c ∈ C(Ū) a u ∈ C2(U) ∩ C1(Ū) splňuj́ıćı

Lu ≤ 0 na U.

Necht’ dále existuje x0 ∈ ∂U takové, že ∀x ∈ U : u(x) ≤ u(x0), přičemž hranice ∂U je taková,
že připoušt́ı existenci otevřené koule B ⊂ U : x0 ∈ ∂B.

Je-li nav́ıc c = 0 na U a u je nekonstantńı na U , potom

∂u

∂η
(x0) > 0 (27)

pro libovolné η, které směřuje ven z B.
Pokud c ≥ 0 na U a u je nekonstantńı na U , potom (27) plat́ı za dodatečné podmı́nky

u(x0) ≥ 0.
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D̊ukaz. Může nastat právě jedna z následuj́ıćıch alternativ.
1) Existuje x1 ∈ U : u(x1) = u(x0). V takovém př́ıpadě je u konstantńı na U podle silného

principu maxima.
2) Maxima u(x0) může být nabýváno jen na ∂U , tj. u < u(x0) na celém U . Dle Hopfova

lemmatu potom ∂u
∂η (x0) > 0.

4.1 Jednoznačnost řešeńı eliptické rovnice

Bud’te U otevřená podmnožina Rn; Γ1 a Γ2 disjunktńı podmnožiny ∂U takové, že Γ1 ∪ Γ2 =
∂U ; α a g1, g2, f zat́ım bĺıže nespecifikované funkce definované postupně na Γ1, Γ2, U . Potom
úlohu

Lv = f na U (28)

∂v

∂ν
+ αv = g1 na Γ1 (29)

v = g2 na Γ2 (30)

pro neznámou funkci v ∈ C2(U) ∩ C(Ū) budeme nazývat eliptickou rovnićı se smı́̌senou
hraničńı podmı́nkou.

Věta 4.20. Bud’te U omezená souvislá otevřená podmnožina Rn taková, že podél Γ1 lze do U
vepsat kouli; aij , bi, c ∈ C(Ū); c ≥ 0 a v1, v2 ∈ C2(U)∩C(Ū) dvě řešeńı eliptického problému
(28)–(30). Pokud α ≥ 0 na Γ1, potom v1 = v2 na U vyjma př́ıpadu, kdy současně c = 0, α = 0
a Γ2 = ∅, ve kterém je v1 − v2 konstantńı.

D̊ukaz. Funkce u := v1 − v2 splňuje

Lu = 0 na U (31)

∂u

∂ν
+ αu = 0 na Γ1 (32)

u = 0 na Γ2. (33)

Předpokládejme nejprve, že u někde na U nabývá kladných hodnot. Potom u má kladné ma-
ximum, které muśı být dle slabého principu maxima nabýváno na ∂U–konkrétněji vzhledem k
(33) na Γ1. Bud’ tedy x0 ∈ Γ1 : maxŪ u = u(x0) > 0. Podle ześıleného Hopfova lemmatu bud’
∂u
∂ν (x0) > 0, anebo u je konstantńı. Prvńı př́ıpad by značil, že levá strana (32) je v x0 kladná.
Nezbývá než, aby u bylo konstantńı či dokonce v rozporu s prvotńım předpokladem všude
nekladné. V druhém př́ıpadě použijeme stejné argumentace jako výše, tentokrát však pro −u.
Nezbývá než, aby u bylo konstantńı, u = u0 ∈ R na U . Je-li Γ2 6= ∅, u0 = 0. Je-li Γ2 = ∅,
potom na ∂U = Γ1 plat́ı αu0 = 0. Neńı-li α identicky nulové, u0 = 0. V opačném př́ıpadě
dosad́ıme u do (31). Dostáváme tak cu0 = 0. Jakmile c neńı nulové na celém U , u0 = 0.

Poznámka 4.21. Pod́ıvejme se nyńı na výjimečný př́ıpad, kdy c = 0, α = 0 a Γ2 = ∅.
Problém (31)–(33) se redukuje na Neumann̊uv eliptický problém

Lu = 0 na U

∂u

∂ν
= 0 na ∂U.

Ten zjevně připoušt́ı libovolné konstantńı řešeńı. V termı́nech spektrálńı analýzy je nenulová
konstanta vlastńı funkćı L s vlastńım č́ıslem 0, tj. L neńı prosté.
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5 Sobolevovy prostory-setkáńı prvńı

”Mistře, doslechne sob lv́ıho řevu,“ zeptal se žák Musashiho. ”Kam jsem jen založil své meče,”
pomyslel si Musashi.

(a) Sobolev Sergej (b) sobolev obecný

Nebude-li upřesněno jinak, tak v rámci této sekce je U otevřená podmnožina Rn, α je
n–rozměrný multiindex, k ∈ N0 a p ∈ 〈1,+∞〉.

Definice 5.1 (slabá derivace). Bud’ f ∈ L1
loc(U). Řı́káme, že f má slabou parciálńı derivaci

podle xα právě tehdy, existuje-li g ∈ L1
loc(U) tak, že pro všechna ϕ ∈ D(U)∫

U
fDαϕdx = (−1)|α|

∫
U
gϕdx.

Klademe Dαf = g.

Poznámka 5.2. Slabá derivace neńı nic jiného než speciálńı př́ıpad derivace na D ′(U), tj.
derivace ve smyslu distribućı, kdy jak f tak Dαf jsou regulárńı distribuce. Snadno nahlédneme,
že jakožto prvek L1

loc(U), tj. až na množinu nulové mı́ry, je Dαf určena jednoznačně.

Poznámka 5.3. Jelikož z Hölderovy nerovnosti př́ımo plyne, že Lploc(U) ⊂ L1
loc(U), je slabá

derivace dobře definována i na Lploc(U).

Definice 5.4 (Sobolev̊uv prostor). Sobolev̊uv prostor W k,p(U) je tvořen všemi tř́ıdami ekvi-
valence s.v. shodných funkćı z Lp(U), jejichž všechny slabé derivace do řádu k včetně existuj́ı
a rovněž lež́ı v Lp(U).

Poznámka 5.5. Povšimněme si, že slabá derivace nezáviśı na volbě reprezentanta, ze kterého
ji budeme poč́ıtat!
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Faktorizace je podobně jako na Lp–prostorech nutná kv̊uli tomu, aby zobrazeńı u ∈
W k,p(U) 7→ ‖u‖Wk,p(U) ∈ 〈0,+∞) definované jako

‖u‖Wk,p(U) :=


(∑

|α|≤k ‖Dαu‖pp
) 1
p

p ∈ 〈1,+∞)∑
|α|≤k ‖Dαu‖∞ p =∞

(34)

bylo normou, konkrétně aby ‖u‖Wk,p(U) = 0 ⇔ u = 0. Ověřme dále, že ‖.‖Wk,p(U) splňuje
trojúhelńıkovou nerovnost. Pro p ∈ N použijeme postupně trojúhelńıkovou (Minkowského)
nerovnost na Lp a na lp,

‖u+ v‖Wk,p(U) ≤

∑
|α|≤k

(‖Dαu‖p + ‖Dαv‖p)p
 1

p

≤

∑
|α|≤k

‖Dαu‖pp

 1
p

+

∑
|α|≤k

‖Dαv‖pp

 1
p

= ‖u‖Wk,p(U) + ‖v‖Wk,p(U).

Pro p =∞ je odhad ještě př́ımočařeǰśı.
Následuj́ıćı tvrzeńı a př́ıklad ukazuj́ı, že existence slabých derivaćı nemuśı zdaleka impli-

kovat spojitost.

Tvrzeńı 5.6. Bud’ a ∈ U ⊂ Rn a f ∈ C1(U \ {a}) taková, že f, {∇f} ∈ Lp(U), kde složené
závorky označuj́ı regulárńı část dané funkce2. Pokud nav́ıc

lim
ε→0

εn−1 sup
x∈Sn−1

|f(a+ εx)| = 0, (35)

potom slabá derivace funkce f splývá s {∇f}. Zejména plat́ı f ∈W 1,p(U).

D̊ukaz. Bud’ i ∈ n̂. Pro libovolnou ϕ ∈ D(U) máme∫
U
f∂iϕdx =

∫
M
f∂iϕdx = lim

ε→0+

∫
M
χM\B(a,ε)f∂iϕdx = lim

ε→0+

∫
M\B(a,ε)

f∂iϕdx,

kde jsme položili M := suppϕ. V druhé rovnosti jsme použili Lebesgueovu větu s integrabilńı
majorantou supM |∂iϕ||f | ∈ L1(M). Pro a ∈ MO a všechna ε dost malá integraćı per-partes
dále dostáváme∫

M\B(a,ε)
f∂iϕdx =

∫
∂M

fϕνi dS +

∫
∂B(a,ε)

fϕνi dS −
∫
M\B(a,ε)

∂ifϕdx, (36)

kde νi znač́ı i-tou komponentu vněǰśı normály k ∂(M \B(a, ε)). Pokud a /∈M , potom se pro
všechna ε dost malá na pravé straně (36) neobjev́ı druhý integrál. Pokud a ∈ ∂M , tak mı́sto
množiny M budeme uvažovat množinu M ∪ B(a, δ), kde δ > 0 voĺıme tak, aby B(a, δ) ⊂ U .
S drobným zneuctěńım notace ji budeme opět značit jako M .

Jelikož ϕ ≡ 0 na ∂M ,
∫
∂M fϕνi dS = 0. Dále pomoćı Lebesgueovy věty s integrabilńı

majorantou supM |ϕ||{∂if}| ∈ L1(M) nahlédneme, že

lim
ε→0+

∫
M\B(a,ε)

∂ifϕdx =

∫
M
{∂if}ϕdx.

2tj., ∀x 6= a : {∇f}(x) = ∇f(x) a v x = a funkci dodefinujeme libovolně
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Konečně d́ıky (35) máme∣∣∣ ∫
∂B(a,ε)

fϕνi dS
∣∣∣ ≤ sup

M
|ϕ| sup

x∈Sn−1

|f(a+ εx)||Sn−1|εn−1 → 0

pro ε→ 0. Limitńım přechodem v (36) tak dostáváme∫
U
f∂iϕdx = −

∫
M
{∂if}ϕdx = −

∫
U
{∂if}ϕdx,

což znamená, že ∂if = {∂if}.

Poznámka 5.7. Podmı́nky v tvrzeńı výše a zejména (35) jsou navrženy tak, aby vedly ke
snadnému d̊ukazu. Pro porovnáńı-optimálńı podmı́nky proto, aby funkce ležela v W 1,p

loc (Rn),
popisuje [3, Theorem 4.21].

Př́ıklad 5.1. Položme U = B(0, 1) ⊂ Rn a u(x) = |x|−α (x 6= 0), kde α > 0. Pro x 6= 0,

u,xi = − αxi
|x|α+2

, |∇u| = |α|
|x|α+1

.

Je-li α < n−1, potom plat́ı r̊ustová podmı́nka (35) v Tvrzeńı 5.6. Dále ve sférických souřadnićıch
spočteme

‖u‖pp = |Sn−1|
∫ 1

0
rn−1−pα dr, ‖{∇u}‖pp = |α|p|Sn−1|

∫ 1

0
rn−1−p(α+1) dr.

Odtud vid́ıme, že u ∈W 1,p(U)⇔ α < n
p −1. Pokud současně n > p, zkonstruovali jsme prvek

W 1,p(U), který má v x = 0 singularitu! Podotkněme, že pro n = 1, nem̊uže být tato podmı́nka
splněna. Později si ukážeme, že všechny prvky W 1,p(J), kde J je jednorozměrný interval, jsou
(dokonce absolutně) spojité.

Pokud nyńı vezmeme za {xk}∞k=1 hustou podmnožinu v U , potom pro n, p a α takové, že
0 < α < n

p − 1, lež́ı následuj́ıćı funkce, která je dána řadou konvergentńı v Lp(U),

v(x) :=

∞∑
k=1

1

2k
|x− xk|−α (x 6= xk)

ve W 1,p(U), protože řada na pravé straně konverguje v úplném prostoru W 1,p(U) (viz Věta
5.11), a současně má v libovolném okoĺı svého libovolného bodu singularitu!

Tvrzeńı 5.8 (vlastnosti slabé derivace). Bud’ u ∈W k,p(U) a α : |α| ≤ k. Potom

1. Dαu ∈ W k−|α|,p(U) a pro libovolné β : |α| + |β| ≤ k plat́ı DβDαu = Dα+βu (slabé
derivace jsou tedy záměnné),

2. pro libovolnou otevřenou V : V ⊂ U plat́ı u ∈W k,p(V ),

3. (Leibnizovo pravidlo) pro libovolné ϕ ∈ D(U) plat́ı ϕu ∈W k,p(U) a

Dα(ϕu) =
∑
β≤α

(
α

β

)
DβϕDα−βu,

kde
(
α
β

)
:=
∏n
i=1

(
αi
βi

)
.
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D̊ukaz. Viz Úloha 6.

Definice 5.9 (Sobolev̊uv prostor W k,p
0 (U)). Prostorem W k,p

0 (U) rozumı́me uzávěr D(U) na
W k,p(U).

O prvćıch W k,p
0 (U) lze smýšlet jako těch prvćıch W k,p(U), které na ∂U vymiźı včetně

všech svých derivaćı až do řádu (k− 1) včetně. Zúžeńı prvk̊u W k,p(U) na hranici ale nemáme
zat́ım smysluplně definováno! Dobrý význam mu dáme později v sekci 5.2.

Definice 5.10 (Sobolev̊uv prostor Hk(U)). Klademe Hk(U) := W k,2(U) a pro libovolné
u, v ∈ Hk(U) definujeme skalárńı součin

〈u, v〉Hk(U) :=
∑
|α|≤k

〈Dαu,Dαv〉L2(U).

Skalárńı součin na Hk(U) generuje právě normu ‖.‖Wk,2(U). Na základě následuj́ıćı věty

je Hk(U) Hilbert̊uv.

Věta 5.11 (úplnost Sobolevových prostor̊u). Sobolevovy prostory W k,p(U) i W k,p
0 (U) jsou

úplné.

D̊ukaz. Vzhledem k tomu, že W k,p
0 (U) je uzavřený podprostor W k,p(U), stač́ı dokázat úplnost

druhého jmenovaného. Bud’ tedy (um) cauchyovská posloupnost v W k,p(U). Potom (Dαum)
je cauchyovská v Lp(U) pro všechna α : |α| ≤ k. Existuje tedy limm→∞D

αum =: uα ∈ Lp(U).
Zejména limm→∞ um = u(0,...,0) =: u. Stač́ı ukázat, že u ∈W k,p(U) a Dαu = uα. Pro libovolné
ϕ ∈ D(U) ale plat́ı∫

U
uDαϕdx = lim

m→∞

∫
U
umD

αϕdx = lim
m→∞

(−1)|α|
∫
U
Dαumϕdx = (−1)|α|

∫
U
uαϕdx.

Odtud skutečně Dαu = uα.
V limitńıch přechodech jsme vyšli z následuj́ıćı úvahy-necht’ limm→∞ vm = 0 na Lp(U) a

ϕ ∈ D(U), potom dle Hölderovy nerovnosti∣∣∣∣∫
U
vmϕdx

∣∣∣∣ ≤ (∫
U
|vm|p dx

) 1
p
(∫

U
|ϕ|

p
p−1 dx

) p−1
p m→∞−→ 0

(pro p =∞ odhadujeme supremovými normami).

Věta 5.12 (separabilita a reflexivita Sobolevových prostor̊u). Pro p ∈ 〈1,+∞) jsou W k,p(U)

i W k,p
0 (U) separabilńı. Pro p ∈ (1,+∞) jsou W k,p(U) i W k,p

0 (U) reflexivńı.

D̊ukaz. Bud’ N počet navzájem r̊uzných multiindex̊u α : |α| ≤ k. Na prostoru X :=⊕N
i=1 L

p(U) budeme uvažovat normu

‖(f1, . . . , fN )‖p′ =

(
N∑
i=1

‖fi‖p
′
p

) 1
p′

,
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kde p′ ∈ 〈1,+∞) je zat́ım libovolné. Konečný (dokonce spočetně nekonečný) direktńı součet
separabilńıch prostor̊u s libovolnou výše uvedenou normou je separabilńı. Jelikož pro p ∈
〈1,+∞) je Lp(U) separabilńı, je i X separabilńı. Podrobněǰśı analýza odhaluje, že X je
nav́ıc reflexivńı pro p, p′ ∈ (1,+∞)-viz Úloha 7.

Dále zafixujme p′ = p a definujme zobrazeńı ι : W k,p(U) → X , u 7→ (Dαu)|α|≤k. Jedná

se zjevně o isometrii W k,p(U) na ι(W k,p(U)) ⊂ X . Libovolný podprostor separabilńıho me-
trického prostoru je separabilńı. Uzavřený podprostor reflexivńıho prostoru je reflexivńı [1,
Věta 3.3.9]. Nyńı si stač́ı uvědomit, že isometrie zachovává uzavřenost, separabilitu i refle-

xivitu. Separabilita a reflexivita prostoru W k,p
0 (U) plyne z toho, že W k,p

0 (U) je uzavřeným
podprostorem W k,p(U).

5.1 Aproximace hladkými funkcemi

V celé této sekci předpokládáme p ∈ 〈1,+∞).

Definice 5.13. Bud’te V,U otevřené podmnožiny Rn. Řı́káme, že V je kompaktně obsažena
v U právě tehdy, pokud V ⊂ V̄ ⊂ U a V̄ je kompaktńı 3. Ṕı̌seme V⊂⊂U .

Poznámka 5.14. Je-li V⊂⊂U , potom v U lež́ı celé nějaké ε–okoĺı množiny V . (Obecně
ε–okoĺım množiny V v metrickém prostoru rozumı́me množinu V ε :=

⋃
x∈V B(x, ε).) Před-

pokládejme opak. Potom pro libovolné n ∈ N existuje xn ∈ V tak, že B(xn,
1
n) 6⊂ U . Vzhledem

ke kompaktnosti V̄ lze z (xn) vybrat konvergentńı podposloupnost (xkn). Označme jej́ı limitu
x ∈ V̄ ⊂ U . Jelikož U je otevřená, existuje δ > 0 tak, že B(x, δ) ⊂ U . Od jistého indexu nδ
výše ale plat́ı B(xkn ,

1
kn

) ⊂ B(x, δ) ⊂ U , což je spor.

Lemma 5.15. Bud’ f ∈ Lp(W ) a V⊂⊂W . Potom pro všechna dostatečně malá ε plat́ı
‖f ε‖Lp(V ) ≤ ‖f‖Lp(W ).

D̊ukaz. Uvažujme ε < ε0, kde ε0 je tak malé, že ε0–okoĺı množiny V lež́ı v W . Takové ε0

podle Poznámky 5.14 existuje. S pomoćı Hölderovy nerovnosti pro libovolné x ∈ V odvod́ıme

|f ε(x)| =

∣∣∣∣∣
∫
B(x,ε)

ηε(x− y)f(y) dy

∣∣∣∣∣ ≤
∫
B(x,ε)

ηε(x− y)
p−1
p ηε(x− y)

1
p |f(y)| dy ≤

(∫
B(x,ε)

ηε(x− y) dy

) p−1
p
(∫

B(x,ε)
ηε(x− y)|f(y)|p

) 1
p

=

(∫
B(x,ε)

ηε(x− y)|f(y)|p
) 1

p

.

Odtud potom

‖f ε‖pLp(V ) =

∫
V
|f ε(x)|p dx ≤

∫
V

∫
B(x,ε)

ηε(x− y)|f(y)|p dy dx

≤
∫
W
|f(y)|p

∫
B(y,ε)

ηε(x− y) dx dy =

∫
W
|f(y)|p dy = ‖f‖pLp(W ).

Ve druhém odhadu jsme zaměnili pořad́ı integrace a současně zvětšili integračńı oblast.

3Požadavek kompaktnosti V̄ je v tomto př́ıpadě ekvivalentńı omezenosti V .
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Lemma 5.16. Bud’ f ∈ Lploc(U), potom limε→0 f
ε(= limε→0 ηε ∗ f) = f v Lploc(U).

D̊ukaz. Bud’ f nejprve nav́ıc spojitá na U , potom f je stejnoměrně spojitá na libovolné
V⊂⊂U . Zafixujme nějaké takové V . Pro libovolné δ > 0 tedy existuje ε̃ > 0 tak, že pro
všechna x ∈ V a ε < ε̃ plat́ı

−
∫
B(x,ε)

|f(x)− f(y)|dy < −
∫
B(x,ε)

δ dy = δ,

tj. limε→0 −
∫
B(x,ε) |f(x) − f(y)|dy = 0 stejnoměrně na V . Zřejmě ε̃ muśı být nutně tak malé,

aby ε̃–okoĺı množiny V , které je rovněž prekompaktńı, leželo v U . Z odhadu (stále pro ε < ε̃)

|f ε(x)− f(x)| =

∣∣∣∣∣ 1

εn

∫
B(x,ε)

η

(
x− y
ε

)
(f(y)− f(x)) dy

∣∣∣∣∣ ≤ C−
∫
B(x,ε)

|f(y)− f(x)| dy ≤ Cδ

dostáváme, že f ε → f stejnoměrně na V a tud́ıž vzhledem k omezenosti V

‖f ε − f‖Lp(V ) ≤ Cδ.

Hodnota konstanty C záviśı pouze na volbě p a V .
Vezměme nyńı libovolné f ∈ Lploc(U) a nějaké W s vlastnost́ı V⊂⊂W⊂⊂U . Jelikož D(W )

je hustý v Lp(W ), pro libovolné δ̃ > 0 existuje g ∈ D(W ) ⊂ C(W ) tak, že ‖f−g‖Lp(W ) < δ̃. S
využit́ım prvńıho kroku d̊ukazu (kde za f uvažujeme právě g a U zaměńıme za W ) a Lemmatu
5.15 tak pro všechna dostatečně malá ε odhadneme

‖f ε − f‖Lp(V ) ≤ ‖f ε − gε‖Lp(V ) + ‖gε − g‖Lp(V ) + ‖g − f‖Lp(V )

≤ 2‖f − g‖Lp(W ) + ‖gε − g‖Lp(V ) ≤ 2δ̃ + Cδ,

kde v limitě ε→ 0 lze δ volit libovolně malé.

Poznámka 5.17. Lemma nem̊uže platit pro p = +∞, nebot’ konvergence spojitých funkćı v
L∞loc(U)–normě je konvergence stejnoměrná na libovolném kompaktu v U . Stejnoměrná limita
posloupnosti spojitých funkćı je ale nutně spojitá.

Definice 5.18 (lokálńı Sobolev̊uv prostor a lokálńı konvergence). Řekneme, že u lež́ı v

lokálńım Sobolevově prostoru W k,p
loc (U) právě tehdy, pokud u ∈ W k,p(V ) pro libovolnou V :

V⊂⊂U .
Posloupnost (um) ⊂W k,p(U) konverguje k u ∈W k,p(U) v W k,p

loc (U) ( konverguje lokálně)
právě tehdy, pokud limm→∞ um = u v W k,p(V ) pro libovolnou V : V⊂⊂U .

Věta 5.19 (lokálńı aproximace hladkými funkcemi). Bud’ u ∈ W k,p(U). Na Uε položme
uε = ηε ∗ u. Potom

1. uε ∈ C∞(Uε) pro každé ε > 0,

2. uε → u ve W k,p
loc (U) pro ε→ 0.

D̊ukaz. Prvńı tvrzeńı jsme již dokázali v Úloze 1.
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V d̊ukazu druhého tvrzeńı uvažujme α : |α| ≤ k a x ∈ Uε. Podle Úlohy 1 pro libovolné
x ∈ Uε plat́ı

(Dαuε)(x) = Dα

∫
U
ηε(x− y)u(y) dy =

∫
U
Dα
xηε(x− y)u(y) dy

= (−1)|α|
∫
U
Dα
y ηε(x− y)u(y) dy.

Funkce y 7→ ηε(x− y) lež́ı v D(U). Podle definice slabé derivace tak odvod́ıme

(Dαuε)(x) =

∫
U
ηε(x− y)Dαu(y) dy = (Dαu)ε(x).

Nyńı pro libovolné V⊂⊂U z Lemmatu 5.16 plyne

lim
ε→0

Dαuε = lim
ε→0

(Dαu)ε = Dαu v Lp(V ),

což znamená, že uε → u v W k,p
loc (U) pro ε→ 0.

Důsledek 5.20. Pro libovolné p ∈ 〈1,+∞), W k,p
0 (Rn) = W k,p(Rn).

D̊ukaz. Zřejmě W k,p
0 (Rn) ⊂W k,p(Rn). Uvažujme tedy obráceně u ∈W k,p(Rn). Pro libovolné

r > 0 existuje ζr ∈ D(Rn) tak, že

ζr =

{
1 na B(0, r)

0 na Rn \B(0, r + 1)

a ∀α : |α| ≤ k, ∀r > 0 : ‖Dαζr‖∞ < C. (Rozmyslete si, že C lze s vhodnou volbou
ζr skutečně volit nezávislé na r-viz Úloha 8.) Podle Tvrzeńı 5.8 ζru ∈ W k,p(Rn). Nav́ıc
supp ζru ⊂ B(0, r + 1) a pro libovolné δ > 0 plat́ı ‖ζru− u‖Wk,p(Rn) < δ/2, jakmile r voĺıme

dost velké–opět viz Úloha 8. Vezměme nějaké takové r a uvažujme vyhlazeńı (ζru)ε ∈ D(Rn),
kde ε voĺıme tak malé, aby ‖(ζru)ε − ζru‖Wk,p(B(0,r+1+ε)) = ‖(ζru)ε − ζru‖Wk,p(Rn) < δ/2.
Existence takového ε je zaručena Větou 5.19. Z trojúhelńıkové nerovnosti konečně dostáváme,
že ‖u− (ζru)ε‖Wk,p(Rn) < δ pro libovolné předem zvolené δ.

Definice 5.21 (hvězdicovitá oblast). Otevřená podmnožina U ⊂ Rn se nazývá hvězdicovitá
oblast právě tehdy, když existuje bod x0 ∈ U takový, že pro všechna x ∈ U : x 6= x0 je pr̊unik

{x0 + t(x− x0) : t ∈ (0,+∞)} ∩ ∂U

jednoprvková množina.

Poznámka 5.22. Pro libovolné x z hvězdicovité oblasti plat́ı, že spojnice x s x0 lež́ı celá v U .
Odtud se snadno ukáže, že hvězdicovitá oblast je křivkově souvislá-tud́ı̌z je i souvislá a právem
ji nazýváme oblast́ı. 4

Předpokládáme-li nav́ıc, že hranice U je spojitá (tzn. je lokálně dána grafem spojité funkce),
potom U je nutně omezená. To je d̊usledkem spojitosti funkce Sn−1 → (0,+∞),

α 7→ dist(x0, {x0 + tα : t ∈ (0,+∞)} ∩ ∂U).

4Oblast́ı mysĺıme otevřenou souvislou množinu.
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Obrázek 2: př́ıklady hvězdicovitých oblast́ı

Obecně ale U m̊uže být i neomezená! Uvažujme např́ıklad

U :=

{
(r cosϕ, r sinϕ) ∈ R2 : 0 ≤ r < 2− ϕ

4π2
+

1− sin 2π2

ϕ

ϕ
, 0 < ϕ ≤ 2π

}
,

viz Obrázek 3. U je otevřená a bod (2, 0) lež́ı na ∂U , tud́ı̌z s volbou x0 = (0, 0) je U
hvězdicovitá. Povšimněme si, že ∂U je v (2, 0) nespojitá.

Obrázek 3: známka punku-př́ıklad neomezené hvězdicovité oblasti

Věta 5.23 (aproximace hladkými funkcemi až k hranici pro omezené hvězdicovité oblasti).
Bud’ U omezená hvězdicovitá oblast. Potom podprostor C∞(Ū) je hustý ve W k,p(U).
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D̊ukaz. Bud’ x0 ∈ U z definice hvězdicovité oblasti. Souřadný systém volme tak, aby x0 = 0.

1. Pro τ > 0 položme U τ := {x ∈ Rn τx ∈ U}, zřejmě tedy U1 = U a τ1 < τ2 ⇒ U τ2 ⊂ U τ1 .
Dále pro ∀x ∈ U τ definujeme

uτ (x) := u(τx).

Pro τ ∈ (0, 1〉 můžeme provést odhad∫
U
|uτ (x)|p dx =

∫
Uτ−1

1

τn
|u(y)|p dy ≤ 1

τn

∫
U
|u(y)|p dy,

z čehož již plyne, že pro ∀τ ∈ 〈τ̃ , 1〉, kde τ̃ ∈ (0, 1〉, lze provést odhad

‖uτ‖p ≤
1

τ̃
n
p

‖u‖p. (37)

2. Uvažujme dále pouze τ ∈ (0, 1〉. Pro testovaćı funkci v ∈ D(U) opět položme

vτ (x) := v(τx), (∀x ∈ U τ ).

Ze stejnoměrné spojitosti v na omezené množině U plyne, že pro každé pevně zvolené δ > 0
existuje τδ tak, že pro ∀τ ∈ (τδ, 1〉

‖v − vτ‖pp =

∫
U
|v(x)− v(τx)|p dx < δ |U | . (38)

3. Volme libovolné pevné u ∈W k, p(U). Ukážeme, že funkce uτ konverguje k u v W k, p(U).

(a) Jelikož D(U) je hustá v Lp(U), existuje cauchyovská posloupnost (um)∞m=1 ⊂ D(U)
taková, že limm→+∞ um = u v Lp(U). Volme libovolné kladné δ(0) a k němu libovolné
pevné m ∈ N tak, že

‖u− um‖p <
δ(0)

4
.

Z 2. bodu plyne, že nalezneme τ (0) ∈ (0, 1) takové, že ∀τ ∈
〈
τ (0), 1

〉
‖um − (um)τ ‖p <

δ(0)

4
.

Dále z 1. bodu plyne

‖ (um)τ − uτ‖p = ‖(um − u)τ‖p ≤
1(

τ (0)
)n
p

‖um − u‖p.

Omeźıme-li se nav́ıc s τ na interval 〈τ̃ (0), 1〉, kde τ̃ (0) ∈ 〈τ (0), 1) je takové, že 1

(τ̃ (0))
n
p
≤ 2,

dostaneme

‖ (um)τ − uτ‖p <
δ(0)

2
.

Pomoćı trojúhelńıkové nerovnosti tak odvod́ıme, že

‖u− uτ‖p ≤ ‖u− um‖p + ‖um − (um)τ ‖p + ‖ (um)τ − uτ‖p < δ(0) (39)

pro libovolné τ ∈ 〈τ̃ (0), 1〉. Funkce uτ tedy konverguje k funkci u v Lp(U).
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(b) Pro konvergenci v W k, p(U) je třeba ukázat Lp– konvergenci pro všechny derivace až do
stupně k. Volme libovolné pevné α : |α| ≤ k. Protože Dαu ∈ Lp(U), existuje posloupnost

(u
(α)
m ) ⊂ D(U) taková, že limm→+∞ u

(α)
m = Dαu v Lp(U).

Dále plat́ı
Dαuτ (x) = τ |α| (Dαu)τ (x).

Obdobnými odhady jako v př́ıpadě (a) pro pevně zvolené δ(α) nalezneme τ̃ (α) ∈ (0, 1)
tak, že pro ∀τ ∈ 〈τ̃ (α), 1〉

‖Dαu−Dαuτ‖p ≤ ‖Dαu− (Dαu)τ‖p + (1− τ |α|)‖(Dαu)τ‖p
≤ ‖Dαu− (Dαu)τ‖p + 2(1− τ |α|)‖Dαu‖p < δ(α).

Zde jsme v druhém odhadu použili (37).

Celkem pro libovolné ρ > 0 nalezneme τρ ∈ (0, 1) tak, že pro ∀τ ∈ 〈τρ, 1〉 plat́ı

‖u− uτ‖Wk, p(U) <
ρ

2
. (40)

4. Volme pevné ρ > 0 a najděme k němu τρ ∈ (0, 1) tak, aby platilo (40). Zřejmě uτρ ∈
W k, p(U τρ) a U⊂⊂U τρ . Podle věty o lokálńı aproximaci (uτρ)

ε ∈ C∞((U τρ)ε) a limε→0+(uτρ)
ε =

uτρ na W k, p
loc (U τρ).

U
U τρ

(U τρ)ε

Obrázek 4: roztažeńı oblasti přes hranici

Pro všechna dostatečně malá ε je Ū ⊂ (U τρ)ε, viz Obrázek 4. Proto existuje
(
uτρ
)ερ ∈ C∞(Ū)

takové, že ‖(uτρ)ερ − uτρ‖Wk,p(U) <
ρ
2 .

5. Celkem tedy máme odhad

‖u− (uτρ)
ερ‖Wk,p(U) ≤ ‖u− uτρ‖Wk,p(U) + ‖uτρ − (uτρ)

ερ‖Wk,p(U) <
ρ

2
+
ρ

2
.

Věta 5.24 (aproximace hladkými funkcemi až k hranici pro omezené oblasti s C1–hranićı).
Bud’ U omezená oblast s C1–hranićı. Potom podprostor C∞(Ū) je hustý ve ve W k,p(U).

D̊ukaz. Úplný d̊ukaz lze nalézt např́ıklad v [2]. Zde si jej pouze naznač́ıme. Nejprve lokálně na-
rovnáme část hranice-viz začátek sekce 5.2. V daľśım kroce vhodným škálováńım přetáhneme
aproximovanou funkci přes tuto část hranice. Dále postupujeme podobně jako v př́ıpadě
hvězdicovité oblasti. Nakonec lokálńı výsledek převedeme na globálńı pomoćı rozkladu jed-
notky.
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5.2 Zúžeńı na hranici-věta o stopě

Definice 5.25. Bud’ U ⊂ Rn otevřená. Řı́káme, že U má Ck–hladkou hranici (k ≥ 0) právě
tehdy, pokud pro libovolné x0 ∈ ∂U existuje r > 0 a γ ∈ Ck(Rn−1) tak, že po vhodném
přeznačeńı či změně orientace souřadných os plat́ı

U ∩B(x0, r) = {x ∈ B(x0, r) : xn > γ(x1, . . . , xn−1)}.

V př́ıpadě, že U má Ck–hladkou hranici, je snadné naj́ıt lokálńı transformaci souřadnic,
která hranici převede na rovinnou. S notaćı zavedenou v definici výše stač́ı položit

yi = xi =: Φi(x) pro i = 1, . . . , n− 1,

yn = xn − γ(x1, . . . , xn−1) =: Φn(x).
(41)

Celkem budeme psát y = Φ(x). Př́ımým výpočtem ověř́ıme, že det ∂(Φ1,...,Φn)
∂(x1,...,xn)

= 1. Inverzńı

transformaci označ́ıme Ψ ≡ Φ−1. Opět plat́ı det DΨ
Dy ≡ det ∂(Ψ1,...,Ψn)

∂(y1,...,yn)
= 1.

Věta 5.26 (věta o stopě). Bud’ U omezená otevřená podmnožina Rn s C1–hladkou hranićı
a p ∈ 〈1,+∞). Potom existuje T ∈ B(W 1,p(U), Lp(∂U)) tak, že Tu = u|∂U pro všechna
u ∈W 1,p(U) ∩ C(Ū).

D̊ukaz. Důkaz provedeme v několika kroćıch.

1. Nejprve se omeźıme na př́ıpad, kdy u ∈W 1,p(U)∩C1(Ū) a ∂U je rovinná na okoĺı nějakého
x0 ∈ ∂U . Souřadný systém voĺıme tak, že podél této rovinné části hranice xn = 0 a xn je
orientována směrem dovnitř U . Lze nalézti r > 0 tak, že koule B := B(x0, r) z celé hranice
obsahuje pouze rovinnou část. Potom zavedeme

B+ := B ∩ {xn > 0} ⊂ U.

Označme dále
B̃ := B

(
x0,

r

2

)
, Γ := B̃ ∩ ∂U

(viz Obrázek 5) a vyberme ζ ∈ D(B) : ζ ≥ 0 na B, ζ = 1 na B̃. Položme x̃ := (x1, . . . , xn−1) ⊂
Rn−1.

B̃

Γ ⊂ ∂U
∂U

xn

x1, · · · , xn−1

B

x0

B+

Obrázek 5: rovinná část hranice
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Pomoćı integrace per-partes odvod́ıme∫
Γ

|u|p dx̃ ≤
∫

{xn=0}

ζ|u|p dx̃ =

∫
∂B+

ζ|u|p(−νn) dx̃

= −
∫
B+

(ζ |u|p),xn dx = −
∫
B+

(
ζ,xn |u|p + ζp|u|p−1u,xn sgnu

)
dx

≤ C

∫
B+

(
|u|p + |u|p−1|∇u|

)
dx ≤ C

∫
U

(|u|p + |∇u|p) dx = C ‖u‖p
W 1, p(U)

,

kde νn je n-tá komponenta vněǰśı normály k hranici B+. Ve třet́ım odhadu jsme na druhý
člen použili Youngovu nerovnost a nakonec zvětšili integračńı oblast.

2. Předpokládejme, že ∂U neńı rovinná na okoĺı bodu x0. Poté pomoćı zobrazeńı (41), lze ∂U
na okoĺı x0 narovnat, viz Obrázek 6.

xn

x1, · · · , xn−1

B+

Φ

Ψ

x0

Γ

Φ(x0)

Φ (B+)

yn = 0

Obrázek 6: vyhlazeńı hranice

Se značeńım ỹ := (y1, . . . , yn−1) ∈ Rn−1 plat́ı pro plošný element na Γ vztah dS(x) =√
| detG| dỹ, kde metrický tenzor G napočteme jako Gramovu matici tečných vektor̊u, tj.

G =
(〈∂Ψ̃

∂yi
,
∂Ψ̃

∂yj

〉)n−1

i,j=1
.

Zde Ψ̃ znač́ı zúžeńı Ψ na {y ∈ Φ(B) : yn = 0}, tj. parametrizaci nadplochy Γ. Jelikož pro
j = 1, 2, . . . , n− 1 plat́ı

∂Ψi

∂yj
=

{
δij pro i = 1, 2, . . . , n− 1
∂γ
∂yj

pro i = n,

protože Ψ, tj. inverzńı zobrazeńı k vyhlazeńı Φ, je tvaru

Ψi(y) = yi pro i = 1, . . . , n− 1

Ψn(y) = yn + γ(y1, . . . , yn−1),
(42)

a γ ∈ C1(Rn−1), jsou maticové prvky G omezené na Φ(Γ). Dostáváme tedy∫
Γ

|u(x)|p dS(x) =

∫
Φ(Γ)

|u (Ψ(y))|p
√
|detG|dỹ ≤ C

∫
Φ(Γ)

|u (Ψ(y))|p dỹ.
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S využit́ım postupu z 1. bodu dále odhadneme∫
Φ(Γ)

|u (Ψ(y))|p dỹ ≤ C
∫

Φ(B+)

|u (Ψ(y))|p + |∇y(u ◦Ψ)(y)|p dy.

Dı́ky (42) lze i–tou složku gradientu v posledńım integrálu odhadnout jako

|(u ◦Ψ),yi(y)| =

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

∂u

∂xj
(Ψ(y))

∂Ψj

∂yi
(y)

∣∣∣∣∣∣ ≤ C|∇u(Ψ(y))|.

Celkem tedy máme∫
Γ

|u(x)|p dS(x) ≤ C
∫

Φ(B+)

|u (Ψ(y))|p + |∇u(Ψ(y))|p dy

= C

∫
B+

|u(x)|p + |∇u(x)|p dx ≤ C‖u‖p
W 1, p(U)

. (43)

3. Nyńı celou ∂U rozděĺıme na d́ılč́ı části Γi, i ∈ I, na kterých lze provést odhady dle 2.

bodu. Dále plat́ı, že z I lze vybrat konečnou podmnožinu tak, že ∂U =
N⋃
i=1

Γi. To plyne z

kompaktnosti ∂U v topologii Rn, viz Lemma 4.14. Z (43) tak ihned dostáváme∫
∂U

|u|p dS ≤ C‖u‖p
W 1, p(U)

. (44)

4. Definujme zobrazeńı T̃ : W 1, p(U)∩C1(Ū)→ Lp(∂U) předpisem T̃ u = u|∂U . Z odhadu (44)
plyne

‖T̃ u‖Lp(∂U) ≤ C‖u‖W 1, p(U),

čili T̃ ∈ B
(
W 1, p(U) ∩ C1(Ū), Lp(∂U)

)
. Z inkluze C∞(Ū) ⊂ W 1, p(U) ∩ C1(Ū) a hustoty

C∞(Ū) v W 1, p(U) plyne, že T̃ je nav́ıc hustě definovaný, a tud́ıž k němu existuje právě jedno
spojité rozš́ı̌reńı T ∈ B

(
W 1, p(U), Lp(∂U)

)
takové, že T |W 1, p(U)∩C1(Ū) = T̃ . T́ım dostáváme

poněkud slabš́ı tvrzeńı než zazńıvá větě. To, že dokonce pro ∀u ∈ W 1, p(U) ∩ C(Ū) : Tu =
u|∂U , lze ukázat z poznatku, že funkce z W 1, p(U) ∩ C(Ū) jsou aproximovány prvky C∞(Ū)
nejen v odpov́ıdaj́ıćı sobolevovské normě ale současně stejnoměrně. Ověřeńı tohoto poznatku
by vyžadovalo detailněǰśı přezkoumáńı d̊ukazu Věty 5.24.

Definice 5.27. Obraz u při zobrazeńı T nazýváme stopa u na ∂U . Samo zobrazeńı T potom
nazýváme operátorem stopy.

Věta 5.28 (o funkćıch v W 1,p(U) s nulovou stopou). Bud’te U omezená otevřená podmnožina
Rn s C1–hladkou hranićı, p ∈ 〈1,+∞) a u ∈W 1,p(U). Potom u ∈W 1,p

0 (U) právě tehdy, pokud
Tu = 0 na ∂U .

D̊ukaz. Předpokládejme, že u ∈ W 1,p
0 (U). Potom dle definice existuje posloupnost (um) ⊂

D(U) tak, že um → u v W 1,p(U). Pro všechna m ∈ N zřejmě Tum = 0. Z omezenosti, tj.
spojitosti, operátoru T potom plyne Tu = 0 (jako prvek Lp(∂U)).

Důkaz druhé implikace je podstatně komplikovaněǰśı a lze jej nalézt např́ıklad v [2].
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5.3 Duálńı Sobolev̊uv prostor H−1(U)

Definice 5.29. Duálńım Sobolevovým prostorem H−1(U) rozumı́me duálńı prostor k H1
0 (U).

Akci funkcionálu g ∈ H−1(U) na ϕ ∈ H1
0 (U) budeme značit (g, ϕ).

Jelikož H1
0 (U) je Hilbert̊uv prostor, Rieszova věta (o reprezentaci) nám pro libovolné

g ∈ H−1(U) garantuje existenci takového u ∈ H1
0 (U), že pro všechna ϕ ∈ H1

0 (U) plat́ı

(g, ϕ) = 〈u, ϕ〉H1(U) = 〈u, ϕ〉2 + 〈∇u,∇ϕ〉2. (45)

Přitom zobrazeńı g 7→ u je isometrie mezi H−1(U) a H1
0 (U), zejména potom plat́ı

‖g‖ ≡ ‖g‖H−1(U) = ‖u‖H1(U) =
√
‖u‖22 + ‖∇u‖22.

Uvažujme nyńı (n+ 1)–tici funkćı f0, f1, . . . , fn ∈ L2(U). Lineárńı funkcionál

ϕ 7→ 〈f0, ϕ〉2 +
n∑
i=1

〈f i, ϕ,xi〉2

je na H1
0 (U) omezený, nebot’ z Hölderovy nerovnosti plyne

|〈f0, ϕ〉2 +
n∑
i=1

〈f i, ϕ,xi〉2| ≤ ‖f0‖2‖ϕ‖2 +
n∑
i=1

‖f i‖2‖ϕ,xi‖2

≤

(
n∑
i=0

‖f i‖22

) 1
2
(
‖ϕ‖22 +

n∑
i=1

‖ϕ,xi‖22

) 1
2

=

(
n∑
i=0

‖f i‖22

) 1
2

‖ϕ‖H1(U).

Tento funkcionál budeme sugestivně značit f0−
∑n

i=1 f
i
xi . Pro jeho normu jsme právě odvodili

‖f0 −
n∑
i=1

f ixi‖H−1(U) ≤

(
n∑
i=0

‖f i‖22

) 1
2

.

Současně ale podle Riezsovy věty existuje v ∈ H1
0 (U) tak, že

(f0 −
n∑
i=1

f ixi , ϕ) = 〈v, ϕ〉H1(U)

pro všechna ϕ ∈ H1
0 (U) a

‖f0 −
n∑
i=1

f ixi‖H−1(U) =

(
‖v‖22 +

n∑
i=1

‖v,xi‖22

) 1
2

.

Výše uvedené poznatky nám umožňuj́ı alternativńı charakterizaci prostoru H−1(U), které
se budeme v těchto poznámkách držet.
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Tvrzeńı 5.30 (charakterizace H−1(U)). Lineárńı funkcionál g na H1
0 (U) je omezený právě

tehdy, existuj́ı-li funkce g0, g1, . . . , gn ∈ L2(U) tak, že pro všechna ϕ ∈ H1
0 (U) plat́ı

(g, ϕ) = 〈g0, ϕ〉2 +
n∑
i=1

〈gi, ϕ,xi〉2. (46)

Pro jeho normu máme vyjádřeńı

‖g‖H−1(U) = inf


(

n∑
i=0

‖gi‖22

) 1
2

: g0, g1, . . . , gn je rozklad tvaru (46)

 .

Je-li g ∈ L2(U), potom s ńım automaticky asociujeme funkcionál

(g, ϕ) = 〈g, ϕ〉2,

který odpov́ıdá volbě g0 = g, gi = 0 pro i ∈ n̂. Dostáváme se tak do zdánlivě paradoxńı
situace, kdy

H−1(U) ' H1
0 (U) ( L2(U) ( H−1(U),

kde ' představuje identifikaci skrze Rieszovu větu. Jenže druhá inkluze fakticky plat́ı pro
jinou identifikaci jistého podprostoru H−1(U) s L2(U)!

Př́ıklad 5.2. Uvažujme na H1
0 (R) = H1(R) funkcionál g generovaný funkćı g = χ(−1,1) ∈

L2(R) \H1(R), tj.

(g, ϕ) =

∫ 1

−1
ϕ(x) dx.

Funkce

u(x) =


sinh(1) ex x ∈ (−∞,−1)

1− cosh(x)
e x ∈ 〈−1, 1〉

sinh(1) e−x x ∈ (1,+∞)

lež́ı v H1(R) a splňuje (45). Na tomto př́ıkladě mimo jiné vid́ıme, že vyjádřeńı (46) nemuśı
být zdaleka jednoznačné.

Př́ıklad 5.3. Na H1
0 ((−1, 1)) definujme spojitý funkcionál f určený dvojićı f0 = 0, f1 = −θ

(θ znač́ı Heavisideovu skokovou funkci), tj.

(f, ϕ) = −
∫ 1

0
ϕ′(x) dx.

Libovolné ϕ ∈ H1
0 ((−1, 1)) lze na H1((−1, 1)) aproximovat posloupnost́ı (ϕm) ⊂ D((−1, 1)).

Pro prvky této posloupnosti (a obecně všechny prvky D((−1, 1))) máme

(f, ϕm) = −
∫ 1

0
ϕ′m(x) dx = −[ϕm]10 = ϕm(0) = (δ, ϕm).

Levá strana konverguje k (f, ϕ), pravá strana potom k ϕ(0), kde tuto hodnotu je nutno uvažovat
ve smyslu stopy. Jelikož Diracovu δ–funkci nelze vyjádřit jakožto nějakou regulárńı distribuci
[7], nem̊uže existovat g ∈ L2((−1, 1)) tak, že

(f, ϕ) = 〈g, ϕ〉2
pro všechna ϕ ∈ D((−1, 1)) a t́ım sṕı̌se ne pro všechna ϕ ∈ H1

0 ((−1, 1)). Výše uvedená
identifikace prvk̊u L2 s prvky H−1 neńı tedy skutečně surjektivńı.
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6 Řešeńı eliptické rovnice

”Nikdy neńı tak dobře, aby nemohlo být ještě lépe.”

V této části se vrát́ıme k operátoru

L = −div(A(x)∇) + b · ∇+ c

ze sekce 4. Jmenovitě budeme zkoumat existenci, jednoznačnost a regularitu tzv. slabých
řešeńı problému

Lu = f na U

u = 0 na ∂U
(47)

za globálńıch předpoklad̊u

aij(= aji), bi, c ∈ L∞(U) a plat́ı (17). (48)

6.1 Slabá formulace

Předpokládejme na okamžik, že u je hladké řešeńı (47) a f ∈ L2(U). (Takové u nemuśı v̊ubec
existovat!) Pro libovolné v ∈ D(U) tak plat́ı

〈f, v〉L2(U) =

∫
U
fv dx =

∫
U

(Lu)v dx =

∫
U

(A∇u) · ∇v + (b · ∇u)v + cuv dx =: B[u, v], (49)

kde jsme integrovali per-partes. Bilineárńı zobrazeńı B dává dobrý smysl na H1(U), my se
vzhledem k Dirichletově hraničńı podmı́nce omeźıme na H1

0 (U). Na levou stranu (49) lze pro
změnu nahĺıžet jako na akci omezeného funkcionálu na prvek v. To nás vede k následuj́ıćı
definici.

Definice 6.1. Bilineárńı forma B na H1
0 (U)×H1

0 (U) se nazývá bilineárńı forma asociovaná
s operátorem L. Řı́káme, že u ∈ H1

0 (U) je slabé řešeńı problému (47) s pravou stranou
f ∈ H−1(U) právě tehdy, pokud

B[u, v] = (f, v) (∀v ∈ H1
0 (U)).

Poznámka 6.2. Bud’ U nav́ıc omezená s C1–hranićı a uvažujme problém

Lu = f na U

u = g 6= 0 na ∂U

pro slabé řešeńı u ∈ H1(U) (u jǐz nesplňuje Dirichletovu hraničńı podmı́nku). Pokud g je
stopou nějakého w ∈ H1(U), tj. g = Tw, lze tento problém převést na problém typu (47) s
novou pravou stranou. Pro ũ := u − w totǐz plat́ı T ũ = 0, odkud ũ ∈ H1

0 (U), a ve slabém
smyslu

Lũ = Lu− Lw = f − Lw, (50)

kde Lw = (b · ∇w+ cw)−
∑n

i=1

(∑n
j=1 a

ijw,xj

)
xi
∈ H−1(U). O rovnosti (50) se čtenář m̊uže

přesvědčit krátkým př́ımým výpočtem-viz Úloha 9.

33



6.2 Existence a jednoznačnost slabých řešeńı

Věta 6.3 (Lax–Milgram). Bud’ H Hilbert̊uv prostor nad R se skalárńım součinem 〈·, ·〉. Dále
bud’ B : H ×H → R bilineárńı forma taková, že

(i) (∃α > 0) (∀u, v ∈H ) (|B[u, v]| ≤ α‖u‖‖v‖)

(ii) (∃β > 0) (∀u ∈H )
(
B[u, u] ≥ β‖u‖2

)
Potom pro libovolné f ∈ H ∗ existuje právě jedno u ∈ H tak, že pro ∀v ∈ H : B[u, v] =
(f, v).

D̊ukaz. Jelikož B je podle (i) omezená, existuje A ∈ B (H ) tak, že B [u, v] = 〈Au, v〉 (∀u, v ∈
H ) [1]. Dále pro libovolné f ∈H ∗ Rieszova věta garantuje existenci w ∈H , pro které plat́ı
(f, v) = 〈w, v〉 (∀v ∈H ). T́ımto jsme převedli hledáńı řešeńı u ∈H rovnice B [u, v] = (f, v)
(∀v ∈H ) na hledáńı řešeńı rovnice 〈Au, v〉 = 〈w, v〉 (∀v ∈H ), což je ekvivalentńı s nalezeńım
u ∈H , které splňuje

Au = w. (51)

Pro existenci a jednoznačnost řešeńı (51) stač́ı ukázat, že operátor A je bijekce.

A je injektivńı: Z (ii) dostáváme

β‖u‖2 ≤ B[u, u] = 〈Au, u〉 ≤ ‖Au‖‖u‖,

kde druhá nerovnost plyne ze Schwarzovy nerovnosti. Odtud plyne

0 ≤ β‖u‖ ≤ ‖Au‖.

Jelikož β > 0, A je nutně prosté.

A je surjektivńı: Volme v ∈ RanA⊥. Poté pro ∀u ∈ H : 〈Au, v〉 = 0. Speciálně pro volbu
u = v dostáváme

0 = 〈Av, v〉 = B[v, v] ≥ β‖v‖2 ⇒ v = 0.

To znamená, že RanA⊥ = {0}. Ukážeme-li, že RanA je nav́ıc uzavřený, potom RanA = H .

Pro libovolnou cauchyovskou posloupnost (yn) ⊂ RanA existuje posloupnost (xn) ⊂ H
taková, že yn = Axn (∀n ∈ N). Z (ii) odvod́ıme nerovnost

β‖xn − xm‖2 ≤ 〈A(xn − xm), xn − xm〉 ≤ ‖yn − ym‖‖xn − xm‖,

z ńıž plyne β‖xn − xm‖ ≤ ‖yn − ym‖, a posloupnost (xn) je tedy rovněž cauchyovská v
H . Protože H je Hilbert̊uv, existuje lim

n→∞
xn = x ∈ H . Nav́ıc z omezenosti, tj. spojitosti,

operátoru A plyne
y = lim

n→∞
yn = lim

n→∞
Axn = A lim

n→∞
xn = Ax,

odkud y ∈ RanA.

Věta 6.4 (Energetický odhad). Bud’ B dána předpisem (49) a přitom plat́ı (48). Potom
existuj́ı konstanty α, β > 0 a γ ≥ 0 tak, že pro ∀u, v ∈ H1

0 (U) plat́ı
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(a) |B[u, v]| ≤ α‖u‖H1(U)‖v‖H1(U),

(b) β‖u‖2H1(U) ≤ B[u, u] + γ‖u‖2L2(U).

D̊ukaz. (a) Dı́ky omezenosti koeficient̊u v B můžeme odhadovat

|B[u, v]| =

∣∣∣∣∣∣
∫
U

(A∇u) · ∇v + b · ∇uv + cuv dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
U

|(A∇u) · ∇v|+ |b · ∇uv|+ |cuv| dx

≤
∫
U

n∑
i,j=1

‖aij‖∞|∇u||∇v|+
n∑
i=1

‖bi‖∞|∇u||v|+ ‖c‖∞|u||v|dx ≤

≤ C
∫
U

|∇u||∇v|+ |∇u||v|+ |u||v|dx

≤ C
{
‖∇u‖2‖∇v‖2 + ‖∇u‖2‖v‖2 + ‖u‖2‖v‖2

}
,

kde posledńı nerovnost plyne ze Schwarzovy nerovnosti. Současně plat́ı

‖u‖H1(U) ≥ max{‖u‖2, ‖∇u‖2}.

Celkem tedy máme
|B[u, v]| ≤ C‖u‖H1(U)‖v‖H1(U).

(b) Připomeňme, že L je stejnoměrně eliptický, tj. (∃θ > 0)(∀x ∈ U)(∀ξ ∈ Rn)((A(x)ξ) · ξ ≥
θ|ξ|2). Speciálně pro volbu ξ = ∇u dostáváme θ|∇u|2 ≤ ∇u · (A∇u). Po integraci přes U
źıskáváme pomoćı Schwarzovy a Youngovy nerovnosti následuj́ıćı odhady

θ

∫
U
|∇u|2 dx ≤

∫
U

(A∇u) · ∇u dx = B[u, u]−
∫
U

((b · ∇u)u+ cu2) dx

≤ B[u, u] +

∫
U

(|(b · ∇u)u|+ |cu2|) dx

≤ B[u, u] +
n∑
i=1

‖bi‖∞‖∇u‖2‖u‖2 + ‖c‖∞‖u‖22

≤ B[u, u] +
n∑
i=1

‖bi‖∞
(
ε‖∇u‖22 +

1

4ε
‖u‖22

)
+ ‖c‖∞‖u‖22. (52)

Poznamenejme, že Youngovu nerovnost jsme použili následuj́ıćım zp̊usobem

‖∇u‖2‖u‖2 = 2ε1/2‖∇u‖2
1

2ε1/2
‖u‖2 ≤ ε‖∇u‖22 +

1

4ε
‖u‖22 (∀ε > 0).

Máme tedy (
θ − ε

n∑
i=1

‖bi‖∞

)
‖∇u‖22 ≤ B[u, u] +

(
‖c‖∞ +

1

4ε

n∑
i=1

‖bi‖∞

)
‖u‖22.

Nyńı volme ε tak, aby závorka na levé straně nerovnosti byla větš́ı než θ
2 . Přičteńım θ

2‖u‖
2
2

źıskáváme konečný odhad
θ

2
‖u‖2H1(U) ≤ B[u, u] + C‖u‖22.
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Poznámka 6.5. Pokud U je omezená, b ≡ 0 a současně c ≥ 0, lze vždy volit γ = 0! Ve
druhém odhadu v (52) m̊užeme totǐz celý člen −

∫
U cu

2 dx zanedbat a v závěru d̊ukazu mı́sto

prostého přičteńı θ
2‖u‖

2
2 aplikovat Poincarého nerovnost z poznámky 7.4,

‖u‖L2(U) ≤ C‖∇u‖L2(U) (∀u ∈ H1
0 (U)).

Věta 6.6 (existence a jednoznačnost slabých řešeńı). Necht’ plat́ı (48). Potom existuje γ ≥ 0
tak, že pro všechna µ ≥ γ a f ∈ H−1(U) existuje právě jedno slabé řešeńı u ∈ H1

0 (U) problému

Lu+ µu = f na U

u = 0 na ∂U.
(53)

D̊ukaz. V d̊ukazu využijeme Větu 6.3 s H = H1
0 (U), H ∗ = H−1(U) a

Bµ[u, u] := B[u, u] + µ‖u‖2L2(U)

pro µ ≥ γ, kde γ je konstanta z Věty 6.4. Forma Bµ odpov́ıdá operátoru L + µI a dle Věty
6.4 vyhovuje odhad̊um

|Bµ[u, v]| ≤ |B[u, v]|+ µ‖u‖L2(U)‖v‖L2(U) ≤ C‖u‖H1(U)‖v‖H1(U).

a
β‖u‖2H1(U) ≤ B[u, u] + γ‖u‖2L2(U) ≤ Bµ[u, u].

Odtud již d́ıky Větě 6.3 v́ıme, že existuje právě jedno slabé řešeńı u ∈ H1
0 (U) problému

(53).

6.3 Regularita slabých řešeńı

Intermezzo–diferenčńı kvocient a jeho souvislost se slabou derivaćı

Definice 6.7. Bud’te U otevřená podmnožina Rn, V⊂⊂U a u ∈ L1
loc(U). Potom pro libovolné

x ∈ V , h ∈ R : 0 < |h| < dist(V, ∂U) a i ∈ n̂ zavád́ıme diferenčńı kvocient (v bodě x a
velikosti h) jako

Dh
i u(x) :=

u(x+ hei)− u(x)

h
.

Dále klademe Dhu := (Dh
1u, . . . ,D

h
nu).

Poznámka 6.8. Vedle u ∈ L1
loc(U) uvažujme ještě ϕ ∈ D(V ). Potom pro všechna nenulová

v absolutńı hodnotě dostatečně malá h plat́ı “integrace per-partes”∫
V
uDh

i ϕdx = −
∫
V

(D−hi u)ϕdx,

viz Úloha 10.
Snadno se rovněž odvod́ı “Leibnizovo pravidlo”

Dh
i (vw) = (Dh

i v)w + vhi D
h
i w,

kde vhi (x) := v(x+ hei), viz Úloha 11.
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Věta 6.9 (souvislost diferenčńıho kvocientu se slabou derivaćı). Bud’te U otevřená podmno-
žina Rn a V⊂⊂U .

1. Je-li 1 ≤ p < ∞ a u ∈ W 1,p(U), potom pro všechna h ∈ R : 0 < |h| < 1
2 dist(V, ∂U)

plat́ı
‖Dh

i u‖Lp(V ) ≤ ‖u,xi‖Lp(U) (i ∈ n̂).

2. Je-li 1 < p < ∞, u ∈ Lp(U) a existuje-li K ≥ 0 takové, že pro libovolné h ∈ R : 0 <
|h| < 1

2 dist(V, ∂U) plat́ı ‖Dh
i u‖Lp(V ) ≤ K, potom u má na V slabou derivaci podle xi a

plat́ı pro ni
‖u,xi‖Lp(V ) ≤ K.

D̊ukaz. 1. Prvńı tvrzeńı nejdř́ıve dokážeme pro u ∈ C∞(U) ∩W 1,p(U). Newtonova formule
ř́ıká, že

u(x+ hei)− u(x) =

∫ 1

0

d

dt
(u(x+ thei)) dt = h

∫ 1

0
u,xi(x+ thei) dt.

To nám dává následuj́ıćı odhad na diferenčńı kvocient

|Dh
i u|(x) =

∣∣∣∣u(x+ hei)− u(x)

h

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0
|u,xi(x+ thei)| dt.

Odtud pomoćı Hölderovy nerovnosti a Fubiniho věty dostáváme

‖Dh
i u‖

p
Lp(V ) ≤

∫
V

(∫ 1

0
|u,xi(x+ thei)| dt

)p
dx ≤

∫
V

∫ 1

0
|u,xi(x+ thei)|p dtdx

=

∫ 1

0

∫
V
|u,xi(x+ thei)|p dx dt ≤

∫
U
|u,xi(x)|p dx = ‖u,xi‖

p
Lp(U).

V posledńım odhadu jsme ve vnitřńım integrálu substituovali x + thei 7→ x a potom zvětšili
integračńı oblast.

Bud’ nyńı u ∈W 1,p(U). Zvolme libovolné pevné W tak, že V⊂⊂W⊂⊂U a dist(V, ∂W ) > |h|.
Potom z Věty 5.19 v́ıme, že existuje posloupnost (um) ⊂ C∞(W ) taková, že um → u na
W 1,p(W ). Podle prvńı části d̊ukazu aplikované na dvojici V a W a źıskáváme

‖Dh
i um‖Lp(V ) ≤ ‖um,xi‖Lp(W ).

Pravá strana zřejmě konverguje k ‖u,xi‖Lp(W ). Z odhad̊u

‖Dh
i (um − u)‖Lp(V ) =

∥∥∥∥(um − u)(x+ hei)− (um − u)(x)

h

∥∥∥∥
Lp(V )

≤ 1

|h|

(
‖(um − u)(x+ hei)‖Lp(V ) + ‖um − u‖Lp(V )

)
≤ 2

|h|
‖um − u‖Lp(W )

vid́ıme, že levá strana konverguje k ‖Dh
i u‖Lp(V ).

2. Připomeňme, že na reflexivńım Banachově prostoru má libovolná omezená posloupnost
slabě konvergentńı podposloupnost [1] a že pro p ∈ (1,∞) je Lp(V ) reflexivńı, přičemž
Lp(V )∗ ≡ Lq(V ), kde q je hölderovsky sdružený koeficient, 1

p + 1
q = 1. Zde ≡ znač́ı přirozenou

lineárńı isometrii Lq(V )→ Lp(V )∗ : f 7→ {ψ 7→
∫
V fψ dx}.
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Nyńı vezměme libovolné ϕ ∈ D(V ) pevné a h dostatečně malé v absolutńı hodnotě. Integrace
per partes dává ∫

V
uDh

i ϕdx = −
∫
V

(D−hi u)ϕdx.

Volme posloupnost (hm) ⊂ R tak, že lim
m→∞

hm = 0. Z předpoklad̊u věty plyne

sup
m∈N,m≥m0

‖D−hmi u‖Lp(V ) ≤ K,

pro nějaké m0 dostatečně velké, tj. posloupnost
(
D−hmi u

)+∞

m=m0

⊂ Lp(V ) je omezená. Exis-

tuje tedy (hmk) taková, že w-limk→∞D
−hmk
i u = vi ∈ Lp(V ). Z Lebesgueovy věty a slabé

konvergence plyne∫
V
uϕ,xi dx = lim

k→∞

∫
V
uD

hmk
i ϕdx = lim

k→∞
−
∫
V
D
−hmk
i uϕdx = −

∫
V
viϕdx.

Existuje tedy slabá derivace u podle xi a plat́ı pro ni u,xi = vi ∈ Lp(V ).

Konečně pro libovolné f ∈ Lp(V )∗ ≡ Lq(V ) : ‖f‖Lq(V ) = 1 máme∣∣∣ ∫
V
fvi dx

∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣ ∫
V
fD
−hmk
i udx

∣∣∣ ≤ lim
k→∞

‖D−hmki u‖Lp(V ) ≤ K,

odkud ‖vi‖Lp(V ) ≤ K.

Důsledek 6.10. Pokud za předpoklad̊u druhého bodu věty plat́ı dokonce ‖Dhu‖Lp(V ) ≤ K,
potom u ∈W 1,p(V ) a ‖∇u‖Lp(V ) ≤ nK.

Věta 6.11 (vnitřńı H2–regularita). Bud’te aij ∈ C1(U), bi, c ∈ L∞(U), f ∈ L2(U) a u ∈
H1(U) slabé řešeńı problému Lu = f (bez specifikované hraničńı podmı́nky na ∂U). Potom
u ∈ H2

loc(U) a pro libovolné V⊂⊂U plat́ı

‖u‖H2(V ) ≤ C
(
‖f‖L2(U) + ‖u‖L2(U)

)
, (54)

kde konstanta C záviśı jen na U , V a koeficientech L.

D̊ukaz. Pro libovolné pevné V⊂⊂U zvolme W tak, aby V⊂⊂W⊂⊂U . Dále uvažujme funkci
ζ ∈ D(W ) tak, že 0 ≤ ζ ≤ 1 na W a ζ = 1 na V . Z předpoklad̊u v́ıme, že u řeš́ı

B[u, v] = (f, v) =

∫
U

fv dx (∀v ∈ H1
0 (U)). (55)

Polož́ıme-li v = −D−hk
(
ζ2Dh

ku
)
, k ∈ n̂, potom lze rovnici (55) psát ve tvaru∫
U

(A∇u) · ∇v dx =

∫
U

f̃v dx,

kde f̃ := f − b · ∇u− cu, f̃ ∈ L2(U). Označme levou stranu v předchoźı rovnosti A a pravou
stranu B a proved’me následuj́ıćı odhady.
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Integrace per-partes pro diferenčńı kvocient dává

A = −
∫
U

(A∇u) ·
(
D−hk ∇

(
ζ2Dh

ku
))

dx =

∫
U

Dh
k (A∇u) · ∇

(
ζ2Dh

ku
)

dx.

Definujeme-li prvky matice A′hk jako aij, hk (x) = aij(x + hek) a prvky matice Dh
kA jako

Dh
ka

ij(x), dostaneme za pomoci Leibnizova pravidla jak pro derivaci tak pro diferenčńı kvo-
cient

A = A1 +A2,

kde

A1 :=

∫
U

ζ2A′hk

(
Dh
k∇u

)
·Dh

k∇udx

a

A2 :=

∫
U

2ζA′hk

(
Dh
k∇u

)
· ∇ζDh

ku+ 2ζ
(
Dh
kA∇u

)
· ∇ζDh

ku+ ζ2
(
Dh
kA∇u

)
·Dh

k∇udx.

Člen A1 můžeme d́ıky uniformńı elipticitě operátoru L odhadnout jako

A1 ≥ θ
∫
U

ζ2
∣∣∣Dh

k∇u
∣∣∣2 dx.

Protože A1 = B −A2 ≤ |B −A2| ≤ |B|+ |A2|, budeme cht́ıt postupně odhadnout |A2| a |B|.
Odhad na A2: Z trojúhelńıkové nerovnosti a omezenosti aij , (aij),xk , bi, c, ζ a ∇ζ plyne

|A2| ≤ C
∫
U

ζ
(
|Dh

k∇u||Dh
ku|+ |∇u||Dh

ku|+ |∇u||Dh
k∇u|

)
dx.

Dı́ky volbě funkce ζ lze v předchoźım integrálu integrovat pouze přes W a dále s pomoćı
Schwarzovy a následně Youngovy nerovnosti provést odhad

|A2| ≤ C
(
‖ζDh

k∇u‖L2(W )‖Dh
ku‖L2(W )+‖∇u‖L2(W )‖Dh

ku‖L2(W )+‖∇u‖L2(W )‖ζDh
k∇u‖L2(W )

)
≤ ε‖ζDh

k∇u‖2L2(W ) +
C

ε

(
‖Dh

ku‖2L2(W ) + ‖∇u‖2L2(W )

)
. (56)

kde ε ∈ (0, θ) je zat́ım libovolné.
Odhad na B: Trojúhelńıková nerovnost dává

|B| ≤ C
∫
U

(|f |+ |∇u|+ |u|) |v| dx.

Pro všechna v absolutńı hodnotě dostatečně malá h s pomoćı Věty 6.9 dostáváme∫
U

|v|2 dx =

∫
W

∣∣∣D−hk (
ζ2Dh

ku
)∣∣∣2 dx ≤

∫
U

∣∣∣∣(ζ2Dh
ku
)
,xk

∣∣∣∣2 dx ≤

≤
∫
W

∣∣∣∇(ζ2Dh
ku
)∣∣∣2 dx ≤

∫
W

2

(∣∣∣2ζ∇ζDh
ku
∣∣∣2 +

∣∣∣ζ2∇Dh
ku
∣∣∣2) dx ≤

≤ C
∫
W

(∣∣∣Dh
ku
∣∣∣2 + ζ2

∣∣∣Dh
k∇u

∣∣∣2) dx ≤ C
∫
U

(
|∇u|2 + ζ2

∣∣∣Dh
k∇u

∣∣∣2) dx.
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Ze Schwarzovy, Youngovy a výše odvozené nerovnosti postupně dostáváme

|B| ≤ C
(
‖f‖L2(U) + ‖∇u‖L2(U) + ‖u‖L2(U)

)
‖v‖L2(U)

≤ ε̃‖v‖2L2(U) +
C

ε̃

(
‖f‖2L2(U) + ‖∇u‖2L2(U) + ‖u‖2L2(U)

)
≤

≤ ε‖ζ2Dh
k∇u‖2L2(U) +

C

ε

(
‖f‖2L2(U) + ‖∇u‖2L2(U) + ‖u‖2L2(U)

)
,

kde ε ∈ (0, θ) lze volit libovolné.
Celkem tedy pro libovolné v absolutńı hodnotě dostatečně malé h máme

θ

∫
U

ζ2
∣∣∣Dh

k∇u
∣∣∣2 dx ≤ A1 ≤ |B|+ |A2| ≤ 2ε

∫
U

ζ2
∣∣∣Dh

k∇u
∣∣∣2 dx+

C

ε

∫
U

(
f2 + |∇u|2 + u2

)
dx.

Zde jsme po dosazeńı (56) opět využili Věty 6.9.
Polož́ıme-li ε = θ/4, dostaneme

θ

2

∫
U

ζ2
∣∣∣Dh

k∇u
∣∣∣2 dx ≤ C

∫
U

f2 + |∇u|2 + u2 dx,

což lze vzhledem k volbě funkce ζ přepsat jako

θ

2

∫
V

∣∣∣Dh
k∇u

∣∣∣2 dx ≤ C
∫
U

f2 + |∇u|2 + u2 dx. (57)

Věta 6.9 nyńı garantuje, že existuje (∇u),xk ∈ L2(V ;Rn). Protože k a V byly libovolné, tak
u ∈ H2

loc(U). Nav́ıc z (57) plyne

‖u‖H2(V ) ≤ C
(
‖f‖L2(U) + ‖u‖H1(U)

)
. (58)

Tento odhad lze ještě vylepšit tak, že využijeme jeho platnosti při záměně U za W (s jinou kon-
stantou C) a ‖u‖H1(W ) odhadneme z eliptičnosti podobně jako jsme odhadovali ‖Dh

k∇u‖L2(V ).
Konkrétněji za testovaćı funkci ve slabé formulaci voĺıme v = ζ2u, kde ζ ∈ D(U) je taková,
že 0 ≤ ζ ≤ 1 na U a ζ ≡ 1 na W , abychom skončili s odhadem∫

W

|∇u|2 dx ≤
∫
U

ζ2|∇u|2 dx ≤ C
∫
U

f2 + u2 dx.

Ten společně s (58) pro dvojici V a W dává (54).

Důsledek 6.12 (slabé řešeńı skoro všude splývá s klasickým). Za předpoklad̊u Věty 6.11,
slabé řešeńı u řeš́ı rovnici Lu = f bodově skoro všude.

D̊ukaz. Pro všechna v ∈ H1
0 (U) máme

B[u, v] = (f, v) = 〈f, v〉L2(U),

kde nyńı u ∈ H2
loc(U). Omeźıme-li se na v ∈ D(U), integraćı per-partes dostaneme

B[u, v] = 〈Lu, v〉L2(U) = 〈f, v〉L2(U).

Dı́ky hustotě D(U) v L2(U) potom Lu = f na L2(U).
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Vnitřńı regularitu vyšš́ıho stupně lze dokázat matematickou indukćı-viz Úloha 12. Pro
regularitu slabého řešeńı až k hranici je vedle regularity koeficient̊u operátoru a pravé strany
fundamentálńı i dostatečná hladkost hranice. Složeńım výsledk̊u pro vnitřńı a hraničńı regu-
laritu potom dostáváme [2, sekce 6.3, Theorem 5]

Věta 6.13 (vyšš́ı regularita až k hranici). Necht’ U je otevřená omezená množina s Cm+2-
hladkou hranićı. Bud’te aij , bi, c ∈ Cm+1(Ū), f ∈ Hm(U) a u ∈ H1

0 (U) slabé řešeńı problému
Lu = f s Dirichletovou hraničńı podmı́nkou na ∂U , viz (47). Potom u ∈ Hm+2(U) a plat́ı

‖u‖Hm+2(U) ≤ C
(
‖f‖Hm(U) + ‖u‖L2(U)

)
,

kde konstanta C záviśı jen na U , m a koeficientech L.

Př́ıklad 6.1 (Existence slabého řešeńı pro Neumann̊uv problém). Uvažujme následuj́ıćı úlohu

−∆u = f na U

∂u

∂ν
= 0 na ∂U

(59)

pro neznámou funkci u. Zde U je otevřená omezená souvislá podmnožina Rn s C1-hranićı, ν
představuje jednotkovou vněǰśı normálu k ∂U a f ∈ L2(U). Předpokládejme, že u je klasické
řešeńı (59). Přenásobeńım na L2(U) prvńı z rovnost́ı v (59) funkćı v ∈ H1(U) dostaneme∫

U
fv dx =

∫
U
−∆u v dx = −

∫
∂U

∂u

∂ν
v dS(x) +

∫
U
∇u · ∇v dx =

∫
U
∇u · ∇v dx.

To nás motivuje definovat slabé řešeńı Neumannova problému jako takové u ∈ H1(u), že pro
všechna v ∈ H1(U) plat́ı ∫

U
∇u · ∇v dx =

∫
U
fv dx. (60)

Povšimněme si, že Neumannova hraničńı podmı́nka se ve své explicitńı podobě v slabé for-
mulaci neobjevuje! Volbou v ≡ konst. nahlédneme, že slabé řešeńı m̊uže existovat jen za
podmı́nky ∫

U
f dx = 0. (61)

Dále je patrné, že slabé řešeńı nem̊uže být na H1(U) jednoznoznačné, nebot’ posuneme-li
libovolné řešeńı (60) o konstantu dostaneme opět řešeńı (60). Ukážeme, že existuje právě
jedno slabé řešeńı v prostoru

D1(U) := {u ∈ H1(U) :

∫
U
udx = 0}.

Pro libovolnou posloupnost (un) ⊂ D1(U), která na H1(U) konverguje k u, plat́ı u ∈ H1(U)
d́ıky úplnosti H1(U). Dále∣∣∣ ∫

U
udx

∣∣∣ =
∣∣∣ ∫

U
u− un dx

∣∣∣ ≤ ∫
U
|u− un| dx ≤

√
|U | ‖u− un‖L2(U) ≤

√
|U | ‖u− un‖H1(U),

odkud plyne
∫
U udx = 0. Celkem dostáváme, že u ∈ D1(U)–tento prostor je tedy uzavřený.

Vzhledem k Poincarého–Wirtingerově nerovnosti, viz Věta 7.5 , je na D1(U) norma ‖ ·‖H1(U)

ekvivalentńı následuj́ıćı normě ‖u‖2D1(U) :=
∫
U |∇u|

2 dx. Ta je generována skalárńım součinem

(u, v) :=

∫
U
∇u · ∇v dx.
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Na D1(U) budeme dále nahĺı̌zet jako na Hilbert̊uv prostor s právě t́ımto součinem.
Lineárńı funkcionál v 7→

∫
U fv je spojitý na D1(U), protože s pomoćı Schwarzovy a Po-

incarého–Wirtingerovy nerovnost́ı dostaneme∣∣∣ ∫
U
fv dx

∣∣∣ ≤ ‖f‖L2(U)‖v‖L2(U) ≤ ‖f‖L2(U)C‖v‖D1(U).

Podle Rieszovy věty existuje právě jedno u ∈ D1(U) tak, že pro všechna v ∈ D1(U) plat́ı∫
U
∇u · ∇v dx = (u, v) =

∫
U
fv. (62)

Vzhledem k podmı́nce (61) plat́ı tento vztah dokonce pro všechna v ∈ H1(U), protože∫
U
∇u · ∇v dx =

∫
U
∇u · ∇(v −−

∫
U
v) dx =

∫
U
f(v −−

∫
U
v) dx =

∫
U
fv dx.

Zde jsme v druhé rovnosti použili (62) pro funkci v − −
∫
U v ∈ D

1(U).
Celkem jsme ukázali, že za podmı́nky (61) existuje v D1(U) právě jedno slabé řešeńı

problému (60). Libovolné daľśı slabé řešeńı (60) v H1(U) se od něj odlǐsuje o konstantu.
Vzhledem k šikovné volbě skalárńıho součinu jsme k tomuto závěru ani nepotřebovali Lax–
Milgramovu větu!

7 Sobolevovy prostory-setkáńı druhé

”Mistře Evansi, kde mám zač́ıt se studiem?” “Už jsi sńıdal?” “Ano, ale. . . ” “Tak běž umýt
nádob́ı!”

Mějme u ∈W k,p(U), kde U je otevřená podmnožina Rn. Plyne z integrability funkce u a
jej́ıch derivaćı v p–té mocnině i integrabilita u ve vyšš́ı mocnině či dokonce př́ımo spojitost či
jistá vyšš́ı mı́ra hladkosti? Odpověd’ silně záviśı na vztahu mezi n, p a k, jak ukazuje následuj́ıćı
motivačńı úvaha. Necht’ pro nějaké p, p∗ ≥ 1 a všechna u ∈ D(Rn) plat́ı vztah

‖u‖Lp∗ (Rn) ≤ C‖∇u‖Lp(Rn). (63)

Dosad́ıme-li do (63) přeškálovanou funkci uλ(x) := u(λx), λ > 0, dostaneme

λ
− n
p∗ ‖u‖Lp∗ (Rn) = ‖uλ‖Lp∗ (Rn) ≤ C‖∇uλ‖Lp(Rn) = Cλ

1−n
p ‖∇u‖Lp(Rn),

odkud nutně 1− n
p + n

p∗ = 0, tj.
1

p∗
=

1

p
− 1

n
. (64)

Tato nerovnost může platit jen za předpokladu p < n. V takovém př́ıpadě p∗ > p.

Definice 7.1. Bud’ n > p ≥ 1, potom p∗ vyhovuj́ıćı (64), tj. p∗ = np
n−p , budeme nazývat

sobolevovsky sdružený koeficient k p.
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7.1 Sobolevovy nerovnosti pro 1 ≤ p < n

Věta 7.2 (Gagliardova–Nirenbergova–Sobolevova nerovnost). Bud’ 1 ≤ p < n. Potom exis-
tuje konstanta C = C(p, n) tak, že pro všechna u ∈ C1

C(Rn) plat́ı

‖u‖Lp∗ (Rn) ≤ C‖∇u‖Lp(Rn).

Důkaz této nerovnosti lze nalézt např́ıklad v [2]. Ukážeme si, jak ji rozš́ı̌rit na vhodné
Sobolevovy prostory.

Věta 7.3 (odhady pro W 1,p
0 (U), 1 ≤ p < n). Bud’ U otevřená omezená podmnožina Rn a

p ∈ 〈1, n). Potom existuje konstanta C = C(p, n, U) tak, že pro všechna u ∈W 1,p
0 (U)

‖u‖Lq(U) ≤ C‖∇u‖Lp(U) (65)

pro ∀q ∈ 〈1, p∗〉. Speciálně plat́ı tzv. Poincarého nerovnost,

‖u‖Lp(U) ≤ C‖∇u‖Lp(U). (66)

D̊ukaz. Jelikož podle definice W 1,p
0 (U) = D(U)

W 1,p(U)
, pro každé u ∈ W 1,p

0 (U) existuje cau-
chyovská posloupnost (um) ⊂ D(U) : um → u ve W 1,p(U). Prvky posloupnosti (um) na Rn\U
hladce dodefinujeme nulou a použijeme pro ně Gagliardovu–Nirenbergovu–Sobolevovu nerov-
nost, viz Věta 7.2,

‖um‖Lp∗ (U) = ‖um‖Lp∗ (Rn) ≤ C‖∇um‖Lp(Rn) = C‖∇um‖Lp(U). (67)

Limitńım přechodem na pravé straně dostáváme

‖um‖Lp∗ (U) ≤ C‖∇u‖Lp(U).

Pro platnost (65) s q = p∗ stač́ı nyńı ukázat, že um → u na Lp
∗
(U).

Posloupnost (um) je zjevně d́ıky (67) cauchyovská na Lp
∗
(U), tud́ıž existuje ũ ∈ Lp∗(U) :

um → ũ. Jelikož (um) konverguje na Lp
∗
(U), existuje vybranná posloupnost (umk) : umk → ũ

skoro všude na U . Posloupnost (umk) ale konverguje i v Lp(U) (konverguje totiž v W 1,p(U)), a
existuje tedy vybranná posloupnost (umkj ) : umkj → u skoro všude na U . Protože posloupnost

(umkj ) konverguje jak k u tak k ũ skoro všude na U , dostáváme tak u = ũ na Lp
∗
(U).

Pro q ∈ 〈1, p∗) nyńı nerovnost (65) plat́ı d́ıky omezenosti U , ze které plyne

‖u‖Lq(U) ≤ |U |
1
q
− 1
p∗ ‖u‖Lp∗ (U).

Povšimněme si, že konstantu v této nerovnosti lze odhadnout novou, která již nebude záviset
na volbě q ∈ 〈1, p∗〉.

Poznámka 7.4. Poincarého nerovnost (66) se v aplikaćıch velice často vyskutuje s hodnotou
p = 2, při které je Lp prostor Hilbert̊uv. Vzhledem k podmı́nce 2 = p < n ji ale zat́ım
nemáme dokázanou pro n ≤ 2. Ukážeme si snadný př́ımý d̊ukaz, který funguje v libovolné
dimenzi a nav́ıc nám dává horńı odhad na konstantu v (66). Bez újmy na obecnosti uvažujme
U ⊂ (0, L)× Rn−1, L > 0 a označme x ≡ (x1, x

′). Pro libovolné u ∈ D(U) plat́ı

|u(x1, x
′)|2 =

∣∣∣∣∫ x1

0

∂u

∂x1
(t, x′) dt

∣∣∣∣2 ≤ (∫ L

0

∣∣∣∣ ∂u∂x1
(t, x′)

∣∣∣∣ dt

)2

≤ L
∫ L

0
|∇u(t, x′)|2 dt,
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kde jsme v posledńım odhadu použili Hölderovu nerovnost. Integrace této nerovnosti vede k∫
U
|u|2 dx =

∫
Rn−1

∫ L

0
|u(x1, x

′)|2 dx1 dx′ ≤ L
∫
Rn−1

∫ L

0

∫ L

0
|∇u(t, x′)|2 dtdx1 dx′

≤ L2

∫
Rn−1

∫ L

0
|∇u(t, x′)|2 dtdx′ = L2

∫
U
|∇u|2 dx.

Dı́ky hustotě D(U) v H1
0 (U) lze tuto nerovnost ihned rozš́ıřit pro všechna u ∈ H1

0 (U).

Bez d̊ukazu si představ́ıme ještě daľśı souvisej́ıćı nerovnost [2, sekce 5.8, Theorem 1].

Věta 7.5 (Poincaré-Wirtinger). Bud’ U omezená otevřená souvislá podmnožina Rn s C1–
spojitou hranićı a p ∈ [1,+∞]. Potom existuje konstanta C = C(n, p, U) tak, že pro libovolné
u ∈W 1,p(U) plat́ı

‖u−−
∫
U
u‖Lp(U) ≤ C‖∇u‖Lp(U).

Je zřejmé, že nerovnost (65) nemůže platit na W 1,p(U). Uvažme např́ıklad konstantńı
funkci. Ukážeme si, že na pravou stranu je třeba přidat Lp–normu funkce samotné. V d̊ukaze
budeme potřebovat následuj́ıćı poznatek o tzv. prodloužeńı funkce ze Sobolevova prostoru,
jehož d̊ukaz lze nalézt v [2].

Věta 7.6 (o prodloužeńı). Bud’te U, V otevřené omezené podmnožiny Rn takové, že U⊂⊂V .
Necht’ U má nav́ıc C1–hranici. Potom existuje E ∈ B(W 1,p(U),W 1,p(Rn)) s vlastnostmi

(i) Eu = u skoro všude na U ,

(ii) suppEu ⊂ V ,

přičemž norma tohoto zobrazeńı záviśı jen na volbě U, V a p.

Zobrazeńı E budeme nazývat operátorem prodloužeńı, obraz Eu potom prodloužeńım
funkce u.

Věta 7.7 (odhady pro W 1,p(U), 1 ≤ p < n). Necht’ U je otevřená omezená podmnožina Rn
s C1 hranićı, 1 ≤ p < n a u ∈ W 1,p(U). Potom pro libovolné q ∈ 〈1, p∗〉 : u ∈ Lq(U) a pro
všechna u ∈W 1,p(U) plat́ı

‖u‖Lq(U) ≤ C‖u‖W 1,p(U), (68)

kde konstanta záviśı jen na volbě p, n a U .

D̊ukaz. Zafixujme otevřenou omezenou množinu V : U⊂⊂V . Volme u ∈ W 1,p(U) a jeho
prodloužeńı z Věty 7.6 zkonstruované pomoćı V označme jako Eu. Z věty o globálńı aproxi-
maci plyne, že existuje (um) ⊂ D (Rn) : um → Eu v W 1,p(Rn). Gagliardova–Nirenbergova–
Sobolevova nerovnost, viz Věta 7.2, potom dává, že pro ∀m ∈ N

‖um‖Lp∗ (Rn) ≤ C‖∇um‖Lp(Rn). (69)

Analogicky jako v d̊ukaze Věty 7.3 ukážeme, že posloupnost (um) konverguje k Eu na
Lp
∗
(Rn). Limitńım přechodem v (69) dostaneme

‖Eu‖Lp∗ (Rn) ≤ C‖∇Eu‖Lp(Rn) ≤ C‖Eu‖W 1,p(Rn) ≤ C‖u‖W 1,p(U),

kde posledńı nerovnost plyne z omezenosti E. Protože

‖Eu‖Lp∗ (Rn) ≥ ‖Eu‖Lp∗ (U) = ‖u‖Lp∗ (U),

plat́ı odhad (68) pro q = p∗. Pro ostatńı hodnoty q jej rozš́ı̌ŕıme stejně jako v d̊ukaze Věty
7.3.
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7.2 Sobolevovy nerovnosti pro n < p

Intermezzo-Hölderovy prostory

Definice 7.8. Bud’te U ⊂ Rn otevřená a 0 < γ ≤ 1. Splňuje-li funkce u : U → R pro nějaké
C odhad

|u(x)− u(y)| ≤ C|x− y|γ (∀x, y ∈ U), (70)

nazýváme ji hölderovsky spojitá s exponentem γ. Je-li γ = 1 potom hovoř́ıme o lipschitzovsky
spojité funkci. Prostor všech funkćı, pro něž plat́ı (70) znač́ıme C0,γ(U) a zavád́ıme na něm
seminormu

[u]C0,γ(U) := sup
x,y∈U,x 6=y

{
|u(x)− u(y)|
|x− y|γ

}
.

Poznámka 7.9. Funkce z C0,γ(U) jsou zřejmě stejnoměrně spojité.
Pokud by v (70) bylo γ > 1, funkce u je automaticky konstatńı na každé komponentě

souvislosti U . Vezmeme-li totǐz libovolné x ∈ U a s ∈ Rn : |s| = 1, dostáváme∣∣∣∣u(x+ ts)− u(x)

t

∣∣∣∣ ≤ Ctγ−1.

Pravá strana konverguje k 0 pro t → 0. Máme tedy ∂u
∂s = 0 na U . Př́ıpad γ > 1 se proto

neuvažuje.

Definice 7.10. Hölder̊uv prostor Ck,γ(Ū) je tvořen všemi u ∈ Ck(Ū), které maj́ı všechny
derivace řádu k ∈ N0 hölderovsky spojité s exponentem γ. Zavád́ıme na něm normu

‖u‖Ck,γ(Ū) =
∑
|α|≤k

‖Dαu‖C(Ū) +
∑
|α|=k

[Dαu]C0,γ(U). (71)

Poznámka 7.11. Hölder̊uv prostor je s výše uvedenou normou úplný, jak se m̊uže čtenář
sám přesvědčit v rámci Úlohy 13. Alternativně lze na Ck,γ(Ū) uvažovat ekvivalentńı normu

u 7→ max
|α|≤k

‖Dαu‖C(Ū) + max
|α|=k

[Dαu]C0,γ(U).

Př́ıklad 7.1. Má-li funkce u na konvexńı množině U omezené prvńı derivace, potom u je na
U lipschitzovsky spojitá. Vzhledem ke konvexnosti U totǐz pro libovolné x, y ∈ U a t ∈ [0, 1]
plat́ı xt+ (1− t)y ∈ U a tud́ı̌z

|u(x)− u(y)| =
∣∣∣ ∫ 1

0

d

dt
u(xt+ (1− t)y) dt

∣∣∣ ≤ ∫ 1

0
|∇u(xt+ (1− t)y) · (x− y)|dt

≤ ‖∇u‖∞
∫ 1

0
|x− y|dt = ‖∇u‖∞|x− y|. (72)

Př́ıklad 7.2. S přirozenou identifikaćı R2 a C, (x, y) ↔ x + iy = z, uvažujme otevřenou
podmnožinu D := {z ∈ C : 1 < |z| < 2} \ (−2,−1) × {0} a na ńı funkci u(z) = Arg(z), tj.
hlavńı větev argumentu. Zřejmě Arg : D → (−π, π) a nav́ıc všude na D lze použ́ıt vyjádřeńı

Arg(x+ iy) = 2 arctan
y√

x2 + y2 + x
(∀(x, y) : x > 0 ∨ y 6= 0).

Př́ımo se lze přesvědčit, že u i ∇u jsou na D omezené. Nicméně u neńı na D hölderovsky
spojitá, protože limε→0 |u(−1.5 + iε) − u(−1.5 − iε)| = 2π a současně limε→0 | − 1.5 + iε −
(−1.5− iε)| = 0.
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Předchoźı př́ıklady ukazuj́ı, že samotná omezenost derivace nepostačuje pro hölderov-
skou spojitost funkce. Je zapotřeb́ı i nějaké omezeńı na lokálńı a globálńı chováńı hranice.
Např́ıklad v Morreyho nerovnosti ńıže s p = +∞, viz Věta 7.13, je pro lipshitzovskou spo-
jitost vyžadována omezenost množiny U a C1-hladkost hranice. Množina D z Př́ıkladu 7.2
však nemá C1-hladkou hranici ani po vyhlazeńı ostrých ”roh̊u”!

Věta 7.12 (Morreyho nerovnost). Bud’ n < p ≤ ∞. Potom existuje konstanta C tak, že pro
∀u ∈ C1(Rn) plat́ı

‖u‖C0,γ(Rn) ≤ C‖u‖W 1,p(Rn),

kde γ = 1− n
p .

Důkaz Morreyho nerovnosti lze nalézt např́ıklad opět v [2]. S jej́ı pomoćı odvod́ıme, že
libovolná funkce z W 1,p(U) (n < p) již lež́ı, po př́ıpadném předefinováńı na množině nulové
mı́ry, v C0,γ(Ū).

Věta 7.13 (odhady pro W 1,p(U), n < p ≤ ∞). Necht’ U je otevřená omezená podmnožina
Rn s C1-hranićı, n < p ≤ ∞ a u ∈W 1,p(U). Potom existuje reprezentant u∗ ∈ C0,γ(Ū) funkce
u tak, že

‖u∗‖C0,γ(Ū) ≤ C‖u‖W 1,p(U)

s γ = 1− n
p , přičemž konstanta C záviśı jen na n, p a U .

D̊ukaz. Uvažujme pouze př́ıpad n < p <∞. Důkaz pro př́ıpad p =∞ lze nalézt např́ıklad v
[6]. Zafixujme V : U⊂⊂V . Volme u ∈W 1,p(U) a s pomoćı V zkonstruujme jeho prodloužeńı
Eu, viz Věta 7.6. Z věty o globálńı aproximaci plyne existence posloupnosti (um) ⊂ D(Rn) :
um → Eu v W 1,p(Rn). Pro libovolné m ∈ N Věta 7.12 dává

‖um‖C0,γ(Rn) ≤ C‖um‖W 1,p(Rn). (73)

Limitńım přechodem na pravé straně dostáváme

lim
m→+∞

‖um‖W 1,p(Rn) = ‖Eu‖W 1,p(Rn) ≤ C‖u‖W 1,p(U),

kde jsme v odhadu využili omezenosti E.
Vzhledem k (73) je (um) cauchyovská i v prostoru C0,γ(Rn), který je úplný, a tud́ıž existuje

lim
m→+∞

um = u∗ ∈ C0,γ(Rn). Na levé straně (73) tak máme

lim
m→+∞

‖um‖C0,γ(Rn) = ‖u∗‖C0,γ(Rn) ≥ ‖u∗‖C0,γ(Ū).

Nyńı zbývá ověřit, že u∗ = u skoro všude na U . Protože (um) je cauchyovská na W 1,p(Rn),
tak je cauchyovská i na Lp(Rn), a existuje tedy vybraná posloupnost (umk) : (umk) → Eu
skoro všude na Rn. Dále limk→+∞ umk = u∗ v C0,γ(Rn) a t́ım sṕı̌se i stejnoměrně na celém
Rn. Odtud již plyne, že u∗ = Eu skoro všude na Rn, a tedy i skoro všude na U , kde ale skoro
všude plat́ı Eu = u.
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7.3 Obecná Sobolevova nerovnost

Věta 7.14 (obecná Sobolevova nerovnost). Bud’ U otevřená omezená podmnožina Rn s C1–
hranićı a u ∈W k,p(U). Pokud

1. k < n
p , potom u ∈ Lq(U), kde 1

q = 1
p −

k
n . Nav́ıc existuje konstanta C = C(k, p, n, U)

taková, že pro všechna u ∈W k,p(U) plat́ı

‖u‖Lq(U) ≤ C‖u‖Wk,p(U).

2. k > n
p , potom u ∈ Ck−

⌊
n
p

⌋
−1,γ

(Ū), kde γ =

{⌊
n
p

⌋
+ 1− n

p
n
p /∈ N

jakékoli γ ∈ (0, 1) n
p ∈ N.

Nav́ıc existuje konstanta C = C(k, p, n, γ, U) taková, že pro každé u ∈W k,p(U) existuje

reprezentant u∗ ∈ Ck−
⌊
n
p

⌋
−1,γ

(Ū) této funkce tak, že plat́ı

‖u∗‖
C
k−bnp c−1,γ

(Ū)
≤ C‖u‖Wk,p(U).

D̊ukaz. Nejprve dokážeme tvrzeńı pro k < n
p .

Protože u ∈ W k,p(U), tak pro ∀α : |α| ≤ k − 1 plat́ı Dαu ∈ W 1,p(U). Z Věty 7.7 máme pro
každé α : |α| ≤ k − 1 odhad

‖Dαu‖Lp∗ (U) ≤ C‖D
αu‖W 1,p(U) ≤ C‖u‖Wk,p(U),

kde 1
p∗ = 1

p −
1
n . Odtud plyne u ∈W k−1,p∗ a

‖u‖Wk−1,p∗ (U) ≤ C‖u‖Wk,p(U).

Aplikaćı téhož postupu na u jakožto prvek W k−1,p∗ źıskáváme

‖u‖Wk−2,p∗∗ (U) ≤ C‖u‖Wk−1,p∗ (U) ≤ C‖u‖Wk,p(U),

kde 1
p∗∗ = 1

p∗ −
1
n = 1

p −
2
n . Postup lze opakovat dokud 1

p −
i
n > 0, což určitě plat́ı pro i ≤ k.

T́ım źıskáváme nerovnost

‖u‖Lq(U) = ‖u‖W 0,q(U) ≤ C‖u‖Wk,p(U),

kde 1
q = 1

p −
k
n .

Dále uvažujme k > n
p a n

p /∈ N.
Obdobně jako v předchoźım př́ıpadě źıskáme pro libovolné ` ∈ N : ` < n

p odhad

‖u‖Wk−`,r(U) ≤ C‖u‖Wk,p(U),

kde 1
r = 1

p −
`
n . Polož́ıme-li ` :=

⌊
n
p

⌋
< n

p , potom

r =
np

n− p`
>

np

n− p
(
n
p − 1

) = n (74)
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a
‖u‖

W
k−bnp c,r(U)

≤ C‖u‖Wk,p(U). (75)

Z Věty 7.13 s ohledem na (74) plyne ∀α : |α| ≤ k −
⌊
n
p

⌋
− 1, Dαu ∈ C0,1−n

r (Ū) a

‖Dαu‖
C0,1−nr (Ū)

≤ C‖Dαu‖W 1,r(U) ≤ C‖u‖
W
k−bnp c,r(U)

. (76)

Jelikož 1− n
r =

⌊
n
p

⌋
+ 1− n

p , celkem máme u ∈ Ck−
⌊
n
p

⌋
−1,

⌊
n
p

⌋
+1−n

p (Ū). Kombinaćı (75) a (76)

dostáváme
‖u‖

C
k−bnp c−1,γ

(Ū)
≤ C‖u‖Wk,p(U)

s γ =
⌊
n
p

⌋
+ 1− n

p .

Nakonec bud’ k > n
p a n

p ∈ N.

Položme ` =
⌊
n
p

⌋
− 1 = n

p − 1. Obdobně jako v prvńım př́ıpadě lze ukázat, že

‖u‖Wk−`,r(U) ≤ C‖u‖Wk,p(U) (77)

pro 1
r = 1

p −
`
n = 1

n , tedy pro r = n. Dále pro všechna r̃ ∈ 〈1, r), tedy r̃ < n,

‖u‖Wk−`,r̃(U) =

 ∑
|α|≤k−`

‖Dαu‖r̃r̃

 1
r̃

≤

 ∑
|α|≤k−`

|U |1−
r̃
r ‖Dαu‖r̃r

 1
r̃

≤

 ∑
|α|≤k−`

|U |

 1
r̃
− 1
r

‖u‖Wk−`,r(U), (78)

tj. u ∈W k−`,r̃(U). Podle Věty 7.7 pro ∀α : |α| ≤ k−`−1 = k− n
p , Dαu ∈ Lq(U) s q ∈ 〈1, r̃∗〉 a

plat́ı př́ıslušný odhad pro normy. Jelikož s naš́ı volbou r̃ máme r̃∗ ∈ 〈 n
n−1 ,+∞), q ∈ 〈1,+∞).

Celkem tedy pro libovolné q ∈ 〈1,+∞) dostáváme u ∈W k−n
p
,q

(U), přičemž

‖u‖
W
k−np ,q(U)

≤ C‖u‖Wk−l,r̃(U), (79)

kde 1
r̃ = 1

q+ 1
n . Pro libovolné q > n nyńı z Věty 7.13 ihned odvod́ıme, že pro ∀α : |α| ≤ k−n

p−1

plat́ı Dαu ∈ C0,γ(Ū), kde γ := 1− n
q ∈ (0, 1), a

‖u‖
C
k−np−1,γ

(Ū)
≤ C‖u‖

W
k−np ,q(U)

, (80)

Dokazovaný odhad dostaneme kombinaćı (77), (78), (79) a (80).

Důsledek 7.15. Jsou-li pravá strana f a koeficienty eliptického operátoru L v Dirichletově
problému (47) hladké na celém Ū a současně je hladká i hranice U , potom slabé řešeńı u
tohoto problému je rovněž hladké na Ū .

D̊ukaz. Podle Věty 6.13, u ∈ Hm(U) pro libovolné m ∈ N. Z Věty 7.14 potom plyne, že
derivace u libovolného stupně je dokonce hölderovsky spojitá na Ū .
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Úlohy

Úloha 1. Bud’ η standardńı vyhlazovaćı funkce, ηε(x) := ε−nη(x/ε) pro ε > 0, a f ∈ L1
loc(U),

kde U je otevřená podmnožina Rn. Potom f ε := ηε ∗ f ∈ C∞(Uε) pro libovolnou Uε := {x ∈
U |dist(x, ∂U) > ε}. Nav́ıc plat́ı

Dαf ε(x) =

∫
U
Dαηε(x− y)f(y) dy.

Úloha 2 (?). Bud’ u harmonická na otevřené množině U ⊂ Rn, x0 ∈ U a r > 0 takové, že
B(x0, r) ⊂ U . Potom

|Dαu(x0)| ≤ Ck
rn+k

‖u‖L1(B(x0,r)),

kde k = |α|. (Návod: Použijte matematickou indukci podle stupně derivace.)

Úloha 3. Bud’ G Greenova funkce pro Poissonovu rovnici na U . Ukažte, že pro všechna
x, y ∈ U : x 6= y, G(x, y) = G(y, x). (Návod: Pro pevné x, y ∈ U položte v(z) := G(x, z) a
w(z) := G(y, z); potom pro tuto dvojici použijte Greenovu formuli na U \ (B(x, ε) ∪B(y, ε)),
kde ε je dostatečně malé; nakonec pošlete ε→ 0.)

Úloha 4. Dokažte slabý princip maxima pro eliptický operátor L s nezáporným členem
nultého řádu (c ≥ 0). Ten ř́ıká, že každé subřešeńı u splňuje nerovnost maxŪ u ≤ max∂U u

+,
kde u+ znač́ı kladnou část funkce u. (Návod: Použijte slabý princip maxima pro L − c na
oblasti V := {x ∈ U : u(x) > 0}.)

Úloha 5. Formulujte Hopfovo lemma pro superřešeńı.
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Úloha 6. Bud’ u ∈W k,p(U). Dokažte, že slabé derivace Dαu nezáviśı na volbě reprezentanta.
Dále ukažte, že slabé derivace jsou záměnné, tj. DβDαu = Dα+βu pro α, β : |α| + |β| ≤ k,
a že pro libovolnou otevřenou V : V ⊂ U plat́ı u ∈ W k,p(V ). Konečně dokažte Leibnizovo
pravidlo pro součin u s libovolným prvkem D(U).

Úloha 7 (?). Uvažujme na X :=
⊕N

i=1Xi, kde Xi je normovaný prostor, následuj́ıćı normu,
tzv. lp–normu,

‖(f1, . . . , fN )‖p =

(
N∑
i=1

‖fi‖pXi

) 1
p

,

p ∈ 〈1,+∞). Ukažte, že jsou-li všechny Xi separabilńı, potom i X je separabilńı. Pro p ∈
(1,+∞) nalezněte duálńı prostor k X a ukažte, že jsou-li všechny Xi reflexivńı, je i X refle-
xivńı. Nejprve uvažujte N konečné a potom se pokuste odvodit totéž pro spočetně nekonečný
direktńı součet.

Úloha 8. Bud’ k ∈ N0. Dokažte, že pro libovolné r > 0 existuje ζr ∈ D(Rn) tak, že

ζr =

{
1 na B(0, r)

0 na Rn \B(0, r + 1)

a ∀α : |α| ≤ k, ∀r > 0 : ‖Dαζr‖ < C. (Konstanta C tedy nezáviśı na volbě α a předevš́ım
ani na volbě r!) Dále ukažte, že pro libovolné u ∈ W k,p(Rn) plat́ı, že pro jakékoliv δ > 0
nalezneme rδ > 0 tak, že pro všechna r > rδ dostaneme ‖ζru− u‖Wk,p(Rn) < δ.

Úloha 9. Bud’ L eliptický. Převed’te slabou formulaci úlohy

Lu = f na U

u = g 6= 0 na ∂U

na slabou formulaci eliptického problému s Dirichletovou hraničńı podmı́nkou.

Úloha 10. Bud’te V otevřená podmnožina Rn, u ∈ L1
loc(V ) a ϕ ∈ D(V ). Dokažte, že pro

všechna nenulová v absolutńı hodnotě dostatečně malá h plat́ı (“integrace per-partes”)∫
V
uDh

i ϕdx = −
∫
V

(D−hi u)ϕdx.

Úloha 11. Položme vh(x) := v(x+ hei). Ukažte, že plat́ı (“Leibnizovo pravidlo”)

Dh
i (vw) = (Dh

i v)w + vhDh
i w.

Úloha 12 (?). Dokažte vnitřńı regularitu vyšš́ıho stupně pro slabé řešeńı eliptické rovnice.
Konkrétněji necht’ pro m ∈ N0 : aij , bi, c ∈ Cm+1(U), f ∈ Hm(U) a u ∈ H1(U) je slabé
řešeńı rovnice Lu = f na U . Potom u ∈ Hm+2

loc (U) a pro libovolné V : V⊂⊂U plat́ı

‖u‖Hm+2(V ) ≤ C
(
‖f‖Hm(U) + ‖u‖L2(U)

)
,

kde konstanta C záviśı jen na m, U, V a koeficientech L.

Úloha 13. Dokažte, že zobrazeńı

u 7→ ‖u‖Ck,γ(Ū) =
∑
|α|≤k

‖Dαu‖C(Ū) +
∑
|α|=k

[Dαu]C0,γ(Ū)

z Hölderova prostoru Ck,γ(Ū) do 〈0,+∞) je norma a Ck,γ(Ū) je s touto normou úplný.
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