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Abstrakt

Tento text je v podstat¥ p°episem mých ru£n¥ psaných poznámek, které vznikly b¥hem
£ínské ch°ipky v letech 2020-21. Pokrývá celou p°edná²ku k p°edm¥tu Matematika 4. Za
sepsání d¥kuji Jan¥ Kozákové (kapitoly 1 a 2 v£etn¥ ilustrací) a Kamile Oppelové (kapitoly
3�10), dík za perfektní ilustrace v kapitolách 3�10 potom pat°í Bá°e Ji°í£kové.

A£koliv se text obsahov¥ velmi shoduje s p°edná²kou, stále nepochybn¥ obsahuje °adu
p°eklep· (které v matematice snadno vedou k posunu významu, tj. chyb¥) vzniklých
zejména, av²ak pravd¥podobn¥ ne výlu£n¥, p°episem do digitální podoby, proto ho dopo-
ru£uji jako pr·vodce p°edná²kou a nikoliv jako jediný studijní materiál.

Mat¥j Tu²ek
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Notace

x prvek Rn
‖x‖ eukleidovská norma vektoru x
Cn(I) prostor funkcí, které mají na intervalu I spojité derivace do °ádu n
f (n) derivace funkce f °ádu n
W(f1, . . . , fn)(x0) Wronského determinant funkcí f1, . . . , fn v bod¥ x0
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1 Oby£ejné diferenciální rovnice

Motivace

1. Volný pád

T¥leso padá v homogenním tíhovém poli, budeme uvaºovat jednorozm¥rný p°ípad pádu podél
osy x. Na t¥leso p·sobí pouze tíhová síla Fg = mg, kterou je t¥leso p°itahováno k zemi.
2. Newton·v pohybový zákon nám dává závislost x = x(t) pro danou sílu F .

F (x, t) = m
d2x

dt2

Ur£íme po£áte£ní podmínky. Na po£átku pádu v £ase t = 0 je t¥leso v poloze x(0) = 0 a je
v klidu, tedy v(0) = dx

dt (0) = 0.
Sestavíme diferenciální rovnici:

m
d2x

dt2
= mg

d2x

dt2
= g, kde g = konst.

�e²íme integrací, konstanty ur£íme z po£áte£ních podmínek:

dx

dt
=

∫
g dt = gt+ C1, z po£. p. 0 =

dx

dt
(0) = g · 0 + C1 ⇒ C1 = 0

x(t) =

∫
gtdt =

1

2
gt2 + C2, z po£. p. 0 = x(0) =

g02

2
+ C2 ⇒ C2 = 0

x(t) =
1

2
gt2

Úloha 1. Jak se zm¥ní °e²ení diferenciální rovnice d2x
dt2

= g, zm¥níme-li po£áte£ní podmínky?

2. Radioaktivní rozpad

Radioaktivní rozpad je stochastický proces. V látce je v n¥jakém £ase t N jader radionuklid·,
které nepro²ly p°em¥nou. Zajímá nás po£et nezm¥n¥ných jader radionuklid· v látce v závislosti
na £ase t, tj. hledáme funkci N = N(t).
Sestavíme rovnici na základ¥ p°edpokladu, ºe rychlost p°em¥ny je úm¥rná po£tu zatím neroz-
padlých jader:

dN

dt
= −λN, λ > 0 . . . p°em¥nová konst., char. rychlost p°em¥ny radionuklidu (1)

Formální úpravou dostaneme:

dN

N
= −λ dt

�e²íme integrací obou stran rovnice (pozd¥ji si ukáºeme, ºe korektní zp·sob vede ke stejnému
výsledku):

lnN = −λt+ C / exp()

N = Ke−λt
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Konstantu K ur£íme z po£áte£ní podmínky N(0) = N0. Celkem máme:

N(t) = N0e
−λt

De�nice 1.1. Bu¤ F funkce (n + 2) prom¥nných, kde n ∈ N, tj. F : Dom(F ) ⊂ Rn+2 → R,
která je nekonstantní v poslední prom¥nné. Potom symbol

F (x, y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(n)(x)) = 0 (2)

nazýváme oby£ejnou diferenciální rovnicí °ádu n. �e²ením rovnice rozumíme takovou funkci
y = y(x) na otev°eném intervalu I, která spl¬uje následující:

1. (∀x ∈ I)((x, y(x), y′(x), . . . , y(n)(x)) ∈ Dom(F )),

2. (∀x ∈ I)F (x, y(x), y′(x), . . . , y(n)(x)) = 0.

Poznámka 1.2. Oby£ejné diferenciální rovnice uvedené v Motivaci m·ºeme zapsat v podob¥
podle (2).

d2x

dt2
− g = 0 F = F (a1, a2, a3, a4) = a4 − g = 0

dN

dt
+ λN = 0 F = F (b1, b2, b3) = b3 + λb2 = 0

Poznámka 1.3. Pro£ uvaºujeme °e²ení rovnice y = y(x) na otev°eném intervalu I? V p°ípad¥
uzav°eného intervalu by bylo t°eba uvaºovat i jednostranné derivace v krajních bodech inter-
valu. Zejména ale máme-li sjednocení dvou interval· I1 ∪ I2, nedostali bychom jednozna£nost
pro n¥jakou zvolenou po£áte£ní podmínku.

Obr. 1: �e²ení rovnice (1) na otev°ených intervalech I1 a I2.

De�nice 1.4. Je-li funkce y = y(x) °e²ením oby£ejné diferenciální rovnice (2) na intervalu
I a ỹ = ỹ(x) je °e²ením (2) na intervalu Ĩ, p°i£emº I ⊂ Ĩ a sou£asn¥ platí (∀x ∈ I)(y(x) =
ỹ(x)), potom ỹ se nazývá roz²í°ením y a y se nazývá zúºením ỹ. �e²ení, které jiº nelze dále
roz²í°it, se nazývá maximální.
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De�nice 1.5. Lze-li (2) p°epsat jako y(n) = f(x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)), kde f je funkce (n+ 1)
prom¥nných, potom °íkáme, ºe oby£ejná diferenciální rovnice je vy°e²ena v·£i nejvy²²í deri-
vaci.

V¥ta 1.6 (Peanova). Pokud je funkce f spojitá na podmnoºin¥ Ω ⊂ R(n+1), potom pro libo-
volný bod (x0, y0, y1, . . . , yn−1) ∈ Ω existuje alespo¬ jedno °e²ení rovnice y(n) = f(x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1))
procházející tímto bodem.

Bez d·kazu.

1.1 Lineární diferenciální rovnice 1. °ádu

Obecný tvar lineární diferenciální rovnice 1. °ádu:

y′(x) + p(x)y(x) = q(x) (3)

P°edpokládáme, ºe funkce p(x) a q(x) jsou spojité na intervalu I ∈ R. Na²ím úkolem je najít
°e²ení y = y(x).
Pro p°ípad, kdy p(x) = 0 se LDR 1. °ádu zjednodu²í a °e²ení y = y(x) hledáme integrací obou
stran rovnice

y′(x) = q(x)

y(x) = Q(x) + C, kde Q(x) je primitivní funkce q(x)

Pro p°ípad, kdy p(x) 6= 0 hledáme °e²ení LDR 1. °ádu p°enásobením vhodným faktorem
a integrací, tedy závádíme tzv. integra£ní faktor.
Integra£ní faktor:

e
∫
p(x) dx ≡ eP (x)

Integra£ní faktorem vynásobíme LDR 1. °ádu v obecném tvaru (3)

y′(x) + p(x)y(x) = q(x) /eP (x)

eP (x)y′(x) + p(x)eP (x)︸ ︷︷ ︸
d
dx

eP (x)

y(x) = q(x)eP (x)

Dále opa£n¥ aplikujeme pravidlo derivace sou£inu funkcí a výsledný vztah zintegrujeme:(
eP (x)y(x)

)′
= q(x)eP (x) /

∫
dx

eP (x)y(x) =

∫
q(x)eP (x) dx+ C

y(x) = e−P (x)

(∫
q(x)eP (x) dx+ C

)

De�ni£ním oborem °e²ení je Dy ≡ Dom(y) = I.
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Poznámka 1.7. Konstantu C ur£íme z po£áte£ní podmínky.

P°íklad 1.1 (Neexistence °e²ení). M¥jme rovnici

y′(x) = Θ(x) =

{
0 x < 0

1 x ≥ 0,

kde Θ(x) je tzv. Heavisideova theta funkce, s po£áte£ní podmínkou y(0) = 0. Rovnice budeme
dále °e²it na dvou intervalech

x < 0 y′(x) = 0 : y(x) = C, 0 = y(0) = C ⇒ C = 0,

x > 0 y′(x) = 1 : y(x) = x+ q, 0 = y(0) = 0 + q, ⇒ q = 0.

Chceme-li sloºit °e²ení rovnic, abychom získali °e²ení pro bod (0, 0), dojdeme k záv¥ru, ºe
výsledná funkce není diferencovatelná v bod¥ x = 0. Znovu si tedy prohlédneme zadanou Hea-
visideovu funkci, ta není spojitá v x = 0, tedy nespl¬uje p°edpoklady Peanovy v¥ty � existence
°e²ení tak není nutn¥ zaru£ena.

Obr. 2: �e²ení rovnice y′(x) = Θ(x).

V¥ta 1.8 (Picardova). Nech´ diferenciální rovnice 1. °ádu je vy°e²ena v·£i nejvy²²í derivaci,
tj. y′ = f(x, y(x)). Funkce f bu¤ spojitá v 1. prom¥nné a lipschitzovsky spojitá v 2. prom¥nné
na okolí bodu (x0, y0) ∈ R2. Potom na n¥jakém okolí bodu x0 existuje práv¥ jedno °e²ení
procházející bodem (x0, y0), tj. spl¬ující y(x0) = y0.

Poznámka 1.9 (Lipschitzovská spojitost). Funkce f je v 2. prom¥nné lipschitzovsky spojitá
na I, existuje-li konstanta K tak, ºe

(∀y1, y2 ∈ I) |f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ K|y1 − y2|.

Úloha 2. Uve¤te p°íklad lipschitzovsky spojité funkce.

P°íklad 1.2. M¥jme rovnici y′(x) = y
2
3 s po£áte£ní podmínkou y(0) = 0. Té vyhovují (nap°.)

dv¥ °e²ení

y1 = 0 (∀x ∈ R)

y2 =

{
0 x ≤ 0(
x
3

)3
x > 0.
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Nem·ºou být tedy spln¥ny p°edpoklady Picardovy v¥ty. Skute£n¥ funkce y 7→ y
2
3 není lipschit-

zovsky spojitá na ºádném okolí y = 0 Neexistuje totiº konstanta K taková, aby byla lipschit-
zovská spojitost spln¥na. Pokud by existovala, potom

|y
2
3
1 − y

2
3
2 | ≤ K|y1 − y2|

|y
2
3
1 | ≤ K|y1| pro y2 = 0

|y−
1
3

1 | ≤ K,

coº nem·ºe platit na okolí nuly.

Obr. 3: �e²ení rovnice y′(x) = y
2
3 .

1.2 Separovatelné rovnice

Obecný tvar separovatelné diferenciální rovnice

f(x) = g(y)y′ (4)

Pro jednoduchost p°edpokládáme, ºe funkce f(x), g(y) : R → R a jsou na celém R spojité.
Na²ím úkolem je najít °e²ení y = y(x).

Motivace

Máme separovatelnou diferenciální rovnici v obecném tvaru a hledáme °e²ení. Derivaci y′

rozepí²eme do tvaru zlomku dy
dx , jmenovatelem dx p°enásobíme rovnici a poté ji integrujeme.

f(x) = g(y)y′ = g(y)
dy

dx
/dx

f(x) dx = g(y) dy /

∫
F (x) = G(y) + C,

kde F (x) =
∫
f(x) dx, G(y) =

∫
g(y) dy a C ∈ R je integra£ní konstanta. Získali jsme takto

°e²ení v implicitním tvaru. Tento postup v²ak není matematicky zcela správn¥ (k derivaci
se nelze chovat jako ke zlomku).
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Rigorózní postup

Obecný tvar separovatelné rovnice upravíme do tvaru

y′(x) =
f(x)

g(y)
.

P°edpokládáme, ºe f(x) a g(y) jsou spojité a g(y) 6= 0. Z Peanovy v¥ty vyplývá, ºe existuje
°e²ení diferenciální rovnice y = y(x) procházející bodem (x0, y0).

f(x) = g(y(x))y′(x) /

∫
dx

F (x) =

∫
g(y(x))y′(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣
substituce:
y = y(x)
dy
dx = y′(x)

dy = y′(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣
F (x) =

∫
g(y) dy

F (x) = G(y(x)) + C

y(x) = G−1(F (x)− C)

Funkce F (x) a G(y) jsou primitivní funkce k f(x) a g(y) a C ∈ R je integra£ní konstanta.
Funkce G−1(y) existuje, protoºe G(y) je ost°e monotónní, nebo´ G′(y) = g(y) 6= 0 a zárove¬
je g(y) spojitá. Ost°e monotónní funkce je prostá, a tedy i invertibilní.

P°íklad 1.3. Najd¥te °e²ení rovnice y′ − 1 = y2.

dy

dx
= y′ = y2 + 1

dy

y2 + 1
= dx∫

dy

y2 + 1
=

∫
dx

arctan y = x+ C

y = tan(x+ C),

De�ni£ní obor funkce tangens je

Dom(tan(x)) =
⋃
k∈Z

(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
,

potom de�ni£ní obor na otev°ených intervalech de�novaných funkcí yk vychází

Dom(yk) =
(
−π

2
− C + kπ,

π

2
− C + kπ

)
, k ∈ Z.
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1.3 Lineární diferenciální rovnice °ádu n

Obecný tvar lineární diferenciální rovnice °ádu n

y(n) + pn−1y
(n−1) + pn−2y

(n−2) + . . .+ p1y
′ + p0y = q (5)

P°edpokládáme, ºe funkce pi a q jsou spojité na intervalu I ⊂ R. P°i °e²ení t¥chto diferenci-
álních rovnic budeme postupovat ve dvou fázích: 1. hledáme °e²ení homogenní LDR °ádu n
(tedy s nulovou pravou stranou), 2. hledáme partikulární °e²ení.

Homogenní diferenciální rovnice °ádu n

y(n) + pn−1y
(n−1) + pn−2y

(n−2) + · · ·+ p1y
′ + p0y = 0 (6)

Pro zjednodu²ení zápisu zavedeme lineární diferenciální operátor na vektorovém prostoru
funkcí C(n)(I) = {f : I → R : f, f ′, . . . , f (n) spojité na I}

L :=
dn

dxn
+ pn−1

dn−1

dxn−1
+ . . .+ p1

d

dx
+ p0.

Diferenciální rovnici (5) zapí²eme ve tvaru Ly = q a rovnici (6) zapí²eme jako Ly = 0.

De�nice 1.10. Soubor funkcí {fi}ni=1 ⊂ C(n)(I) je lineárn¥ nezávislý na intervalu I práv¥
tehdy, kdyº ((∀x ∈ I)(

∑n
i=1 cifi(x) = 0)⇒ (∀i ∈ n̂)(ci = 0)).

V¥ta 1.11. Mnoºina v²ech °e²ení homogenní rovnice (6) je lineární podprostor C(n) dimenze
n.

D·kaz. 1. Ukáºeme, ºe mnoºina v²ech °e²ení rovnice (6) je podprostor, tj. mnoºina uzav°ená
v·£i lineárním kombinacím. Nech´

f, g ∈ C(n)(I) : Lf = 0, Lg = 0, α ∈ R.

Pak

L(αf + g) = 0 : L je lineární⇒ L(αf + g) = αLf + αLg = α · 0 + 0 = 0.

2. Ukáºeme, ºe podprostor z 1. bodu je dimenze n. Zkonstruujeme bázi tohoto podprostoru.

yi = yi(x), i ∈ n̂, volím jako °e²ení Lyi = 0 vyhovující podmínce y(k)i (x0) = δi,k+1; k ∈ {0, 1, . . . , n−1},

kde x0 je libovolný bod z I.
2a. Mnoºina {yi}ni=1 je lineárn¥ nezávislá:

(∀x ∈ I)

(
n∑
i=1

ciyi(x) = 0

)
x=x0⇒

n∑
i=1

ciyi(x0) = c1 = 0⇒ c1 = 0.

Ob¥ strany zderivujeme.

(∀x ∈ I)

(
n∑
i=1

ciy
′
i(x) = 0

)
x=x0⇒

n∑
i=1

ciy
′
i(x0) = c2 = 0⇒ c2 = 0

Podobn¥ postupujeme s derivacemi aº do °ádu n− 1. Dostaneme tak, ºe (∀i ∈ n̂)(ci = 0).
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2b. Mnoºina {yi}ni=1 generuje celý podprostor:
y je °e²ením (6), tj. Ly = 0, y(x0) = y0, y

′(x0) = y′0, . . . , y
(n−1)(x0) = y

(n−1)
0 .

Ukáºeme, ºe

(∀x ∈ I)

(
y(x) =

n∑
i=1

αiyi(x)

)
= (?).

Dosazením x = x0 do (?) dostaneme kandidáta na konstantu α1:

y0 = y(x0) =

n∑
i=1

αiyi(x0) = α1 · 1 = α1 ⇒ α1 = y0

Derivací (?) dostaneme dal²í konstanty αi:

α2 = y′0, . . . , αn = y
(n−1)
0

S touto volbou konstant jsou levá i pravá strana (?) °e²ením téºe diferenciální rovnice se
shodnou po£áte£ní podmínkou. Z v¥ty o jednozna£nosti °e²ení platí (?) skute£n¥ na celém
I.

De�nice 1.12. Bázi prostoru v²ech °e²ení homogenní rovnice (6) na intervalu I nazýváme
fundamentální systém °e²ení rovnice.

D·sledek 1.13. K nalezení libovolného °e²ení homogenní rovnice (6) posta£uje nalézt n¥jaký
její fundamentální systém.

V¥ta 1.14. Nech´ u je jedno °e²ení diferenciální rovnice (5). Potom libovolné dal²í °e²ení y
rovnice (5) je y = u+ v, kde v °e²í (6).

D·kaz.

Lu = q, Ly = q
?⇒ L(y − u) = 0 :

L(y − u) = Ly − Lu = q − q = 0

Vsuvka � Lineární závislost a nezávislost funkcí

Funkce f1, . . . , fn jsou lineárn¥ nezávislé (LN) na otev°eném intervalu I práv¥ tehdy, kdyº

(∀x ∈ I)

(
n∑
i=1

cifi(x) = 0

)
⇒ (∀i ∈ n̂)(ci = 0).

De�nice 1.15. Systém funkcí {yi}ni=1 je lineárn¥ závislý (LZ) na intervalu I práv¥ tehdy,
pokud není lineárn¥ nezávislý na intervalu I.

P°íklad 1.4. Rozhodn¥te, zda jsou funkce f1 a f2 lineárn¥ nezávislé.
f1 = sinx, f2 = cosx, I ∈ R
Pokud by byly funkce f1 a f2 lineárn¥ závislé, pak by existovala konstanta α ∈ R taková,
ºe f1 = αf2 nebo f2 = αf1, tedy sinx = α cosx nebo cosx = α sinx. Taková konstanta v²ak
neexistuje. Funkce jsou lineárn¥ nezávislé.
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De�nice 1.16 (Wronského determinant). Bu¤ {fi}ni=1 ⊂ C(n−1)(I). Potom determinant ma-
tice 

f1(x0) . . . fn(x0)
f ′1(x0) . . . f ′n(x0)

...
...

f
(n−1)
1 (x0) . . . f

(n−1)
n (x0)


nazýváme Wronského determinant (wronskián) funkcí f1, . . . , fn v bod¥ x0.
Zna£íme ho W(f1, . . . , fn)(x0).

V¥ta 1.17. Jsou-li funkce (f1, . . . , fn) ∈ C(n−1)(I) lineárn¥ závislé na intervalu I, potom
(∀x ∈ I)W(f1, . . . , fn)(x) = 0.

D·kaz. Jsou-li funkce LZ, pak existují konstanty (c1, . . . , cn) ∈ Rn, z nich alespo¬ jedna
nenulová, tak, ºe

n∑
i=1

cifi(x) = 0 (∀x ∈ I).

Derivujeme dle x:

n∑
i=1

cif
′
i(x) = 0 (∀x ∈ I) /

d

dx

n∑
i=1

cif
′′
i (x) = 0 (∀x ∈ I) /

d

dx

...
n∑
i=1

cif
(n−1)
i (x) = 0 (∀x ∈ I)

Sou£ty derivovaných funkcí zapí²eme do matice.
f1 f2 . . . fn
f ′1 f ′2 . . . f ′n
...

...
...

f
(n−1)
1 f

(n−1)
2 . . . f

(n−1)
n


︸ ︷︷ ︸

W(f1, . . . , fn)

(x)


c1
c2
...
cn

 =


0
0
...
0



Abychom dostali nulovou pravou stranu pro nenulový vektor (c1, . . . , cn), musí být detW
nulový v kaºdém bod¥, tedy W(f1, . . . , fn)(x) = 0 (∀x ∈ I).

D·sledek 1.18. Obm¥n¥ná implikace p°edchozí v¥ty: (∃x ∈ I)(W(f1, . . . , fn)(x) 6= 0) ⇒
(f1, . . . , fn) je lineárn¥ nezávislá na I.

V¥ta 1.19. Je-li pro n¥jaké x0 ∈ I : W(f1, . . . , fn)(x0) = 0 a navíc jsou-li f1, . . . , fn
°e²ením téºe homogenní LDR, potom je systém (f1, . . . , fn) lineárn¥ závislý na I a navíc
(∀x ∈ I)W(f1, . . . , fn)(x) = 0.
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Bez d·kazu.

P°íklad 1.5. Bu¤te f(x) = x2 a g(x) = x|x|. Potom (∀x ∈ R)(W(f, g)(x) = 0), ale p°itom
jsou tyto funkce LN na R.

1.4 �e²ení homogenní lineární diferenciální rovnice s konstantními koe�-
cienty

Obecný tvar homogenní LDR

L̃y := any
n + an−1y

(n−1) + . . .+ a1y
′ + a0y = 0, (7)

kde an, . . . , a1 ∈ R ∧ an 6= 0. Uvaºujeme tedy °e²ení rovnic pouze s konstantními koe�cienty.

Motivace

Hledáme °e²ení ve tvaru:

y(x) = eλx, λ ∈ C
y′(x) = λeλx

y′′(x) = λ2eλx

...

y(n)(x) = λneλx

Dosadíme do rovnice (7).

anλ
neλx + an−1λ

n−1eλx + . . .+ a1λeλx + a0e
λx = 0 (∀x ∈ I)

Rovnici m·ºeme vyd¥lit eλx, £ímº dostaneme charakteristický polynom v prom¥nné λ.

anλ
n + an−1λ

n−1 + . . .+ a1λ+ a0 = 0

Hledáme ko°eny charakteristického polynomu (λ1, . . . , λm), obecn¥ m ≤ n. Rovnici (7) °e²í
(obecn¥ komplexní) exponenciála eλix.

Vsuvka � Komplexní exponenciála

M¥jme komplexní £íslo z de�nované jako z = a + bi, kde a, b ∈ R a i je komplexní jednotka,
i2 = −1. Exponenciálu komplexního £ísla ez m·ºeme de�novat pomocí Taylorova polynomu

ez :=

∞∑
j=0

zj

j!
= ea+ib = eaeib = ea(cos b+ i sin b).

Komplexn¥ sdruºené £íslo k £íslo z je z = a− bi. Pro komplexn¥ sdruºenou exponenciálu platí
eib = e−ib, protoºe eib = cos b − i sin b = cos(−b) + i sin(−b) = e−ib. Absolutní hodnota ryze
komplexní exponenciály je dána jako |eib| =

√
cos2 b+ sin2 b = 1.
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Vsuvka � O ko°enech polynom·

Základní v¥ta algebry: Polynom stupn¥ n s reálnými nebo komplexními koe�cienty má
práv¥ n ko°en· z C, po£ítáme-li jejich násobnosti.
Polynom stupn¥ n le tedy rozloºit následujícím zp·sobem

pn(λ) = an

m∏
j=1

(λ− λj)kj ;
m∑
j=1

kj = n,

kde kj je algebraická násobnost ko°ene λj .
Pozorování: Komplexn¥ sdruºené £íslo ke ko°enu λ polynomu pn(λ) s reálnými koe�cienty
ai je rovn¥º ko°enem tohoto polynomu. Komplexn¥ sdruºený polynom pn(λ) lze totiº zapsat
ve tvaru

pn(λ) =
n∑
j=1

ajλj

Dále komplexn¥ sdruºený sou£et je sou£tem komplexn¥ sdruºených s£ítanc· a podobn¥ pro
sou£in. Koe�cienty ai jsou reálné, tedy platí ai = ai. Máme tedy

pn(λ) =
n∑
j=1

ajλj =
n∑
j=1

ajλj =
n∑
j=1

ajλj =
n∑
j=1

ajλj = pn(λ) = 0.

V¥ta 1.20. Nech´ λ1, . . . , λm, (m ≤ n) jsou v²echny navzájem r·zné ko°eny charakteristického
polynomu rovnice (7), tj.

∑n
j=1 ajλ

j
i = 0 (∀i ∈ m̂) s násobnostmi k1, . . . , km,

∑m
j=1 kj = n,

potom rovnice (7) má následující fundamentální systém:

eλ1x xeλ1x . . . xk1−1eλ1x

eλ2x xeλ2x . . . xk2−1eλ2x

...
eλmx xeλmx . . . xkm−1eλmx

nLN funkcí.

Bez d·kazu.

P°íklad 1.6. Nalezn¥te fundamentální systém rovnice y(4) − y = 0.
Sestavíme charakteristický polynom a spo£teme jeho ko°eny.

λ4 − 1 = 0

(λ2 − 1)(λ2 + 1) = 0

(λ− 1)(λ+ 1)(λ2 + 1) = 0

ko°eny:λ1 = 1 λ2 = −1 λ3 = −i λ4 = i

Sestavíme fundamentální systém F̃S : {ex, e−x, e−ix, eix}.
Lineární kombinací prvk· F̂S získáme FS s reálnými funkcemi, FS : {ex, e−x, cosx, sinx},
který rovn¥º °e²í (7).

eix = cosx+ i sinx

e−ix = cosx− i sinx

cosx =
eix + e−ix

2
sinx =

eix − e−ix

2i
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Poznámka 1.21 (P°echod k R fundamentálnímu systému). λ ∈ R\C je ko°enem charakteris-
tického polynomu s reálnými koe�cienty, potom λ je také ko°enem charakteristického polynomu
→ 2 °e²ení

ỹ1(x) := eλx = e(a+ib)x = eax+ibx = eaxeibx = eax(cos bx+ i sin bx)

ỹ2(x) := eλx = e(a−bi)x = eax(cos bx− i sin bx)

→ 2 reálná °e²ení

y1(x) =
ỹ1(x) + ỹ2(x)

2
= eax cos(bx)

y2(x) =
ỹ1(x)− ỹ2(x)

2i
= eax sin(bx)

Poznámka 1.22 (Obecné °e²ení).

y(x) = yp(x)︸ ︷︷ ︸
partikulární °e²ení
tj. lib. °e²ení (5)

+

n∑
i=1

Ciyi(x)︸ ︷︷ ︸
obecné °e²ení rovnice

s nulovou PS

Ci ∈ R se dopo£tou z po£áte£ní podmínky (p°edepsaných reálných hodnot):

y(x0) = y0,

y′(x0) = y1,

...

y(n−1)(x0) = yn−1.

1.5 Lineární diferenciální rovnice s pravou stranou

Obecný tvar

Ly = y(n) + pn−1y
(n−1) + . . .+ p1y

′ + p0y = q (8)

P°edpokládáme, ºe funkce pi, q jsou spojité na I ⊂ R.

Ansatz1 � Variace konstant

Odhadujeme, ºe °e²ení rovnice s pravou stranou je

y =
n∑
i=1

ciyi,

kde ci jsou zatím neznámé funkce na intervalu I. Poté dosadíme do rovnice (5).

1edukovaný odhad
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Na kaºdý s£ítanec aplikujeme Leibnizovo pravidlo a naloºíme dodate£né podmínky na funkce
ci

y′ =
n∑
i=1

ciy
′
i +

n∑
i=1

c′iyi︸ ︷︷ ︸
!
= 0 na I

y′′ =

n∑
i=1

ciy
′′
i +

n∑
i=1

c′iy
′
i︸ ︷︷ ︸

!
= 0 na I

...

y(k) =

n∑
i=1

ciy
(k)
i +

n∑
i=1

c′iy
(k−1)
i︸ ︷︷ ︸

!
= 0 na I

y(n) =
n∑
i=1

ciy
(n)
i +

n∑
i=1

c′iy
(n−1)
i

Dosadíme do (8).

n∑
i=1

ciy
(n)
i +

n∑
i=1

c′iy
(n−1)
i + pn−1

n∑
i=1

ciy
(n−1)
i + . . .+ p0

n∑
i=1

ciyi = q

n∑
i=1

ci Lyi︸︷︷︸
= 0 na I,

+

n∑
i=1

c′iy
(n−1)
i = q︸ ︷︷ ︸

poºadujeme, aby platilo na I

�e²ení jsme takto redukovali na to, zda zvládneme najít ci, pro které máme n podmínek, které
lze zapsat do matice. 

y1 y2 . . . yn
y′1 y′2 . . . y′n
...

...
...

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 . . . y

(n−1)
n



c′1
c′2
...
c′n

 =


0
0
...
q


Soustava rovnic je °e²itelná práv¥ tehdy, kdyº je matice soustavy regulární, tj. práv¥ tehdy,
kdyº je determinant matice nulový. To ale platí, protoºe se jedná o Wronského matici FS.

Poznámka 1.23 (Cramerovo pravidlo). Zavedeme determinanty ∆ =W(y1, . . . , yn) 6= 0 a ∆i

de�novaný jako

∆i = det


y1 y2 . . . 0 . . . yn
y′1 y′2 . . . 0 . . . y′n
...

...
...

...
y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 . . . q . . . y

(n−1)
n

 ,
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kde za i-tý sloupec dosadíme pravou stranu °e²ené rovnice (0, 0, . . . , q)T .
Získáme c′i jako podíl ∆i a ∆,

c′i =
∆i

∆
.

ci získáme integrací c′i, tj.

ci =

∫
c′i +Ki,

kde Ki ∈ R je integra£ní konstanta.
Dosadíme za ci zp¥t do °e²ení y =

∑n
i=1 ciyi,

y =
n∑
i=1

(∫
c′i +K

)
yi =

n∑
i=1

(∫
c′i

)
yi︸ ︷︷ ︸

partikulární °e².

+
n∑
i=1

Kiyi.︸ ︷︷ ︸
homogenní °e².

Poznámka 1.24. Nevýhoda variace konstant je výpo£etní náro£nost, zejména integrace. Ve spe-
ciálních p°ípadech pravé strany diferenciální rovnice lze °e²it jednodu²eji ansatzem.

Speciální pravé strany

P°íklad 1.7. Najd¥te partikulární °e²ení rovnice y′′′ − 3y′′ + 4y = x2 + 2x.
Rovnice má speciální pravou stranu � polynom stupn¥ 2. Odhadneme partikulární °e²ení jako
polynom druhého stupn¥ yp = ax2+bx+c, p°i£emº budeme hledat hodnoty konstant a, b, c ∈ R.
V °e²ené LDR se vyskytují derivace do 3. stupn¥. Postupn¥ tedy budeme yp derivovat.

yp = ax2 + bx+ c

y′p = 2ax+ b

y′′p = 2a

y′′′p = 0

Tyto mezivýsledky dosadíme do levé strany °e²ené LDR.

−6a+ 4ax2 + 4bx+ 4c = x2 + 2x (∀x ∈ I)

Nyní p°ejdeme k výpo£tu konstant a, b, c. Rozepí²eme rovnici podle mocniny x na soustavu
rovnic.

x2 : 4a = 1

x1 : 4b = 2

x0 : − 6a+ 4c = 0

Získali jsme hodnoty konstant a = 1
4 , b = 1

2 , c = 3
8 . Partikulární °e²ení rovnice tedy vychází

yp =
1

4
x2 +

1

2
x+

3

8
, Dom(yp) = R.
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P°íklad 1.8. Najd¥te partikulární °e²ení rovnice y′′ + y′ = x2.
Tato rovnice má také speciální pravou stranu � polynom stupn¥ 2. Odhadneme tedy partiku-
lární °e²ení op¥t obecný polynom stupn¥ 2 � yp = ax2 + bx + c. Postupujeme obdobn¥ jako
u p°edchozího p°íkladu. Obecný polynom dvakrát zderivujeme a dosadíme do levé strany °e²ené
rovnice.

yp = ax2 + bx+ c

y′p = 2ax+ b

y′′p = 2a

2a+b+ 2ax = x2

Rozepí²eme podle mocniny x na soustavu rovnic. Hned u x2 narazíme na problém, protoºe
vychází rovnost x2 : 0 = 1, kterou nelze splnit. Odhadované °e²ení yp tedy není správné a je
nutné provést lep²í odhad partikulárního °e²ení.
Provedeme nový odhad °e²ení yr = x(ax2 + bx + c). Postupujeme obdobn¥. Derivujeme a za-
pí²eme do levé strany LDR.

yr = ax3 + bx2 + cx

y′r = 3ax2 + 2bx+ c

y′′r = 6ax+ 2b

6ax+ 2b+3ax2 + 2bx+ c = x2

x2 : 3a = 1

x1 : 2b+ 6a = 0

x0 : c+ 2b = 0

�e²ením soustavy získáme hodnoty a = 1
3 , b = −1, c = 2. Partikulární °e²ení rovnice vychází

yr =
x3

3
− x2 + 2x, Dom(yr) = R.

Obecn¥ lze speciální pravé strany (PS) rozd¥lit na dv¥ skupiny, které mají své typické tvary
odhadu partikulárního °e²ení (ansatzu).

1. PS = P (x)eµx, kde P (x) je polynom stupn¥ m a µ je ρ-násobný ko°en char. polynomu
→ ansatz: yp(x) = xρQ(x)eµx, kde Q(x) je polynom stupn¥ n

2. PS = eαx(P (x) cos(βx)+R(x) sin(βx)), kde P (x) a R(x) jsou polynomy stupn¥ nejvý²e
m a α+ βi je ρ-násobný ko°en char. polynomu
→ ansatz: yp(x) = xρ(Q(x) cos(βx) +S(x) sin(βx))eαx, kde Q(x) a S(x) jsou polynomy
stupn¥ m
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2 Funkce více prom¥nných-základní pojmy, spojitost a limita

Funkcí více prom¥nných rozumíme zobrazení f otev°ené podmnoºiny Dom(f) ⊂ Rn → R :

f : Dom(f) ⊂ Rn (n ∈ N) −→ R, x(∈ Dom(f)) 7−→ f (x) (∈ R).

Dále si zade�nujeme základní pojmy, které budeme dále pouºívat, jsou to norma, skalární
sou£in a metrika.

Norma

x ∈ Rn, x = (x1, x2, . . . , xn)

Na prostoru Rn de�nujeme eukleidovskou normu vektoru x: ||x|| =
√
x21 + x22 + · · ·+ x2n.

Obr. 4: Norma vektoru x.

Platí následující vztahy: ∀x,y ∈ Rn, ∀α ∈ R

1. ||αx|| = |α|||x||

2. ||x + y|| ≤ ||x||+ ||y|| . . . trojúhelníková nerovnost

3. ||x|| = 0⇐⇒ x = 0

Vlastnosti 1., 2., 3. lze uvaºovat za axiomy a získat tak dal²í normy.

Skalární sou£in

Dva vektory x a y svírají úhel α. Platí následující vztah:

cosα =
〈x,y〉
||x|| · ||y||

,

kde jsme zavedli standardní skalární sou£in vektor· x a y jako

〈x,y〉 =

n∑
i=1

xiyi.
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Skalární sou£in generuje normu vektoru:

〈x,x〉 =
n∑
i=1

xixi =
n∑
i=1

x2i = ||x||2.

Platí následující vztahy: ∀x,y, z ∈ Rn,∀α ∈ R
1. 〈αx + y, z〉 = α〈x, z〉+ 〈y, z〉

2. 〈x,y〉 = 〈y,x〉

3. 〈x,x〉 ≥ 0, 〈x,x〉 = 0⇔ x = 0

Metrika

Metriku ρ(x,y) de�nujeme jako normu rozdílu vektor· x a y,

ρ(x,y) = ||x− y|| =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2.

Obr. 5: Gra�cké znázorn¥ní metriky ρ(x,y) generované eukleidovskou normou.

Platí následující vztahy: ∀x,y, z ∈ Rn

1. ρ(x,y) = ρ(y,x)

2. ρ(x, z) ≤ ρ(x,y) + ρ(y, z)

3. ρ(x,x) = 0

Vztahy 1., 2., a 3. lze povaºovat za axiomy a získat tak nap°íklad následující metriku.

P°íklad 2.1 (Triviální metrika). M¥jme mnoºinu student·M ,M = {S : S je student MAT4},
ρ : M ×M → 〈0,+∞). M·ºeme zavést metriku, která vyhovuje axiom·m

ρ(S1, S2) :=

{
1 S1 6= S2

0 S1 = S2
.
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2.1 Spojitost funkce více prom¥nných

Motivace

Funkce jedné prom¥nné: Funkce f : R → R je spojitá v bod¥ a ∈ R ⇔ (∀ε > 0) (∃δ > 0)
(∀x ∈ R : |x− a| < δ) (|f(x)− f(a)| < ε)

Funkce n prom¥nných

Funkce f : Rn → R je spojitá v bod¥ a ∈ Rn ⇔ (∀ε > 0) (∃δ > 0) (∀x ∈ Rn : ||x− a|| < δ)
(|f(x)− f(a)| < ε).

De�nice 2.1. ε-okolím bodu a ∈ Rn, kde ε > 0, rozumíme mnoºinu

Uε(a) := {x ∈ Rn : ρ(x,a) < ε}.

De�nice 2.2. Bu¤ f : Domf(⊂ Rn)→ R funkce de�novaná na n¥jakém okolí bodu a ∈ Domf .
Potom funkce f je spojitá v a práv¥ tehdy kdyº

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ Uδ(a) ∩Domf)(|f(x)− f(a)| < ε).

2.2 Limita funkce více prom¥nných

De�nice 2.3. Redukovaným okolím bodu a ∈ Rn rozumíme mnoºinu U∗ε (a) := Uε(a) \ {a} =
{x ∈ Rn : 0 < ρ(x,a) < ε}.

De�nice 2.4. Bu¤ f : Domf(⊂ Rn) → R funkce de�novaná na n¥jakém redukovaném okolí
bodu a ∈ Rn. Potom funkce f má v bod¥ a limitu c ∈ R práv¥ tehdy, kdyº

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ U∗δ (a) ∩Domf)(|f(x)− c| < ε).

2.3 Vztah mezi limitou a spojitostí

Pozorování: Je-li funkce f v bod¥ a spojitá, pak platí lim
x→a

f(x) = f(a).

Pozorování: Lze dosáhnout opa£né implikace? Je-li funkce f spojitá na Domf\{a} a existuje-
li v bod¥ a limita, pak lze funkci f dode�novat/p°ede�novat na f̃ , která jiº bude spojitá v
bod¥ a.

f̃(x) :=

{
f(x) . . . x ∈ Dom(f) \ {a}
lim
x→a

f(x) . . . x = a

3 Parciální a sm¥rové derivace

3.1 Parciální derivace

De�nice 3.1. Bu¤ f: Domf(⊂ Rn)→ R de�nována na n¥jakém okolí bodu a = (a1, a2, . . . , an) ∈
Dom(f). Parciální derivací funkce f podle prom¥nné xi v bod¥ a nazýváme vlastní limitu
(existuje-li)

lim
h→0

f(a1, a2, . . . , ai−1, ai + h, ai+1, . . . , an)− f(a)

h
=:

∂f

∂xi
(a).
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Poznámka 3.2. Zavedeme-li ψ : R→ R jako ψi(x) := f(a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , an), potom

dψi
dx

(ai) = lim
h→0

ψi(ai + h)− ψ(ai)

h
=

∂f

∂xi
(a)

⇒ výpo£et parciální derivace podle xi: za�xujeme v²echna xj , j 6= i, a fuknci f derivujeme
stejn¥ jako bychom derivovali funkci jedné prom¥nné xi.

Poznámka 3.3. Parciální derivaci podle xi lze spo£ítat ve v²ech bodech, kde existuje, a na
výsledek lze nahlíºet jako novou funkci ∂f

∂xi
: Rn → R. Tzn. lze potom op¥t derivovat podle

prom¥nné xj , j ∈ n̂. Klademe:

∂2f

∂xj∂xi
(a) :=

(
∂

∂xj

(
∂f

∂xi

))
(a)

Terminologie.

∂2f

∂xi2
. . . druhá parciální derivace podle xi

∂2f

∂xj∂xi
. . . (smí²ená) parciální derivace podle xi a xj

POZOR! V p°ípad¥ smí²ených derivací obecn¥ závisí na po°adí derivování!

P°íklad 3.1. Nalezn¥te druhé smí²ené parciální derivace funkce f(x, y) = |x| + y v bod¥
a = (0, 0).

1.
∂f

∂y
= 1⇒ ∂2f

∂x∂y
(a) = 0 (∀a ∈ R2)

2.

∂f

∂x
=


1 x > 0

−1 x < 0

neexistuje x = 0

⇒ neexistuje
∂2f

∂y∂x
(0, 0)

Podobn¥ lze zavést i k-tou parciální derivaci podle xi1 , xi2 , . . . , xik , kde i1, i2, . . . , ik ∈ n̂, jako

∂kf

∂xik∂xik−1
. . . ∂xi1

∣∣∣∣∣
a

:=

(
∂

∂xik

(
∂k−1f

∂xik−1
∂xik−2

. . . xi1

)) ∣∣∣∣∣
a

De�nice 3.4. f: Rn → R de�novaná na jistém okolí bodu a a nech´ ∀i ∈ n̂ existují ∂f
∂xi

(a).
Potom gradientem funkce f v bod¥ a rozumíme vektor

grad f(a) ≡ ∇f(a) =

(
∂f

∂x1
(a),

∂f

∂x2
(a), . . . ,

∂f

∂xn
(a)

)
.
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P°íklad 3.2. Spo£ítejte gradient funkce f(x, y, z) =
(
x
y

)z
v bod¥ a = (2, 1, 3).

∂f

∂x
= z

(
x

y

)z−1 1

y
⇒ ∂f

∂x
(a) = 12

∂f

∂y
= z

(
x

y

)z−1(
− x

y2

)
⇒ ∂f

∂y
(a) = −24

∂f

∂z
=

(
x

y

)z
ln

(
x

y

)
⇒ ∂f

∂z
(a) = 8 ln 2

⇒ ∇f(a) = (12,−24, 8 ln 2)

Aritmetika parciálních derivací: stejná jako u oby£ejných derivací, tj.:
Mají-li f, g v a parciální derivaci podle xi, λ ∈ R, potom:

∂(f + g)

∂xi
(a) =

∂f

∂xi
(a) +

∂g

∂xi
(a)

∂(λf)

∂xi
(a) = λ

∂f

∂xi
(a)

∂(f · g)

∂xi
(a) =

∂f

∂xi
(a)g(a) + f(a)

∂g

∂xi
(a) . . .Leibnitzovo pravidlo(

∂

∂xi

f

g

)
(a) =

∂f
∂xi

(a)g(a)− f(a) ∂g∂xi (a)

g(a)2
pokud g(a) 6= 0.

V¥ta 3.5. Bu¤ f : Rn → R a nech´ na jistém okolí bodu a existují ∂f
∂xi
, ∂f∂xj a derivace ∂2f

∂xi∂xj
je

v bod¥ a spojitá. Potom existuje i ∂2f
∂xj∂xi

(a) a platí

∂2f

∂xj∂xi
(a) =

∂2f

∂xi∂xj
(a).

Bez d·kazu.

3.2 Sm¥rová derivace

Motivace

∂f

∂xi
(a) = lim

h→0

f(a1, a2, . . . , ai−1, ai + h, ai+1, . . . , an)− f(a)

h
=

= lim
h→0

f(a + hei)− f(a)

h
, kde (ei)j := δij , tedy ‖ei‖ = 1

→ ∂f

∂xi
(a) "m¥°í" míru zm¥ny hodnot funkce f, posuneme-li se z a ve sm¥ru ei

→ pro£ se nepodívat na zm¥nu v libovolném sm¥ru:

De�nice 3.6. f : Domf(⊂ Rn) → R de�nována na n¥jakém okolí bodu a ∈ Domf , s ∈
Rn \ {0}. Derivací funkce f ve sm¥ru s v bod¥ a rozumíme vlastní limitu (existuje-li):

lim
h→0

1

‖s‖
f(a + hs)− f(a)

h
=:

∂f

∂s
(a).
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Poznámka 3.7. Hodnota sm¥rové derivace nezávisí na velikosti s. Vezmeme-li totiº libovolné
α > 0 a poloºíme-li r := αs, dostáváme

∂f

∂r
(a) =

1

‖r‖
lim
h→0

f(a + hr)− f(a)

h
=

1

α‖s‖
lim
h→0

f(a + hαs)− f(a)

h
=
/
h̃ := αh

/
=

lim
h̃→0

1

‖s‖
f(a + h̃s)− f(a)

h̃
=
∂f

∂s
(a).

Poznámka 3.8.

ϕ(t) := f(a + ts), ϕ : R→ R

→ ∂f

∂s
(a) =

1

‖s‖
dϕ

dt
(0) =

1

‖s‖
lim
h→0

ϕ(h)− ϕ(0)

h

Poznámka 3.9. N¥kte°í auto°i v de�nici ∂f∂s (a) nenásobí faktorem 1
‖s‖ . Derivace potom závisí

na velikosti s (lineárn¥). Jiní zase �xují ‖s‖ = 1, coº souhlasí s na²í de�nicí.

Výpo£et sm¥rové derivace

1. z de�nice £i jednodu²eji z Poznámky 3.8

2. pro dostate£n¥ hladké funkce je sm¥rová derivace jen odpovídající lineární kombinace
parciálních derivací:

V¥ta 3.10. Nech´ f : Domf(⊂ Rn)→ R má v a spojité parciální derivace. Potom f má v a i
derivaci v libovolném sm¥ru s 6= 0 a platí

∂f

∂s
(a) =

1

‖s‖
〈grad f(a), s〉 =

1

‖s‖

n∑
i=1

si
∂f

∂xi
(a).

P°íklad 3.3. Vypo£ítejte sm¥rovou derivaci funkce f(x, y) = x2 − y2 ve sm¥ru s = (12 ,
√
3
2 ) v

bod¥ a = (1, 1).

‖s‖ =

√
1

4
+

3

4
= 1

Zkusíme oba postupy

1.

ϕ(t) := f(a + ts) =

(
1 +

1

2
t

)2

−

(
1 +

√
3

2
t

)2

ϕ′(t) = 2

(
1 +

1

2
t

)
1

2
− 2

(
1 +

√
3

2
t

) √
3

2

ϕ′(0) = 1−
√

3 =
∂f

∂s
(1, 1)
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2.

∂f

∂x
= 2x,

∂f

∂y
= −2y ⇒ grad f(a) = (2,−2)

∂f

∂s
(a) =

〈
(2,−2),

(
1

2
,

√
3

2

)〉
= 1−

√
3

→ výhodn¥j²í postup; zejména m¥níme-li s a/nebo a

Geometrická interpretace gradientu

M¥jme f : Rn → R a a ∈ Dom(f) pevn¥ zvolené a hledejme s ∈ Rn : ‖s‖ = 1 tak, aby se
funkce f ve sm¥ru s nejvíce m¥nila.
�e²ení: Nech´ f má spojité parciální derivace ⇒

∂f

∂s
(a) = 〈grad f(a), s〉 = ‖ grad f(a)‖‖s‖ cosα . . . cosα - úhel svíraný mezi grad f(a) a s

∂f

∂s
(a) je −maximální pro α = 0 (resp. α = 2nπ, n ∈ Z), tj.⇔ s je rovnob¥ºné s grad f(a)

a má stejnou orientaci

−minimální pro α = π (resp. α = π + 2nπ, n ∈ Z), tj.⇔ s je rovnob¥ºné s grad f(a)

a má opa£nou orientaci

− nulová pro α =
π

2
(resp. α =

π

2
+ nπ, n ∈ Z), tj. ⇔ a je kolmá k grad f(a)

Poznámka 3.11. ∂f
∂s (a) = 0 (∀s ∈ Rn \ {0}), pokud grad f(a) = 0. Tento p°ípad v p°íklad¥

vý²e neuvaºujeme. Pozd¥ji uvidíme, ºe podmínka grad f(a) = 0 je nutná podmínka lokálního
extrému funkce f v bod¥ a.

Záv¥r: grad f(a) udává sm¥r nejv¥t²ího r·stu funkce f v bod¥ a. (− grad f(a)) potom
udává sm¥r nejv¥t²ího poklesu funkce f v bod¥ a. Ve sm¥ru kolmému ke grad f(a) se
funkce f v "prvním p°iblíºení" nem¥ní. Jedná se o "sm¥r te£ny k vrstevnici v de�ni£ním
oboru funkce f".

3.3 Vektorové funkce

jsou zobrazení F : Rn → Rr; n, r ∈ N (obecn¥ r·zné)

P°íklad 3.4. Intenzita elektrického pole E : R4 → R3 kaºdému £asu a bodu prostoru p°i°azuje
vektor.

Poznámka 3.12. F lze chápat jako r-tici funkcí Fi : Rn → R, i ∈ r̂, F ≡ (F1, F2, . . . , Fr).

Pokud n = r = 3, tak zavádíme operátor rotace, který z jedné vektorové fuknce F ≡
(F1, F2, F3) ud¥lá novou vektorovou funkci:

rotF = ∇× F =

(
∂F3

∂x2
− ∂F2

∂x3
,
∂F1

∂x3
− ∂F3

∂x1
,
∂F2

∂x1
− ∂F1

∂x2

)
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y

x

a

∇f(a)

−∇f(a)

te£na k vrstevnici
procházející a

vrstevnice (podél
k°ivek je f konstantní)

Domf

f : R2 → R

Obr. 6: Gradient funkce f v a.

Obecn¥ se ale zavádí divergence vektorové funkce F : Rn → Rn jako

divF ≡ ∇ · F =
n∑
i=1

∂Fi
∂xi

,

výsledkem je skalární funkce.

Úloha 3. F : R3 → R3 a f : R3 → R mající zám¥nné druhé smí²ené derivace. Ukaºte, ºe

1. rot grad f = 0

2. div rotF = 0

3. div grad f =
∑3

i=1
∂2f
∂x2i

(:= ∆ . . . Laplace·v operátor)

4. rot rotF = grad divF−∆F

5. div(f · F) = f divF + 〈F, grad f〉

3.4 Derivace sloºené funkce

Motivace

f, g : R→ R⇒ g ◦ f : R→ R
platí (g ◦ f)′(x) = g′(f(x)) · f ′(x)

Zobecn¥ní pravidla (bez d·kazu):

F ≡ (F1, F2, . . . , Fs) : Rn → Rs, zde Fi : Rn → R; g : Rs → R

→ sloºená funkce g ◦ F : Rn → R lze parciáln¥ derivovat a platí:

∂(g ◦ F)

∂xi
(a) =

s∑
j=1

∂g

∂yj
(F(a)) · ∂Fj

∂xi
(a) . . . °et¥zové pravidlo
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P°íklad 3.5. F : R3 → R2,F1(x, y, z) = 2xy,F2(x, y, z) = x + y + z, g(u, v) = u2 + v2.
Nalezn¥te ∂g◦F

∂x , ∂g◦F∂y , ∂g◦F∂z . Vypo£teme parciální derivaci podle x, zbylé ponecháváme £tená°i
jako cvi£ení.

1. °et¥zové pravidlo

∂g ◦ F
∂x

(x, y, z) =
∂g

∂u
(F(x, y, z))

∂F1

∂x
(x, y, z) +

∂g

∂v
(F(x, y, z))

∂F2

∂x
(x, y, z) =

= 2F1(x, y, z) · 2y + 2F2(x, y, z) · 1 = 8xy2 + 2(x+ y + z)

2. dosazení

(g ◦ F)(x, y, z) = (2xy)2 + (x+ y + z)2

∂(g ◦ F)

∂x
(x, y, z) = 4xy · 2y + 2(x+ y + z) = 8xy2 + 2(x+ y + z)

→ Vidíme, ºe pro konkrétní dvojice funkcí g, F bývá výhodn¥j²í nejprve spo£ítat g ◦ F a poté
teprve derivovat, pro práci s obecnými funkcemi je ale °eteºové pravidlo nepostradatelné.

4 Kvadratické formy

De�nice 4.1. Bu¤ A = (aij)
n
i,j=1 symetrická matice n× n. Symetrickou bilineární formou v

Rn nazýváme zobrazení qq : Rn × Rn → R de�nované p°edpisem qq(x,y) = xAyT =

= (x1, x2, . . . , xn)


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann



y1
y2
...
yn

 =

n∑
i,j=1

aijxiyj .

Matici A nazýváme maticí bilineární formy qq.

De�nice 4.2. Kvadratickou formou rozumíme zobrazení q : Rn → R de�nované p°edpisem
q(x) := qq(x,x) =

∑n
i,j=1 aijxixj.

Úloha 4. 1. Ukaºte, ºe qq je skute£n¥ bilineární, tj. lineární v obou prom¥nných, tj. platí
nap°. qq(αx + y, z) = αqq(x, z) + qq(y, z).

2. Ukaºte, ºe qq je skute£n¥ symetrická, tj. qq(x,y) = qq(y,x).

3. Ukaºte, ºe qq(x, 0) = qq(0,y) = 0.

Obecn¥ q zobrazuje do R, ale m·ºe zobrazovat i jen do 〈0,+∞) £i (−∞, 0〉. Dále q(0) =
qq(0,0) = 0, ale pro n¥které formy se ºádný dal²í vektor na nulu nezobrazí. To nás vede k
de�nici:

De�nice 4.3. Bu¤ q kvadratická forma. �íkáme, ºe q je

1. Pozitivn¥, resp. negativn¥ de�nitní ⇔ ∀x ∈ Rn \ {0} : q(x) > 0, resp. q(x) < 0.

2. Pozitivn¥, resp. negativn¥ semide�nitní ∀x ∈ Rn : q(x) = 0, resp. q(x) 5 0 a
sou£asn¥ ∃x ∈ Rn \ {0} : q(x) = 0.
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3. Inde�nitní ⇔ ∃x,y ∈ Rn : q(x) < 0 ∧ q(y) > 0 .

P°íklad 4.1. q : R2 → R

1.

q(x, y) = x2+y2
(

= (x, y)

(
1 0
0 1

)(
x
y

))
= 0 . . . suma kvadrát· s kladnými koe�cienty

∧ q(x, y) = 0⇔ (x, y) = 0⇒ pozitivn¥ de�nitní forma (PD)

2.

q(x, y) = −2x2+2xy−3y2
(

= −2x2+1xy+1yx−3y2=(x, y)

(
−2 1
1 −3

)(
x
y

))
=

= −2
(
x− y

2

)2
− 5

2
y2 5 0 ∧ q(x, y) = 0⇔ x− y

2
= 0 ∧ y = 0⇔ (x, y) = 0

⇒ negativn¥ de�nitní forma (ND)

Dopln¥ní na £tverec → MUSÍME zahrnout v²echny £leny, obsahující vybranou prom¥n-
nou, zde x, tj. −2x2 + 2xy

3.

q(x, y) = 10x2 = 0∧q(0, y) = 0;∃x 6= 0 : q(x) = 0⇒ pozitivn¥ semide�nitní forma (PSD)

4.

q(x, y) = −x2+2xy−y2 = −(x−y)2 5 0∧q(x, x) = 0 (∀x ∈ R), tj. ∃x 6= 0, nap°. x = (1, 1)

q(x) = 0⇒ negativn¥ semide�nitní forma (NSD)

5.

q(x, y) = xy

(
= (x, y)

(
0 1

2
1
2 0

)(
x
y

))
. . . trik: substituce x = u+ v, y = u− v

q(x, y) = (u+ v)(u− v) = u2 − v2 =

(
x+ y

2

)2

−
(
x− y

2

)2

. . .nabývá klad. i zápor hodnot, nap°.

q(1, 1) = 1 = 0, q(1,−1) = −1 5 0⇒ inde�nitní forma (IND)

Úloha 5. Rozmyslete si, ºe

q je ND ⇔ (−q) je PS,

q je NSD ⇔ (−q) je PSD.

Pozorování (bez d·kazu): Formu q lze vºdy doplnit na £tverce, (v p°ípad¥, kdy máme jen
smí²ené £leny, pomocí triku jako v bod¥ 5 P°íkladu 4.1), £tverc· je nejvý²e n (pro q : Rn →
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R). Pokud v kaºdém kroku vtáhneme do £tverce v²echny výskyty n¥které z prom¥nných, lze
odvodit následující:

q(x) = a1(?)2 + a2(?)2 + · · ·+ al(?)2, kde ai ∈ R \ {0} a l 5 n

l = n

{
(∀i ∈ n̂)(ai > 0) . . . q je PD

(∀i ∈ n̂)(ai < 0) . . . q je ND

l < n

{
(∀i ∈ l̂)(ai > 0) . . . q je PSD

(∀i ∈ l̂)(ai < 0) . . . q je NSD

∃ai >0 ∧ ∃aj < 0 . . . q je IND

Úloha 6. Promyslete: Obsahuje-li diagonála matice A kladné i záporné prvky, potom asocio-
vaná forma q je je vºdy IND.

Úloha 7. Promyslete: Jak snadno ur£íme typ formy, je-li A diagonální, (tj. aij = 0 pro i 6= j)?

Úloha 8. Promyslete (bonus): Jak ur£íme typ formy ze znalosti vlastních £ísel matice A?

Sylvestrovo kritérium (pouze pro ur£ení PD a ND!)

q(x) = xAxT

A =


a11 a12 a13 . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2n
a31 a32 a33 . . . a3n
...

...
...

. . .
...

an1 an2 an3 . . . ann


Spo£ítejme subdeterminanty (hlavní minory) matice A, tedy

∆1 = a11

∆2 = a11a22 − a12a21
...

∆n = detA

Platí:

1. q je PD ⇔ (∀i ∈ n̂)(∆i > 0)

2. q je ND ⇔ (∀i ∈ n̂)((−1)i∆i > 0)

5 Lokální extrémy funkce více prom¥nných

De�nice 5.1. Bu¤ f : Domf(⊂ Rn) → R de�nována na n¥jakém okolí bodu a ∈ Rn. �ek-
neme, ºe f má v a (ostré) lokální minimum, resp. (ostré) lokální maximum ⇔ existuje-li
redukované okolí U∗(a) tak, ºe ∀x ∈ U∗(a) : (f(x) > f(a)) f(x) = f(a), resp. (f(x) <
f(a)) f(x) 5 f(a). (Ostrá) lokální maxima a minima nazýváme (ostrými) lokálními extrémy.

P°íklad 5.1. Pomocí de�nice nalezn¥te lokální extrémy funkcí
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1.

f(x, y) = 1− x2 − y2

∀(x, y) ∈ R2 \ {0} : 1 = f(0) > f(x, y)⇒ f má v 0 ostré lokální maximum

2.

g(x, y) = 1− x2y2

∀(x, y) ∈ R2 \ {0} : 1 = g(0) = g(x, y) ∧ g(0, y) = g(x, 0) = g(0) = 1

⇒ g má v 0 neostré lokální maximum, stejn¥ tak ho má v (0, y), y ∈ R a (x, 0), x ∈ R

V úlohách vý²e jsme lokální extrémy uhodli. Jak si poradit v ne tak jasných p°ípadech? →

V¥ta 5.2. (Nutná podmínka lokálního extrému) Bu¤ f : Rn → R de�nována na n¥jakém okolí
bodu a ∈ Rn. Má-li f v bod¥ a lokální extrém a má-li v n¥m derivaci podle i-té prom¥nné,
potom ∂f

∂xi
(a) = 0

D·kaz. Nech´ f má v a nap°. lokální minimum, tj. (∃U∗(a))(∀x ∈ U∗(a))(f(x) = f(a)).
Máme

lim
h→0

f(a + hei)− f(a)

h
= c ∈ R a chceme ukázat, ºe c = 0

D·kaz provedeme sporem. Kdyby c 6= 0, nap°. c > 0, potom

lim
h→0−

=
f(a + hei)− f(a)

h
> 0

⇒ f(a + hei) < f(a) pro ∀h < 0 : |h| dost malá, tj. i pro n¥jaká x = a + hei leºící v U∗(a),
kde ale platí f(x) = f(a)⇒ spor. (Podobn¥ pro maximum ∨c < 0)

Úloha 9. Porovnejte V¥tu 5.2 s nutnou podmínkou lokálního extrému funkce funkce jedné
prom¥nné!

POZOR: Stejn¥ jako v 1D, nulovost derivací neimplikuje lokální extrém, viz sedlový bod.
Nicmén¥ nám podmínka nulovosti derivace dává body �podez°elé z extrému�, tzv. stacionární
body funkce f ⇔ grad f(a) = 0. Jak tedy rozhodnout, zda stacionární bod a je bodem
lokálního extrému funkce f? Jak ur£it typ extrému? Podobn¥ jako v 1D nám pom·ºe 2.
derivace a podobn¥ jako v 1D nám ani ta neposkytne vºdy odpov¥¤.

Taylor·v rozvoj funkce více prom¥nných/kvadratická aproximace

Odvodíme: f : Rn → R,a ∈ Rn, f �dostate£n¥ p¥kná� . Potom

f(x) = f(a) + 〈grad f(a),x− a〉+
1

2
(x− a) d2fa(x− a)T + �relativn¥ malý zbytek�

zde d2fa je matice druhých parciálních derivací f v a, tj.

( d2fa)ij =
∂2f

∂xi∂xj
(a) . . .Hessova matice

→ p°íslu²ná kvadratická forma se nazývá druhý diferenciál funkce f v bod¥ a. (Ta m·ºe být
PD, ND, PSD, NSD £i IND)
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D·kaz. s ∈ Rn, ‖s‖ = 1 zatím libovolné.

� zavedeme pomocnou funkci φ : R → R jako φ(h) := f(a + hs) na n¥jakém otev°eném
intervalu I, který obsahuje bod h = 0

� pro φ máme beºný Taylor·v rozvoj (je-li φ ∈ C2(I) a existuje-li φ
′′′
na I) v h = 0:

φ(h) = φ(0) + φ
′
(0)h+

1

2
φ
′′
(0)h2 +

1

6
φ
′′′

(ξ)h3, (9)

zde ξ = ξ(h) ∈ I.

Poznámka 5.3. Je-li φ
′′′ ∈ C(I), m·ºeme na I zbytek odhadnout jako

∣∣∣16φ′′′(ξ)h3∣∣∣ 5
M |h|3, kde M je n¥jaká konstanta. Pí²eme 1

6φ
′′′

(ξ)h3 = O(h3).

� nyní vyjád°íme £leny na pravé stran¥ (9) v termínech f

φ(0) = f(a)

φ
′
(0) = lim

h→0

φ(h)− φ(0)

h
= lim

h→0

f(a + hs)− f(a)

h
=
∂f

∂s
(a) = 〈grad f(a), s〉

φ
′′
(0) = lim

t→0

φ
′
(t)− φ′(0)

t
= lim

t→0

∂f
∂s (a + ts)− ∂f

∂s (a)

t
=

∂

∂s

(
∂

∂s
f

)
(a)

� máme tedy:

f(a + hs) = f(a) + 〈grad f(a), s〉h+
1

2

∂

∂s

(
∂

∂s
f

)
(a)h2 +O(h3)

� upravíme je²t¥:

∂

∂s

(
∂f

∂s

)
(a) =

〈(
grad

∂f

∂s

)
(a), s

〉
= 〈grad〈grad f, s〉(a), s〉 =

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a)sisj =

= s d2fas
T

� nyní poloºíme:

s =
x− a

‖x− a‖
, h = ‖x− a‖

a dostáváme:

f(x) = f(a) + 〈grad f(a),x− a〉+
1

2
(x− a) d2fa(x− a)T +O(‖(x− a)3‖)
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V¥ta 5.4. (Posta£ující podmínka lokálního extrému): Bu¤ a stacionární bod funkce f :
Domf(⊂ Rn) → R. Nech´ má tato funkce na n¥jakém okolí bodu a spojité parciální deri-
vace do 3. °ádu. Je-li 2. diferenciál funkce f v bod¥ a

PD

ND

IND

 potom


má f v a ostré lokální minimum

má f v a ostré lokální maximum

f nemá v a lokální extrém, a je tzv. sedlový bod.

Poznámka 5.5. Je-li d2fa PSD £i NSD, tak nelze na základ¥ 2. derivací o lokálním extrému
rozhodnout! (Srovnejte s 1D p°ípadem!)

D·kaz. a . . . stacionární bod, tj. grad f(a) = 0⇒ Taylor·v rozvoj v a :

f(x) = f(a) +
1

2
(x− a) d2fa(x− a)T︸ ︷︷ ︸

(∗)

+O(‖x− a‖3)

zanedbáme-li zbytek, tak ∀x 6= a:

1. (∗) > 0 pro d2fa PD

2. (∗) < 0 pro d2fa ND

3. (∗) m¥ní znaménko pro d2fa IND

→ zbytek je v·£i (∗) zanedbatelný jen pro ‖x−a‖ malé, tj. na n¥jakém okolí bodu a, na n¥m
potom platí (x 6= a):

1. f(x) > f(a)⇒ OL minimum

2. f(x) < f(a)⇒ OL maximum

3. pro n¥jaká x: f(x) > f(a) a jiná y: f(y) < f(a)⇒ v a není lokální extrém

Úloha 10. Co v d·kazu selºe pro d2fa semide�nitní?

POZOR: Jedná se o podmínku posta£ující! Tj. funkce m·ºe mít nap°. OL minimum i v
bodech, kde d2fa je PSD viz P°íklad 5.2.

P°íklad 5.2. Nalezn¥te lokální extrémy funkce f(x, y) = x2 + y4.

grad f(x, y) = (2x, 4y3) = 0⇔ (x, y) = (0, 0) = a . . . jediný stacionární bod

d2fa =? :
∂2f

∂x2
= 2,

∂2f

∂y2
= 12y2 ⇒ ∂2f

∂y2
(a) = 0,

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
= 0

⇒ d2fa =

(
2 0
0 0

)
£ili d2fa(h) = 2h21 = 0 ∧ d2fa((0, 1)) = 0

⇒ d2fa je PSD

⇒ V¥tu 5.4 nelze pouºít, ale p°esto: ∀(x, y) ∈ R2 \ {a}
0 = f(a) = f(0) < f(x, y), tj. v a je ostré lokální minimum.
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6 Vázané extrémy funkce více prom¥nných

Bu¤ f : Rn → R,M ⊂ Rn : dimM < n (nap°. M je k°ivka v rovin¥ £i 3D prostoru nebo M je
plocha v 3D prostoru), a ∈M .

De�nice 6.1. �íkáme, ºe f nabývá v a (ostrého) lokálního minima vzhledem kM⇔ (∃U∗a)(∀x ∈
U∗a ∩M)(f(x)(>) = f(a)).

Poznámka 6.2. Analogicky de�nujeme dal²í typy extrém· vzhledem k M . Zkuste sami!

Budeme uvaºovat jen mnoºiny zadané vazbami tvaru:

Fi(x) = Ci, i ∈ l̂, l < n; kde Ci jsou konstanty− BÚNO je lze volit nulové

tj. M = {x ∈ Rn : (∀i ∈ l̂)(Fi(x) = Ci)}. V takovém p°ípad¥ se lokální extrémy vzhledem k
M nazývají rovn¥º vázané extrémy
Za£n¥me s nejjednodu²²ím p°ípadem, kdy f = f(x, y) : R2 → R a M = {x ∈ R2 : F (x) = C},
kde f, F budou mít tolik derivací, kolik budeme pot°ebovat. Níºe x0 ∈M .

1. � oba gradienty grad f(x0) a gradF (x0) jsou kolmé k te£nám p°íslu²ných �vrstevnic� ,
kde vrstevnicí funkce F je samotná mnoºinaM , protoºe dle de�nice je na ní F kon-
stantní.

� pohybujeme-li se po vazb¥ (£ervené k°ivce), protínáme vrstevnici funkce f pro hod-
noty men²í i v¥t²í neº f(x0) ⇒ v situaci zachycené na Obr. 7 tedy f nemá v x0

vázaný lokální extrém (extrém vzhledem k M)

Domf ⊂ R2

rovina
y

x

x0

gradF (x0)
grad f(x0)

M f(x) > f(x0)

f(x) = f(x0)

f(x) < f(x0)︸ ︷︷ ︸
vrstevnice

Obr. 7: Hledání vázaného extrému na M ve zvoleném bod¥ x0, kde M jsou body spl¬ující
F (x) = C. Platí F (x0) = C, nebo´ x0 ∈M .

2. � na Obr. 8 je v x0 nabýváno ostrého lokálního maxima vzhledem k M

� POZOROVÁNÍ: gradF (x0) ‖ grad f(x0)
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y

x

x0

grad f(x0)

gradF (x0)

M

f(x) > f(x0)

f(x) = f(x0)

f(x) < f(x0)︸ ︷︷ ︸
vrstevnice

Obr. 8: Hledání vázaného extrému na M ve zvoleném bod¥ x0, kde M jsou body spl¬ující
F (x) = C.

3. gradF (x0) ‖ grad f(x0) ale není posta£ující podmínka pro vázaný extrém, viz Obr. 9.

� zde gradF (x0) ‖ grad f(x0), ale f nenabývá v x0 vázaného extrému

y

x

x0

grad f(x0)

gradF (x0)

M

f(x) < f(x0)

f(x) = f(x0)

f(x) > f(x0)︸ ︷︷ ︸
vrstevnice

Obr. 9: Hledání vázaného extrému na M ve zvoleném bod¥ x0, kde M jsou body spl¬ující
F (x) = C.

4. � na Obr. 10 je v x0 neostré lokální minimum f (bez vazby), tím pádem i s libovolnou
vazbou.
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y

x

x0

M f(x) > f(x0)

f(x) = f(x0)

f(x) > f(x0)︸ ︷︷ ︸
vrstevnice

Obr. 10: Hledání vázaného extrému na M ve zvoleném bod¥ x0, kde M jsou body spl¬ující
F (x) = C.

Úloha 11. (ke 4. bodu) M·ºe být toto minimum ostré i neostré dle konkrétního druhu vazby?

⇒ Z 1. - 4. lze vypozorovat, ºe nutná podmínka pro vázaný lokální extrém zní

grad f(x0) ‖ gradF (x0)

to lze p°epsat: ∃λ ∈ R (tzv. Lagrange·v multiplikátor):

grad f(x0) = λ gradF (x0)

gradL(x0;λ) = 0; kde L := f − λF . . .Lagrangeova funkce

Úloha 12. Jaké situaci odpovídá λ = 0?

De�nice 6.3. Bu¤ U ⊂ Rn omezená a uzav°ená, f de�novaná a spojitá na U . Potom hod-
noty maxx∈U f(x), resp. minx∈U f(x) nazýváme globální maximum, resp. globální minimum
funkce f na U .

Poznámka 6.4. Maxima a minima v De�nici 6.3 jsou skute£n¥ nabývána díky spojitosti f na
kompaktní (=omezená a uzav°ená) podmnoºin¥ Rn.

P°íklad 6.1. Koronap°íklad

� uvaºujme továrnu produkující n¥jaký výrobek (rou²ky) v mnoºství Q = f(K,L), kde f je
zatím nespeci�kovaná funkce,
K . . .mnoºství kapitálových investic (²icí stroje)
L . . .mnoºství pracovní síly (²i£ky)

� bu¤ dále cena za stroj q a mzda ²i£ky p jüan· (CNY)

� celkový rozpo£et továrny je B CNY

� jak rozpo£et rozd¥lit mezi stroje a zam¥stnance, aby byl zisk úm¥rný produkci Q maxi-
mální?
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� p°edpokládejme, ºe
f(K,L) = KαL1−α, (10)

kde 0 < α < 1 je volný parametr modelu

Poznámka 6.5. (10) . . . �Cobb-Douglas production funcion�; zkuste navrhnout jinou výstiº-
n¥j²í funkci a poté maximalizovat Q!

�e²ení: Hledáme (dokonce globální) maximum funkce f = f(K,L) na mnoºin¥ M̃ := {(K,L) :
K = 0, L = 0, qK + pL︸ ︷︷ ︸

náklady

5 B︸︷︷︸
rozpo£et

}

K

L

M

M̃

0 B
p

B
q

Obr. 11: Hledání vázaného extrému na mnoºin¥ M̃ . Podél úse£kyM investujeme celý rozpo£et
→ o£ekáváme na ní maximální produkci.

� Lagrangeova funkce L = f(K,L)− λF (K,L) = KαLα−1 − λ(qK + pL)

�

∂L
∂K = αKα−1Lα−1 − λq = 0 (1)
∂L
∂L = (1− α)KαL−α − λp = 0 (2)

}
2 rovnice, 3 neznámé K,L, λ + vazba: qK + pL = B (3)

� nejprve se zbavíme parametru λ:

αpKα−1L1−α − (1− α)qKαL−α = 0

αpL = (1− α)qK

L =
(1− α)q

αp
K

dosazením do (3) máme

K

(
q +

(1− α)

α
q

)
= B ⇒ K0 =

αB

q
, L0 =

(1− α)B

p

f(K0, L0) = Kα
0 L

1−α
0 > 0

� sou£asn¥ na krajích úse£ky f
(

0, Bp

)
= 0 a f

(
B
q , 0
)

= 0⇒ v (K0, L0) je globální extrém
vzhledem k M
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Úloha 13. Vy²et°ete lokální extrémy f uvnit° M̃ , tj. postupujte jako pro b¥ºné lokální extrémy
bez vazby a poté jen vyberete stacionární body uvnit° M .
(�e²ení: Uvnit° M ºádné lokální extrémy nejsou.)

Z p°íkladu je pom¥rn¥ jasné, jak hledat globální extrémy na mnoºin¥ M̃ ⊂ Rn : dimM̃ = n:

x1, x2, . . . , xn

x1

M̃

Obr. 12: Hledání vázaného extrému na mnoºin¥ M̃ .

1. b¥ºné lokální extrémy uvnit° M̃ (není nutno zkoumat jejich typ, sta£í dokonce jen najít
v²echny stacionární body)

2. vázané lokální extrémy na hranici M̃ (op¥t sta£í najít stacionární body dané Lagrangeovy
funkce)

� funkci f vy£íslíme ve v²ech bodech získaných v 1) a 2)

� nejv¥t²í hodnota dává globální maximum, nejmen²í globální minimum

6.1 Nutná podmínka pro více vazeb

Nyní si bez d·kazu ukáºeme, jak postupovat v p°ípad¥ více vazeb typu Fi(x) = 0, i ∈ l̂, kde
i 5 l < n.

De�nice 6.6. Bu¤ F : Rn → Rl vektorová funkce o sloºkách (F1, F2, . . . , Fl), Fi : Rn → R.
Bu¤te dále Fi diferencovatelné v a ∈ Rn. Potom Jacobiho maticí funkce f v bod¥ a rozumíme
matici l × n:

∂F1
∂x1

∂F1
∂x2

. . . ∂F1
∂xn

∂F2
∂x1

∂F2
∂x2

. . . ∂F2
∂xn

...
...

. . .
...

∂Fl
∂x1

∂Fl
∂x2

. . . ∂Fl
∂xn

 (a) =


gradF1(a)
gradF2(a)

...
gradFl(a)

 :=
dF

dx
(a) ≡ D(F1, . . . , Fl)

D(x1, . . . , xn)
(a)

Poznámka 6.7. Jacobiho matice je lineární aproximace zobrazení F v bod¥ a.

V¥ta 6.8. Nech´ f, F1, . . . , Fl : Rn → R mají spojité parciální derivace. Ozna£me M := {x ∈
Rn : (∀i ∈ l̂)(Fi(x) = 0)}. Nech´ dále matice D(F1,...,Fl)

D(x1,...,xn)
(x) má hodnost l pro kaºdé x ∈ M .

Má-li f v bod¥ a ∈M lokální extrém vzhledem k M , potom existují £ísla λ1, λ2, . . . , λl taková,
ºe gradL(a;λ1, λ2, . . . , λl) = 0, kde L(x;λ1, λ2, . . . , λl) := f(x)−

∑l
i=1 λiFi(x).
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Poznámka 6.9. Podmínka na maximální hodnost Jacobiho matice zaji²´uje, ºe vazby jsou
�nezávislé�.

Poznámka 6.10. (posta£ující podmínka pro vázaný lokální extrém): f : Rn → R, vazba
F (x) = 0→M := {x ∈ Rn : F (x) = 0}

� L = f(x)− λF (x). . . Lagrangeova funkce

�

∇xL = 0

F (x) = 0

}
stacionární body; vezm¥me jeden, °ekn¥me a (existuje-li) (11)

otázka: Nabývá f v a lokálního extrému vzhledem k M nebo se jedná o sedlový bod?

� bez vazby: V n¥kterých p°ípadech pom·ºe druhá derivace f v a.

� s vazbou: Nabízí se spo£ítat druhou derivaci L v (a;λ), kde λ je p°íslu²ná hodnota Lagran-
geova multiplikátoru, tj. (a;λ) °e²í systém (11).
P°ipome¬me, ºe druhá derivace ve stacionárním bod¥ dává míru zm¥ny dané funkce na
okolí daného bodu (viz Taylor·v rozvoj). Nás ale zajímá jen míra m¥ny �podél vazby�.
⇒ Kvadratickou formou druhé derivace je nutno zúºit na p°ír·stky argument· �podél
vazby�, tj. na te£ný prostor k M v a.

Te£ný prostor k M : F (x) = 0. . . rozvineme do Taylora: F (a+h) = F (a)+〈gradF (a),h〉+
O(‖h‖2), kde h tvo°í malý p°ír·stek argumentu, F (a) = 0,‖〈gradF (a),h〉‖ minimalizujeme a
O(‖h‖2) zanedbáme v lineární aproximaci, tj. te£ný prostor je tvo°en vektory h, které spl¬ují
〈gradF (a),h〉 = 0.
Pozorování: Je-li jiº nezúºená forma d2L pozitivn¥ £i negativn¥ de�nitní, m·ºeme si zúºo-
vání odpustit!

7 Funkce zadaná implicitn¥

Motivace: F : R2 → R, F (x, y) = x2 + y2 − 1
M := {(x, y) ∈ R2 : F (x, y) = 0}, tj.M tvo°í body roviny spl¬ující vztah x2+y2 = 1 (kruºnice
se st°edem v po£átku o polom¥ru 1)⇒M není zjevn¥ graf funkce y = y(x):
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y

x0

1

1
M

x

pro jedno x
dv¥ r·zná y

Obr. 13: Funkce zadaná implicitn¥

nicmén¥, vyjma speciálních p°ípad·, které rozebereme za okamºik, platí následující: pro a ∈
R2 : F (a) = 0 existuje okolí U(a) takové, ºe M ∩ U(a) je jiº grafem funkce y = y(x)

y

x0

M

y =
√

1− x2

y = −
√

1− x2

U(b)

U(a)

b

a

Obr. 14: Funkce zadané implicitn¥.

jak vypadají zmín¥né speciální p°ípady:
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y

x0

M

c

není graf fce y = y(x)

pro ºádné okolí bodu c = (0,1)

(obdobn¥ pro c̃ = (0,-1)

Obr. 15: Funkce zadaná implicitn¥.

Úloha 14. Na okolí jakých bod· zadává rovnost F (x, y) = 0 graf funkce x = x(y)?

co se d¥je v bodech c a c̃:

∂F

∂y
(x, y) = 2y = 0⇒ ∂F

∂y
(c) =

∂F

∂y
(c̃) = 0

De�nice 7.1. Nech´ F : R2 → R. �íkáme, ºe y = y(x) je na intervalu I ⊂ R funkcí zadanou
implicitn¥ rovnicí F (x, y) = 0 (stru£n¥ji �implicitní funkcí�) pokud pro (∀x ∈ I)(F (x, y(x)) =
0).

Zásadní otázka: Jaké vlastnosti musí mít F , aby na n¥jakém intervalu I existovala práv¥
jedna funkce y = y(x) zadaná implicitn¥?

V¥ta 7.2. (o implicitní funkci) Bu¤ F : R2 → R, (x0, y0) ∈ R2 : F (x0, y0) = 0. Nech´ na jistém
okolí bodu (x0, y0) má funkce F (x, y) spojité parciální derivace, p°i£emº platí ∂F

∂y (x0, y0) 6= 0.
Potom na jistém okolí bodu x0 existuje jediná spojitá funkce y = y(x), která je implicitn¥
zadaná rovnicí F (x, y) = 0 a vyhovuje podmínce y0 = y(x0). Navíc má tato funkce na okolí
bodu x0 spojitou derivaci s hodnotou

y′(x) = −
∂F
∂x
∂F
∂y

. . . funkce prom¥nných (x, y)→ nutno vyjád°it (x, y(x)) (12)

Poznámka 7.3. V¥ta nedává p°edpis y = y(x)! �íká jen, ºe taková funkce existuje. Ostatn¥
y nemusí být ani vyjád°itelná v termínech elementárních funkcí, t°ebaºe F je sloºená funkce
elementárních funkcí dvou prom¥nných. Nap°.: F (x, y) = y + ey + x = 0.

D·kaz. Nejt¥º²í £ást je ukázat, ºe existuje n¥jaká y = y(x) s poºadovanými vlastnostmi. Tu
p°esko£íme.
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y

x0

M

I

x0

y0

nespl¬uje
ỹ(x0) = y0

y

y

F (x0, y0) = 0
y(x0) = y0

∂F

∂y
(x0, y0) 6= 0

Obr. 16: Funkce zadaná implicitn¥.

Dokáºeme si jen vzore£ek pro derivaci y′(x) a jednozna£nost.
→ vzorec pro derivaci:

∃y = y(x) : F (x, y(x)) = 0 ∧ y(x0) = y0 → zderivujeme ob¥ strany F (x, y(x)) = 0 podle x

∂F

∂x
+
∂F

∂y

dy

dx
=

d

dx
0 = 0⇒ dy

dx
= −

∂F
∂x
∂F
∂y

, kde
∂F

∂y
6= 0 dle p°edpoklad· V¥ty 7.2.

→ jednozna£nost:

F (x, y(x)) = 0 ∧ F (x, ỹ(x)) = 0 (13)

∧
y(x0) =y0 = ỹ(x0) (14)

Podle bodu vý²e máme

dy

dx
= −

∂F
∂x
∂F
∂y

(x, y(x)) a
dỹ

dx
= −

∂F
∂x
∂F
∂y

(x, ỹ(x)),

tj. y a ỹ °e²í stejnou diferenciální rovnici prvního °ádu se stejnou po£áte£ní podmínkou (14).
Dostáváme y(x) = ỹ(x) na n¥jakém okolí bodu x0.

Pozorování: Vztah (12) nám °íká, jak spo£ítat y′(x), aniº bychom znali y = y(x)! Nicmén¥
p°i dosazování konkrétního bodu je stále nutno pracovat s implicitním p°edpisem. Uvaºte
nap°íklad op¥t funkci F (x, y) = y + ey + x = 0, pro kterou y′(x) = −1/(1 + ey(x)).

Poznámka 7.4. V¥ta 7.2 lze zobecnit i pro F : Rn → R (n = 2) dokonce i pro F : Rn →
Rs (s < n).

8 Riemann·v integrál v Rn

Zavede se podobn¥ jako v R1:
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xa b

dolní integrální sou£et
p°i d¥lení D...L(D, f)

f = f(x)

horní integrální sou£et
p°i d¥lení D...U(D, f)

d¥lení intervalu I = 〈a, b〉 ...D

Obr. 17: Riemann·v integrál v R1.

f je na I riemannovsky integrabilní⇔ supD L(D, f) = infD U(D, f), kde supremum a in�mum
bereme p°es v²echna moºná d¥lení intervalu I → pokud rovnost platí, spole£nou hodnotu
ozna£íme jako

∫
I f(x) dx.

Zobecn¥ní provedeme speciáln¥ pro n = 2, promyslete si následující pojmy i pro n > 2. Nejprve
zavedeme pojmy dvourozm¥rného intervalu a jeho d¥lení.

De�nice 8.1. Bu¤te 〈a, b〉, 〈c, d〉 ⊂ R jednorozm¥rné intervaly. Potom dvourozm¥rným inter-
valem rozumíme obdélník I := 〈a, b〉 × 〈c, d〉.

De�nice 8.2. D¥lením jednorozm¥rného intervalu 〈a, b〉 ⊂ R rozumíme kaºdou kone£nou
posloupnost £ísel x0, x1, . . . , xn takovou, ºe a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

De�nice 8.3. Bu¤ I = 〈a, b〉 × 〈c, d〉 dvojrozm¥rný interval. Nech´ dále x0, x1, . . . , xn je
d¥lením intervalu 〈a, b〉 a y0, y1, . . . , ym je d¥lením intervalu 〈c, d〉. Potom d¥lením intervalu I
rozumíme mnoºinu v²ech interval· tvaru Sij := 〈xi−1, xi〉 × 〈yj−1, yj〉, kde i ∈ n̂, j ∈ m̂. Tuto
mnoºinu zna£íme D := {Sij}n,mi,j=1. Dále zavádíme míru intervalu Sij , µ(Sij), jako µ(Sij) :=
(xi − xi−1)(yj − yj−1).

Dolní a horní integrální sou£ty se zavedou naprosto analogicky jako v 1D.

De�nice 8.4. Bu¤ f : R2 → R omezená funkce de�novaná alespo¬ na intervalu I(= 〈a, b〉 ×
〈c, d〉). Nech´ D = {Sij}n,mi,j=1 je d¥lení intervalu I. Pro i ∈ n̂, j ∈ m̂ ozna£me vij := infx∈Sij f(x),
Vij := supx∈Sij f(x). Dolním integrálním sou£tem L(D, f), resp. horním integrálním sou£-
tem U(D, f) funkce f p°i d¥lení D rozumíme L(D, f) :=

∑n,m
i,j=1 vijµ(Sij), resp. U(D, f) :=∑n,m

i,j=1 Vijµ(Sij).

Poznámka 8.5.

� f je omezená ⇒ |vij |, |Vij | < +∞⇒ |L(D, f)|, |U(D, f)| < +∞

� je-li f spojitá na I ⇒ f je spojitá i na Sij ⇒ v de�nici vij , Vij lze nahradit inf, resp.
sup,min, resp. max, nebo´ spojitá funkce na kompaktní (=uzav°ené a omezené) podmno-
ºin¥ Rn nabývá svého in�ma i suprema

Podíváme se, co se d¥je s L(D, f) a U(D, f) p°i zm¥n¥ d¥lení a na to, v jakém vztahu jsou L
a U pro navzájem r·zná d¥lení. (Tipn¥te si!)
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De�nice 8.6. �ekneme, ºe d¥lení D′ je zjemn¥ním d¥lení D, jestliºe pro kaºdé S′rs ∈ D′
existuje Sij ∈ D tak, ºe S′rs ⊂ Sij.

Lemma 8.7. Nech´ f je omezená funkce na intervalu I ⊂ R2,D d¥lením I a D′ zjemn¥ním
D. Potom platí L(D, f) 5 L(D′, f) 5 U(D′, f) 5 U(D, f).

D·kaz. 2. nerovnost je z°ejmá (porovnejte de�nice L a U), 1. a 3. nerovnost se dokazují
podobn¥, zkusíme tedy 1., 3. ponecháme £tená°i:
→ D = {Sij},D′ = {S′rs}
→ pro (S′rs ∈ D) (∃Sij ∈ D)(S′rs ⊂ Sij)⇒ v′rs := infx∈S′rs f(x) = vij = infx∈Sij f(x) nebo´ na
pravé stran¥ hledáme in�mum p°es nadmnoºinu
→ dále kaºdé Sij ∈ D lze zapsat jako Sij = US′rs⊂SijS

′
rs ⇒ µ(Sij) =

∑
S′rs⊂Sij µ(S′rs)

→ z t¥chto pozorování nakonec dostaneme:

L(D′, f) =
∑

S′rs∈D′
v′rsµ(S′rs) =

∑
Sij∈D

∑
S′rs⊂Sij

v′rsµ(S′rs) =
∑
Sij∈D

vij
∑

S′rs⊂Sij

µ(S′rs) =

=
∑
Sij∈D

vijµ(Sij) = L(D, f)

V¥ta 8.8. Bu¤te f omezená funkce na intervalu I ∈ R2,D1 a D2 libovolná d¥lení I. Potom
L(D1, f) 5 U(D2, f).

D·kaz. → D′ zavedeme jako spole£né zjemn¥ní D1 a D2 (Rozmyslete, jak by se takové D′
explicitn¥ na²lo!)
→ podle Lemmatu 8.7, kde za D bereme postupn¥ D1 a D2 dostáváme:

L(D1, f) 5 L(D′, f) 5 U(D′, f) 5 U(D2, f)

Záv¥r: Zjem¬ováním d¥lení nezmen²íme L a nezv¥t²íme U , sou£asn¥ L 5 U , i kdyº k výpo£tu
integrálních sou£t· pouºijeme navzájem r·zná d¥lení.

De�nice Riemannova integrálu je zcela analogická 1D p°ípadu.

De�nice 8.9. Bu¤ f omezená funkce na I ⊂ R2. Potom de�nujeme Riemann·v dolní L(f),
resp. horní U(f) integrál jako L(f) := supD L(D, f), resp. U(f) := infD U(D, f), kde sup a
inf uvaºujeme p°es v²echna d¥lení intervalu I. Pokud L(f) = U(f), °ekneme, ºe f má na
I Riemann·v integrál. Spole£nou hodnotu L(f) a U(f) zna£íme jako

∫
I f ≡

∫
I f(x, y) dx dy

(=�
∫ b
a

∫ d
c f(x, y) dx dy�).

Poznámka 8.10.

� de�nice
∫
I f dává dobrý smysl, ale k analytickým výpo£t·m je prakticky nepouºitelná

� pro numerické výpo£ty lze postupn¥ po£ítat L(D, f), U(D, f) pro zjem¬ující se d¥lení →
hodnota integrálu potom leºí n¥kde mezi t¥mito dv¥ma £ísly
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� numericky je pracné hledat vij a Vij pro kaºdý obdélní£ek Sij a je to dokonce zbyte£né,
ukazuje se, ºe pro dobrou aproximaci sta£í libovolnou hodnotu funkce f na Sij (nap°.
ve st°edu obdélní£ku Sij £i v jednom z jeho vrchol·), p°ípadn¥ pr·m¥rnou hodnotu ve
vrcholech Sij → viz animace ve Wolfram Mathematica

Poznámka 8.11. (Geometrický význam Riemannova integrálu) Bu¤ f = 0 na I a M :=
{(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ I ∧ 0 5 z 5 f(x, y)}. Potom

∫
I f dává objem t¥lesa M .

x

y

z

0

I

graf fce f (plocha v R3)

M
�
∫
I
f = objem M �

Obr. 18: Geometrický význam Riemannova integrálu.

→ zobecn¥ní:

f, g funkce na I : (∀x ∈ I)(f(x) = g(x))

M ′ := {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ I ∧ g(x, y) 5 z 5 f(x, y)}

}
potom objem M ′ =

∫
I
(f − g)

Pro jaké funkce integrál existuje?

V¥ta 8.12. Bu¤ f spojitá na intervalu I ⊂ R2. Potom Riemann·v integrál
∫
I f existuje.

Navíc lze spo£ítat následovn¥:
∫
I f = limn→∞ L(Dn, f)(= limn→∞ U(Dn, f)), kde (Dn)∞n=1 je

libovolná posloupnost d¥lení spl¬ující limn→∞(maxSij∈Dn diam(Sij)) = 0. (Zde diam zna£í
pr·m¥r = diametr mnoºiny Sij, tj. velikost úhlop°í£ky obdélníka Sij.)

Jak vypo£ítat plochu obecn¥j²í mnoºiny v R3 neº je interval?

De�nice 8.13. M ⊂ Rn. Potom charakteristickou funkcí mnoºiny M rozumíme χM de�no-
vanou na celém Rn následovn¥:

χM (x) :=

{
1 . . .x ∈M
0 . . .x /∈M.

De�nice 8.14. Bu¤ I ⊂ R2 interval a M ⊂ I. �ekneme, ºe M má Jordan·v-Pean·v objem
µ(M) ⇔ existuje-li

∫
I χM . V kladném p°ípad¥ klademe µ(M) :=

∫
I χM .

Poznámka 8.15. Toto je matematická de�nice plochy! (Souhrn¥ se v²emu °íká objem bez
ohledu na dimenzi)

Jak integrovat funkce p°es obecn¥j²í mnoºiny neº intervaly? Klade se
∫
M f :=

∫
I χM · f , kde

I je n¥jaký interval obsahující M .

Poznámka 8.16. χM · f není typicky spojitá, nemáme tak na základ¥ v¥ty 8.12 obecn¥ za-
ru£enou existenci Riemannova integrálu!
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8.1 Vlastnosti vícerozm¥rného Riemannova integrálu

V¥ta 8.17. (Linearita): Bu¤ c ∈ R. Existují-li integrály
∫
M f a

∫
M g, potom existují i integrály∫

M (f + g) a
∫
M (cf) a platí

∫
M (f + g) =

∫
M f +

∫
M g,

∫
M (cf) = c

∫
M f .

D·kaz.

� vychází z odhad· pro odpovídající horní a dolní integrální sou£ty

� p°ímo£arý je pro homogenitu integrálu (tu si zde dokáºeme):

1. c = 0 :
→ L(D, cf) =

∑n
i=1

∑n
j=1 infx∈Sij (cf(x))µ(Sij) = c

∑n
i=1

∑n
j=1 infx∈Sij f(x)µ(Sij) =

cL(D, f)
→ podobn¥ U(D, cf) = cU(D, f)
→
∫
M f existuje

⇒ inf
D
U(D, f) = sup

D
L(D, f)

(
=

∫
M
f

)
⇒ (c inf

D
U(D, f) =) inf

D
cU(D, f) = sup

D
cL(D, f)(= c sup

D
L(D, f))

⇒ inf
D
U(D, cf) = sup

D
L(D, cf)

⇒
∫
M

(cf) existuje a
∫
M

(cf) = sup
D
L(D, cf) = c sup

D
L(D, f) = c

∫
M
f

2. c < 0 : zkuste sami!

V¥ta 8.18. (Monotonie): ∀(x, y) ∈M ⊂ R2 : f(x, y) 5 g(x, y), potom
∫
M f 5

∫
M g.

D·kaz se op¥t provede pomocí odhad· v horních a dolních integrálních sou£tech.

V¥ta 8.19. (Odhad absolutní hodnotou): |
∫
M f | 5

∫
M |f |.

V¥ta 8.20. (Aditivita): M1,M2 ⊂ R2 : M1 ∩M2 = φ. Existují-li integrály
∫
M1

f a
∫
M2

f ,
potom existuje i integrál

∫
M1∪M2

f a platí
∫
M1∪M2

f =
∫
M1

f +
∫
M2

f .

8.2 Výpo£et Riemannova vícerozm¥rného integrálu

8.2.1 Fubiniho v¥ta

Motivace
I . . . dvourozm¥rný interval I = 〈a, b〉 × 〈c, d〉
D . . . jeho d¥lení D = {Sij ≡ 〈xi−1, xi〉 × 〈yj−1, yj〉}n,mi,j=1

vij = infx∈Sij f(x)
→ L(D, f) =

∑
i,j vijµ(Sji)

∑
i

∑
j

vij(yj+1 − yj)

 (xi+1 − xi) =
∑
j

(∑
i

vij(xi+1 − xi)

)
(yj+1 − yj) (15)
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x

y

a b

c

d

x

y

a b

c

d

yj+1 − yj

xi+1 − xi

Obr. 19: Fubiniho v¥ta (motivace). Na levé stran¥ (15) provádíme nejprve sou£ty v rámci
jednotlivých sloupc· a potom sumujeme p°es sloupce, na pravé stran¥ je princip stejný, akorát
zam¥níme sloupce za °ádky.

V¥ta 8.21. (Fubini): Bu¤ I = 〈a, b〉×〈c, d〉 interval a f : R2 → R spojitá na I. Pro ∀x ∈ 〈a, b〉,
resp. ∀y ∈ 〈c, d〉 poloºme f1(x) :=

∫ d
c f(x, y) dy, f2(y) :=

∫ b
a f(x, y) dx. Potom f1 je spojitá na

〈a, b〉, f2 je spojitá na 〈c, d〉 a platí
∫
I f ≡

∫∫
I f(x, y) dx dy =

∫ b
a f1(x) dx =

∫ d
c f2(y) dy, tj.∫

I
f =

∫ b

a

(∫ d

c
f(x, y) dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a
f(x, y) dx

)
dy.

Bez d·kazu.

Jak ale po£ítat integrály p°es obecn¥j²í mnoºiny, neº intervaly? Uvaºujme konkrétn¥ mnoºiny
tvaru

M = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ 〈a, b〉 ∧ g1(x) 5 y 5 g2(x)}, (16)

kde g1, g2 jsou funkce spojité na 〈a, b〉 (tedy jedné prom¥nné) takové, ºe ∀x ∈ 〈a, b〉 : g1(x) 5
g2(x).

x

y

a b

M

graf fce g2

graf fce g1

Obr. 20: Plocha popsaná vztahem (16)

Potom máme:

V¥ta 8.22. (Obecn¥j²í Fubini): Bu¤ f spojitá funkce spojitá na M , kde M ⊂ R2 je popsána
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vý²e. Potom f je na M Riemannovsky integrovatelná a platí∫
M
f ≡

∫∫
M
f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫ g2(x)

g1(x)
f(x, y) dy

)
dx.

Poznámka 8.23. Plocha na Obr. 21 nelze popsat jako (16), ale lze nalézt dvojici funkcí g̃1, g̃2
na intervalu 〈c, d〉 tak, ºe

M̃ = {(x, y) ∈ R2 : y ∈ 〈c, d〉 ∧ g̃1(y) 5 x 5 g̃2(y)}. (17)

Samoz°ejm¥ existují plochy, které nelze popsat jako (16) ani jako (17), nap°. plocha na Obr.

22. Zkuste ale ˜̃M rozd¥lit na podmnoºiny tvaru (16) a/nebo (17)!

Integrál
∫
M̃
f se spo£te jako

∫
M̃
f =

∫ d
c

(∫ g̃2(y)
g̃1(y)

f(x, y) dx
)

dy.

Integrál
∫˜̃
M
f se spo£te pomocí vlastnosti aditivity,

∫˜̃
M
f =

∑
i

∫
Mi
f , kde Mi jsou jiº tvaru

(16) £i (17), jsou vzájemn¥ disjunktní (aº na p°ípadnou hranici) a ˜̃M =
⋃
iMi.

x

y

c

d

M̃

g̃2g̃1

Obr. 21: Plocha popsaná vztahem (17)
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x

y

˜̃
M

Obr. 22: Plocha, kterou nelze jednodu²e popsat vztahem (16) nebo (17)

P°íklad 8.1. Bu¤ f(x, y) = xy2,M . . . oblast vymezená k°ivkami y = x2, x = y2. Spo£ítejte∫
M f(x, y) dx dy.

� na£rtnutí M

x

y

0 1

1

M

x = y2

horní mez

y = x2

dolní mez

Obr. 23: Fubiniho v¥ta - p°íklad

sou°adnice pr·se£ík· ohrani£ujících k°ivek:

y = x2 ∧ x = y2

y = y4

y = 0⇒ x = 0 ∨ y = 1⇒ x = 1

� M = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ 〈0, 1〉 ∧ x2 5 y 5
√
x}. . . oblast typu (∗)
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→ Fubini:∫
M
f =

∫ 1

0

(∫ √x
x2

f(x, y) dy

)
dx =

∫ 1

0

(∫ √x
x2

xy2 dy

)
dx =

∫ 1

0
x

(∫ √x
x2

y2 dy

)
dx =

=

∫ 1

0
x

[
y3

3

]√x
x2

dx =

∫ 1

0
x

1

3

(
x

3
2 − x6

)
=

3

56

� M lze ale sou£asn¥ zapsat jako oblast typu (17): M = {(x, y) ∈ R2 : y ∈ 〈0, 1〉 ∧ y2 5
x 5
√
y} → op¥t Fubini (musí vyjít stejný výsledek!)

8.2.2 V¥ta o substituci

Motivace:

1. jednodimenzionální verze:
∫ b
a f(x) dx =

∫ φ−1(b)
φ−1(a)

f ◦ φ(t)φ′(t) dt, kde φ : φ′(t) > 0 nebo
φ′(t) < 0 (⇒ φ je ost°e monotónní ⇒ je to bijekce)
⇒ starou prom¥nnou x jsme zapsali pomocí nové t jako x = φ(t), �element délky� se
potom transformoval jako dx→ φ′(t) dt

2. trocha alchymie s m¥°ením objem· (speciáln¥ op¥t ve 2D):

� m¥jme a = (ax, ay), b = (bx, by) ∈ R2

� jak spo£ítat �orientovanou� (tj. bude záviset na po°adí hran) plochu S rovnob¥ºníku
s hranami a, b?

a

b

S

Obr. 24: Rovnob¥ºník s hranami a, b

S = axby − bxay = det

(
ax bx
ay by

)
=: dx ∧ dy(a, b), zde dx ∧ dy je z de�nice

bilineární antisymetrická forma (tj. dx ∧ dy(a, b) = −dx ∧ dy(b,a))

� obecná sou°adnice (u, v) na R2 → op¥t zkonstruujeme formu du ∧ dv(a, b) :=
det
(
daeuv dbeuv

)
→ rozmyslete si: ∀(a, b)

(a) (∀α ∈ R)(α du) ∧ dv(a, b) = α( du ∧ dv)(a, b)

(b) ( du+ dũ) ∧ dv(a, b) = du ∧ dv(a, b) + dũ ∧ dv(a, b)

(c) du ∧ du(a, b) = 0
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� jelikoº dx = ∂x
∂u du + ∂x

∂v dv a dy = ∂y
∂u du + ∂y

∂v dv (formální aplikace °etezového
pravidla pro derivaci funkcí x = x(u, v), y = y(u, v)︸ ︷︷ ︸

=substituce

), dostáváme s pomocí (a)-(c)

následující

dx ∧ dy =

(
∂x

∂u
du+

∂x

∂v
dv

)
∧
(
∂y

∂u
du+

∂y

∂v
dv

)
=
∂x

∂u

∂y

∂u
du ∧ du︸ ︷︷ ︸

=0

+
∂x

∂u

∂y

∂v
du ∧ dv+

+
∂x

∂v

∂y

∂u
dv ∧ du︸ ︷︷ ︸
=− du∧ dv

+
∂x

∂v

∂y

∂v
dv ∧ dv︸ ︷︷ ︸

=0

=

(
∂x

∂u

∂y

∂v
− ∂x

∂v

∂y

∂u

)
du ∧ dv =

= det

(∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

)
︸ ︷︷ ︸

Jacobiho matice

du ∧ dv

� �element plochy� v kartézských sou°adnicích tak zapí²eme jako násobek �elementu
plochy� v nových sou°adnicích

Notace: F : Rn → Rn vektorová funkce o sloºkách (F1, F2, . . . , Fn), Fi : Rn → R diferencova-
telné, potom

DF
Dx

=
D(F1, F2, . . . , Fn)

D(x1, x2, . . . , xn)
:=


∂F1
∂x1

∂F1
∂x2

. . . ∂F1
∂xn

∂F2
∂x1

∂F2
∂x2

. . . ∂F2
∂xn

...
...

. . .
...

∂Fn
∂x1

∂Fn
∂x2

. . . ∂Fn
∂xn

 ≡

∇F1

∇F2
...
∇Fn

 . . . Jacobiho matice

det
DF
Dx

. . . jakobián

De�nice 8.24. Zobrazení F : Rn → Rn nazveme regulárním na M ⊂ Rn ⇔

1. M je otev°ená mnoºina

2. F má spojitou Jacobiho matici na M(tj. v²echny prvky matice jsou spojité)

3. (∀x ∈M)(det DFDx (x) 6= 0).

Poznámka 8.25. Co intuitivn¥ znamená regularita zobrazení F?

�
DF
Dx (a) je lineární aproximace v Taylorov¥ rozvoji F v bod¥ a

� podmínka det DFDx (a) 6= 0 °íká, ºe tato aproximace je regulární (invertovatelné lineární
zobrazení)

� lze ukázat, ºe to má za následek lokální invertovatelnost zobrazení F

V¥ta 8.26. (O substituci: ) Bu¤ ~φ : Rn → Rn, (ξ1, ξ2, . . . , ξn) 7→ (x1, x2, . . . , xn), prosté
regulární zobrazení otev°ené mnoºiny P ⊂ Rn na mnoºinu Q ⊂ Rn. Potom pro libovolnou
mnoºinu M ⊂ Q a funkci f : Rn → R (takové, ºe integrál níºe existuje), platí∫

M
f(x) dx1 dx2 . . . dxn =

∫
~φ−1(M)

f ◦ ~φ(~ξ)

∣∣∣∣∣det
D~φ
D~ξ

∣∣∣∣∣ dξ1 dξ2 . . . dξn.
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9 Významné substituce

9.1 Polární sou°adnice

x

y

O

ρ

ϕ

a

R2

Obr. 25: Polární sou°adnice.

Pro p°echod mezi kartézskými a polárními sou°adnicemi platí

x = ρ cosϕ

y = ρ sinϕ,

kde ρ = 0, ϕ ∈ 〈0, 2π).

Poznámka 9.1. Po£átku O odpovídá ρ = 0 a libovolný úhel ϕ! (Substituce v O není regulární).

det
D(x, y)

D(ρ, ϕ)
= det

(
cosϕ −ρ sinϕ
sinϕ ρ cosϕ

)
= ρ 6= 0 pro ρ 6= 0⇒

∣∣∣∣det
D(x, y)

D(ρ, ϕ)

∣∣∣∣ = ρ

⇒ ρdρ dϕ �plo²ný element�v polárních sou°adnicích

P°íklad 9.1. Bu¤ a > 0 a V omezená oblast ohrani£ená k°ivkami y =
√
a2 − x2 a y = 0.

Vypo£t¥te
∫
V

√
x2 + y2 dx dy.

� na£rtneme V

x

y

O

a

a−a
y = 0

y =
√
a2 − x2

Obr. 26: Polární sou°adnice - p°íklad.
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� zapí²eme integrál v kartézských sou°adnicích:∫
V

√
x2 + y2 dx dy =

∫ a

−a

(∫ √a2−x2
0

√
x2 + y2 dy

)
dx . . . pom¥rn¥ sloºitá integrace

→ zkuste si to!

� zapí²eme integrál v polárních sou°adnicích pomocí v¥ty o substituci 8.26:∫
V

√
x2 + y2 dx dy =

∫ π

0

∫ a

0

√
ρ2 cos2 ϕ+ ρ2 sin2 ϕ︸ ︷︷ ︸

ρ

ρ dρ dϕ =

∫ π

0

∫ a

0
ρ2 dρdϕ =

∫ π

0
dϕ

∫ a

0
ρ2 dρ = π

a3

3

→ polární sou°adnice vyuºijeme v p°ípad¥, ºe integrand nebo/a integra£ní obor mají rota£ní
symetrii

9.2 Cylindrické sou°adnice

x

y

z

0

ϕ

ρ

ρ

h
a

Obr. 27: Cylindrické sou°adnice.

Pro p°echod mezi kartézskými a cylindrickými sou°adnicemi platí

x = ρ cosϕ

y = ρ sinϕ

z = h,

kde ρ = 0, ϕ ∈ 〈0, 2π), h ∈ R.

Poznámka 9.2. Jedná se v podstat¥ o polární sou°adnice v kaºdém °ezu z = konst.

52



D(x, y, z)

D(ρ, ϕ, h)
=

cosϕ −ρ sinϕ 0
sinϕ ρ cosϕ 0

0 0 1

 =

∣∣∣∣det
D(x, y, z)

D(ρ, ϕ, h)

∣∣∣∣ = ρ

⇒ ρdρ dϕdh . . . �plo²ný element�v cylindrických sou°adnicích

P°íklad 9.2. Spo£t¥te objem jehlanu vý²ky H > 0 s polom¥rem základny R > 0.

� pro výpo£et objemu si m·ºeme jehlan orientovat libovoln¥, nabízí se jeho osu identi�kovat
s n¥jakou ze sou°adných os:

x

y

z

O

H

h

R

ρ

Obr. 28: Cylindrické sou°adnice - p°íklad.

z podobnosti trojúhelník· máme: R
H = ρ

h a tedy h = H
R ρ

� objem se spo£te jako integrál z funkce f ≡ 1 p°es oblast, jejíº objem hledáme

� tento integrál zapí²eme v cylindrických sou°adnicích jako∫ 2π

0

(∫ R

0

(∫ H

H
R
ρ
ρdh

)
dρ

)
dϕ =

∫ 2π

0
dϕ

∫ R

0
ρ

(
H − H

R
ρ

)
dρ =

1

3
πR2H

� pro objem tedy máme V = 1
3πR

2H

� toto dokonce platí pro obecné jehlany! (V = 1
3SH, kde S je plocha základny, viz Obr. 29)

Úloha 15. Zapi²t¥ integrál pro objem z P°íkladu 9.2 i v kartézských sou°adnicích!

9.3 Sférické sou°adnice
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S

H

Obr. 29: Obecný jehlan.

x

y

z

r

a

O

ϕ

θ

Obr. 30: Sférické sou°adnice.

Pro p°echod mezi kartézskými a sférickými sou°adnicemi platí

x = r cos θ cosϕ

y = r cos θ sinϕ

z = r sin θ,

kde r = 0, ϕ ∈ 〈0, 2π), θ ∈ 〈−π
2 ,

π
2 〉.

Poznámka 9.3. Po£átku O odpovídá r = 0 a θ s ϕ libovolná, na �pólech� je θ = ±π
2 a ϕ

libovolné!

D(x, y, z)

D(r, θ, ϕ)
=

cos θ cosϕ −r sin θ cosϕ −r cos θ sinϕ
cos θ sinϕ −r sin θ sinϕ r cos θ cosϕ

sin θ r cos θ 0

⇒ ∣∣∣∣det
D(x, y, z)

D(r, θ, ϕ)

∣∣∣∣ = | − r2 cos θ| = r2 cos θ

⇒ r2 cos θ dr dθ dϕ . . . �plo²ný element� ve sférických sou°adnicích

r2 cos θ = 0⇔ r = 0 ∨ θ = ±π
2
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P°íklad 9.3. Vypo£t¥te objem V koule o polom¥ru R.

� budeme integrovat jedni£ku p°es oblast tvaru koule polom¥ru R

� ve sférických sou°adnicích tak dostaneme:

V =

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∫ R

0
r2 cos θ dr dθ dϕ =

∫ 2π

0
dϕ

∫ π
2

−π
2

cos θ dθ

∫ R

0
r2 dr = 2π · 2 · R

3

3
=

4

3
πR3

Úloha 16. Zapi²te integrál pro objem z P°íkladu 9.3 i v kartézských sou°adnicích!

10 Ukázky aplikací integrálu

10.1 Výpo£et ploch a objem·

Viz kapitola 9

10.2 Výpo£et �pr·m¥ru� hodnot funkce na mnoºin¥, tj. st°ední hodnoty
funkce

Motivace (diskrétní p°ípad): f1, f2, . . . , fN ∈ R, N ∈ N
→ aritmetický pr·m¥r f̄ :=

∑N
i=1 fi
N

f1

f2

f3

fn

0 1 2 3 N-1 N

Obr. 31: Výpo£et �pr·m¥ru� hodnot funkce.

→ pro funkci f : 〈a, b〉 → R se tedy st°ední hodnota nabízí de�novat jako:

f̄ :=

∫ b
a f(x) dx

µ(〈a, b〉)
=

∫ b
a f(x) dx∫ b
a 1 dx

→ pro funkci f : Rn → R a S ⊂ Rn tak analogicky klademe

f̄ :=

∫
S f(x) dx1 dx2 . . . dxn

µ(S)
=

∫
S f(x) dx1 dx2 . . . dxn∫
S 1 dx1 dx2 . . . dxn
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10.3 Výpo£et sloºek t¥ºi²t¥

Motivace (soustava �hmotných bod·�): hmotné body o hmotnostech mi se nachází v xi

→ potom t¥ºi²t¥ soustavy nalezneme jako

xT =

∑N
i=1mixi∑N
i=1mi

→ uvaºujme nyní t¥leso tvaru V ⊂ R3 (p°ípadn¥ nekone£n¥ tenkou desku S ⊂ R2) s obecn¥
nekonstantní hustotou ρ = ρ(x)
→ potom objem dx(= dx dy dz v R3, resp. dx dy v R2) má hmotnost ρ(x) dx
→ sloºky t¥ºi²t¥ xT tedy nalezneme jako

xT =

∫
V (S) xρ(x) dx∫
V (S) ρ(x) dx

(vektorová rovnost)

P°íklad 10.1. Nalezn¥te x-ovou sloºku t¥ºi²t¥ homogenního t¥lesa, které je omezeno rovinami
x = 0, y = 0, z = 2 a plochou z = x2 + y2.

� homogenní t¥leso → konstantní hustota → pro ú£ely t¥ºi²t¥ lze hustotu zvolit jako ρ ≡ 1
(rozmyslete si pro£!)

� oblast si na£rtneme, abychom snáze odvodili integra£ní meze:

x

y

z

√
2

√
2

kruºnice o polom¥ru
√

2

V

y = 0

x = 0

z = x2 + y2

(rota£ní paraboloid)

z = 2

Obr. 32: P°íklad - hledání t¥ºi²t¥.
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xT =

∫
V x dx dy dz∫
V dx dy dz∫

V
dx dy dz =

∫ √2
0

∫ √2−x2
0

∫ 2

x2+y2
dx dy dz = . . . zkusit za DC

→ p°ejdeme do cylindrických sou°adnic: x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, z = h∫
V dx dy dz =

∫ π
2
0

∫ 2
0

∫ √h
0 ρ dρ dhdϕ =

∫ π
2
0 dϕ

∫ 2
0
h
2 dh = π

2∫
V x dx dy dz =

∫ π
2
0

∫ 2
0

∫ √h
0 ρ2 cosϕdρdhdϕ =

∫ π
2
0 cosϕdϕ

∫ 2
0
h

3
2

3 dh = 8
√
2

15

⇔ xT =
16
√

2

15π

Úloha 17. Dopo£ítejte i ostatní sloºky t¥ºi²t¥ v P°íkladu 10.1!
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