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Abstrakt

Tento text je v podstaté prepisem mych ruéné psanych poznamek, které vznikly béhem
¢inské chiipky v letech 2020-21. Pokryva celou pfednasku k pfedmétu Matematika 4. Za
sepsani dékuji Jané Kozakové (kapitoly 1 a 2 véetné ilustraci) a Kamile Oppelové (kapitoly
3-10), dik za perfektni ilustrace v kapitolach 3—-10 potom patii Bare Jirickove.

Ackoliv se text obsahové velmi shoduje s pfednaskou, stale nepochybné obsahuje fadu
pieklept (které v matematice snadno vedou k posunu vyznamu, tj. chyb&) vzniklych
zejména, avsak pravdépodobné ne vyluc¢né, prepisem do digitalni podoby, proto ho dopo-
rucuji jako priivodce prednédskou a nikoliv jako jediny studijni material.

Matéy Tusek



Obsah

1

Obyéejné diferencialni rovnice

1.1
1.2
1.3
14
1.5

Linearni diferencialni rovnice 1. ¥adu . . . . . . . . . . . ... ... ... ..
Separovatelné rovnice . . . . . ... oL L e
Linearni diferencialni rovnice fadun . . . . . . . . . . . .. ...
Regent homogenni linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty

Linearni diferencialni rovnice s pravou stranou . . . . . . . . . . . . .. .. ...

Funkce vice proménnych-zakladni pojmy, spojitost a limita

2.1
2.2
2.3

Spojitost funkce vice proménnych . . . .. ... oL
Limita funkce vice proménnych . . . . . . . . .. ... .. ... ...
Vztah mezi limitou a spojitosti . . . . . . .. ..o

Parcialni a smérové derivace

3.1
3.2
3.3
3.4

Parcidlni derivace . . . . . . . .. ..o
Smérova derivace . . . . . . .. L e e e
Vektorové funkce . . . . . . ..
Derivace slozené funkce . . . . . . . . ..

Kvadratické formy

Lokalni extrémy funkce vice proménnych

Vazané extrémy funkce vice proménnych

6.1

Nutnd podminka pro vicevazeb . . . . . . . .. .. ..o

Funkce zadana implicitné

Riemanntv integral v R”

8.1
8.2

Vlastnosti vicerozmérného Riemannova integrdlu . . . . . . ... ... .. ..
Vypocet Riemannova vicerozmérného integralu . . . . . .. .. .. .. .. ...
8.2.1 Fubiniho véta . . . . . . ...
8.2.2 Veétaosubstituci . . . . . .. oo

Vyznamné substituce

9.1
9.2
9.3

Polarni soufadnice . . . . . . . . L.
Cylindrické soufadnice . . . . . . . .. L L
Sférické souradnice . . . . . . . L L

10 Ukazky aplikaci integralu
10.1 Vypocet ploch a objemt . . . . . . . . .. ...
10.2 Vypocet ,priméru” hodnot funkce na mnozinég, tj. stfedni hodnoty funkce . . .

N

19
21
21
21

21
21
23
25
26

27

29

33
37

38

41
45
45
45
49

51
51
92
53

55
95
29



Notace

x prvek R”

llz]| eukleidovska norma vektoru x

c™(I) prostor funkci, které maji na intervalu I spojité derivace do ¥adu n
) derivace funkce f fddu n

W(f1,..., fn)(xo) Wronského determinant funkci fi,..., f, v bodé xg



1 Obycejné diferencidlni rovnice

Motivace
1. Volny pad

Téleso pada v homogennim tihovém poli, budeme uvazovat jednorozmérny piipad padu podél
osy z. Na téleso piisobi pouze tihova sila F; = mg, kterou je téleso pfitahovino k zemi.
2. Newtoniv pohybovy zakon nadm dava zavislost x = x(¢) pro danou silu F.

d?z

de?

Uréime pocatecni podminky. Na pocatku padu v ¢ase ¢t = 0 je téleso v poloze z(0) = 0 a je
: d.

v klidu, tedy v(0) = 57 (0) = 0.

Sestavime diferencidlni rovnici:

F(x,t)=m

d?x
m g =M
2
% = g, kde g = konst.

Resime integraci, konstanty uré¢ime z poc¢ate¢nich podminek:

d d
£:/gdt:gt+01,zpoé. p.0:£(0)29'0+01:>01:0

1 0?
a;(t)—/gtdt—zthJrCz,woé- p-OZw(O):%+C2:>C2:O
1 2
t) = —gt
z(t) = 59

- e s v e g e o, g e 2 e g . v s v g -
Uloha 1. Jak se zménd FeSent diferencidlng rovnice % = g, zménime-li pocdtecni podminky?

2. Radioaktivni rozpad

Radioaktivni rozpad je stochasticky proces. V latce je v n&jakém ¢ase ¢t N jader radionuklidi,
které neprosly pfeménou. Zajima nas pocet nezménénych jader radionuklidd v latce v zavislosti
na Case t, tj. hleddme funkci N = N ().

Sestavime rovnici na zdkladé pfedpokladu, Ze rychlost pfemény je tmérna poctu zatim neroz-
padlych jader:

dN
T —AN, A >0...pFeménova konst., char. rychlost pfemény radionuklidu (1)
Formalni upravou dostaneme:
dN
— = —-\dt
N

Resfme integraci obou stran rovnice (pozdéji si ukazeme, ze korektni zptisob vede ke stejnému
vysledku):
InN=-X+C /exp()
N =Ke ™



Konstantu K ur¢ime z pocateéni podminky N(0) = Ny. Celkem mame:
N(t) = N()e_)‘t

Definice 1.1. Bud F funkce (n + 2) proménngch, kde n € N, tj. F: Dom(F) C R"*? — R,
kterd je nekonstantni v posledni proménné. Potom symbol

F(z,y(z),y (2),y"(2),...,y"(x)) = 0 (2)

s o

nazyvdme obycejnou diferencidlni rovnici Fddu n. ReSenim rovnice rozumime takovou funkct
y = y(z) na otevieném intervalu I, kterd spliiuje ndsledugici:

1. (Ve € I)((2,y(2),y' (x),...,y"(2)) € Dom(F)),
2. (Vo € N)F(z,y(z),y (z),...,y"(x)) = 0.

Poznamka 1.2. Obycejné diferencidlni rovnice uvedené v Motivaci miuZeme zapsat v podobé
podle (2).

Az

W—QZO F = F(a1,a2,a3,a4) =a4 —g=0
dN

E‘F)\N:O F:F(bl,bg,bg):b?,—i-)\bQ:O

Poznamka 1.3. Pro¢ uvazujeme feseni rovnice y = y(x) na otevieném intervalu I? V pripadé
uzavieného intervalu by bylo tFeba uvazZovat i jednostranné derivace v krajnich bodech inter-
valu. Zeyména ale mame-li sjednoceni dvou intervalié Iy U Is, nedostali bychom jednoznacnost
pro néjakou zvolenou pocdtecni podminku.

N(t)]
N()*

/]
0

Y

Obr. 1: Redeni rovnice (1) na otevienych intervalech I; a I.

Definice 1.4. Je-li funkce y = y(x) feSenim obycejné diferencidlni rovnice (2) na intervalu
I aj=q(x) je Fesenim (2) na intervalu I, piicemz I C I a soucasné plati (Vx € I)(y(z) =
g(x)), potom § se nazyvd rozsiFenim y a y se nazgvd ziZenim . ﬁe§enz’, které 3iZ nelze ddle
roz§ivit, se nazijvd mazrimdini.



Definice 1.5. Lze-li (2) prepsat jako y™ = f(z,y,v/,y", ...,y V), kde f je funkce (n+1)
proménnych, potom Fikdme, Ze obycejnd diferencidlni rovnice je vyFeSena vici nejoyssi deri-
Va.C1.

Véta 1.6 (Peanova). Pokud je funkce f spojitd na podmnoZiné ) C RMHD - potom pro libo-
volngj bod (0, Yo, Y1, - - - Yn—1) € Q ezistuje alespori jedno Fesent rovnice y™ = f(x,y,y',y", ...,y D)
prochdzejici timto bodem.

Bez dikazu.

1.1 Linearni diferencialni rovnice 1. fadu

Obecny tvar linearni diferencialni rovnice 1. radu:

Y (@) + p(a)y(x) = q(x) (3)

Predpokladame, 7e funkce p(x) a g(x) jsou spojité na intervalu I € R. Nagim tukolem je najit
feSeni y = y(x).

Pro pfipad, kdy p(z) = 0 se LDR 1. fadu zjednodusi a ¥eSeni y = y(z) hledame integraci obou
stran rovnice

Pro p¥ipad, kdy p(x) # 0 hledame feSeni LDR 1. fadu pfendsobenim vhodnym faktorem
a integraci, tedy zavadime tzv. integracni faktor.

Integrac¢ni faktor:
efp(z) dz — P(2)

Integra¢ni faktorem vynasobime LDR 1. fadu v obecném tvaru (3)

/(@) + pla)y(e) = gla) /o7
ey (z) + pla)e” ™) y(z) =

_d ¢P(z)
da:e

Déle opacné aplikujeme pravidlo derivace soucinu funkci a vysledny vztah zintegrujeme:

Defini¢nim oborem feseni je D, = Dom(y) = 1.



Poznamka 1.7. Konstantu C uréfme z pocdtecni podminky.

Piiklad 1.1 (Neexistence feSeni). Méjme rovnici

0 z<0
1 x>0,

Y(z)=0(x) = {

kde ©O(z) je tzv. Heavisideova theta funkce, s pocdtecni podminkou y(0) = 0. Rovnice budeme
ddle Tesit na dvou intervalech

r<0 ¢(x)=0:ylx)=C, 0=y0)=C=C =0,

z>0 y(@)=1:y@x)=2+q, 0=y(0)=0+¢q, = q=0.
Chceme-li slozit Feseni rovnic, abychom ziskali Teseni pro bod (0,0), dojdeme k zdvéru, Ze
vyslednd funkce nend diferencovatelnd v bodé x = 0. Znovu si tedy prohlédneme zadanou Hea-

vistdeovu funkci, ta nent spojitd v x = 0, tedy nesplniuje predpoklady Peanovy véty — existence
resent tak neni nutné zarucena.

Obr. 2: ReSeni rovnice ¢/ (z) = O(z).

Véta 1.8 (Picardova). Necht diferencidlni rovnice 1. fddu je vyfeSena vici nejoyssi derivaci,
ti. v = f(z,y(x)). Funkce f bud spojitd v 1. proménné a lipschitzovsky spojitd v 2. proménné
na okoli bodu (xo,y0) € R%. Potom na né&jakém okoli bodu wo ewistuje prave jedno Fesent
prochdzejici bodem (xg, o), tj. spliiujici y(zo) = yo.

Poznamka 1.9 (Lipschitzovska spojitost). Funkce f je v 2. proménné lipschitzovsky spojitd
na I, existuje-li konstanta K tak, Ze

(Vyr,y2 € 1) |f(z,01) — f@,y2)| < Kly1 — 2l
Uloha 2. Uvedte piiklad lipschitzovsky spojité funkce.

Piiklad 1.2. Méjme rovnici y'(z) = y% s pocdatecni podminkou y(0) = 0. Té vyhovuji (nap¥.)
dvé Feseni

y1 =0 (Vz € R)
B 0 <0
27 =) 2>



Nemdizou byt tedy splnény predpoklady Picardovy véty. Skutecné funkce y — y§ nent hipschit-
zovsky spojitd na Zddném okoli y = 0 Neezistuje totiZ konstanta K takovd, aby byla lipschit-
zovskd spojitost spinéna. Pokud by existovala, potom

2 2
lyP —ys | < Klyr — yo|

2
lyP| < Klyi| proys =0

_1
‘yl 3’ SK?

coZ nemuze platit na okoli nuly.

Obr. 3: Refeni rovnice y/(z) = ys .

1.2 Separovatelné rovnice

Obecny tvar separovatelné diferencialni rovnice
fl@) =gy (4)

Pro jednoduchost predpokladame, ze funkce f(z),g(y) : R — R a jsou na celém R spojiteé.
Nasim tkolem je najit feseni y = y(x).

Motivace
Méame separovatelnou diferencialni rovnici v obecném tvaru a hledame feseni. Derivaci y
s~ d . “ , . .. L. . .
rozepiSeme do tvaru zlomku 4%, jmenovatelem dx pfenasobime rovnici a poté ji integrujeme.
dy

fx) =gy = gly)q, /de

f(@)de = g(y)dy | /
F(z) = G(y) +C,

kde F(z) = [ f(z)dz, G(y) = [ ¢(y)dy a C € R je integra¢n{ konstanta. Ziskali jsme takto
feSeni v implicitnim tvaru. Tento postup vSak neni matematicky zcela spravné (k derivaci
se nelze chovat jako ke zlomku).



Rigordézni postup

Obecny tvar separovatelné rovnice upravime do tvaru

1 1)
y(x)_g(y)'

Piedpokladame, ze f(x) a g(y) jsou spojité a g(y) # 0. Z Peanovy véty vyplyva, Ze existuje
feseni diferencialni rovnice y = y(x) prochazejici bodem (xo, yp).

(@) = gly@)y'(z) / / d
substituce:

F(a:):/g(y(m))y’(x) dz :?::z;ﬁi)
dyxz y'(z)da

Funkce F(z) a G(y) jsou primitivni funkce k f(z) a g(y) a C € R je integracni konstanta.
Funkce G~!(y) existuje, protoze G(y) je ostfe monoténni, nebot G’(y) = g(y) # 0 a zaroven
je g(y) spojita. Ostie monotonni funkce je prosta, a tedy i invertibilni.

Piiklad 1.3. Najdéte vesend rovnice y' — 1 = y2.

dy / 2
—_— = = 1
dr Yy Yo+
d

= da

y 41

dy
/y2+1:/dx

arctany =z + C
y = tan(x + C),

Definiéni obor funkce tangens je

Dom(tan(z)) = Ty km, Ty kn ,
U (et fond

potom definicni obor na oteviengch intervalech definovanijch funkci vy, vychdzi

™ s
Dom(yk)—(—§—C+k‘7r,§—0+k:7r>,k:€Z.



1.3 Linearni diferencialni rovnice fadu n

Obecny tvar linearni diferencialni rovnice fadu n

™ 4 pp_ 1y 4 p oy w1y + poy = ¢ (5)

Predpokladame, ze funkce p; a g jsou spojité na intervalu I C R. Pii feSeni téchto diferenci-
alnich rovnic budeme postupovat ve dvou fazich: 1. hleddme fegeni homogenni LDR Fadu n
(tedy s nulovou pravou stranou), 2. hledame partikularni feSeni.

Y

Homogenni diferenciilni rovnice ¥adu n
v 4y 4 poay™ P 4 pry +poy = 0 (6)

Pro Zjednodusem zapisu zavedeme linearnl diferencialni operator na vektorovém prostoru
funkei CUN(I) = {f: T —=R: f,f, ..., f spojité na I}

dr dn—l
L= +Pn—1—7——

d
e +...+p1— + Do

dgn—1 dz
Diferencialni rovnici (5) zapiSeme ve tvaru Ly = ¢ a rovnici (6) zapiSeme jako Ly = 0.

Definice 1.10. Soubor funkci {f;}?_, C C(”)(I) je linedrné nezdvisly na intervalu I pravé
tehdy, kdyz (Vx € I)(D°7 cifi(z) =0) = (Vi € n)(¢; = 0)).

Véta 1.11. MnoZina vsech Feseni homogenni rovnice (6) je linedrni podprostor C™ dimenze
n.

Diikaz. 1. Ukdzeme, ze mnozina vSech feSeni rovnice (6) je podprostor, tj. mnoZina uzaviena
vidi linedrnim kombinacim. Necht

frgeC™WI): Lf=0, Lg=0, a €R.
Pak
L(af +g)=0:Ljelinedrni = L(af +9g)=alf+alg=a-04+0=0.
2. UkéZeme, 7ze podprostor z 1. bodu je dimenze n. Zkonstruujeme bazi tohoto podprostoru.
yi = yi(x),i € n,volim jako FeSeni Ly; = 0 vyhovujici podmince yl(k) (o) = i py1;k € {0,1,...,n—1},

kde zq je libovolny bod z I.
2a. Mnozina {y;}!" ; je linedrné nezavisla:

(Vx € I) (Z ciyi(x) = O) = ¢iyi(rg) =c1=0= ¢ =0.

i=1 i=1

Obé strany zderivujeme.

n
(Vx € I) <§:czyZ ) ngZciyg(xg) =c=0=>c=0

=1

Podobné postupujeme s derivacemi az do fadu n — 1. Dostaneme tak, ze (Vi € n)(¢; = 0).

10



2b. Mnozina {y;}; generuje cely podprostor:
e . _ -1
y je fesenim (6), tj. Ly = 0, y(z0) = yo,9/(z0) = vy -,y D(wo) = " ".

Ukazeme, 7ze
(va € 1) <y<m> - zaiyxx)) — (%).
i=1

Dosazenim = = xg do (%) dostaneme kandidata na konstantu «j:
n
o = y(wo) = Y aii(wo) = ar -1 =1 = a1 =yp
i=1

Derivaci (x) dostaneme dalsi konstanty «:

-1
042:y67~~-704n:y(()n )

S touto volbou konstant jsou leva i prava strana (x) FeSenim téZe diferencidlni rovnice se
shodnou pocatecni podminkou. Z véty o jednoznac¢nosti feSeni plati (x) skutetné na celém
1. O

Definice 1.12. Bdzi prostoru vSech feSeni homogenni rovnice (6) na intervalu I nazijvdme
fundamentdlni systém Tesend rovnice.

Dausledek 1.13. K nalezent libovolného Teseni homogenni rovnice (6) postacuje nalézt néjaky
jeji fundamentdlni systém.

Véta 1.14. Necht u je jedno teseni diferencidlni rovnice (5). Potom libovolné dalsi Feseni y
rovnice (5) je y =u+ v, kde v 7esi (6).
Diikaz.

Lu=gq, Ly=q Y Ly—u)=0:
Lly—u)=Ly—Lu=qg—q=0

Vsuvka — Linearni zavislost a nezavislost funkci

Funkce f1,..., fn jsou linearné nezavislé (LN) na otevieném intervalu I pravé tehdy, kdyz

n

(Vz € 1) (Z cifi(z) = 0) = (Vi e n)(c; = 0).

i=1

Definice 1.15. Systém funkci {y;}I_, je linedrné zdvisly (LZ) na intervalu I prdvé tehdy,
pokud nent linedrné nezdvisly na intervalu 1.

Priklad 1.4. Rozhodnéte, zda jsou funkce f1 a fo linedrné nezdvislé.

fi=sinz, fo =cosz, I €R

Pokud by byly funkce f1 o fo linedrné zdvislé, pak by existovala konstanta o € R takovd,
Ze fi = afs nebo fo = afi, tedy sinx = acosz nebo cosx = asinx. Takovd konstanta viak
neexistuje. Funkce jsou linedrné nezdvislé.

11



Definice 1.16 (Wronského determinant). Bud {f;}?, ¢ C»~(I). Potom determinant ma-

tice
filwo) .o fu(o)
filwo) ... fal@o)
A @) o S (o)
nazgyvame Wronského determinant (wronskidn) funkci fi,..., fn v bodé xy.

Znacime ho W(f1,..., fn)(x0).

Véta 1.17. Jsou-li funkce (fi,...,fn) € C"V(I) linedrne zdvislé na intervalu I, potom
(Ve e DW(f1,..., fa)(x) =0.

Diikaz. Jsou-li funkce LZ, pak existuji konstanty (ci,...,c,) € R™, z nich alespon jedna
nenulové, tak, Ze

Zczfz(x) =0 (Vxel).
i=1
Derivujeme dle z:
zn:cif((x)zo (Vz e 1) 4
— t dx
f:cif”(:v):() (Vx e I) 4
i=1 z da
()
Zcifi (x)=0 (Vxel)
i=1
Soucty derivovanych funkci zapiseme do matice.
fi fo oo I c1 0
fi o co 0
: : : () N I
n—1 n—1 n—1
A g Y ca) \0
W(f17"'7f’n)
Abychom dostali nulovou pravou stranu pro nenulovy vektor (ci,...,c,), musi byt detW
nulovy v kazdém bodg, tedy W(f1,..., fn)(z) =0(Vx € I). O

Disledek 1.18. Obménénd implikace predchozi véty: (3z € TI)W(f1,..., fo)(z) # 0) =
(f1,---, fn) je linedrné nezdvisld na I.

Véta 1.19. Je-li pro néjaké zo € I : W(f1,...,fn)(xo) = 0 a navic jsou-li fi,...,[fn
Fesenim téZe homogenni LDR, potom je systém (fi,...,fn) linedrné zdvisly na I a navic

(Vx e I)W(f1,..., fn)(x) = 0.

12



Bez dikazu.

Piiklad 1.5. Budte f(x) = 22 a g(x) = z|z|. Potom (Yx € RYOW(f,g)(z) = 0), ale pritom
jsou tyto funkce LN na R.

1.4 ReSeni homogenni linearni diferencilni rovnice s konstantnimi koefi-
cienty
Obecny tvar homogenni LDR
Ly = any” + an1y™V + ...+ a1y + agy = 0, (7)

kde ay,...,a1 € RAa, # 0. Uvazujeme tedy feSeni rovnic pouze s konstantnimi koeficienty.

Motivace

Hledame feSeni ve tvaru:

y(x)=e, NeC
y'(x) = re
y//($) _ )\Qe)\a:

Dosadime do rovnice (7).
an AN 4 an  AVTIN L g heM 4 qpe = 0 (Vx e )
Rovnici miizeme vydélit e, ¢m7 dostaneme charakteristicky polynom v proménné \.
A\ + @ A N+ aA+ag=0

Hledame kofeny charakteristického polynomu (A, ..., Ay), obecné m < n. Rovnici (7) Fesi
(obecné komplexni) exponencidla et

Vsuvka — Komplexni exponenciala

Méjme komplexni ¢islo z definované jako z = a + bi, kde a,b € R a i je komplexni jednotka,

i? = —1. Exponencialu komplexniho ¢isla e* mizeme definovat pomoci Taylorova polynomu
o
z +ib _ anib _ La o
ez::zf':e“ = e%"” = e%(cosb+isinb).
=0’

Komplexné sdruzené ¢islo k ¢islo 2 je Z = a — bi. Pro komplexné sdruzenou exponencialu plati
et = e=® protoze e = cosb — isinb = cos(—b) + isin(—b) = e~®. Absolutni hodnota ryze
komplexni exponencialy je dana jako |e®| = \/cos? b +sin?b = 1.

13



Vsuvka — O kofenech polynomii

Zakladni véta algebry: Polynom stupné n s redlnymi nebo komplexnimi koeficienty ma
pravé n kofend z C, pocitame-li jejich nésobnosti.
Polynom stupné n le tedy rozlozit nasledujicim zpisobem

m m

PN =an [TA= A% Y kj=mn,

Jj=1 Jj=1
kde k; je algebraickd nidsobnost kofene A;.
Pozorovani: Komplexné sdruzené &islo ke kofenu A polynomu p,(A) s redlnymi koeficienty
a; je rovnéz kotfenem tohoto polynomu. Komplexné sdruzeny polynom m lze totiz zapsat

ve tvaru
n

pa(X) =) ajNi

j=1
Dale komplexné sdruzeny soucet je souc¢tem komplexné sdruzenych sc¢itancti a podobné pro
soucin. Koeficienty a; jsou realné, tedy plati @; = a;. Mame tedy

P = Y = > a = Y = 3 = pu() =0,
j=1 j=1 j=1 j=1

Véta 1.20. Necht Ay, ..., Ay, (m < n) jsou viechny navzdjem rizné koreny charakteristického
polynomu rovnice (7), tj. 37, ajXl = 0(Vi € ) s ndsobnostmi ki, ..., kn, >t ki =,
potom rovnice (7) md ndsledujici fundamentdlni systém:
eMT geMr | ghi-lohe
e)\gx weAgz o xkgfle)\gx
n LN funkct.
e gperm® | phm—leAm®

Bez dikazu.

Piiklad 1.6. Naleznéte fundamentdlni systém rovnice y» —y = 0.
Sestavime charakteristicky polynom a spocteme jeho koteny.
AM—1=0
A -1\ +1)=0
A=A +1DAN+1)=0
kofeny: A1 =1 Xo=—-1 A3=—1i M =1
Sestavime fundamentdlni systém FS: {e¥ e % e7® e},
Linedrni kombinaci proki F'S ziskdime FS s redlngmi funkcemi, F'S : {e®,e”" coszx,sinz},
ktery rovnéz iesi (7).
e = cosx 4 isinx

T

e " =cosx —isinx

eZI + e*’LCC . eZCL’ _ e*lCE

cosy = — sinr— ————
2 21
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Poznamka 1.21 (Pfechod k R fundamentéalnimu systému). A € R\C je kofenem charakteris-
tického polynomu s redlnymi koeficienty, potom X\ je také kofenem charakteristického polynomu
— 2 reSent

~ . \x _ e(a—i—ib)x _ ea:c—i—ibx _ ea:ceibx — eax(COS b -+ isin b(L‘)

<
=
—~
8
~—
I
D

A — ola=bi)T — 607 (cog by — i sin ba)

— 2 redlnd teSent

Poznamka 1.22 (Obecné feSeni).

y(z) = Yp(2) + ZCiyi(w)

~——
partikuldrni FeSent —_———
tj. lib. Tesent (5) obecné FeSeni rovnice

s nulovou P
C; € R se dopoctou z pocdtecni podminky (pfedepsanych redlngch hodnot):

y(xo) = Yo,
y'(z0) = 1,

y" D (20) = yn_1.

1.5 Linearni diferencialni rovnice s pravou stranou
Obecny tvar

Ly=y" +puay"™ V4. pry 4 poy =g 8)
Predpokladame, ze funkce p;, ¢ jsou spojité na I C R.

Ansatz! — Variace konstant

Odhadujeme, Ze feSeni rovnice s pravou stranou je

n

y= Z CilYi,

=1

kde ¢; jsou zatim nezndmé funkce na intervalu I. Poté dosadime do rovnice (5).

ledukovany odhad

15



Na kazdy s¢itanec aplikujeme Leibnizovo pravidlo a nalozime dodatetné podminky na funkce
Ci

n n
/ / /
v = cyi+ Y dyi
=1 =1
———
Z0nal

n n
! /! /!
y = § CiY; +§ C;Yi
i=1 i=1
~——
£0nal

n n
k k1
y® =3 ey 3yt
=1 =1
Z0nal

y(n) _ i Ciygn) + i c;yi(n—l)
=1 =1

Dosadime do (8).

n n n n
-1 -1
Zcz‘yi(n) +Zc§y§" )+pn—1zcz‘y§n = -~+Pozciyi =q
i=1 i=1 =1 i=1
n

n
—1
> e Ly + Y dy" V=g
=l —onar, =1

—_———
pozadujeme, aby platilo na I

Regenf jsme takto redukovali na to, zda zvladneme najit ¢;, pro které mame n podminek, které
Ize zapsat do matice.

(1 Y2 - Un d 0
Y Yo e Un c 0
—1 —1 —1 .

Y A NP (s VA q

Soustava rovnic je FeSitelna pravé tehdy, kdyZz je matice soustavy reguldrni, tj. pravé tehdy,
kdyZ je determinant matice nulovy. To ale plati, protoze se jednd o Wronského matici F'S.

Poznamka 1.23 (Cramerovo pravidlo). Zavedeme determinanty A = W(y1,...,yn) # 0 a A,
definovanyj jako

Y1 Y2 ... 0 ... Yn
/ / /
Y1 Yo o 0L Y
A; = det : : : ” ’
1 1 ' -1
WY g Y
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kde za i-ty sloupec dosadime pravou stranu Fesené rovnice (0,0,...,q)T.
Ziskdame ¢ jako podil A; a A,
/ A,
Ci - —.
A

¢; ziskdme integraci ¢}, tj.

c; = /C; + K;,
kde K; € R je integra¢ni konstanta.
Dosadime za ¢; zpét do FeSeni y = > 1" | ¢y,

y:zn:(/c;+K>yi:zn:</C;>yi+ ZZR;KZ%

i=1 =1 =
N——

partikularni fes. homogenni Fes.

Poznamka 1.24. Newvijhoda variace konstant je vijpocetni ndrocnost, zejména integrace. Ve spe-
cidlnich pripadech pravé strany diferencidlni rovnice lze fesit jednoduseji ansatzem.

Specialni pravé strany

Piiklad 1.7. Najdéte partikuldrni Fesent rovnice y" — 3y" + 4y = 2% + 2.

Rowvnice md specidIng pravou stranu — polynom stupné 2. Odhadneme partikuldrni FeSent joko
polynom druhého stupné y, = ax®+bx+c, pFicems budeme hledat hodnoty konstant a,b, c € R.
V resené LDR se vyskytugi derivace do 3. stupné. Postupné tedy budeme y, deriwovat.

yp = az’ +br + ¢

Yy, = 2ax +b
yg:2a
Yy =0

Tyto mezivysledky dosadime do levé strany Tesené LDR.
—6a + 4ax® + 4bx + e = 2® + 22 (Vx € 1)

Nyni prejdeme k vijpoctu konstant a,b,c. RozepiSeme rounici podle mocniny x na soustavu
rOUNIC.

22 da=1
zl: 4b=2
22 —6a+4c=0

Ziskali 3sme hodnoty konstant a = %, b= %, c= %. Partikuldrni vesent rovnice tedy vychdzi

1 1 3
Yp = Zazz + 3% + 3’ Dom(y,) = R.

17



Priklad 1.8. Najdéte partikuldrni vesent rovnice 3" + vy = x2.

Tato rovnice md také specidlni pravou stranu — polynom stupné 2. Odhadneme tedy partiku-
ldrni reSend opet obecny polynom stupné 2 — y, = ax® + bx + c. Postupujeme obdobné jako
u predchoziho prikladu. Obecny polynom dvakrdt zderivujeme a dosadime do levé strany Tesené
rouvnice.

yp = az’ +bx + ¢

Yy, = 2ax +b
y;’:2a

2a+b + 2ax = x*

Rozepiseme podle mocniny x na soustavu rovnic. Hned u x? narazime na problém, protoZe

vychdzi rovnost x2 : 0 = 1, kterou nelze splnit. Odhadované Fesent Yp tedy neni spravné a je
nutné provést lepsi odhad partikuldrniho Fesent.

Provedeme novyj odhad Fesend y, = x(ax? + bx + ¢). Postupujeme obdobné. Derivujeme a za-
piseme do levé strany LDR.

yr = ax® + ba® + cx
Yyl = 3ax® + 2bx +c
y! = 6ax + 2b

6ax + 2b4+3ax> + 2bx + ¢ = 22

22 3a=1
' 2046a=0
22 c+20=0

Resenim soustavy ziskdme hodnoty a = %, b= —1,c=2. Partikuldrni Feseni rovnice vychdzi

3

x
Yr = -

5~ 2% 4+ 2z, Dom(y,) = R.

Obecné lze specialni pravé strany (PS) rozdélit na dvé skupiny, které maji své typické tvary
odhadu partikularniho feSeni (ansatzu).

1. PS = P(x)et* kde P(z) je polynom stupné m a p je p-nasobny kofen char. polynomu
— ansatz: yp(z) = 2’Q(x)e"”, kde Q(x) je polynom stupné n

2. PS =e*(P(x)cos(Bx)+ R(z)sin(fz)), kde P(x) a R(x) jsou polynomy stupné nejvyse
m a « + Bi je p-nasobny kofen char. polynomu
— ansatz: yp(x) = 2?(Q(x) cos(Sz) + S(x) sin(Bx))e*, kde Q(z) a S(z) jsou polynomy
stupné m
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2 Funkce vice proménnych-zakladni pojmy, spojitost a limita
Funkci vice proménnych rozumime zobrazeni f oteviené podmnoZiny Dom(f) C R" — R :
f:Dom(f) CR"(neN)—R, z(€Dom(f)) — f(x)(eR).

Dale si zadefinujeme zékladni pojmy, které budeme déle pouzivat, jsou to norma, skalarni
soucin a metrika.

Norma
xeR" x=(r1,22,...,2y)
Na prostoru R" definujeme eukleidovskou normu vektoru x: ||z|| = /27 + 23 + - + 22.
zo A
T2
1|
I 1

Obr. 4: Norma vektoru x.

Plati nasledujici vztahy: Ve, y € R?, Vo € R
1. flazl] = loll]
2. |z +y|| < |lz|| +||y]| ... trojuhelnikova nerovnost
3. ||z|]|=0<=x=0

Vlastnosti 1., 2., 3. lze uvazovat za axiomy a ziskat tak dalsi normy.

Skalarni soucin

Dva vektory « a y sviraji thel a. Plati nasledujici vztah:

(z,y)

cosq = ————
|| - [yl

kde jsme zavedli standardni skalarni soucin vektori  a y jako
n
i=1
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Skalarni soucin generuje normu vektoru:

n n
(x,x) = szxz = fo = ||z/?.
i=1 i=1
Plati néasledujici vztahy: Ve, y, z € R",Va € R
L {oax +y,2) = oz, z) + (y, 2)
2. (z,y) = (y,z)

3. (z,z) >0,(zx,z) =0 x=0

Metrika

Metriku p(x,y) definujeme jako normu rozdilu vektorii « a y,

plz,y) = ||z -yl =

To A
7 /NPT, Y)
T
4
/ -
— I/ x].
J— /
Y/ z_ NS

e
—
-
-
-

Obr. 5: Grafické znazornéni metriky p(x,y) generované eukleidovskou normou.

Plati nasledujici vztahy: Va,y, z € R"

L p(x,y) = p(y, x)

2. p(z,z) < p(x,y) + p(y, 2)

3. p(x,x) =0
Vztahy 1., 2., a 3. lze povazovat za axiomy a ziskat tak napifklad néasledujici metriku.
Priklad 2.1 (Trividlni metrika). Méjme mnozinu studenti M, M = {S : S je student MAT}},
p: M x M — (0,+00). MiZeme zavést metriku, kterd vyhovuje axiomim
1L S1#5

S1,52) = .
P51, %) {o S = S,
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2.1 Spojitost funkce vice proménnych

Motivace

Funkce jedné promeénné: Funkce f : R — R je spojita v bodé a € R & (Ve > 0) (3§ > 0)
(Ve eR: o —al <6)(If(x) — fla)] <e)

Funkce n proménnych

Funkce f : R™ — R je spojitd v bodé a € R" & (Ve > 0) (35 > 0) (Ve € R™: || — al| < 0)
(If(2) = f(a)| <e).

Definice 2.1. e-okolim bodu a € R", kde € > 0, rozumime mnoZinu
Uc(a) ={x e R": p(z,a) < e}

Definice 2.2. Bud f : Domf(C R") — R funkce definovand na néjakém okoli bodu a € Domf.
Potom funkce f je spojitd v a prave tehdy kdyz

(Ve > 0)(36 > 0)(Va € Us(a) N Domf)(|f(x) — f(a)| < ).

2.2 Limita funkce vice proménnych

Definice 2.3. Redukovanym okolim bodu a € R"™ rozumime mnozinu U (a) =U:(a) \ {a} =
{x e R":0 < p(x,a) < e}.

Definice 2.4. Bud f : Domf(C R™) — R funkce definovand na néjokém redukovaném okoli
bodu a € R™. Potom funkce f md v bodé a limitu ¢ € R prdvé tehdy, kdyz

(Ve > 0)(36 > 0)(Va € Us (a) NDomf)(|f(x) — | < €).

2.3 Vztah mezi limitou a spojitosti

Pozorovani: Je-li funkce f v bodé a spojita, pak plati lii>rn f(x) = f(a).

r—a
Pozorovani: Lze dosahnout opaéné implikace? Je-li funkee f spojitd na Domf\{a} a existuje-
i v bodé a limita, pak lze funkci f dodefinovat/piedefinovat na f, kterd jiz bude spojité v

bodé a.
. f(x) ... x € Dom(f)\ {a}
f(@) = {lim flx) ...z=a

r—a

3 Parcialni a smérové derivace

3.1 Parcialni derivace

Definice 3.1. Bud f: Domf(C R") — R definovdna na néjakém okoli bodu a = (a1, az, ..., an) €
Dom(f). Parcialni derivaci funkce f podle proménné x; v bodé a nazgvdme vlastni limitu
(existugje-li)

lim f(al,CLQ,-..,G/i_l,ai+h,ai+1,.--,an) _f(a’) _. 8f ((1)
h—0 h " Oz
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Poznamka 3.2. Zavedeme-li ¢ : R — R jako ¢;(x) := f(a1,...,a;i—1,2,ait1,...,a,), potom

dyi, .. ilai+h) —la;)  Of
I (ai) = }Lli% N = %(G)

= wvypocet parcidlni derivace podle x;: zafizujeme vSechna x;,j # i, a fuknci f derivujeme
stejné jako bychom derivovali funkci jedné proménné x;.

Poznamka 3.3. Parcidlni derivaci podle x; lze spocitat ve vsech bodech, kde existuje, a na
vysledek lze nahliZet jako novou funkci % : R — R. Tzn. lze potom opét derivovat podle
proménné x;,j € n. Klademe:

Lo (& (&)

Terminologie.
0f IR
92 druhd parcidlni derivace podle x;
(2
*f ny o
a,0m (smiSend) parcidini derivace podle x; a x;

POZOR! V piipadé smiSenych derivaci obecné zavisi na poradi derivovani!

Piiklad 3.1. Naleznéte druhé smiSené parcidlni derivace funkce f(z,y) = |z| +y v bodé
a = (0,0).
1. )
of o°f 2
—=1= =0 (Va e R
9y 5 6y(a) (Va € RY)
2.
x>0
o _ 1 <0 = neexistuje f (0,0)
or o “ J Oydz "’
neexistuje x =10
Podobné lze zavést i k-tou parciding derivaci podle x;,, Ti,, . .., T, kde 41,142, ... ,1; € 1, jako
ok f

axikal'ik_l e 8%‘,‘1

- o akflf
o 890“ 8a:ik_18xik_2 < Ty

Definice 3.4. f: R™ — R definovand na jistém okoli bodu a a necht Vi € n existuji g—i(a).
Potom gradientem funkce f v bodé a rozumime vektor

erad f(a) = Vf(a) = <§i(a), ggim), L (,f:j;(a)> .
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z
Priklad 3.2. Spocitejte gradient funkce f(x,y,z) = (5) v bod¢ a = (2,1,3).

of [z of , .
of

8y:2<

x
Yy
of (o of .

Aritmetika parcialnich derivaci: stejna jako u obycejnych derivaci, tj.:
Maji-li f,g v a parcialni derivaci podle x;, A € R, potom:

= Vf(a)=(12,-24,81n2)

of+g), . Of dg
—on (a) = oz, (a) oz, (a)
OANf), ., Of

oz, (a) = AaT:i(a)

a(f-9)

(@ = L@@ + (@)

(a)...Leibnitzovo pravidlo

81‘¢ 7
o f (a) = #L(a)g(a) - f(a) 5 (a) okud g(a) £ 0
Oxi g a 9(a)? P g '
s mon o . .. df Of : R2f
Véta 3.5. Bud f : R” — R a necht na jistém okoli bodu a existuji Dai 02; O derivace 9w.0z; J¢

v bod€¢ a spojitd. Potom existuje i aggxi (a) a plati

2 2
@)= 0 ()

8$J8I‘z( - 8:@81‘] a

Bez dikazu.

3.2 Smérova derivace

Motivace
af (G,) — lim f(al,GQ, ceey Q1,05 F h7 Ait1,- - - 7an) - f(a’) _
o0x; h—0 h
. fla+he) — f(a)
= }ILIL% }; y kde (ei)j = 5ij,tedy HelH =1
0
— 8—f(a) "méfi" miru zmény hodnot funkce f, posuneme-li se z a ve sméru e;
T

— pro¢ se nepodivat na zménu v libovolném sméru:

Definice 3.6. f : Domf(C R") — R definovdina na néjakém okoli bodu a € Domf, s €
R™\ {0}. Derivact funkce f ve sméru s v bodé a rozumime vlastni limitu (existuje-li):

1 f(aths) -~ fla) Of
}lg% sl h ' 0s

(a).
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Poznamka 3.7. Hodnota smérové derivace nezdvisi na velikosti s. Vezmeme-li totiz libovolné
a > 0 a polozime-li v := «as, dostdvdme

of . 1 . fla+hr)—f(a) 1 f(a+has

or (@ = oy h = alls] A5 /h =ah/ =
.1 f(a+hs)— f(a)
P Tl P = 5@

Poznamka 3.8.

o(t):=fla+ts), p:R—=R
e 1 el pl0)
85( a) = ||s|| dt (0) || s]] i11—>0 h

Poznamka 3.9. Nékteri autori v definici %(a} nendsobi faktorem ﬁ Derivace potom zdvisi
na velikosti s (linedrné). Jini zase fizuji ||s|| = 1, coZ souhlasi s nasi definici.
Vypocet smérové derivace

1. z definice & jednodugeji z Poznamky 3.8

2. pro dostatecné hladké funkce je smérova derivace jen odpovidajici linedrni kombinace
parcidlnich derivaci:

Véta 3.10. Necht f : Domf(C R") — R md v a spojité parcidlni derivace. Potom f md v a i
derivaci v libovolném sméru s # 0 a platd

of 1
88( ) H<gra‘df a 78 HSH Z 81‘1

3

Pi¥iklad 3.3. Vypocitejte smérovou derivaci funkce f(x,y) = 22 — y? ve sméru s = (%, >
bodé a = (1,1).

v

1 3
= — 7:1
sl =1/ +3

Zkusime oba postupy

2 2
o(t) == fla+ts) = <1 + ;t) - (1 + égt)

gp’(t):2<1+;t>;2<1+\é§t>\é§

of

P(0)=1-V3="L1,1)
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9
Oz .

of 1 V3
54(@) = <(2, -2), <2, 2>> =1-V3

— vihodnéjsi postup; zejména ménime-li s a/nebo a

0
85 = -2y = grad f(a) = (2,-2)

Geometricka interpretace gradientu

Méjme f : R" — R a a € Dom(f) pevné zvolené a hledejme s € R™ : ||s|| = 1 tak, aby se
funkce f ve sméru s nejvice ménila.
Reseni: Necht f ma spojité parcidlni derivace =

gi(a) = (grad f(a), s) = || grad f(a)||||s||cosa ...cosa - thel svirany mezi grad f(a) a s
of
0s

(a) je — maximalni pro o = 0 (resp. a« = 2nm,n € Z),tj. < s je rovnob&zné s grad f(a)

a ma stejnou orientaci
— minimalni pro o = 7 (resp. « = 7+ 2nm,n € Z), tj. < s je rovnobézné s grad f(a)

a méa opacnou orientaci
— nulova pro a = g (resp. a = g +nm,n € Z),tj. < a je kolma k grad f(a)
Poznamka 3.11. %(a) =0 (Vs € R"\ {0}), pokud grad f(a) = 0. Tento pFipad v pFikladé

vySe neuwvaZujeme. Pozdéji uwvidime, Ze podminka grad f(a) = 0 je nutnd podminka lokdlniho
extrému funkce f v bodé a.

Zaver: grad f(a) udava smér nejvétsiho riustu funkce f v bodé a. (—grad f(a)) potom
udava smér nejvétsiho poklesu funkce f v bodé a. Ve sméru kolmému ke grad f(a) se
funkce f v "prvnim pfibliZeni" neméni. Jednd se o "smér te¢ny k vrstevnici v definiénim
oboru funkce f".

3.3 Vektorové funkce
jsou zobrazeni F : R” — R"; n,r € N (obecné ruzné)

Piiklad 3.4. Intenzita elektrického pole E : R* — R? kazdému casu a bodu prostoru piifazuje
vektor.

Poznamka 3.12. F lze chdpat jako r-tici funkei F; : R" - R i € 7, F = (F1, Fs, ..., F,).

Pokud n = r = 3, tak zavidime operator rotace, ktery z jedné vektorové fuknce F =
(Fy, Fy, F3) udéla novou vektorovou funkei:

rotF:VxF:<aF3 OF, 0Fy 0F3 OF, 8F1)

(91‘2 B 83:3’ 81133 - (91‘1 ’ 81‘1 B 81132
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f:R®?>R

v

tecna k vrstevnici
prochézejici a

vrstevnice (podél
k¥ivek je f konstantni)

Obr. 6: Gradient funkce f v a.

Obecné se ale zavadi divergence vektorové funkce F : R” — R"” jako

n

diszV-F:ZaF’f

vysledkem je skaldrni funkce.
Uloha 3. F: R3 5 R3 ¢ f:R?> - R majici zdménné druhé smisené derwace. Ukazte, Ze
1. rotgrad f =0
2. divrotF =0
3. divgrad f = Z?:1 %(:: A ... Laplaceiv operdtor)
4. rotrot F = graddivF — AF
5. div(f-F)= fdivF + (F,grad f)

3.4 Derivace slozené funkce
Motivace
g Ro>R=gof:R—=R
plati (g0 f)'(z) = g'(f(2)) - f'(z)
Zobecnéni pravidla (bez dikazu):
F=(F,F,,....,Fs): R" 5 R® zde F; : R" — R; g:RE=R

— slozend funkce g o F : R® — R lze parcidlné derivovat a plati:

d(goF) B °. Oy OF}
Txi(a) = Z (F(a)) - oz

(a)...TFetézové pravidlo
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Priklad 3.5. F : R? — R2 Fi(z,y,2) = 22y, Fao(z,y,2) = v +y + 2, g(u,v) = u? + v2.

v 0goF 9goF JgoF . I . . p P . o
Naleznéte <5~ %y , = Vypocteme parcidlni derivaci podle x, zbylé ponechdvdme ctendri

jako cvicend.
1. fetézové pravidlo

0goF . _ R 99 oy
(3(13 (%Zh Z) - au(F(xvyvz)) 81‘ (Jﬁ',y,Z) + aU(F({E’y’ Z)) ax (x,y, Z) -

= 2F (x,y, 2) - 2y + 2Fy(x,y, 2) - 1 = 8xy® + 2(x + y + 2)

2. dosazent

(goF)(z,y,2) = (22y)* + (x +y + 2)°

O(goF

<g<9x)($vy7z) —dzy -2y +2(x+y+2) =8y’ +2(x +y+2)
— Vidime, Ze pro konkrétni dvojice funkci g, F bijvd vihodnéjsi nejprve spocitat g o F a poté
teprve derivoval, pro prdci s obecnymi funkcems je ale TeteZové pravidlo nepostradatelné.

4 Kvadratické formy

Definice 4.1. Bud A = (aij)?,j:1 symetrickd matice n X n. Symetrickou bilinedrni formou v
R™ nazjuime zobrazeni qq : R™ x R — R definované predpisem qq(x,y) = Ay’ =

ailp a2 ... Qin Y1
a1 Q@ ... a2y Y2 "
= (z1,22,...,2n) | . . . | = Z aijTiyY;.
: : o : i
anl Gp2 ... Qapn Yn

Matici A nazgvame matici bilinedrn? formy qq.

Definice 4.2. Kvadratickou formou rozumime zobrazeni q : R” — R definované predpisem
Q(X) = QQ(wa :B) = Z?,jzl Qi T;T .

Uloha 4. 1. Ukazte, Ze qq je skutecné bilinedrni, tj. linedrni v obou proménnych, tj. plati
napt. qq(ax +y, z) = aqq(x, z) + qq(y, 2).

2. Ukazle, Ze qq je skutecné symetrickd, tj. qq(x,y) = qq(y, x).
3. Ukazte, ze qq(x,0) = qq(0,y) = 0.

Obecné g zobrazuje do R, ale miZze zobrazovat i jen do (0,+00) ¢ (—o0,0). Dale ¢(0) =
qq(0,0) = 0, ale pro nékteré formy se zadny dalsi vektor na nulu nezobrazi. To nés vede k
definici:

Definice 4.3. Bud q kvadratickd forma. éikdme, Ze q je
1. Pozitivné, resp. negativné definitni < Vo € R"\ {0} : g(x) > 0, resp. q(x) < 0.
2. Pozitivné, resp. negativné semidefinitni Vo € R" : gq(x) =2 0, resp. q(x) =< 0 a

soucasné Jx € R™\ {0} : ¢(x) = 0.
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3. Indefinitni < Jx,y e R" : q(x) < 0Aq(y) >0 .

Priklad 4.1. ¢: R? - R

1.
2 2 1 0 xr o L. .
q(x,y) =4y~ | = (x,y) 0 1) \y 2 0...suma kvadrati s kladnymi koeficienty
Aq(z,y) =0< (z,y) =0 = pozitivné definitni forma (PD)
2.
2 02 2 2 —2 r
q(z,y) = —22°+2zy—3y <= —2z7+ Loy +lyr—3y°=(z,y) ( _3> <y>> =
AR Y
:—2<x—§) —5Y §O/\q(m,y):0<:>x—§:0/\y:0<:>(x,y):0
= negativné definitni forma (ND)
Doplnéni na ctverec — MUSIME zahrnout vsechny cleny, obsahujici vybranou promeén-
nou, zde x, tj. —2x% + 2xy
3.
q(z,y) = 1022 = 0Aq(0,y) = 0; 3x # 0 : g(x) = 0 = pozitivné semidefinitni forma (PSD)
4.
q(z,y) = -2+ 2zy—y? = —(z—y)? < 0Ag(z,2) = 0 (Vo € R), t5. Ja # 0, napr. = = (1,1)
q(x) = 0 = negativné semidefinitni forma (NSD)
5.
0 i\ [z : :
q(z,y) =zy | = (z,y) | 1 (2) ) ) trik: substituce x =u—+ v,y =u—v
2
r+y 2 r—y 2
q(z,y) = (u+v)(u—v) =u* —v? = ( 5 > — ( 5 ) ... nabyvd klad. i zdpor hodnot, napt.

q(1,1) =120, ¢(1,—-1) = —1 < 0 = indefinitni forma (IND)

Uloha 5. Rozmyslete si, e

q je ND < (—q) je PS,
q je NSD & (—q) je PSD.

Pozorovani (bez dikazu): Formu ¢ lze vzdy doplnit na ¢tverce, (v piipadé, kdy mame jen
smigené ¢leny, pomoci triku jako v bodé 5 Piikladu 4.1), ¢tverct je nejvyse n (pro ¢ : R™ —
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R). Pokud v kazdém kroku vtdhneme do ¢tverce vSechny vyskyty nékteré z proménnych, lze
odvodit nasledujici:

l:n{(w n)(a; > 0)...q je PD
( )(a; <0)...q je ND
( (

(

Ja; >0A 3a; < 0...q je IND

Uloha 6. Promyslete: Obsahuje-li diagondla matice A kladné i zdporné prvky, potom asocio-
vand forma q je je vZdy IND.

Uloha 7. Promyslete: Jak snadno urcime typ formy, je-li A diagondlni, (1. a;j =0proi#j)?
Uloha 8. Promyslete (bonus): Jak urcime typ formy ze znalosti viastnich ¢isel matice A?

Sylvestrovo kritérium (pouze pro uréeni PD a ND!)

q(z) = xAz?
aip a2 aigz ... Aln
a1 a2 a3 ... a2n
A = asy as2 asz ... asn
anl A4np2 Qap3 ... Qnpn

Spocitejme subdeterminanty (hlavni minory) matice A, tedy

Ay =a

Ao = ajjage — ajzaz

A, =det A
Plati:
1. ¢ je PD < (Vi € n)(A; > 0)
2. ¢ je ND & (Vi € n)((—1)'A; > 0)

5 Lokalni extrémy funkce vice proménnych

Definice 5.1. Bud f : Domf(C R") — R definovdna na néjakém okoli bodu a € R™. Rek-
neme, Ze f md v a (ostré) lokdlni minimum, resp. (ostré) lokalni maximum < existuje-li
redukované okoli U*(a) tak, Ze Vo € U*(a) : (f(x) > f(a)) f(x) = f(a), resp. (f(x) <
f(a)) f(x) < f(a). (Ostrd) lokdlni mazima a minima nazgjvime (ostrymi) lokalnimi extrémy.

Priklad 5.1. Pomoci definice naleznéte lokdlni extrémy funkci
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flay)=1-a®—y°
Y(z,y) € R2\ {0} : 1 = £(0) > f(z,y) = f md v 0 ostré lokdlni mazimum

g(z,y) =1 -2y’
V(z,y) € R*\ {0} : 1 =g(0) = g(x,y) A g(0,y) = g(=,0) = g(0) =1
= g md v 0 neostré lokdlni mazimum, stejné tak ho md v (0,y),y € R a (z,0),z € R

V tulohéch vyge jsme lokalni extrémy uhodli. Jak si poradit v ne tak jasnych ptipadech? —

Véta 5.2. (Nutnd podminka lokalniho extrému) Bud f : R™ — R definovdna na néjakém okoli
bodu a € R™. Md-li f v bodé a lokdlni extrém a md-li v ném derivaci podle i-té proménné,
potom g—i(a) =0

Diikaz. Necht f méa v a napf. lokalni minimum, tj. (3U*(a))(Ve € U*(a))(f(x) = f(a)).

Méame L
iy 4 (@t hei) — f(a)
h—0 h
Dikaz provedeme sporem. Kdyby ¢ # 0, napf¥. ¢ > 0, potom
fla+hei) — f(a)

lim = 0
hgg_ h -

= ¢ € R a chceme ukézat, 7e ¢ =0

= f(a+ hej) < f(a) pro Vh < 0: |h| dost mala, tj. i pro né&jakd * = a + he; lezici v U*(a),
kde ale plati f(z) = f(a) = spor. (Podobné pro maximum Ve < 0) O

Uloha 9. Porovnejte Vétu 5.2 s nutnou podminkou lokdlniho extrému funkce funkce jedné
promeénné!

POZOR: Stejné jako v 1D, nulovost derivaci neimplikuje lokalni extrém, viz sedlovy bod.
Nicméné ndm podminka nulovosti derivace dava body ,podezielé z extrému®, tzv. staciondrni
body funkce f < grad f(a) = 0. Jak tedy rozhodnout, zda stacionarni bod a je bodem
lokalniho extrému funkce f7 Jak uréit typ extrému? Podobné jako v 1D nam pomtze 2.
derivace a podobné jako v 1D nam ani ta neposkytne vzdy odpovéd.

Tayloriiv rozvoj funkce vice proménnych /kvadraticka aproximace
Odvodime: f:R"” - R,a € R", f ,dostateéné pékna“. Potom
1
f(x) = f(a) + (grad f(a),x — a) + §(w —a)d%f,(x — a)T + ,relativné maly zbytek®

zde d?f, je matice druhych parcialnich derivaci f v a, tj.
__of
- &riaxj

(dea)ij

(a)...Hessova matice

— piislugna kvadraticka forma se nazyva druhy diferencidl funkce f v bodé a. (Ta muze byt
PD, ND, PSD, NSD ¢i IND)
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Diikaz. s € R™,||s|| = 1 zatim libovolné.

e zavedeme pomocnou funkci ¢ : R — R jako ¢(h) := f(a + hs) na n&jakém otevieném
intervalu I, ktery obsahuje bod h =0

e pro ¢ mame bezny Tayloriv rozvoj (je-li ¢ € C2(I) a existuje-li ¢ na I) v h = 0:

/ 1 " ]_ n
6() = 6(0) + 6 O)h + 26" O + 26" () )
zde € = £(h) € 1.
Poznamka 5.3. Je-li ¢ € C(I), mizeme na I zbytek odhadnout jako ‘%qﬁm (§)h3‘ <
M|h|3, kde M je néjakd konstanta. PiSeme %qﬁm ()3 = O(h?).
e nyni vyjadiime ¢leny na pravé strané (9) v terminech f
¢(0) = f(a)
’ - h - 8
8 0) = i Q00O TOXDD IO O ) _ (yra fa). )
v A= 0) . Yatts)-%a) o [0
¢ (0) = Jim t = t _as(&sf>()
e méime tedy:
fla+ hs) = f(a) + (grad f(a), s)h + 1o 2f (a)h* + O(h?)
& ’ 20s \ 0s
e upravime jesté:
o (0 0 92
52 () (@ = ( (e 31 ) @).5) = Geradtgrad 1. 5)(a). o) = > T (@ss =
=sd?f,sT
e nyni polozime:
x—a
= , h=lz—al
|z — all
a dostavame:
1
f(z) = f(a) + (grad f(a),x — a) + S (z — a) & fu(z —a)" + O(||(z - a)’|))
O
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Véta 5.4. (Postacujici podminka lokalniho extrému): Bud a staciondrni bod funkce f :
Domf(C R™) — R. Necht md tato funkce na néjakém okoli bodu a spojité parcidlni deri-
vace do 3. Fdadu. Je-li 2. diferencidl funkce f v bod¢ a

PD md [ v a ostré lokdlni minimum
ND 3 potom < md [ v a ostré lokdlni mazimum

IND f nemd v a lokdlni extrém, a je tzv. sedlovy bod.

Poznamka 5.5. Je-li d>f, PSD ¢i NSD, tak nelze na zikladé 2. derivact o lokdlnim extrému
rozhodnout! (Srovnejte s 1D piipadem!)

Diikaz. a... stacionarni bod, tj. grad f(a) = 0 = Tayloriiv rozvoj v a :

f6) = f(@) + (@~ @) falw — )T +O(2 - alf’)

()
zanedbame-li zbytek, tak Va # a:

1. (¥) >0 pro d®f, PD
2. (¥) <0 pro d?f, ND
3. () méni znaménko pro d2f, IND

— zbytek je vii¢i (x) zanedbatelny jen pro ||z — a|| malé, tj. na néjakém okoli bodu a, na ném
potom plati (x # a):

1. f(z) > f(a) = OL minimum
2. f(x) < f(a) = OL maximum

3. pro n&jaka x: f(x) > f(a) a jind y: f(y) < f(a) = v a neni lokalni extrém

Uloha 10. Co v dikazu selze pro d%f, semidefinitni?

POZOR: Jedna se o podminku postacujici! Tj. funkce mtze mit napf. OL minimum i v
bodech, kde d?f, je PSD viz Piklad 5.2.

Pi#iklad 5.2. Naleznéte lokdlni extrémy funkce f(x,y) = 2% + y*.

grad f(z,y) = (2z,4y%) = 0 < (z,y) = (0,0) = a... . jeding staciondrni bod

02 f o2 f &2 f *f _ OPf
o = " Ox? 2 oy? 12y" = 0y (@) =0, 0xdy  Oyox
= d%f, = <§ 8) cili A®fq(h) =2h7 20 A d*fo((0,1)) =0

= d?f, je PSD
= Vétu 5.4 nelze pouzit, ale presto: ¥(x,y) € R?\ {a}
0= f(a)=f(0) < f(x,y), tj. v a je ostré lokdlni minimum.
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6 Vazané extrémy funkce vice proménnych

Bud f:R" - R,M C R" : dimM < n (nap¥. M je kiivka v roviné ¢ 3D prostoru nebo M je
plocha v 3D prostoru), a € M.

Definice 6.1. Rikdme, Ze f nabyjvd v a (ostrého) lokalniho minima vzhledem k M« (3U%) (Ve €
Ua N M)(f(2)(>) 2 f(a)).

Poznamka 6.2. Analogicky definujeme dalsi typy extréma vzhledem k M. Zkuste sami!

Budeme uvazovat jen mnoziny zadané vazbami tvaru:
Fi(x)=C;, i€ I, 1< n; kde C; jsou konstanty — BUNO je lze volit nulové

tj. M = {@ € R : (Vi € [)(Fj(x) = C;)}. V takovém pFipadé se lokalni extrémy vzhledem k
M nazyvaji rovnéz vazané extrémy

Zatnéme s nejjednodussim piipadem, kdy f = f(z,y) : R2 = Ra M = {z € R?: F(x) = C},
kde f, F budou mit tolik derivaci, kolik budeme potiebovat. Nize xg € M.

1. e oba gradienty grad f(xg) a grad F(xg) jsou kolmé k te¢nam piislusnych ,vrstevnic*,
kde vrstevnici funkce F' je samotnd mnozina M, protoZe dle definice je na ni F' kon-
stantni.

e pohybujeme-li se po vazbé (Cervené k¥ivce), protindme vrstevnici funkce f pro hod-
noty mensi i vétsi nez f(xg) = v situaci zachycené na Obr. 7 tedy f nemé v xq
vazany lokalni extrém (extrém vzhledem k M)

A
orad F(xo)

rovina grad f(zxo)
— f(®) > f(z0)

W [(@) = f(xo)
— f(2) < f(zo)
—_————

vrstevnice

v

v X

Obr. 7: Hledani vazaného extrému na M ve zvoleném bodé xq, kde M jsou body spliujici
F(x) = C. Plati F(zxo) = C, nebot &g € M.

2. e na Obr. 8 je v &g nabyvano ostrého lokdlntho maxima vzhledem k M
e POZOROVANI: grad F(zo) || grad f(zo)
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A grad f(xo)

grad F'(zq) « f(®) > f(xo)

Obr. 8: Hledani vazaného extrému na M ve zvoleném bodé xg, kde M jsou body spliujici
F(x)=C.

3. grad F'(xo) || grad f(=xo) ale neni postatujici podminka pro vizany extrém, viz Obr. 9.

e zde grad F(xo) || grad f(xo), ale f nenabyva v x¢ vazaného extrému

N

«— f(x) < f(zo)

. — [(@) = f(wo)

<« [(@) > f(20)
—_—

grad F'(zg

vrstevnice

2

Obr. 9: Hledani vazaného extrému na M ve zvoleném bodé xg, kde M jsou body spliujici
F(x)=C.

4. e na Obr. 10 je v &g neostré lokalni minimum f (bez vazby), tim padem i s libovolnou

vazbou.
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< f(=®) > f(=o)

— f(x)= f(zo)

Obr. 10: Hled&n{ vazaného extrému na M ve zvoleném bodé& xg, kde M jsou body splitujici
F(x)=C.
Uloha 11. (ke 4. bodu) MiiZe bijt toto minimum ostré i neostré dle konkrétniho drubu vazby?

= 7 1. - 4. 1ze vypozorovat, Ze nutna podminka pro vazany lokalni extrém zni

grad f(xo) || grad F(xo)
to lze prepsat: I\ € R (tzv. Lagrangetiv multiplikdtor):

grad f(xo) = Agrad F(xo)
grad L(xo; \) = 0;kde £ := f — AF'... Lagrangeova funkce
Uloha 12. Jaké situaci odpovidd A = 07

Definice 6.3. Bud U C R" omezend a uzaviend, f definovand a spojité na U. Potom hod-
noty maxycy f(x), resp. mingey f(x) nazgvdme globélni maximum, resp. globalni minimum

funkce f na U.

Poznamka 6.4. Mazxima a minima v Definici 6.3 jsou skuteéné nabjvdna diky spojitosti f na
kompakini (=omezend a uzaviend) podmnoziné R™.

Priklad 6.1. Koronapiiklad

e uvazujme tovdarnu produkugici néjaky vyrobek (rousky) v mnozZstvi Q = f(K, L), kde f je
zatim nespecifikovand funkce,
K ... mnoZstvi kapitdlovich investic (Sici stroje)
L ...mnoZstvi pracovni sily (Sicky)

e bud ddle cena za stroj q a mzda Sicky p jiani (CNY)
e celkovy rozpocet tovdrny je B CNY

o jak rozpocet rozdélit mezi stroje a zaméstnance, aby byl zisk dmérny produkci Q magzi-
mdlni?

35



o predpoklddejme, Ze
f(K,L)= K“L'™2, (10)

kde 0 < a < 1 je volny parametr modelu

Poznamka 6.5. (10) ..., Cobb-Douglas production funcion®; zkuste navrhnout jinou vystiz-
néjsi funkci a poté mazimalizovat Q!

Reseni: Hleddme (dokonce globdlni) mazimum funkce f = f(K, L) na mnoziné M := {(K,L) :
K=20,L=20¢gK+pLs B }
——— ~~

ndklady rozpocet

»m\lm =

0 B L,
p

Obr. 11: Hled&n{ vazaného extrému na mnoZziné€ M. Podél tisecky M investujeme cely rozpocet
— ocekavame na nf maximalni produkci.

e Lagrangeova funkce L = f(K,L) — A\F(K,L) = KL ! — X\(¢K + pL)

fic =k e = A =0 (1) .
2 rovnice, 3 neznamé K, L, \ + vazba: ¢K + pL = B (3)
9 = (1-a)K*L™ - XAp=0 (2)

e nejprve se zbavime parametru A:
apK* 'L — (1 - a)gK* L™ =0
apL = (1 — a)gK

(A—-a)g
ap

L = K

dosazenim do (3) mdme

1-— B 1-a)B
K<q—|—( a)q>:B:K0=a,L0:( %)
@ q p

f(Ko, Lo) = K§Ly™ >0

e soucasné na krajich isecky f (0, %) =0alf (%, 0) = 0= v (Ko, Lo) je globdlni extrém
vzhledem k M
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Uloha 13. Vysetiete lokdini extrémy f wonity ]\7, ). postupujte jako pro bézné lokdlni extrémy
bez vazby a poté jen vyberete staciondrni body wvniti M.
(Resent: Uvniti M Zddné lokdlni extrémy nejsou.)

7 ptikladu je pomérné jasné, jak hledat globalni extrémy na mnoziné M C R" : dimM = n:

L1,22,...,Tn

I

Obr. 12: Hledani vdzaného extrému na mnoziné M.

1. béZné lokalni extrémy uvnit¥ M (neni nutno zkoumat jejich typ, staci dokonce jen najit
v8echny stacionarni body)

2. vazané lokalni extrémy na hranici M (opét staci najit stacionarni body dané Lagrangeovy
funkce)

e funkei f vycislime ve vSech bodech ziskanych v 1) a 2)

e 1ejvétsi hodnota dava globalni maximum, nejmensi globalni minimum

6.1 Nutna podminka pro vice vazeb

Nyni si bez diikazu ukaZeme, jak postupovat v p¥ipadé vice vazeb typu F;(x) =0, 1 € Z, kde
1Sl < n.

Definice 6.6. Bud F : R" — R! vektorovd funkce o slozkdch (Fy, Fy, ..., F}), F; : R" — R.
Budte ddle F; diferencovatelné v a € R™. Potom Jacobiho matici funkce f v bodé a rozumime
matici [ X n:

o OF o

o grad Fi(a)

R (a) = grad Fo(a) | _ E(a) = M(a)
U : = 1Y T Dla, . 1)

g—ﬁ % gTIz grad Fj(a)

Poznamka 6.7. Jacobiho matice je linedrni aprozimace zobrazeni F v bodé a.

Véta 6.8. Necht f,F1,...,F; : R™ — R maji spojité parcidlni derivace. Oznacme M = {x €
R” : (Vi € I)(Fy(x) = 0)}. Necht ddle matice H(az) md hodnost | pro kazdé x € M.

Mad-li f v bodé a € M lokdlnt extrém vzhledem k M, potom ezistuji ¢isla A1, A, ..., N\ takovd,
e grad L(a; M, g, ..., \) =0, kde L(xz; M1, Mo, ..., N) == f(x) — XL, MiFi(x).
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Poznamka 6.9. Podminka na maximdlni hodnost Jacobiho matice zajistuje, Ze vazby jsou
,nezdvislé”.

Poznamka 6.10. (postacujici podminka pro vazany lokilni extrém): f : R" — R, vazba
F(z)=0— M:={z € R": F(z) =0}

o L= f(x) — AF(x)... Lagrangeova funkce
L]

VL =0
F(xz)=0

} staciondrni body; vezméme jeden, Feknéme a (existuje-li) (11)

otdzka: Nabyjvd f v a lokdlniho extrému vzhledem k M nebo se jednd o sedlovy bod?
o bez vazby: V nékterych pripadech pomiiZe druhd derivace f v a.

e swazbou: Nabizi se spocitat druhou derivaci L v (a; \), kde A je pfislusnd hodnota Lagran-
geova multiplikdtoru, tj. (a; \) Tesi systém (11).
Pripomenime, Ze druhd derivace ve stactondrnim bodé ddvd miru zmény dané funkce na
okoli daného bodu (viz Tayloriv rozvoj). Nds ale zajimd jen mira mény ,podél vazby*.
= Kvadratickou formou druhé derivace je nuino ziéZit na priristky argumenti ,podél
vazby“, tj. na tecny prostor k M v a.

Teény prostor k M: F(x) = 0...rozvineme do Taylora: F(a+h) = F(a)+ (grad F(a),h) +
O(||h||?), kde h tvoii maly priristek argumentu, F(a) = 0,||{grad F(a), h)|| minimalizujeme a
O(||h||?) zanedbdme v linedrni aprozimaci, tj. tecnyj prostor je tvoien vektory h, které spliiuji
(grad F'(a),h) = 0.

Pozorovdni: Je-li ji7 nexizend forma d?L pozitivné ¢i negativné definitng, miZeme si ziZo-
vand odpustit!

7 Funkce zadana implicitné
Motivace: F : R? - R, F(z,y) = 22 + 3% — 1

M := {(z,y) € R?: F(z,y) = 0}, tj. M tvoii body roviny spliujici vztah 22432 = 1 (kruznice
se stfedem v pocatku o poloméru 1)= M neni zjevné graf funkce y = y(x):
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pro jedno x
dvé rizna y

Obr. 13: Funkce zadané implicitné

nicméné, vyjma specidlnich pripadi, které rozebereme za okamzik, plat{ nasledujici: pro a €
R? : F(a) = 0 existuje okoli U(a) takove, ze M NU(a) je jiz grafem funkce y = y(z)

y
Ula)
y= VI
y= Vi@
U(b)

Obr. 14: Funkce zadané implicitné.

jak vypadaji zminéné specidlni pfipady:



neni graf fce y = y(z)
pro zadné okoli bodu ¢ = (0,1)
(obdobné pro & = (0,-1)

Obr. 15: Funkce zadana implicitné.

Uloha 14. Na okoli jakijch bodii zaddvd rovnost F(z,y) = 0 graf funkce x = x(y)?

co se déje v bodech c a ¢:

OF OF , . OF

il — 9%y = il _ 2
oy @V = =0= ()= 5

(€¢)=0

Definice 7.1. Necht F : R?2 — R. Rikdme, Ze y = y(z) je na intervaly I C R funkci zadanou
implicitné rovnici F(z,y) = 0 (strucnéji ,implicitni funkci®) pokud pro (Vx € I)(F(z,y(x)) =
0).

Zasadni otazka: Jaké vlastnosti musi mit F', aby na né&jakém intervalu I existovala pravé
jedna funkce y = y(x) zadané implicitné?

Véta 7.2. (o implicitni funkci) Bud F : R? — R, (z¢,90) € R? : F(20,%0) = 0. Necht na jistém
okoli bodu (o, y0) md funkce F(x,y) spojité parcidlni derivace, pFicem?Z plati %—Z(mo, yo) # 0.
Potom na jistém okoli bodu x¢ existuje jedind spojitd funkce y = y(x), kterd je implicitné
zadand rovnici F(z,y) = 0 a vyhovuje podmince yo = y(xo). Navic md tato funkce na okoli
bodu xq spojitou derivaci s hodnotou

Y (z) = —2% .. funkce promeénngch (x,y) — nutno vyjddrit (x,y(x)) (12)

Poznamka 7.3. Veéta neddvd predpis y = y(z)! Rikd jen, Ze takovd funkce existuje. Ostatné
y nemust bijt ant vyjddiitelnd v terminech elementdrnich funkct, tiebaze F je sloZend funkce
elementdrnich funkci dvou proménnych. Napt.: F(z,y) =y + €Y+ = 0.

Diikaz. Nejtézsi ¢ast je ukazat, ze existuje néjaka y = y(z) s pozadovanymi vlastnostmi. Tu
preskocéime.
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y oF
{Ty(xo,yo) #0

F($07y0) =0
Z/(l“o) =Yo

y

Obr. 16: Funkce zadana implicitné.

Dokazeme si jen vzore¢ek pro derivaci 3/ (z) a jednoznacénost.
— vzorec pro derivaci:

Jy =y(z) : F(z,y(z)) =0 Ay(xo) = yo — zderivujeme obé strany F(x,y(z)) = 0 podle x
OF oF dy d dy or OF
9 + = 9y du d—O =0= Frte 8F’ kde ay = 0 dle pfedpokladi Véty 7.2.
— jednoznacnost:
F(z,y(z)) =0 A F(z,5(z)) =0 (13)
A
y(zo) =yo = y(o) (14)
Podle bodu vysSe méme
dy _ % 4§ _ G -
dr 87(95 y(z) a dr —@(%y(ﬂc)),
y dy

tj. y a g fesi stejnou diferencialni rovnici prvniho fadu se stejnou pocateéni podminkou (14).
Dostavame y(z) = g(z) na né&jakém okoli bodu . O

Pozorovani: Vztah (12) nam Fik4, jak spoditat y/(x), aniz bychom znali y = y(x)! Nicméné
pii dosazovani konkrétniho bodu je stile nutno pracovat s implicitnim predpisem. Uvazte
napiiklad opét funkci F(x,y) =y + ¥ +x = 0, pro kterou y/(z) = —1/(1 + e¥®)).

Poznamka 7.4. Véta 7.2 lze zobecnit i pro F : R" — R(n 2 2) dokonce i pro F : R" —
R* (s < n).

8 Riemanntv integral v R"

Zavede se podobné jako v R1:
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horni integralni soucet
1 pii déleni D...U(D, f)
T

—/ dolni integralni soucet

pii d&leni D...L(D, f)

\ 4

a b X

W_/

déleni intervalu I = (a,b)...D

Obr. 17: Riemanntv integral v R,

f je na I riemannovsky integrabilni < supp L(D, f) = infp U(D, f), kde supremum a infimum
bereme pies vSechna mozna déleni intervalu I — pokud rovnost plati, spole¢nou hodnotu
oznacime jako [; f(z)dz.

Zobecnén{ provedeme specidlné pro n = 2, promyslete si nasledujici pojmy i pro n > 2. Nejprve
zavedeme pojmy dvourozmérného intervalu a jeho déleni.

Definice 8.1. Budte (a,b), (c,d) C R jednorozmérné intervaly. Potom dvourozmérnym inter-
valem rozumime obdélnik I := (a,b) x {(c,d).

Definice 8.2. Délenim jednorozmérného intervalu (a,b) C R rozumime kaZdou konecnou
posloupnost ¢isel xg,x1,...,x, takovou, Zea =29 < x1 < -+ < xp =b.

Definice 8.3. Bud I = (a,b) x (c,d) dvojrozmérny interval. Necht ddle xg,x1,...,x, je
délenim intervalu (a,b) a yo,y1,- - -, Ym je delenim intervalu (c,d). Potom délenim intervalu I
rozumime mnozinu vsech intervald tvaru Si; == (xi—1, ;) X (Yj—1,v;), kde i € n, j € m. Tuto
mnoZinu znacime D := {SU}:L;L Ddle zavddime miru intervalu Sy, u(Si;), jako p(Sij) =
(i — @i1) (Y5 — Yj—1)-

Doln{ a horni integraln{ soucty se zavedou naprosto analogicky jako v 1D.

Definice 8.4. Bud f : R? — R omezend funkce definovand alespori na intervalu I(= {(a,b) x
(c,d)). NechtD = {Szj}?]zl je délent intervalu I. Proi € n,j € m oznacme vij = infueg,. f(2),
Vij := sup,eg,, f(z). Dolnim integrdlnim souctem L(D, f), resp. hornim integrilnim souc-
tem U(D, f) funkce f pFi déleni D rozumime L(D, f) := 22’321 vijpu(Sij), resp. U(D, f) =
> iy Vijn(Sij)-

Poznamka 8.5.

o [ je omezend = |v;j|,|Vij| < +o0o = |L(D, f)|,|U(D, f)| < +o0

o je-li f spojitd na I = f je spojitd i na S;; = v definici v;;,V;; lze nahradit inf, resp.
sup, min, resp. max, nebot spojitd funkce na kompakini (=uzaviené a omezené) podmno-
zin€ R™ nabyjvd svého infima i suprema

Podivame se, co se déje s L(D, f) a U(D, f) pii zméné déleni a na to, v jakém vztahu jsou L
a U pro navzajem rtizna déleni. (Tipnéte si!)
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Definice 8.6. Rekneme, %e déleni D' je zjemnénim deéleni D, jestlize pro kazdé S, € D'
ezistuje S;; € D tak, Ze S., C Sij.

Lemma 8.7. Necht f je omezend funkce na intervalu I C R?, D délenim I a D' zjemnénim
D. Potom plati L(D, f) < L(D/, f) < U(D/, f) < U(D, f).

Diikaz. 2. nerovnost je ziejma (porovnejte definice L a U), 1. a 3. nerovnost se dokazuji
podobné, zkusime tedy 1., 3. ponechdme ¢tenafi:

=D ={5;},D" ={5.}

— pro (87, € D) (3Si € D)(S,5 C Sij) = vyg := infres f(x) 2 vij = infeeg,; f(x) nebot na
pravé strané hledame infimum pfes nadmnozinu

— dale kazdé S;; € D lze zapsat jako Sij = Us_cs,; Sy = u(Sij) = ZS;SCSij w(SLy)

— 7z téchto pozorovani nakonec dostaneme:

L(D/7f): Z rs:u Z Z rs:u’ Z Vij Z

S eD’ Si;€D S1,CSi; Si;€D  SL,CSi;

= > wyp(Sy) = L(D, f)

SUED
O

Véta 8.8. Budte f omezend funkce na intervalu I € R?, Dy a Dy libovolnd déleni I. Potom
L(D17 f) § U(D27 f)

Diikaz. — D' zavedeme jako spoletné zjemnéni D; a Dy (Rozmyslete, jak by se takové D’
explicitné naslo!)
— podle Lemmatu 8.7, kde za D bereme postupné Dy a Dy dostavime:

L(Dbf) g L(Dlvf) g U(Dlaf) é U<D21f>
O

Zavér: Zjemhovanim déleni nezmensime L a nezvétdime U, soucasné L < U, i kdyZz k vypoctu
integralnich souc¢tdl pouzijeme navzajem riizna déleni.

Definice Riemannova integralu je zcela analogickd 1D ptipadu.

Definice 8.9. Bud f omezend funkce na I C R?. Potom definujeme Riemanntv dolni L(f),
resp. horni U(f) integral jako L(f) := supp L(D, f), resp. U(f) := infp U(D, f), kde sup a
inf wvazujeme pies viechna délend intervalu I. Pokud L(f) = U(f), fekneme, Ze f md na
I Riemanniv integral. Spoleénou hodnotu L(f) a U(f) znacime joko [, f = fI x,y)dzdy

b rd «
(=uly Jo [(z,y)dzdy®).
Poznamka 8.10.
e definice fI f davd dobry smysl, ale k analytickym vipoctim je prakticky nepouZitelnd

e pro numerické vijpocty lze postupné pocitat L(D, f),U(D, f) pro zjemniujici se déleni —
hodnota integrdlu potom leZi nekde mezi témito dvéma ¢isly
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e numericky je pracné hledat vi; a Vij pro kaZdy obdélnicek Si; a je to dokonce zbytecéné,
ukazuje se, Ze pro dobrou aprozimaci staci libovolnou hodnotu funkce f na S;; (napf.
ve stredu obdélnicku Si; ¢i v jednom z jeho vrcholi), pripadné primérnou hodnotu ve
vrcholech S;j — wviz animace ve Wolfram Mathematica

Poznamka 8.11. (Geometricky vyznam Riemannova integralu) Bud f = 0 na [ a M :=
{(z,y,2) eR®: (z,y) e INO S 2 £ f(w,y)}. Potom [, f ddvd objem telesa M.

graf fce f (plocha v R?)

»J; [ = objem M¢

X
Obr. 18: Geometricky vyznam Riemannova integralu.

— zobecneéni:

fyg funkce na I : (Ve € I)(f(x) = g(x))

M= {(,5,2) € R®: (2,5) € T A gla,y) S » < f(fc,y)}} potom otjem 31" = [ (f )

Pro jaké funkce integral existuje?

Véta 8.12. Bud f spojitd na intervalu I C R%. Potom Riemanniiv integrdl f[f existuje.
Navic lze spocitat ndsledovné: f[f = limy,y00 L(Dn, f)(= limy—y00 U(Dy, f)), kde (Dn), je
libovolnd posloupnost déleni spliugici lim, o (maxs,;ep, diam(S;;)) = 0. (Zde diam znaci
primér = diametr mnoziny Sij;, tj. velikost whlopiicky obdélnika S;;.)

Jak vypocitat plochu obecnégjsi mnoziny v R? neZ je interval?

Definice 8.13. M C R™. Potom charakteristickou funkei mnoziny M rozumime xns defino-
vanou na celém R™ ndsledovné:
l...xe M
xm(x) =

0...z ¢ M.

Definice 8.14. Bud I C R? interval a M C 1. }éekneme, ze M md Jordantv-Peaniiv objem
(M) & existuje-li [; xpr. V kladném piipadé klademe p(M) = [, xu-

Poznamka 8.15. Toto je matematickd definice plochy! (Souhrné se vSemu ¥ikd objem bez
ohledu na dimenzi)

Jak integrovat funkce pfes obecnéjsi mnoziny nez intervaly? Klade se [,, f := [, xar - f, kde
I je n&jaky interval obsahujici M.

Poznamka 8.16. x,s - f nent typicky spojitd, nemdme tak na zdkladé véty 8.12 obecné za-
rucenou existenct Riemannova integrdlu!
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8.1 Vlastnosti vicerozmérného Riemannova integralu

Véta 8.17. (Linearita): Bud ¢ € R. Ezistuji-li integrdly fM fa fM g, potom existuji ¢ integrdly
S (f+9) a [y (cf) aplati [,(f+9)= [y, [+ Ju9 Julef) =cly f
Diikaz.

e vychazi z odhadi pro odpovidajici horni a dolni integralni soucty
e piimocary je pro homogenitu integralu (tu si zde dokazeme):

1. ¢20:

— L(D,cf) = Zz 12 11nf$65”(cf( ) p( Z]) = sz 12 11nfo:eSz]f( T)p (Sij) =
cL(D, f)

— podobné U(D,cf) = cU(D, f)
— [y [ existuje

= i%f UMD, f)= s%pL(D, f) (: /M f)
= (ci%fU(D, f)=) i%ch(D, f)= s%p cL(D, f)(= cs%p L(D, f))

= i%f U(D,cf) =sup L(D,cf)
D
= [ (cf) existuje a / (cf) =sup L(D,cf) = esup L(D, f) = c/ f
M M D D M

2. ¢ < 0: zkuste sami!

Véta 8.18. (Monotonie): V(z,y) € M C R?: f(z,y) < g(x,y), potom [, f < [, 9

Dikaz se opét provede pomoci odhadt v hornich a dolnich integralnich souctech.

Véta 8.19. (Odhad absolutni hodnotou): | [, fI < [,/ 1f]-

Véta 8.20. (Aditivita): My, My C R? : My N Mo = ¢. Ewistugi-li integrdly o fa fy, f
potom existuje 1 integrdl fM1UM2 f a plati fMluMg f= fM1 f+ fMQ f

8.2 Vypocet Riemannova vicerozmérného integralu

8.2.1 Fubiniho véta

Motivace
. dvourozmé&rny interval I = (a,b) x {(c,d)
D... jeho déleni D = {S;; = (wi—1,2;) X <yj_1,yj>}2’jzl
Vij = infmeSij f(a:)
— L(D, f) = 32, j viji(Sji)

Z Zvij(ijrl = y;) | (@ip1 — Z <Z Ui (Tip1 — ) (yj+1—y;)  (15)



y y
¢ c
Yjt+1 ~Yj
T T
Ti4+l — T4
d d
a b X a b X

Obr. 19: Fubiniho véta (motivace). Na levé strané (15) provadime nejprve soufty v ramci
jednotlivych sloupcti a potom sumujeme pies sloupce, na pravé strané je princip stejny, akorat
zameénime sloupce za Fadky.

Véta 8.21. (Fubini): BudI = (a b> (¢, d) interval a f R? — R spojitd na I. ProVx € (a,b),

resp. Yy € (c,d) polozme f1(z f f(z,y) dy, faly f f(x y) dx. Potom f1 je spojitd na
(a,b), fo je spojitd na (c,d) a platz =[] f(zy) dx dy = f fi(x)dz = f fa(y) dy, .

[r=[ ([ swwa)ar= [ ([ rwnar) a

Jak ale pocitat integraly pfes obecnéjsi mnoziny, nez intervaly? Uvazujme konkrétné mnoziny

Bez dikazu.

tvaru

M = {(z,y) € R* 1z € (a,b) A gi(z) Sy < ga(x)}, (16)
kde g1, g2 jsou funkce spojité na (a,b) (tedy jedné proménné) takové, ze Va € (a,b) : gi(x) =

92().

graf fce go

graf fee g1

7

: .

Obr. 20: Plocha popsané vztahem (16)

Potom maéame:

Véta 8.22. (Obecndjii Fubini): Bud f spojitd funkce spojitd na M, kde M C R? je popsdna
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vySe. Potom f je na M Riemannovsky integrovatelnd a plati

| =[] temaay - [ b ( /g fj)ﬂw,y) dy) d.

Poznamka 8.23. Plocha na Obr. 21 nelze popsat jako (16), ale lze nalézt dvojici funkci g1, go
na intervalu {(c,d) tak, Ze

M={(z,y) eR*:yelc,d) Aqn(y) S

[IA

92(y)}- (17)

Samozirejmé existuji plochy, které nelze popsat jako (16) ani jako (17), nap?. plocha na Obr.
22. Zkuste ale M rozdelit na podmnoZiny tvaru (16) a/nebo (17)!
) o _ rd (320
Integrdl fﬂf se spocte jako fo = fc < 5912(5) f(z,y) dx) dy.
Integrdl ff]\:/[,f se spocte pomoci vlastnosti aditivity, ff]\:/[,f = > Jar, [, kde M; jsou jiZ tvaru

(16) ¢i (17), jsou vzdjemné disjunktni (aZ na pFipadnou hranici) a M = U, M;.

X

Obr. 21: Plocha popsané vztahem (17)
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Obr. 22: Plocha, kterou nelze jednoduse popsat vztahem (16) nebo (17)

Piriklad 8.1. Bud f(x,y) = zy*, M ... oblast vymezend krivkami y = 2%, x = y%. Spocitejte
Joy fla,y) da dy.

e nacrtnuti M

x=y?
horni mez

y = a?
dolni mez

v

Obr. 23: Fubiniho véta - priklad

soufadnice priseciki ohranicuyicich kiivek:

y:azz/\az::y2
y =y
y=0=zz=0Vy=1=2=1

o M ={(z,y) €eR?:2€(0,1) Az® <y < \/x}...oblast typu (¥)
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— Fubini:

/Mf:/o1 (/w;/if(a:,y)dy> dx:/ol (/;Engdy) dx:/(JlgC(/gcfyzdy) dr —
L [0

e M lze ale soucasné zapsat jako oblast typu (17): M = {(x,y) € R? : y € (0,1) Ay? <
x < \/y} — opét Fubini (musi vyjit stejny vyjsledek!)
8.2.2 Véta o substituci
Motivace:
1. jednodimenzionélni verze: fabf(x) dr = ff:ll(g))) foot)d'(t)dt, kde ¢ : ¢'(t) > 0 nebo
¢'(t) <0 (= ¢ je ostfe monotonni = je to bijekce)

= starou proménnou x jsme zapsali pomoci nové t jako x = ¢(t), ,element délky* se
potom transformoval jako dz — ¢'(t)d¢

2. trocha alchymie s mé&fenim objemt (specialné opét ve 2D):

e mé&jme a = (ag,ay),b = (by,b,) € R?

e jak spocitat ,orientovanou® (tj. bude zéviset na potradi hran) plochu S rovnobézniku
s hranami a, b?

Obr. 24: Rovnobé&Znik s hranami a, b

S = azby — bya, = det <ZI ZI> =: dx A dy(a,b), zde dz A dy je z definice
bilinearni antisymetricka for?na (ytj. dz A dy(a,b) = —dz A dy(b,a))

e obecna soufadnice (u,v) na R? — opét zkonstruujeme formu du A dv(a,b) :=
det ((a—|uv [b—‘uv)
— rozmyslete si: V(a, b)
(a) (Va € R)(adu) A dv(a,b) = a(du A dv)(a,b)
(b) (du+ da) A dv(a,b) = du A dv(a,b) + da A dv(a,bd)
(¢) duA du(a,b) =0
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e jelikoz dzx = % du + g—idv a dy = % du + %dv (formalni aplikace Fetezového
pravidla pro derivaci funkei z = z(u,v),y = y(u,v)), dostavame s pomoci (a)-(c)

) =substituce
nésledujici

[0z Oz oy oy 0z 0y Oz Oy
de A dy = (wdu—&—avdv) A <8udu+8vdU> = 5 dui\odu—l—%%du/\ dv+

Ox Oy Oz Oy ([ 0z 0y B Ox Oy B
+am§{%*aa¢%—(ma dvou) N

oz Oz
_ u v
= det (gy 8y> du A dv
ou  Ov
Jacobiho matice

e _eclement plochy“ v kartézskych soufadnicich tak zapiSeme jako nasobek ,elementu
plochy“ v novych soufadnicich

Notace: F : R" — R" vektorova funkce o slozkach (Fy, Fy, ..., F,), F; : R" — R diferencova-
telné, potom

o Ok (o4

oz oz o Oz VF
oFy, 0l ors
E = D1, By, ..., Fy) = BT:T Tx; mz = Vi Jacobiho matice
Dx  D(x1,x2,...,%,) : : ) : N :
oF, OF, oF,
DF
det Da . jakobidn

Definice 8.24. Zobrazeni F : R™ — R" nazveme regularnim na M C R" <

1. M je oteviend mnoZina
2. F md spojitou Jacobiho matici na M (tj. vSechny prvky matice jsou spojité)
3. (Vx € M)(det g—]’;(w) #0).

Poznamka 8.25. Co intuitivné znamend reqularita zobrazeni F?

DF

* 5, (a) je linedrni aprozimace v Taylorove rozvoji F v bodé a

e podminka det %(a) # 0 #ikd, Ze tato aprozimace je requldrni (invertovatelné linedrni
zobrazend)

o [ze ukdzat, Ze to md za ndsledek lokdlnt invertovatelnost zobrazeni F

Véta 8.26. (O substituci: ) Bud ¢ : R" — R™ (&1,&,...,&n) — (x1,22,...,2y), prosté
requldrni zobrazent oteviené mnozZiny P C R™ na mnoZinu Q C R™. Potom pro libovolnou
mnozinu M C Q a funkci f: R™ — R (takové, Ze integrdl niZe existuje), plati

-

det %
D¢

- =

/ f(m)dxldxg...dxn:[ foop(€) dé1dés ... d&,.
M o1 (M)
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9 Vyznamné substituce

9.1 Polarni soufadnice

\ 4

Obr. 25: Polarni soufadnice.

Pro ptfechod mezi kartézskymi a poldrnimi soutadnicemi plati

T = pCcosy
y = psiny,
kde p 20, ¢ € (0, 2m).

Poznamka 9.1. Pocitku O odpovidd p = 0 a libovolny whel ¢! (Substituce v O neni requldrni).

D(z,y)
det D(p, p)

D(z,y) cosp —psing)
detD(p,gp)_det<singp pcos =pF#0prop#0=

= pdpdy ,plosny element“v polarnich soufadnicich

-

Piriklad 9.1. Bud a > 0 a V omezend oblast ohranicend kiivkami y = Va? —x% a y = 0.

Vypoctete [, /22 + y*dzdy.

e nacrtneme V

y
a
a? — 22
—a O X

Obr. 26: Polarni soufadnice - piiklad.
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o zapiseme integrdl v kartézskijch souradnicich:

a Va?2—z2
/ \/x2+y2dxdy—/
1% 0

—a

Va2 + g2 dy> dz ... pomerné sloZitd integrace

—  zkuste si to!

o zapiSeme integrdl v poldrnich soufadnicich pomoct véty o substituci 8.26:

/\/x2+y2dxdy:/ / \/p20052<p+pzsin2g0pdpdg0:/ / prdpde =
1% 0o Jo 0o Jo

p
T a 3
/ dgo/ pzdp:ﬂa—
0 0 3

— poldrni soutadnice vyuZijeme v pFipadé, Ze integrand nebo/a integracni obor maji rotacéni
symetris

9.2 Cylindrické soutradnice

v

Obr. 27: Cylindrické soutfadnice.

Pro pfechod mezi kartézskymi a cylindrickymi soufadnicemi plati

T = pCcosy
y = psing
z=h,

kde p 20, ¢ € (0,27), h € R.

Poznamka 9.2. Jednd se v podstaté o poldrni souradnice v kaZdém tezu z = konst.
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cosp —psing 0

D
P@y2) _(Gno peose 0 =
D(p, ¢, h) 0 0 1

D(x,y, z)
D(p, ¢, h)

= pdpdedh... ,plosny element“v cylindrickych soufadnicich

det =p

Priklad 9.2. Spoctéte objem jehlanu vysky H > 0 s polomérem zdkladny R > 0.

e pro vipocet objemu si muzZeme jehlan orientovat libovolné, nabizi se jeho osu identifikovat
s néjakou ze soutadnijch os:

A\ 4

Obr. 28: Cylindrické soufadnice - priklad.

z podobnosti trojuhelniki mdme: % = 7 atedy h = %p

e objem se spocte jako integrdl z funkce f = 1 pies oblast, jejiz objem hleddme

tento integrdl zapiseme v cylindrickijch soutadnicich joko

/271' /R /H 2 R H 1 )
pdh | dp dgoz/ dcp/ p<H—p> dp=-mR°H
0 0 i, 0 0 R 3

R

e pro objem tedy mdme V = %ﬂ'R2H

toto dokonce plati pro obecné jehlany! (V = %SH, kde S je plocha zdkladny, viz Obr. 29)

Uloha 15. Zapiste integrdl pro objem z Prikladu 9.2 i v kartézskijch soufadnicich!

9.3 Sférické souradnice
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Obr. 29: Obecny jehlan.

N
VA

Obr. 30: Sférické soufadnice.

Pro prechod mezi kartézskymi a sférickymi soufadnicemi plati

x =rcosfcosp
y = rcosfsinp

z=rsinb,

kde r 20, o € (0,27), 0 € (-5, 5).
Poznamka 9.3. Pocdtku O odpovidd r = 0 a 0 s ¢ libovolnd, na ,polech® je 0 = £5 a ¢
libovolné!

D(x,y, ) cosfcosp —rsinflcosyp —rcosfsing 2)

ﬁ = | cosfsing —rsinfsing rcosfcosp | = detD ’g’ = | —r%cosf| = r’cosf
(r.0,) sin 0 rcosf 0 r.0,0)

= r2cosfdrdfdey... ,plosny element* ve sférickych soufadnicich

r20059:0<:>r:0\/0::|:g
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Priklad 9.3. Vypoctéte objem V' koule o polomeéru R.
o budeme integrovat jednicku pres oblast tvaru koule poloméru R
o ve sférickych souradnicich tak dostaneme:
2r g R 27 5 R R3 4
V:/ / / T’QCOSQdT’deng:/ dcp/ cos@dH/ r?dr=2r-2- — = —nR?
0 -5 70 0 -z 0 3 3

Uloha 16. Zapiste integrdal pro objem z Pikladu 9.3 i v kartézskyjch souradnicich!

10 Ukazky aplikaci integralu

10.1 Vypocet ploch a objemi
Viz kapitola 9

10.2 Vypoclet ,priméru®“ hodnot funkce na mnoziné, tj. stfedni hodnoty
funkce

Motivace (diskrétni p¥ipad): fi, fo,...,fn € R, N e N

tmeticks primer F oo i f:
— aritmeticky pramér f := =5

N
Obr. 31: Vypocet ,priméru“ hodnot funkce.

— pro funkci f: (a,b) — R se tedy stfedni hodnota nabizi definovat jako:

i f@)de [V f(2)de
- pl(a, b)) [P1de

— pro funkci f : R® — R a S C R™ tak analogicky klademe

Jg f(®)dzyday ... dz, [ f(z)dzrdas. .. dz,

U u(S) [y ldaydas. .. dzy
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10.3 Vypocet slozek téziste

Motivace (soustava ,,hmotnych bodi“): hmotné body o hmotnostech m; se nachézi v x;

Myt

— uvazujme nyni t&leso tvaru V C R?® (pfipadné nekonecné tenkou desku S C R?) s obecné
nekonstantni hustotou p = p(x)
— potom objem dx(= dxdydz v R3, resp. dzdy v R?) ma hmotnost p(x) dx

Myt

_ fv(s) zp(z)dx
fV(S) p(x) dz

xT (vektorova rovnost)

vty

N

(rozmyslete si proc!)

e oblast si nacrineme, abychom sndze odvodili integracni meze:

N
Z

2= a2 442
(rota¢ni paraboloid)

v

=0
Y V2 y

kruznice o poloméru v/2

Obr. 32: Pfiklad - hledani téziste.
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B fvxdazdydz
N fV drdydz

V2 2=z 2
/ dxdydz:/ / / dedydz = ... zkusit za DC
% 0 0 2492

— prejdeme do cylindrickych souradnic: © = pcosp, y = psinp, z=~h

T

jus h jus -
Jy dedydz = f¢ f02 fofﬂdﬂdhd@@ = Jo dQ"foQ%dh: 2 S 16v2
T g 3 T=
Jyrdedydz = [? f02 Oﬁ p?cospdpdhdp = [ cospdyp f02 h% dh = % 15m
Uloha 17. Dopocitejte i ostatni slozky téziste v Piikladu 10.1!
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