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Abstrakt

Tyto poznamky obsahuji fesené piiklady ke cvi¢enim z pfedmétu Rovnice mate-
maticke fyziky. Jejich vybér vhodné doplnuje prednasku Vaclava Kliky vedenou na
FJFI, CVUT v Praze.

“Pain is inevitable. Suffering is optional. Say you’re running and you think, ‘Man, this
hurts, I can’t take it anymore. The ‘hurt’ part is an unavoidable reality, but whether or
not you can stand anymore is up to the runner himself.”

Haruki Murakami

Notace
Prvky R” pron = 2,3, ... budeme znacit tucné, napft. x, y.
standardni skalarni sou¢in na R"
* konvoluce
|| eukleidovskd norma, je-li x € R"; n-rozmérny objem, je-li x varieta
dimenze n; stupen, je-li x multiindex
[ £l norma f na LP(U, 11; %), | flp = §; 1 f(2)|5du(z) prop > 1 a ||fle =
esssup,cr7| f(x)]; bude-li vhodné specifikovat mnozinu U, pouZzijeme zna-
¢ent | f|p = |l
Gs oteviené d-okoli mnoziny G c R"; Gy := {x € R" : dist (x,G) < §}
B(z,r) oteviena koule se stfedem x a polomérem r
CckU) prostor k-krat spojité diferencovatelnych funkci na oteviené podm-
noziné U < R"
C*®(U) prostor hladkych funkci na oteviené podmnoziné U < R”
2(U) prostor testovacich funkci na oteviené mnoziné U < R"
7'(U) duélni prostor k Z(U), prostor zobecnénych funkci
dist vzdélenost mnozin, tj. pro A, B < R" : dist (4, B) = inf{lx —y|: z €
A,y € B}
We standardni vyhlazovaci funkce



LP(U, u; #)  vektorovy prostor (tfid ekvivalence skoro vSude shodnych) funkei p—
integrovatelnych v p—té mocniné na U < R™ s hodnotami v Banachové
prostoru 4; neni-li uvedeno jinak, 2 = R a u je Lebesgueova mira

L*(U) vektorovy prostor (tfid ekvivalence skoro vSude shodnych) realnych
skoro vsude omezenych funkci

n ={1,2,...,n}

Np mnozina nezdpornych celych ¢isel, Ng = N u {0}

Sn n-rozmérnd sféra poloméru 1, |S"| = QW%H/F(%H)

supp nosi¢ funkce ¢i zobecnéné funkce/distribuce

1 Cviceni 1

e Explicitni pfiklady testovacich funkci, vyhlazeni pomoci konvoluce, zdkladni operace
na testovacich funkcich.

Piiklad 1.1 (explicitni konstrukce testovacich funkci)

i. Ukazte, Ze funkce

—1/z >0
W) = e x
0 z<0
je hladka na R.
1. Vyuzijte funkce h ke konstrukci néjaké netrividlni testovaci funkce.

i1i. Pro a,b spliujici —o0 < a < b < +00 naleznéte testovaci funkci s nosicem [a,b]. K
tomu vyuZijte predchoziho bodu.

w. Promyslete si, Ze

Cne_l/(l_lx‘Q) |X| <1
w(x) =
0 x| > 1,

kde C, € R, lezi v Z2(R"). Konvencné budeme hodnotu C, wvolit takovou, aby
§pn w(x)dx = 1.

v. Konecné pro ¢ > 0 polozme w.(x) = e "w(x/e). Jaké jsou nosi¢ a L'-norma
funkce w.?
& Funkce w. z prikladu vySe nazyvame standardni vyhlazovaci funkce.
Reseni:
i. Funkce h je zfejmé hladka na R\{0}. Soustfedme se tedy dale na bod = = 0. Jelikoz

lim h(x) =0= lim h(x) = h(0),

z—0+ z—0—



je funkce h spojitd v bodé nula. Déle jsou vSechny levostranné derivace funkce h
v ¢ = 0 nulové. UkazZeme, Ze to samé plati i pro derivace pravostranné. Zacneme
prvni derivaci, ta je z definice ddna limitou

o1/t
lim = lim ze™® =0.
t—0+ ¢ T—+00

Druhou pravostrannou derivaci potom muzeme pocitat jako

t—Qe—l/t
lim ——— = lim 2% % =0.
t—0+ t T—+00
Nulové vyjdou i vyssi pravostranné derivace, protoze pro libovolny polynom p plati
limg, o0 p(x)e™ = 0. Celkem dostavame h € C*(R).

it. Funkce h mé nosi¢ [0, +0), nejedna se tedy o funkeci testovaci. Nicméné napiiklad
funkce p(z) = h(z)h(1—z) jiz lezi v Z(R), nebot je dana souc¢inem dvou hladkych
funkei a plati pro ni supp (¢) = [0, 1].

i11. Pomoci afinni transformace = — (z—a)/(b—a), pfevedeme interval [a, b] bijektivné
na interval [0,1], tj. na nosi¢ funkce ¢ z pfedchoziho bodu. Funkce ¢, ;(x) =
o((z—a)/(b—a)) ma potom pozadované vlastnosti. To 1ze nahlédnouti velice rychle
bud pfimo ¢ s vyuzitim obecného poznatku, ze afinni transformace (s reguldrni
matici) slozend s testovaci funkci dava opét testovaci funkei.

iv. Zatneme piipadem n = 1. Funkci w muZeme rozlozit jako w(x) = C1h(2(z +
1))h(2(1 — z)), z ¢ehoz podobné jako ve druhém bodé dostavame w € Z(R). V
obecném pifpadé (véetns n = 1) plati w(x) = Cph(1 — [x|?). Funkce h a x —
(1—|x|?) jsou hladké, tudiz w € C*(R"). Déle nosi¢ funkce w je omezeny z definice.

v. Jelikoz supp (w) = B(0, 1), plati supp (wz) = B(0,¢). Dale mame

lwell 1 (mny = JR'/L lwe| =™ J ) w(x/e)dx = f § w(y)dy = 1.

Priklad 1.2 (vyhlazena charakteristicka funkce) Budte {w:}.~¢ trida vyhlazova-
cich funkci z prikladu[l.1 a G oteviend podmnozina R™. Ddle pro libovolné § > 0 zavedme
d-okoli mnoziny G jako

Gs = {xeR": dist (x,G) < d}.

Potom funkce n. definovand predpisem

Ne 1= We % XGowr Uy Me(X) = J We (X — ¥)XGo. (¥)dy = L we(x —y)dy
n 2e

md ndsledujici vlastnosti



i. 1. € CP(R"),
1. 0<n. <1,
i, 1:(x) =1 pro x € G,
iv. 1:(%) = 0 pro x ¢ G,
v. (Ya)(3Ka)(¥x € R?)(Ve > 0)(|Dn.(x)| < Koe™1ol).
& Funkei 7. z piikladu vyse nazyvame vyhlazend charakteristickd funkce mnoZiny G.
Reseni:

i. Pro spojitost funkce 7. sta¢i ukazat, ze pro libovolné pevné xo € R” plati limyx_,x, 7:(X) =
Te (XO)7 t.]

X—X0

lim we(x —y)dy = f we(xo — y)dy.
GQE G25

Chceme tedy zaménit integral a limitu. K tomu je dle Lebesgueovy véty nutno
najit integrabilni majorantu na Go., kterd bude nezavisld na volbé x z jistého
otevieného (libovolné malého ale pevné zvoleného) okoli bodu xg. Za néj mtizeme
volit napfiklad kouli B(xg, 1), na které plati odhad

(Vx € B(x0,1))(Vy € Gae)(|lwe(x~¥)| < XB(x0,1+¢)(¥) Sup |we| = Cne™ "X B(xo,14)(¥))5

pfi¢emz majoranta je zjevné integrabilni. V odhadu jsme vyuzili skutecnost, ze
nosi¢ funkce y — w.(x —y) je koule B(x,¢).

Podivejme se nyni na prvni parcialni derivaci funkce 7.. Pokud by platilo

Ore :f aawa< —y)dy,
Gae

ﬁxj

redukuje se diikaz spojitosti prvni derivace v bodé x¢ € R” na nalezeni integrabilni
majoranty pro integrand vySe na néjakém okoli bodu x¢ (pfesnéji staci uvazovat
okoli j-té komponenty xg). To je soucasné krucidlni podminka pro zdménu integralu
a derivace podle parametru (kterym je v nasem piipadé x;), jez navic s ostatnimi
predpoklady véty o zaméné implikuje existenci derivace integralu podle parametru,
tj. samotnou diferencovatelnost funkce 7.. Podobné jako v dikaze spojitosti 7. ale
plati

0
.we(x - y)\ < XB(xo,14¢)(¥) sup ‘7“’5‘)

(Vx € B(xg,1))(Vy € Ga¢) (‘%

Jelikoz w. € Z(R"™), dostavame supgn ‘a%jwsl < 4. (Funkce %we je totiz spojita
a s kompaktnim nosi¢em. Supremum je dokonce nabyvano.)

U vyssich derivaci se postupuje naprosto analogicky.



1. Pro spodni odhad si pfipomenime, Zze w. > 0. Horni odhad dostaneme nasledovné
n0) = [ wcoyidy < [ wbeoyidy = [ etz
G2€ n n

111. Je-li x € G, potom v integralu pro 7. integrujeme pfres cely nosi¢ integrandu, ten
se ale integruje na jednicku.

iv. Pro x vné G3. naopak cely nosi¢ funkce y — w.(x — y) lezi vné integra¢ni oblasti
G2.. V definénim vztahu pro 7n.(x) tak integrujeme ¢istou nulu.

v. Dle prvniho bodu plati
D“n.(x) = D¢ J we(x —y)dy = D{w.(x —y)dy,
GQE G2£

coz dale upravime na

Do) = [ (Dun)oeypy = | (0 )ay

Gace €

Nakonec provedeme nasledujici odhady

|D%7e(x)] < el
Rn

(D%w) (?) ’dy = gl o |(D%w)(z)|dz.

Posledni integral je koneény, nebot w e Z(R"™).

Priklad 1.3 (operace na %) Pro ¢ € Z(R"™) zavedme funkci v jako

P(x) = p(x+ a), kde a € R,
it. Y(x) = p(ax), kde o € R\{0},
iti. P(x) = (x), kde j € n,

. P(x) = a(x)go(x), kde a € C*(R™).
Ukazte, ze 1 € 2(R™).
Reseni:

i. Jelikoz funkce x — x + a a ¢ jsou hladké, je hladka i slozena funkce 1. Déle plati
supp (¢) = {x —a: x € supp (¢)}, tj. nosi¢ funkce 1) se dostane z nosice funkce
 prostym posunutim o konstantni vektor. Jmenované nosice jsou tedy omezené
praveé soucasné.



1. Protoze funkce x — ax a ¢ jsou hladké, je hladka i slozena funkce 1. Nosi¢ funkce
1 se dostane Skalovanim nosice funkce ¢ (smr$tovanim pro || > 1, respektive
natahovanim pro |a| < 1), které je v pfipadé o < 0 jesté nutno slozit s prostorovou
inverzi (stfedovou soumérnosti podle poc¢atku), protoze supp (¢)) = {a"'x: x €
supp (¢)}. Nosice funkci ¢ a 1 jsou tedy opét omezené pravé soucasné.

11i. Libovolna derivace hladké funkce je hladka, specidlné to plati pro funkci 1. Dale
ukazeme, ze supp (¢) < supp (¢) (muze platit i rovnost). Uvazujme x € N :=
R™\supp (). Mnozina N je z definice nosi¢e vzdy oteviend, tj. existuje § > 0 s
vlastnosti B(x,d) < N. Pro libovolné y € B(x,¢) tedy plati ¢(y) = 0. Potom ale
nutné (Vy € B(x, 5))(%9@@) = ¢(y) = 0). Odtud dostavame, ze x ¢ supp (¢).
Kdyby totiz naopak x € supp (¢), musel by v libovolném okoli bodu x existovat
bod y s vlastnosti ¥(y) # 0. Tim jsme odvodili, ze R™\supp (¢) < R™\supp (¢),
coz je ekvivalentni dokazované inkluzi.

w. Hladkost v plyne z pozorovani, ze soucin hladkych funkci je opét hladky. Navic
ziejmé plati supp (ayp) < supp (p), protoze mnozina nulovych bodt soucinu ay se
urdité nemtize zmensit vii¢i mnoziné nulovych bodt funkce ¢.

Bonus 1.1 Standardné definujeme konvergenci na 2 ndsledovné. Méjme {¢,} < 2(R?)

a p € 2(RY). Potom tekneme, Ze @, konverguje k o v 2, znacime o, EA p, prave tehdy
jsou-li nasledugici dvé podminky splnény: 1. (3R > 0)(Vn € N)(supp (¢n) < B(0,R));

R4 N
2. (Vo € Nd)(DYp,, 3 D). Lze viak uZivat definici alternativni: Rekneme, Ze o,
konverguje v 9, znacime @, 2, gsou-li ndsledujici dvé podminky splnény: 1. (3R >
Rd
0)(¥n € N)(supp (¢n) = B(0,R)); 2. (Va € N&)(D%,, =3). V druhé definici a priori
nepredpokldddme existenci limitni funkce a to, Ze nutné lez v P(R?). Dokaste, %e oboji

vsak plati!

Bonus 1.2 Na 2 jsme zavedli konvergenci primo. Ve skutecnosti je mozné na 9 zavést
takovou topologii, Ze konvergence posloupnosti vzhledem k této topologii splyvd s vise
uvedenou konvergenci. Vice k tématu napriklad na https: //terrytao. wordpress.
com/ 2009/ 04/ 19/ 245c-notes-3-distributions/|

2 Cviceni 2
e Konvergence testovacich funkci.

Priklad 2.1 Rozhodnéte zda posloupnost funkci

e_l/(l_(n‘xl)Q) x| < 1/n
ulx) = =y
0 x| = 1/n,

konverguje v 2(R?).


https://terrytao.wordpress.com/2009/04/19/245c-notes-3-distributions/
https://terrytao.wordpress.com/2009/04/19/245c-notes-3-distributions/

Reseni: 7 piikladu vime, ze (Yn € N)(p, € 2(R?)). Uloha je tedy smyslupné za-
dané. Konvergence na 2(R%) v sobé specialné zahrnuje stejnomérnou konvergenci na R?.
Jedingm moznym kandiditem na stejnomeérnou limitu je limita bodovéa (pokud vibec
exituje), pro kterou dostavame

I (%) el x=0
im X) =
n——+0o0 #n 0 X # 0’

coz je nespojita funkce. Stejnomérné limita spojitych funkci by ale byla nutné spojita.
Dochéazime k zavéru, ze posloupnost (¢,) v Z nekonverguje.

Pi#iklad 2.2 Necht posloupnost (¢,,) konverguje na 2(R%). Potom

(Vo e N)(3K, = 0)(Vn e N)(sudp |ID%p| < Kq).
R

Reseni: Pro ¢ € 2(R?) ozna¢me suppa [1)| =: [¢|s. Zobrazeni 1 — [t]q skuteéné

vyhovuje axiomim normy, specialné pro néj plati trojihelnikova nerovnost. Jelikoz ¢, EA
¢ pro n&jaké ¢ € 9, miizeme psat (Vo € N&)(limy, o | D¥0pn — D%p| oo = 0). To napiiklad
znamend, ze (Yo € Nd)(Iny € N)(Vn > n1)(| D%, — DY < 1). Z trojihelnikové
nerovnosti odvodime, ze

[D%enlloc < [D%pn = D¥¢lloo + [ Dpllon < max{l} u {[D%0; — D¥0[o}jLy + [D%p]cc-

Zbyvé pravou stranu oznacit jako K.

& Norma zavedena v prikladu vySe se nazyva supremovd norma. V pripadé testovacich
funkci je supremum dokonce nabyvano, mizeme tedy stejné dobfe hovorit o mazimove
norme.

Piiklad 2.3 Zkuste vymyslet néjake explicitni netrividlni, tj. nikoliv od jistého clenu
konstantni, priklady posloupnosti konvergujicich v 9.

Reseni: Uvedeme nékolik moznych pifkladi.

e (anp)t®, kde {an} = R je libovolna konvergentni ¢iselna posloupnost, lim,,—,q a,, =
a € R, a ¢ je pevny prvek z 9. Ziejmé supp (a,p) < supp (¢). Stejnomérna kon-
vergence vSech derivaci plyne z rovnosti

sup [D%(anp(x)) — D*(ap(x))] = |an — a sup [D%p(x)],

xeRd xeRd

nebot supremum na pravé strané je konecné na zakladé predpokladu ¢ € 2.



o (™)1, kde ¢ € Z je takova, ze (3C € (0,1))(Vx € RY)(Jp(x)| < C). Zjevné plati
supp (¢™) = supp (). Bodové limita ¢™ je nulova funkce. Ukézeme, Ze se jedna
dokonce o limitu na &. Stejnomérnou konvergenci dostavame z odhadu

0 < lim sup " = 0] < lim C" =0
n—ao

n—ao0
Pro prvni derivaci dostaneme

n—1

0 0
0 < lim su = hm nsu —| < lim nC™" tsu =0,
Jin OOdel " = up o amjcpl Jim up s wl
protoze supremum na pravé strané odhadu je konecné diky predpokladu ¢ € Z. Po-
dobné lze postupovat pro vyssi derivace, kdy je vyraz pro D“p" tvofen koneénym

sou¢tem (pocet ¢lent lze odhadnout v terminech «) ¢lent tvaru

bngo"_kDﬁlgoDﬁ?cp ... Dﬁlgp

kde lim,,_, 1 o b,C™" % = 0. Souéet odhadneme z trojihelnikové nerovnosti a kazdy
¢len odhadneme analogicky jako pro pfipad prvni derivace.

o (p=*wp /n);:fl, kde ¢ je pevny prvek v 7 a wy, je standardni vyhlazovaci funkee,
viz piiklad Pfipomenme, ze

fulo) = (9 rann)) = | px = y)eyaly)iy.
P1i hledédni bodové limity posloupnosti ¢, nardzime na problém, ze bodovéa limita
posloupnosti wy ,(x) je +00 pro x = 0 a 0 vSude jinde. Kdybychom provedli ziménu
limity a integralu dostaneme jako limitni funkci posloupnosti (i, ) nulu, coz je, jak
zéhy uvidime, Spatny vysledek. Ostatné to ani neodpovida jiz ziskané intuici, ze
konvoluce s wy/, ma vyhlazovaci ucinek. Je tedy spiée rozumné predpokladat, ze
limitni funkce je ¢ samotna. Tu lze pfepsat jako p(x SRd o(x)w /n(y)dy7 protoze
SRd w1y = 1. Z vlastnosti funkce wy /, a véty o prlrustku funkce postupné odvodime

enl) = 0| = | [ (ol =) = ()]

<[ ety - ey < [ (Delyleyay)dy.
(0,1/n) B(0,1/n)
kde z lezi nékde na tisecce mezi body x —y a x a jeho volba zavisi na konkrétnich
hodnotéach x a y. Jelikoz ¢ € 2, mame sup,cpa |[Ve(z)| =: C € R. V odhadu tak
miizeme pokracovat nasledovné

C

Cn—>+
n(X) —o(x)] < — wy/my)dy = —
lon (%) — @(x)] ”f(m/n) 1/ (y) n

210,

Jelikoz horni odhad C'/n je nezavisly na x, pravé jsme odvodili stejnomérnou kon-
vergenci ¢, k ¢ na R%.



Pokud bychom ukazali, ze D(¢ * wy,) = (D%p) * wyy,, mohli bychom odvodit

Rd
i potfebny vztah D%p, =3 D%p naprosto stejné jako vyse, protoze D% € Z.
Podivejme se na prvni derivaci. Ptame se tedy, zda plati

© e ety = [ v @)y,

3%']' Rd a.l‘j v
tj. jestli miZeme zaménit integral a derivaci podle parametru (n je nyni fixni). Ta
krucialni ze sady postacujicich podminek zamény fika, ze musime najit integrabilni
majorantu pro integrand na pravé strané na néjakém okoli parametru x; (ten je
libovolny, protoze zdménu chceme provadét na celém R, ale fixni). Velkoryse za
toto okoli vezmeme celé R, kde provedeme odhad

2o @] waly).

aZj

zeRd

(#2 € B)(oy & Y |5 0lx = y)ern(y)] < sup

Prava strana je integrabilni na R%. Pro vyssi derivace bychom postupovali zcela
analogicky.

Zbyva ukézat, ze nosice ¢, jsou stejné omezené. Z integralni definice konvoluce
spolu s faktem, ze supp (wy/,) = B(0,1/n), nahlédneme, ze

supp (¢n) < (supp (#))1/n-

Pripominame, Ze dolnim indexem u mnoziny rozumime jeji odpovidajici okoli.
Vsechny nosice tudiz lezi v (supp (¢))1.
Bonus 2.1 Rozhodnéte pro jakd p € [1, +o0] plati 2(R?) < LP(RY).

Bonus 2.2 Pro jaké a € R, p € [1,+0) a jakou otevienou podmnoZinu G < R? plati
|x|~* € LP(G).

3 Cviceni 3
e Piiklady zobecnénych funkci.

Piiklad 3.1 Rozhodnéte, zda je ndsledujici zobrazeni f : 9 — R prokem 2’ :

i. (f,¢) =limg_0 ()
ii. (f,) = limg_.r 1% (2)
iii. (f,¢) = ¢(0) + 5.5
iv. (f,¢) = §g cos(az)p(z)dz pro ndjaké a € R



v.

.

V11,

(f7 QO) = liIna—»O-i— S:oo QO((L’)d.T

(f,¢) = §,, v(x)e(x)dS(x), kde M je po ¢dstech hladkd nadplocha v R%,d > 2, a
ve LY(M,dS)

(fv (P) = (P%a (P) = lime 04 SR\(—a,g) %cp(x)dx

Resend: Pripomenime, ze f € 2’ pravé tehdy, pokud f je linedrni spojité zobrazeni na
prostoru Z. Spojitosti minime, ze f pfevadi libovolnou konvergentni posloupnost (5, )nen
v 2 na konvergentni posloupnost ((f, ¢n))nen v R. Mame-li jiz dokdzanou linearitu, staci
pro libovolné linearni zobrazeni dokazovat spojitost v libovolném pevném bodé, za néj
byva vyhodné volit nulovy vektor, tj. v nasem pfipadé nulovou funkci (v Z). Nize tedy

(pn) bude predstavovat libovolnou posloupnost v & spliujici ¢y, 2.0. Pro spojitost
linearniho funkciondlu f se budeme snazit ukazat, ze lim,o(f, pn) = 0.

.

.

Jelikoz lim, g ¢(x) = ¢(0) pro libovolnou ¢ € 2, dostéavame, Ze f je Diracova
0-funkce, tedy prvek ZY—viz prednaska.

Podobné jako vyse nahlédneme, Ze f je std derivace d-funkce s nosicem v x = 7.
Pro libovolné ¢ € Z totiz plati

() = lim 1% () = 1) () = (5, p190)) = (~1) (50, ) = (50, ).

Obecné plati, ze libovolna derivace zobecnéné funkce je opét zobecnéna funkce, viz
prednéska, ale zkusme si to v tomto pfipadé ovérit i primo.

V prvni fadé z linearity derivace a limity ovérime, ze f je linearni. Dale uvazujme

. , % s (100) BS 00y
libovolnou posloupnost (¢,) s vlastnosti ¢, = 0, tedy specialné ¢, = 0 =

0, z ¢ehoz jiz plyne
: . 100
lim (f,0n) = lim (1% () = 0.
Shrnujeme, ze f € 2.
Zobrazeni f neni ani linearni, snadno naptiklad nahlédneme, Ze

(f,2¢) =2p(0) + 5.5 # 2¢(0) + 11 = 2(f, ).

Jelikoz cos(ax) € Li (R), jedna se o regularni distribuci, tedy nutné prvek 2'.
Zkusme si to odvodit prfimo. Linearitu f dostavame z linearity integralu. Pro libo-

volnou vySe popsanou posloupnost (¢;,,) mame

cos(ax) liI?E.lO on(x)de = f 0=0.

R R

lim (f,,) = lim | cos(ax)p,(z)dr = J
n—ao0 n—0o0 R
V druhém kroce jsme pouzili Lebesgueovu vétu s integrabilni majorantou Koxp,
kde B je takova koule, ze (Vn € N)(supp (¢n) < B). Existence takové koule je
zarucena stejnou omezenosti nosi¢t konvergentni posloupnosti (¢, ). Konstanta Ky
ma vlastnost, ze (Vn € N)(supg |¢n| < Ko). Jeji existenci jsme odvodili v prikladé

2.2
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v. Pfedpis pro f upravime néasledovné

+00 +00 +00
Jim ) plr)de = lim ) X(a,+o0) (@) p(z)dz = L Jm X(a, +00) (@) (2)d2
+00
- jo () = ijw,m (@)e(@)dz = (X040, ©).

Zde jsme v druhé rovnosti aplikovali Lebesgueovu vétu s integrabilni majorantou
lo[. Odtud f = X(0,4) jako funkciondl na &, kde po ¢astech konstatni funkce
X(0,+00) J& ziejmé lokalné integrabilni, a tudiz se jedna o regularni distribuci.

vi. Linearita f je disledkem linearity integralu. Necht ¢, 2 0. Potom

T (F ) =l | v(x)en(0dSG0 = | () lim 0 ()S(x) =0,
M

M n—o

V druhé rovnosti jsme opét pouzili Lebesgueovu vétu, tentokrat s integrabilni
majorantou Ky|v|, kde K je konstanta z ptikladu (2.2)).

vii. Nejprve si upravime integral v definici f néasledujicim zptsobem

JR o l<P($)013L“ = J__E #@) g, + J:OO P@) 4, J:OO de, (1)

x ©w T x x

kde jsme v prvnim integralu substituovali x — —z. Integral na pravé strané si dale
prepiseme jako
+o0 +00
p(r) — () p(x) — o(—x)
[y [ e,
€ L 0 €z
Pro takto zapsany integrand jsme jiz schopni najit integrabilni majorantu nezavis-
lou na e (vSimnéte si, Ze pro ptvodni integrél to neni mozné). Konkrétné mame

) p(r) — @(—ﬁ)‘ < )90(56) —p(—x) D

X T

(¥e > 0)(Va € (0, +%2)) |x(e 40 (@

Véta o prirtstku funkce ika, ze existuje &, € (—x, z) takové, ze p(z) — ¢(—x) =
¢'(£;)2x. Horni odhad ve vztahu vySe je tedy omezeny. Spolu s omezenosti supp (¢)
nam toto implikuje, ze

p(x) — (=)

- e L'((0, +0), dz). (2)

Po zaméne limity a integralu v dostavame

Pl - [ e Py, 5

11



Linearita funkcionalu P% je zjevna. Prozkoumejme nyni jeho spojitost. Necht ¢, g,
0. Potom z Lebesgueovy véty odvodime

1 +00 _ _
lim (Px,%):f lim £2@) = en(=2) 4

n—0o0 0 n—aoo €T

Zde jsme integrabilni majorantu nalezli pomoci odhadu (¥n € N) (Vz € (0, +00))

‘Son(x> — ¢n(=

x
0l i) 60.)] < 2Urvn().

kde hodnota &, € (—x,x) pochéazi z véty o piiristku funkce, K je zavedeno v
prikladeé a B je koule (zde konkrétné interval) se stfedem v pocéatku obsahujici
nosice vSech funkei ¢,, (a tedy i nosice jejich derivaci). Celkem jsme tedy dokazali,

ze PL e 7'(R).

& Zobecnénd funkce zavedend v bodé vi. predchoziho piikladu se nazyva jednoduchd

vrstva a znacl se vdg. Zobecnéna funkce 73% je tzv. regularizact i ve smyslu hlavni

hodnoty (anglicky principal value).

Priklad 3.2 Zjednoduste v 9" vyraz a?P%.

Reseni: Pro libovolnou ¢ € Z plati

+0o0

(xP%,sO) = (P%,mgo(x)) = J (@) - (—m)gp(—x)dx

0 x

= f:oo p(z) + p(—z)dz = f;oo p(z)dx + f_ooo p(r)dz = fR Lp(z)dz = (1, ).

. ves sz ;v v / ’ 1 _
Zde jsme vyuzili vztah . Dospivame k zévéru, Ze na &' plati 2P =1

4 Cviceni 4

e Sochockého vzorce, operace se zobecnénymi funkcemi, limita poslupnosti zobecnénych
funkeci.

Priklad 4.1 Pripomerite si dalsi mozné regularizace % na 2'(R) dané jako

1
r+i0° 7

( ) =1

Jim ( ¢) (Vpe2(R))

T+ ig’

a dokazte platnost tzv. Sochockého vzorcti:

1
x +10

=Pl$i7r5.
x

12



Reseni: Pro libovolné ¢ € Z a € > 0 provedeme nasledujici tpravy

- [ g [ )y, [l (o) o),
R _

x tig’ X+ ie w & *ie o xtie o xtie xFie

O 2(o(x) — p(—x (T o(x —x
:L (@(x)2+<§§ ))d$$ZEL o( 312++<p€(2 ) de

a limitu pro limgao+(%,g0) spocteme zvlast pro redlnou a imaginarni ¢ast. Jelikoz

(Ve>0)(¥z>0)

‘w(so(w) — (=) ‘ B ‘w(w) — (=)
x? + 2 h T
kde horni odhad je integrabilni na (0, +00)-viz (2), dostévame z Lebesgueovy véty, Ze

)

+00

) x(o(x) — o(—z TO p(x) — o(—z 1
P L T L E T PR

Dale prepiSeme imaginarni ¢ast (w%w, ¢) jako

j_%foo p(@) (o), o (FOO o(x) da;+f+oo p(—=) dx)

0 x2 + €2 o x?+e? o x?+e?

. plx) . [ plex)
N +€J;R .fU2 +€2dx N +JR 1+ x2dx'

Pomoci Lebesgueovy véty, kde za integrabilni majorantu vezmeme supg |¢| (1 + 22)71,
potom snadno odvodime

e, e
slir(])a++fR 1+ x2da: B +JR 1+a22 Frp(0) = 770 ¢).

Celkem jsme tak dokéazali
1 . 1 1 .
(G0? = dm( ) = (P_.¢) Fin(3, ),
jinymi slovy na 2'(R) plati Sochockého vzorce.
Vzhledem k tomu, ze 2'(R) je linedrni prostor, ukazali jsme i ?11.0 € 72'(R).

x +ig’

Piiklad 4.2 Pro n € N naleznéte () v 9.

Reseni: Nejprve si uvédomme, ze iloha mé smysl, nebot 2", n € N, je regularni zobecnéna
funkce. Bud nyni ¢ € Z(R) libovoln4, potom

(@), 9) = =(="¢') = - fR 2"/ (z)dr = —[2"p(2)] T + JR na" "t p(x)de

= f na" to(x)dr = (nz"1, ).
R

Zde hraniéni ¢len v integraci per—partes vysel nulovy diky omezenosti supp (¢). I slepy
nyni vidi, ze na 2'(R) plati (2")" = nz" !, stejné jako v pifpadé klasickych funkci.
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Piiklad 4.3 Spoctéte proni tii derivace v Z'(R) zobecnéné funkce f(x) = cos(x)|z|.

Reseni: Vsimnéme si, Ze regularni zobecnéna funkce f je soucinem hladké funkce cos(z)
s funkei |z|, ktera je diferencovatelnd vSude na R vyjma bodu z = 0. Na 2'(R) pfitom
plati |z|" = sgn(z). Z Leibnizova pravidla potom mame

f'(z) = —sin(x)|z| + cos(z) sgn(z).
Podobné dostaneme

f"(xz) = — cos(x)|z| — sin(x) sgn(z) — sin(x) sgn(x) + cos(x)25(x)
= — cos(x)|z| — 2sin(z) sgn(z) + 26(x).

Zde jsme vyuzili poznatku, ze sgn(z)’ = {0} + 26(x) a pro libovolnou a € C*(R) plati
a(x)d(z) = a(0)o(x). Pomoci daru pfitele Leibnize spo¢itame i tfeti derivaci jako

1" (x) = sin(z)|x| — 3 cos(x) sgn(z) + 28" (x).

Piiklad 4.4 Dokazte, Ze na 2'(R) plati 04,(z) = 6(x — x¢) = 0(zo — ).

Reseni: Pro libovolnou testovaci funkci ¢ plati

(0(z = 20), p(2)) = (0(x), p(x + 20)) = p(20) = (dzo, P)
= (6(x), p(z0 — x)) = (6(z0 — x), p(2)),

z ¢ehoz obdrzime dokazovanou rovnost.
Piiklad 4.5 Upravte na 2'(R) vyraz 228" (z).
Reseni: Pro libovolnou testovaci funkci ¢ plati

(2?0 (z), p(2)) = (8" (), 2%p(x)) = (8(2), 2¢(x) + 4z (z) + 29" (2)) = (26(2), ¢(2))

a tudiz 220" (z) = 26(x).

Piiklad 4.6 Upravte na 2'(R) vjraz z"6%) (x), kde n, k € N.

Res$eni: Pro libovolné ¢ € Z(R) dostavame




Ve vysledku pro druhou alternativu dale provedeme nasledujici apravy

_1\k—n
(5}t m0) = 50 = ot = R, )

Mizeme tedy psat

0 pron >k
x (v) {((zl_)n)k!!g(k—n) pron < k.

Piiklad 4.7 Spoctete na 2'(R) limitu lim, . nf(nx) s volbou f(x) = x(—1,1)().

Reseni: P¥ipometime, Ze posloupnost zobecnénych funkci (f,,) ma limitu f € 2’ pravé
tehdy, pokud (V¢ € 2)(limy,—o0 (fn, ) = (f, ¢)). Jelikoz zadana posloupnost je tvofena
regularnimi zobecnénymi funkcemi, pisobi na testovaci funkce skrze integral. Ten upra-
vime pomoci substituce z — ,

x
(X1 (na)spl@)) = [ xnpalpla)de = [ xca(@e(5)d.
Limitu vyrazu na pravé strané vypocteme pomoci Lebesgueovy véty s integrabilni ma-
jorantou supg |¢| x(—1,1y(7) jako

n—oo

lim Rx<,1,1><x>so(§)dx - ijU,D(x)so(mdx = fo<1,1><x>dm (8,9) = (26,0).

Na Z'(R) tedy plati rovnost lim,_,o nf(nz) = 2.

& Vsimnéme si, Ze v feSeni vyse jsme pouzili pouze skuteénost, ze f € L'(R). Pro obecné
[ s touto vlastnosti potom plati lim,, . nf(nz) = {3 f(z)dz §. Pro f € L'(R?) obdrzime
podobny vztah lim, . néf(nx) = §ga f(x)dx do. Ziejmou obménou lze odvodit, Ze

lim 0+ 57df(§) = SRd f(x)dx do.

Priklad 4.8 Pomoci vysledku predchoziho prikladu sestrojte posloupnost zobecnénych
funkci konvergujici na 9'(R) k §'.

Reseni: Staci si uvédomit, ze pokud lim f,, = f na &', potom i lim Df,, = D*f na &'.
Pro libovolné ¢ € & totiz mame

lim (D f, ) = (=1)% lim (fn, D%) = (=1)*(f, D) = (D[, ).

Na 2’ je tedy vzdy mozno zaménit limitu a derivaci!
Pokud konkrétné volime f,(z) = nx_1,1)(nz) = nx(fl’;)(aj), potom

T A TS |
LR R Gt

n




a soucasné s vyuzitim vysledku pfedchoziho prikladu plati lim,_.« f}, = 26’ na 2'(R).
Nyni je i mrtvému jasné, ze

10(x + %) —0(z — %) =6 (z) na Z2'(R).

Priklad 4.9 Naleznéte limitu lim, o + cos(nz) na 2'(R).

Regeni: Pro libovolné ¢ € Z(R) plati

(G eostrne). )| = | [+ costna)ptaldal < 1 | Je(olda.
1

a tedy lim, o0 (2 cos(nz), ) = 0, co# znamend, Ze lim,_,o = cos(nz) = 0 na Z'(R).

Piiklad 4.10 Naleznéte limitu lim,_,o n cos(nz) na Z'(R).

Resgend: Oznacime posloupnost z piedchoziho ptikladu jako f,,(z) = %cos(mj) a povsim-

neme si, ze f/(x) = —ncos(nx). Ze zaménosti limity a derivace na 2’ tak dostavame
. 1 " - _ . " — /" —
A, reos(na) = = i, fule) = —(lig o) = —07=0
na 7'(R).

& Porovnejte tento vysledek s vysledkem piikladu[4.7a za nim nésledujicim komentéafem.
Zdanlivy nesoulad je oziejmen pozorovanim, Ze cos(z) ¢ L'(R). Podobné jako vyse
bychom na 2'(R) ukézali i vztahy

11113O nk cos(nzx) = 0, 1ir13O nFsin(nz) =0 (YkeZ).

5 Cviceni 5
e Nosi¢ zobecnénych funkei, tenzorovy soucin zobecnénych funkei.

& Pro otevienou podmnozinu U < R? budeme symbolem Z2(U) rozumét vektorovy
prostor hladkych funkei na U s kompaktnim nosi¢em v U (pojmy kompaktni vzhledem
k topologii R a kompaktni vzhledem k indukované topologii na U zde pro podmnoziny
U splyvaji). Rozsiiime-li takové funkce na celé RY nulou, dostaneme prvky 2(R?). Bud
totiz naptiklad ¢ € Z(U) a V := supp ¢. Potom v U lezi celé néjaké e—okoli mnoziny
V' (to si zapiSme jako mnozinu V, := J,., B(x,¢)). Pfedpokladejme opak. Potom pro
libovolné n € N existuje z,, € V tak, ze B(x,, %) ¢ U. Vzhledem ke kompaktnosti V'
lze z (x,) vybrat konvergentni podposloupnost (z, ). Ozna¢me jeji limitu z € V < U.
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Jelikoz U je oteviend, existuje 6 > 0 tak, ze B(z,0) < U. Od jistého indexu ns vyse
ale plati B(zg,,, ﬁ) c B(z,0) < U, coz je spor. Dokazali jsme tedy, Ze nosi¢ funkce
@ je "odrazen”od hranice mnoziny U. Rozsifeni ¢ nulou si tedy zachova hladkost i pfi
prechodu pfes tuto hranici.

Naopak libovolné ¢ € {p € Z(R?) : supp () = U} lze ztzit na U a ziskat tak
jednozna¢né uréeny prvek prostoru Z(U). Proto se bézné identifikuji mnoziny {p €
P(RY) : supp (@) < U} a 2(U). Tak to budeme v zajmu zkraceni zépisu éinit i my.

Priklad 5.1 Naleznéte zobecnény nosic funkce 6,, kde xg € R.

Regend: P¥ipometime, Ze supp d,, = R\N/, kde N je nejvétsi (ve smyslu inkluze) oteviena
mnozina, na které plati

(Vo € Z(N))(0sg,0) = 0. (4)

Jelikoz (0z4,¢) = ¢(z0), nabizi se volit A" = R\{zo}. Potom skuteéné plati (4)). Jedina
vétsi mnozina nez N je R, pro kterou ale s R namisto N jiz neplati. Staci volit néjaké
v € Z(R) nenulové v x.

Priklad 5.2 Naleznéte zobecnény nosi¢ funkce 0(x)x™, kde n € N, a porovnejte jej s
klasickym nosicem.

Reseni: Klasicky nosi¢ funkce f(z) := 6(x)z™ je [0, +0). To ndm dava rozumného kandi-
data na nosi¢ zobecnény. Ovérime tedy hypotézu, Ze nulovd mnozina N zobecnéné funkce
f je déna intervalem (—o0,0). V prvni fadé ma platit, ze (Vo € 2(N))((f,¢) = 0). To
ale plyne z pozorovani

(19) = | Ola)e"pla)de - f( - @z = [ oy =0

6}

Libovolnou otevienou podmnozinu R lze napsat jako sjednoceni otevienych intervald.
Tudiz libovolny kandidat na vét$i nulovou mnozZinu obsahuje mnozinu tvaru N’ := N U
(a,b), kde (a,b) € N. Bud P := (a,b) n (0,400). Potom P je z konstrukce oteviena
neprazdnd podmnozina (0, +00). Vezmeme-li nyni libovolné nezaporné ¢ € 2(P)\{0} c

Z(N"\{0}, dostédvame

(f. ) = j z"p(x)dx = J 2" p(x)dx > 0,
(0,+00)Nsupp (¢) P

nsupp ()

tj. N’ neni nulovou mnozinou zobecnéné funkce f. Zobecnény nosi¢ tedy splyva s tim
klasickym.

& Pro f € .@geg(Rd) lze podobné jako vySe odvodit, Ze zobecnény nosi¢ f splyva s tzv.
esencidlnim nosicem funkce f. Ten lze definovat nasledovné

ess supp (f) := RO\{z e R? : (3 okoli U,)(f(z) = 0 s.v. na U,)}.
Vsimnéte si, ze definice je smysluplné, nezavisi totiz na volbé konkrétniho reprezentanta

feLl (R,

loc
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Piiklad 5.3 Naleznéte zobecnény nosic funkce P%.

Reseni: Nosic¢ klasické funkce z +— % je celé R. Jako vhodny kandidat na nulovou mnozinu
zobecnéné funkce P% se tak nabizi N' = ¢J. Podminku nulovosti spliiuje trividlng. Podi-
vejme se na podminku maximality. Libovolnd vétsi oteviend podmnozina v R obsahuje
neprazdny otevieny interval, feknémé (a,b). Pro takovy pevné zvoleny interval urcité
existuje g9 > 0 s vlastnosti, ze rozdil (a,b)\(—¢co, o) obsahuje neprazdny otevieny inter-
val P, ktery navic lezi v jedné z poloos (—o0,0) nebo (0, +00). Pro libovolné nezaporné
v e 2(P)\{0} € 2((a,b))\{0}, dostavame

(PL.o) = lim f “D(x)dxzf CONNY
x R\(—¢,¢) P

e—0+ T x

protoze spojity integrand je vSude na P bud nezdporny nebo nekladny a soudasné neni
na P identicky nulovy.

P¥iklad 5.4 Dokazte na 2'(R?) identitu §(x) ® §(y) = d(x,y).
Reseni: Pro libovolné ¢ € 2(R?) postupné dostavame

(6(2)®6(y), p(x,y)) = (6(x), (0(y), p(x,y))) = (6(z), p(x,0)) = (0,0) = (6(x,y), p(x,y)),

z ¢ehoz jiz plyne dokazovany vztah.

& Rikdme, 7e f = f(x,y), kde x e R® a'y € R™, lezici v 2'(R"™™) nezdvisi na y prave
tehdy, pokud existuje h € 2'(R") takové, ze f(x,y) = h(x) ® 1.

Piiklad 5.5 Dokaste, Ze pokud f € 9'(R?) nezdvisi na xy,, potom 0y, f = 0.

Reseni: Jelikoz f nezavisi na xy, existuje podle definice h € 2'(R%!) s vlastnosti, Ze
f = h®1, kde konstantni regularni distribuce 1 ptisobi v proménné x;. Pro libovolnou
¢ € 2(RY) tak méme

of
(87%’

tj. Op. f = 0.
Alternativné a jesté rychleji dostaneme stejny vysledek z vlastnosti tenzorového sou-
¢inu, protoze
of p

a.l‘k

01

o) = 22) = (@1, 20 = (0, (1, 55)) = (b (£ 0)) = (h,0) =0,
Tk T

0Tk " Oxy,

Ik(h®1) = h@@xkl =h®0=0.
Piiklad 5.6 Pro f € C*(R'™) oznaéme fo,(t,x) = 0(t)f(t,x). Spoctéte d;fo, + Afo,.
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Resend: Laplacian A se skldd4 z parcialnich derivaci v prostorovych proménnych. Pro
fixni ¢ je ale funkce fy, vzdy t¥idy C?(R"). Plati tedy Afy,(t,z) = 0(t)Af(t,x). V
proménné t vSak muze mit funkce fp, skok. Spocitame tedy odpovidajici zobecnénou
derivaci opatrné pfimo z definice. Pro libovolnou ¢ € Z(R'*") pomoci Fubiniho véty a
nasledné integrace per partes dostaneme

(atfgt (ta X)> 30(t> X)) = _(f9t (ta X)v atso(t’ X))

+o0
[ e x)ap(t x)dtdx = — f L F(t%)vo(t, x)dtdx

Rl+n

= — f n[f(t, x)p(t, x) ] 0dx + f i J:OO orf (t, x)p(t, x)dtdx

+00
— [ £(0,)00,x)dx + f f 2uf (£, %) (t, x)dtdx
R™ »Jo

=G0, | 1000300 + | 002 f(t30)plt x)dedx
= (5(t) & f(O, X)> gO(t, X)) + (H(t)atf(t> X)v (p(t, X))

Na Z'(R'*") tedy plati

(Ocfo. + Afo,)(t,x) = 0(t) (Onf + Af) (£,x) +6(t) ® £(0, ).

6 Cviceni 6
e Konvoluce klasickych a zobecnénych funkeci.

Bonus 6.1 (Youngova nerovnost pro klasickou konvoluci) Budtep,q,r € [1,+x]
takovd, e p~t + ¢ ' =r~1 +1, a f € LP(R?), g € LI(R?). Potom funkce

X (Fr)) = | Flx= )iy

lezi v L' (RY), pricem? existuje konstanta C(p,q,d) nezdvisld na konkrétni volbé funkci
f a g takovad, Ze plati Youngova nerovnost

1 £ glr < Clp, @ D] Flplgllq-

Zejména potom plati, Ze konvoluce dvou funkci z prostoru L'(R?) zistdvd v L'(R?).
Dukaz Youngovy nerovnosti spolu s dalsimi detaily lze nalézt napriklad na

http: //people. math. gatech. edu/ "loss/ 10springtea/Lecturel. pdf

nebo

https: //qnlw. info/post/youngs-inequality/|
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Priklad 6.1 Pro f(x) = e~ kde a > 0, spoctéte klasickou konvoluci f=f.

Reseni: PHimym vypoctem provedeme nasledujici integraci

(f*f)(l’) _ J efa(mfy)Qefayzdy _ eaxQJ‘ eanszrQa:pydy _ eaxzf e72a(y 22420 dy
R R R

2 2 T 2
— e 37 e 2W dy = [—e 27,
R 2a

Priklad 6.2 Pro f(z) = 6(a — |z|), kde a > 0, spoctéte klasickou konvoluci f = f.

Resend: Jelikoz nosi¢ funkce y — 6(a — |y|) je interval [—a,a] a nosi¢ funkce y +—
O(a — |x — y|) je interval [x — a,z + a], dostdvame

0 |x\ > 2a

(F20)@) = | 8a—lo=yDbla~lsdy = a—(-a) =20-2 we(
® r+a—(—a)=2a+zx xe( 2a,0),

coz znamend, ze (f * f)(x) = 6(2a — |z|)(2a — |z|).

Bonus 6.2 Ukaste, se e~%%" « X[-1,1](7) € C*(R).

& Po martyriu na pfednésce vime, Ze pro dvé zobecnéné funkce f a g s kompaktnimi
nosici lze konvoluci zavést jako

((f #9)(x), 0(x)) == (f(2), (9(), ez + ) (= “(f(2) ®g(y),o(z +1))").

S touto definici je konvoluce komutativni, asociativni, spojitd v obou argumentech (ni-
koliv vSak soucasné-viz piiklad [6.5)) a derivaci lze pfetdhnout na libovolnou z dvojice
funkci, jejichz konvoluci pocitame. Posledni z jmenovanych vlastnosti si zahy dokazeme.

Piiklad 6.3 Budte f,g € 2'(R) s kompakinim nosiéem. DokaZte, Ze plati (f = g) =
freg=1[fxg.

Regeni: Pro libovolnou ¢ € Z(R) plati

(f=g),0)=—=(frg,¢)=—(f(x),(9), ¢ (@ +y)) = —(f(x), (9W), dye(z +y)))
= (f(2), (0y9(), p(x +y))) = (f(2), (¢'(y), p(x +¥))) = (f* g, ),

tj. (f*g) = f*g'. Zde jsme v posledni rovnosti vyuzili definice konvoluce pro zobecnéné
funkce s kompaktnim nosi¢em. Musime si tedy rozmyslet, zZe supp ¢’ je omezeny, ma-li
tuto vlastnost supp g.
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Bud tedy N né&jaka nulovd mnozina zobecnéné funkce g, tzn. (Vo € 2(N))((g, ¢) =
0). Pro libovolné ¢ € 2(N) potom plati (¢,0) = —(g9,¢') = 0, tedy N je i nulovd
mnozina zobecnéné funkce ¢’. Odtud jiz plyne inkluze supp g’ < suppg, specialné je
tedy supp ¢’ skutecné omezeny.

Identita (f *g)’ = f’* g plyne z pfedchoziho v kombinaci s komutativitou konvoluce.

Piiklad 6.4 (uziti konvoluci k feSeni ODR v 2') Uvazujme linedrni diferencidlni
operdator L = Y /'_, ak$ s konstantnimi koeficienty ay a s ap, = 1. Dale z € C*(R) bud
klasické teseni homogenni rovnice Lz = 0 s poéateéni podminkou z(0) = 2/(0) = ... =
20=2(0) = 0 a zV(0) = 1. Dokaste, ze E(x) := 0(x)z(z) je fundamentélni Feseni L
v Z'(R), tj. na Z'(R) plati identita LE = 4.

Reseni: Zobecnénou funkci £ budeme chéapat jako souéin hladké funkce z(z) s po ¢astech
spojitou a po ¢astech diferencovatelnou funkci 6. S pouzitim Leibnizova pravidla tak
dostaneme &£ = 20 + 26 = 2’0 + 2(0)d = 2’6, kde posledni rovnost plyne z podminky
2(0) = 0. Podobné odvodime, ze £*) = 2§ pro véechna k = 2,3,...n —1 a £M =
20 4+ 21 (0)6 = 2(Mf + . Celkem tedy plati LE = ALz + § = §, protoze Lz = 0 dle
predpokladu.

Priklad 6.5 Konvoluce neni spojita v obou argumentech soucasné ani pri omezeni se na
zobecnené funkce s kompakinimi nosic¢i. Demonstrugjte to na protiprikladé s posloupnosti

(O % 0_p ) y.

Regenid: Nejprve si uvédomme, Ze lim, o 6+, = 0. Pro libovolnou ¢ € 2(R) totiz diky
omezenosti jejiho nosice plati

lim (04n, ) = lim (+n) =0 = (0,¢).

n—0o0 n—0o0

Na druhou stranu pro libovolné n € N dostavame

(On # 0, p) = (9n(2), (6-n(y), p(x +y))) = (n(2), p(x — n)) = ¥(0) = (6,¢),

odkud plyne 9, * 6_,, = J. Z vySe uvedeného jiz odvodime nespojitost konvoluce v obou
argumentech soucasné, protoze

0= lim § = lingo(én*é,n);é(lirgoén)*(lim d_n)=0%0=0.

n—0o0 n—0o0

7 Cviceni 7

e Klasické Fourierova transformace, temperované distribuce.
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Priklad 7.1 Budte a > 0,b € R. Naleznéte Fourierovu transformaci funkce f, kterd je
dana predpisem

vi. f

Resend: Jelikoz ve vsech zadanych piipadech f € L'(R), miizeme k vypoctu Fourierovy
transformace bez okolkt pouzit integralni formule

@?ﬁ@)ﬁikﬁ&f@Mm

(ZF )& = f %G (a — |z|)dx = Ja e®rdy = Ja cos(éx)dx + ifa sin(x)dx
R —a —a —a

= fa cos(éx)dx = 2sinéa§)
: to 1 . 1
_ i€x —ax _ (i€—a)x _ (i€—a)ry+o0 _
(N = [ ctirerda = [ el oirag - el -

zde jsme se dopustili zloéinu formalni integrace funkce z — e**, kde z € C\{0}.
Nicméné lze velmi snadno matematicky korektné dokazat, ze x — %em je skutecné
jeji primitivni funkei, nebot s oznacenim c := Rz, d := Jz plati

d 1 v B i ecﬂ? . ) eCCL‘ . _
e (;e ) =% <02 P (ccos(dx) + dsin(dz)) + e (csin(dz) dcos(dm)))

d ecT ) d ecT .
iy <02+d2(c cos(dz) + dsm(da:))) i <02+d2(c sin(dz) — dcos(dx)))

= ... =e“cos(dr) + ie“ sin(dx) = .

Alternativné lze integrovat redlnou a imaginarni ¢ast podobné jako v bodé i.
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0.

Ziejmé f(z) = f(—x), kde f(x) = O(x)e"® jsme transformovali v pFedchozim bodé

s vysledkem (% f)(&) = 1/(a — i&). Déle plati

C@ﬁ@)=£f@f0wﬂx=£f”&f@Mx=L?ﬂGf%

odkud jiz mame
1
a+ i€

(Z1)(E) =

Pomoci integrace per-partes a vysledku o derivaci funkce e** z bodu #¢. odvodime

' +o
F = e xr)e  “sin(bxr)dx = e\ Y gin(bx)dx
o‘*f ¢ z§x9 ax br)d (i€—a)x b )d
R 0
. ) - +w y
= —%[e(’gf")m cos(bx)]§* + z{Ta J =0T o5 (bz)da
0

|

— & — +0o0
+ i —a [ (=0 sin (bar) | §* — z{af =0T gin (bx)da:
b \b b )y

(5 ene

Odtud jiz snadno spocitame, ze
b
b2 + (a —i&)?
V celém vypoctu jsme uvazovali b # 0. Nicméné vysledna formule plati pro kazdé
beR.

Poznamenejme, Ze v integraci jsme mohli alternativné rozepsat sin(bz) jako linearni
kombinaci exponencidl.

(Z1)(E) =

Nejprve pomoci parity integrandu provedeme néasledujici tupravy

, +00
(F &) = j iz ealz] cos(bx)dx = 2J cos(éx)e™* cos(br)dw
R 0
=400 “+00
- f cos((€ + b)x)e™"du + f cos((€ — b)z)e " da.
0 0

Podobné jako v bodé iv. se odvodi, Ze pro libovolné § € R plati

+o0 a
Jo cos(fBx)e” “dx = o
Celkem tak dostavame

(F1)(€) = -

a a

2+(£+b)2+a2+(5—b)2‘
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.

Doplnénim na [] dostavame
2 [
F0E) = [ errar o [ oo e
R R

Integral na pravé strané vypocteme elegantné za pomoci komplexni analyzy. Lze
si totiz povSimnouti, ze

L
—a(p— 362 . —a(r—)2 . —az?
f e %) dz = lim e =2 dg = lim e dz,
R L—+o _L L—+00 L

kde vz : # € (—=L,L) — (# — £) € C je tsecka v komplexni roviné rovnob&zn4 s

2a ’ )
realnou osou. Tuto Gsecku doplnime na obdélnik s vrcholy —L, L, L — %, —L— %,

az? je holomorfni na C, z Cauchyho

jehoz hranici oznacime jako I'y. Jelikoz z — e~
teorému plyne

f e %’ dz = 0. (5)
T'r

Na druhou stranu muZeme integral podél obdélniku rozlozit na ¢tverici integrald
po useckach jako

)
f e dz
ry
£
a

L 0
= f e dt + JQ e_a(L_it)Q(—i)dt - f e~ dz + J e_a(_L_it)2(—i)dt. (6)
_I 0 YL £

2a
Pro druhy (a podobné i pro ¢tvrty z integralt) odvodime
‘J @ e—a(Lfit)Q(_i)dt‘ < eaLQJ @ eatht Lo+ 0.
0 0
Limitnim pfechodem v @ s prihlédnutim k tak dostavame

. 2 . L +2 +2 Y
lim e % dz= lim e " dt = J e Wdt =4/—.
L—+00 "L L—+w J_p, R a

Celkem jsme tak odvodili

(F(e))(E) = \f ). )

Ke stejnému vysledku lze ponékud oklikou dojit i bez znalosti integrace funkci
komplexni proménné. Uvazujme nasledujici funkci funkci I redlné proménné o,

2

I(a) := J e el dy = J e cos(ax)dx.
R R
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Ta spliiuje diferencialni rovnici

dl _ 2. 1 d, _.2 .
a(a) = — fRe xrsin(ax) = 5 JR e (™) sin(aux)dx
= —% JR e’ cos(az)dx = —%I(a)

spolu s po¢ateéni podminkou I(0) = /7. Resenim této separovatelné rovnice ob-

drzime ,
I(a) = V/me /4,
Po vhodné substituci tak zrekonstruujeme .
& Pravé jsme odvodili, ze Fourierova transformace Gaussovy funkce je opét Gaussova
funkce. Je-li smérodatna odchylka piivodni Gaussovy funkce (ta je nepfimo tmérné /a)
mala, je smérodatnd odchylka transformované funkce velkd a naopak. To je specidlni
pripad tzv. Heisenbergovich relaci neurcitosti-ty maji podobu jisté nerovnosti, pricemz
rovnost v nich nastéva pravé pro pripad Gaussovy funkce.
Priklad 7.2 Rozhodnéte, které ze zobecnényjch funkci
i. 2%, keN,
ii. O(x),
iii. sgn(x),
iv. sin(az), a € R,
v. O(a—|z]), a >0,
vi. O(z)e™ ",
vii. 0(z)z3e™7,
viii. €% q e R,
ix. e "

jsou temperované distribuce, tj prvky .’ (R).

Resend: Viechny vypsané funkce jsou spojité nebo po ¢astech spojité funkce na R, lezi
tedy v LL(R), tj. ztotoziiujeme je s prvky Dreg(R). K tomu aby f € Ll (R) nélezela
dokonce do .'(R) postacuje, aby existovala konstanta m € Ny takova, ze

|f (@)
JR de < 400. (8)
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Specidlné tedy prvky L!'(R) patfi mezi (regularnimi) prvky .#/(R). Odtud okamzité
vidime, Ze funkce zadané v v. — vii. jsou temperované distribuce. Funkce z bodt #i. — iv.
a viit. nejsou sice integrabilni na R, jsou ale omezené, odhad pro né tudiz plati pro
libovolné m > 2. Pro funkci z prvniho bodu odvodime z limitniho srovnévaciho kritéria
v kritickych bodech x = +00 (se srovnavaci funkei x-2), Ze

J al dx < 400
R (1 Jz])F+?
tj. opét plati. Funkce zadana v bodé ix. ale neni regularni temperovanou distribuci.
Jelikoz pro libovolné m € Ny mame
e—x
lim ——— = 4o,

a—-o (1 + |z|)™
podminku nelze nikdy splnit, neplatila by totiz nutnd podminka konvergence inte-
gralu na okoli bodu x = —oo. Nicméné je pouze podminka postacujici. Piimo ale
ukazeme, ze e”" ani nelze zavést jako regularni distribuci na celém .7 (R). Zvolime-li
totiz napiiklad ¢(z) = e~ V1+** € .Z(R), potom

0
f e Yo(x)dz =J e VItri-rqy >f e VItri-rqy
R R

—00

1+z2—2

Spodni odhad je divergentni, protoze lim, , e~ = 1 # 0, tj. neni splilena

nutnd podminka konvergence integralu.
Priklad 7.3 Ukazte, Ze

i Ozgs

i. PL
ndlezi do /' (R).

Resend: Jiz diive jsme ukazali, Ze oba zkoumané funkcionaly jsou linedrni na vsech
funkcich, kde davaji smysl, sta¢i tedy vySetfit jejich spojitost na . (R). (Skutecnost,
Ze jsou na celém . (R) definovany ovéfime pii dikazu spojitosti.) Pro tento ucel bud
(pn) < Z(R) posloupnost konvergentni na .7 (R) k limitni funkci ¢ € .#(R), tj. (Yo, S €
No) (limy o0 |24 D (0n—¢) |l = 0). Budeme se snazit ukazat, Ze potom lim,, o (f, ¢n) =
(f,©), kde za f uvazujeme funkcionaly ze zadani. (Poznamenejme, ze BUNO bychom
mohli polozit ¢ = 0.)

i. Protoze specialné plati lim, o |¢n — @ = 0, tj. () konverguje na R stejno-
mérné (a tedy i bodové) k ¢, dostavame

7}5%0(5%,%) = lim on(z0) = ©(z0) = (029, ¢)-
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1. Stejné jako v prikladé prepiseme akci 77% na
1 +00

. o(z) — p(~2)
(P9 = Jm | Xemla) T A

xX.

V limitnim pfechodu nelze postupovat zcela stejné jako na Z(R), protoZe nemame
nutné zarucenou omezenost supp (). Proto si integréal rozdélime na dvé ¢asti
+00

9

N p(z) — p(—x) p(z) — p(—2)
(P;, p) = el_l)%l_i_ . X (g,+0) (z) fdx + L fdx

kde § > 0 je libovolné ale fixni. Pro prvni integral najdeme integrabilni majorantu
opét pomoci véty o stfedni hodnoté s vyuzitim skuteénosti, ze prvky . (R) maji
omezené derivace. Druhy integral konverguje na okoli +00, protoze lze prepsat
jako akce omezené regularni temperované distribuce xg\(—s,s) (x)z~! na p-viz (§).
Stejné jako na Z(R) mizeme tedy nakonec psat

L= [ e metn),

(ngw) = 0 T Z.

(Préavé jsme mimodék ukazali, ze funkcionél P% je dobfe definovan na celém
Z(R).) Nyni si uvédomime, Ze zcela analogicky jako v piikladé lze nahléd-
nout, ze

Pokud posloupnost (¢,,) konverguje na . (R%), potom
(Va, B e NO)(3K4p = 0)(Vn e N)(|22DPpnlloo < Kap)-

Akci P21 na posloupnost (¢,,) rozdélme do dvou integralt

1 ° on(z) — Pn(—2) T pn(x) = pn(—2)
P = | ot | da.

0 x 5 x

Pokud pro oba integraly najdeme integrabilni majoranty nezévislé na n, bude tim
spojitost 73% dokézana, protoze bodova limita ¢, je pravé p. Podle véty o stfedni
hodnoté existuje & ,, € (—z, ) tak, ze vn(x) — pn(—2) = ¢}, (§x.n)22. Mame tedy

(,Dn(H?) - (Pn(_x)

= 290;1 (gac,n)

V prvnim z integralt lze tutiZ za integrabilni majorantu volit konstantu 2Ky ;.
Jelikoz druhy integral je pres neomezenou oblast, musime zvolit jinou strategii.
Jmenovité na (4, +o0) uc¢inime odhad

Pn(r) = pn(=7)

< 5 (on@)] + lon(=2)) = 55 (l%en(@)] + [(~2)en(~2))
2K270
e

N

e L'((6, +0)).

A jsme doma.
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8 Cvicdeni 8

e Fourierova transformace temperovanych distribuci.

Priklad 8.1 Vypoctéte (zobecnénou) Fourierovu transformaci temperované distribuce
f dané predpisem

i f(z)=0(z),
it. f(z) =0(—x),
iti. f(z) = sgn(z),
w. f(z) =1,
v. f(z) =Py,
vi. f(x)=2a", neN,
vii. f(x) =", a e R,
vitgi. f(z) = sin(ax), a € R,
ir. f(z) = cos(az), e R
Reseni:

1.

Pro libovolnou ¢ € .(R) plati

mew4W%m=£w@Lw%@@m=LwLw%@@m

protoze 6 je regularni temperovand distribuce. Nyni se nabizi prohodit poradi in-
tegrace. Neni vak splnén zakladni pfedpoklad Fubiniho véty, nebot e (y)| =
lo(y)| ¢ LY((0,+00) x R) (vyjma trividlntho pifpadu ¢ = 0). Pomizeme si tedy
trikem, kdy do integrandu pfidame vhodné zvolenou funkci konvergujici bodové
k jednicce, kterd nadm integrabilitu zajisti. Konkrétné diky Lebesgueové vété ve
vnéjsim integrdalu plati

+00 ) +00 .
J J e"Yp(y)dydr = lim e”J e (y)dyda.
0o Jr =0+ Jo R

Za majorantu lze volit |.Z[¢]|, jejiz integrabilita plyne z poznatku .Z#[¢] € Z(R).
Dale pro kazdé € > 0 pomoci Fubiniho véty dostavame

+a0 _ oo 1
f e—”J e“Yo(y)dydz = J w(y)f W= dady = ’LJ —e(y)dy.
. ® - 0 RY 1€

V limité € — 0+ jsme tedy odvodili




0.

vl.

VL.

odkud plyne

Fo) =i —

iy 7731/ (). ()

7 vlastnosti Fourierovy transformace spolu s @ okamzité obdrzime

1
| =1

1

Flo-))) —

Zl0@)](<5) = Z0@)(-y) =i

) o1
=—i 0 =—i 73§+7T(5(y).

Jelikoz Fourierova transformace je linedrni a sgn(x) = 6(x) — 0(—z), odvodime za
pomoci predeslych dvou vysledki, ze

F [sgu(x)](y) = Z[0(z)](y) — Z[0(—=)](y)
=i 73; +mo(y) — (—i P; +7o(y)) = 2i P;. (10)

Podobnym argumentem jako v predeslém bodé dostaneme

FI1() = F[0())() + FI6(—))() = i P;+w5<y>+ (~i P;wa(y)) — 2m6(y).

(11)
Jelikoz pro inverzni Fourierovu transformaci plati identita
_ 1
F 1y = 3 ZLA(=y),

s pomoci (10) dostavame

9[7%](11) =2 9‘1[7?%](—31) = QWSgnz(i_y) = imsgn(y).

S vyuzitim identity

F(ix)" f ()] (y) = ——F[f(2)](y)

a vysledku (11]) snadno odvodime, ze

n
TLd ar

F2"1(y) = (=) dTJnJ[l] (y) = (=i)"2m6™ (y).

Identita '
T f(@)](y) = Z[f(@)](y + )
spolu s vysledkem davaji

T (y) = F[1(y + @) = 276(y + @) = 276_a(y).
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Obrazek 1: Némecky ovéak po lobotomii podle predstav studentt RMF-se svolenim
autorky

viii. 7 linearity % a vysledku vysSe i némecky ovcéak po lobotomii (viz Obr. [1f) vidi, Ze

ar _ ,—tax 1

) = g (P - e )
= i71'(5a (y) - 5—@(3/))'

iz. Zcela analogicky jako v predchozim bodé dojdeme k zavéru, ze

F[cos(az)|(y) = 7(0a(y) + d-a(y))

Priklad 8.2 Naleznéte Fourierovu transformaci jednoduch€ vrstvy és,, kde Sg predsta-
vuje sféru v R? o poloméru R.

Reseni: V prvni fadé je nutné si uvédomit, ze dg,, € .#’/(R?)—ovéteni je analogické tomu
z prikladu [3.1] vi.
Nyni pro libovolnou ¢ € .#(R?) dostaneme s pomoci piitele Fubiniho

(F[654)s0) = (s 1) = LR |, e sptaxds, = | et LR eV RS, dx.

Vnitini integraci pres sféru o poloméru R provedeme v thlovych proménnych (6, ¢),
které orientujeme tak, aby kladna poloosa z, od které odmérujeme thel 8, ukazovala
stejnym smérem jako vektor x, tj. pomyslny severni pdl sféry lezel ve sméru vektoru x.
Soutadnice 0 tak méii thel svirany x a y. Mame potom y - x = |y||x| cos = R|x|cos @

2m e s
J eiy'dey = f J e!filxleost p2 i 9dhdg = QWRQJ et ilxlcos O gin 9.
Sk o Jo 0

Posledni integral spo¢teme pomoci substituce ¢ = cos 6 jako

L 1 1 2si
f etFxleos giyy gdg — f Rt gy — 2J cos(R|x|t)dt = M
0 -1 0 R|x|
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Celkem tak dostavame

sin(R|x]|)

|

(Flbsal.¢) = | o) 4nR ax,

tj. F[ds,| regularni temperovana distribuce s generatorem

sin(R|x]|)
x|

Fos,](x) = 47R
Bonus 8.1 Naleznéte F|[|z|], Z[0(x)z"], n e N.

Bonus 8.2 Naleznéte F[ei*”].

& Dodatek obsahuje tabulku vyznac¢nych vlastnosti Fourierovy a Laplaceovy transfor-
mace spolu s pfehledem vybranych obrazi a vzoriu (pfevzato z http://kmlinux.fjfi.
cvut.cz/"klikavac/wp-content/uploads/2016/12/tabulka_vlastnosti.pdf).

9 Cviceni 9

e Laplaceova transformace.

& Pro klasickou funkci f na (0, +00) spliujici bodovy odhad
Ve (0,+0) |f(x)] < Ce*®

pro néjaké C = 0 a a € R zavadime Laplaceovu transformaci funkce f jako funkci na
{p € C|Rp > a} predpisem

2100 = [ et g,

0

Injektivitu . pro t¥idu po Castech spojitych funkci jako prvni dokazal Matyds Lerch v
roce 1903.

Pro temperovanou distribuci f € /(R) se supp f < [0,+) takovou, ze (Ja €
R)(Vo > a)(e 7 f(t) € ' (R)) klademe pro p = 0 + iw, kde 0 > a aw € R,

LI Op) == Fle " F(1)](—w),

kde .# znadi zobecnénou Fourierovu transformaci.

Priklad 9.1 Pro a > 0, b > 0 spoditejte

400 ,—at —bt

e — €

J L
0 t
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Reseni: Zde po druhé v zivoté a dost mozna naposledy potkavame tzv. Frullaniho inte-
grdl, viz https://en.wikipedia.org/wiki/Frullani_integral. Noveé jej v tomto spe-
cidlnim pfipadé spocteme pomoci Laplaceovy transformace. Pozor integral nelze rozdélit
na dvojici integralt s exponencidlami! Laplaceovu transformaci dostaneme do hry po-
moci identity

+00 +00
FOdt = lim LIFO1p) = lim | e @t
0 p—0+ p—0+ Jy
kde se uvazuje pouze p > 0. Tato rovnost se ukaze pomoci Lebesguovy véty, kde za
majorantu vezmeme funkci |f|. Plati tedy uréité pro f € L'((0,+0)), coz je v nasem
ptipadé splnéno.
Mtzeme tedy psat

+00 g—at _ o—bt e—at _ o—bt +00 Cut bt
J) = [ o = i [ e -

kde druha rovnost plyne z jedné z identit pro Laplaceovu transformaci, viz Dodatek.
Jelikoz .Z je linearni sta¢i nyni napoditat Z[e~*], a € R. To provedeme piimocate
pomoci integralni formule, kterou lze pouzit kdykoliv Rg > —a,

¢ O gt —at TP (grat 1
Lle @ qu e_qe_adtzj e Tt = . 12
e = | 0 — (12)
Plati tedy
+00 ,—at __ ,—bt +oo  1q 1 +0
J €T T dt = lim — dg= lim [1nq+“]
0 t p—0+), q+ta q+b p—0+ qg+blg=p
. p+b b
= lim In =In—-
p—0+ p+a a
Hura!
Bonus 9.1 Vyreste ulohu vyse za pouZiti identity
+0 +00
f)Z]g](t)dt = Z[f](t)g(t)dt. (13)
0 0

Priklad 9.2 Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte veseni diferencidlni rovnice
u” 4+ +u=e(3cost +2sint), u(0) =0, (0)=1.

Reseni: Trik spociva v pfevedeni obou stran rovnice na Laplaceovy obrazy. Pro prvni
derivaci plati identita

L' ()](p) = pL[u(t)](p) — u(0+)
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jejiz opétovnou aplikaci dostaneme

ZLu"(6)](p) = pL [ (O](p) — v/ (0+) = P> L[u(®)](p) — pu(0+) — u'(04).
Po dosazeni pocateéni podminky a zalistovani v tabulce Laplaceovych obrazi, viz Do-
datek, dojdeme ke vztahu

p—1 1

P ZLul(p) = 1+ pLlul(e) + ZLlullp) =3 597 + 2 ey

odkud plyne
1
£ =

Dal$im nahlédnutim do tabulek a s podékovanim Matyasi Lerchovi odhalime, Ze
u(t) = 0(t)e' sint.

Funkce t — e'sint dokonce fesi nasi diferencialni rovnici na celém R a automaticky
vyhovuje poc¢ateéni podmince.

Priklad 9.3 Pomoci Laplaceovy transformace vyreste integro-diferencidlni rovnici

t
u + 2u + 2J u(r)dr =1, u(0)=0
0

na (0, +00).

Reseni: Na obé strany rovnice opét vypustime zdivocelou Laplaceovu transformaci a
vedle diive uvedené identity pro derivaci pouzijeme jesté zaklinadlo

2o(t) L tu(r)dr] (p) = ‘Z[Z](m.

Dostaneme tak rovnost

pL[u)(p) + 22[ul(p) + 2"%“;]@) -1

kde jsme jiz dosadili pocatecni podminku a vyuzili platnosti s a = 0. Snadnou
algebraickou upravou odvodime, ze

1

Lul(p) = m

Po néhlednuti do tabulky Laplaceovych obrazti tedy mtizeme psat
u(t) = O(t)e sint.
P¥imym dosazenim lze ovéfit, ze t — e !sint je fesenim na celém R. Platnost poéateéni

podminky je opét automaticky splnéna.
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Bonus 9.2 Pokuste se vyresit rovnici z predchozi ulohy bez pouZiti Laplaceovy transfor-
mace.

Piiklad 9.4 Proa > 0, be R spoctéte
f*oo o—at sinz(bt)dt.
0 t

Reseni: Na zkoumany integrdl miiZzeme nahliZzet jako na hodnotu klasické Laplaceovy
transformace funkce

sin?(bt)
ft) = "
v bodé a. Jelikoz (Vz € R)(|sinz| < |z|), mame V¢ € (0,+00) odhad
in2 (bt
SO0 < o sino)] < ol < e,

odkud .Z[f](p) je dobfe definovana Vp e C: Rp > 0. Pro a > 0 tedy skutecné muzeme
psat

Lﬂc eatSith(bt)dt — g[anzt(bt)](a) = J:roo,,%[sinZ(bt)](q)dq

+o — cos o
- [T a5 [ 2100~ Zleos(z0a) do

a 2 a

1 (™1 q 1 L. 5 5 1, a?+4b?
S S~ % _dg=-[lng— =1 40P = —In —5—

2L ;@ ae =gl gnle +40T = gl =5

kde jsme pouzili znalosti tabelovanych Laplaceovych obrazi.

Bonus 9.3 Vyreste ulohu vyse za pouZiti identity .

Bonus 9.4 Pro b e R naleznéte £ [sin?(bt)/t*]. (Ndpovéda: Vyjdéte z identity (13).)

10 Cviceni 10

e Fundamentalni feSeni pro vyznac¢né obycejné a parcidlni diferencidlni rovnice.
Priiklad 10.1 Naleznéte fundamentdlni feseni pro L = % + a, kde a > 0.

Reseni: Podle tilohy [6.4 je hledané fundamentélni feseni déno jako &(z) = 6(x)z(z), kde

z je feseni problému
Lz=2 +az=0, z(0)=1,

tedy z(z) = e **. Celkem mame E(z) = §(x)e .
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Alternativné je mozné aplikovat Fourierovu transformaci na vztah
LE =& +a€ =6.
Tak dostaneme rovnost
—iyF[€](y) + aZ[E](y) = 1,

které vyhovuje
1
F|E = .
£)w) = —
Vzor této funkce identifikujeme pomoci tabulky Fourierovy transformace jako £(x) =
O(x)e . V tomto kroce jsme pouzili predpoklad a > 0, ktery je pfi prvnim postupu
nadbyteény (lze tak ve skutecnosti uvazovat a € R).

Priiklad 10.2 Naleznéte fundamentdlni feseni pro L = % +a?, kdea >0
Resenid: Na zakladé prikladu budeme uvazovat pfidruzeny problém
Lz=2"+d?2=0, 2(0)=0,2(0) =1,

jehoz obecné FeSeni mé tvar z(z) = Cjcos(ax) + Cysin(ax). Po dosazeni pocatecni
podminky dostavame z(z) = sin(az)/a. Celkem tak mame
sin(ax)

E(x) =0(x) .

a

Bonus 10.1 Lze predchozi ulohu Tesit pomoci Fourierovy nebo Laplaceovy transfor-
mace? (Ndpovéda: Pouze pii pouZiti Laplaceovy transformace vyjde obraz jako (regu-
ldrni) temperovand distribuce.)

Priklad 10.3 (FR rovnice vedeni tepla) Naleznéte fundamentdlni feseni pro
0 2y 02
L=——-d —
5 L
7=1 J

kde ne N, a > 0.

Resend: Aplikaci ¢4steéné Fourierovy transformace v proménné x = (z1,...,7,) na
defini¢ni vztah LE = § dostaneme
0T [€]

5 LY)+ alyPFx[E](ty) = 6(H) ® 1(y).

Pravé strana v této zobecnéné rovnosti ptisobi v proménné y jako regularni distribuce,
piedpokladejme proto to samé o .Zx[£]. Pro libovolné ¢ € .7 (R'*") potom mame

JRH (%fx[ﬂ(taw + a?yP ANt y), ot y) ) dy = J (8(1), p(t,y))dy,

n
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kde y vystupuje v kulatych zavorkach jako fixni parametr. Jelikoz s fixnim y, ¢(-,y) €
7 (R), staci nyni volit F[€] tak, aby platilo Yy € R”

SALENY) + P PAENY) = 6(0) (a7 (R))

Na zakladé prikladu tedy mizeme psat
FxlE)(t,y) = O(t)e W,

Po nahlédnuti do tabulek Fourierovych obrazti dochazime k zavéru, ze

1 o(t)

o~ = ) o(t)  _1x?
(27_‘_)“ ‘/’Y[ﬁx[g](tayn(tv ) (271')"

Fy[e P (1, —x) = — L e wa .

E(t,x) = Raval)

P¥iklad 10.4 (FR jednorozmérné vlnové rovnice) Naleznéte fundamentdini resent
pro

=——a"=—5, kdea>0.
x
Resend: Budeme postupovat podobné jako v piedchozi tiloze a problém budeme uvazovat

zatim v libovolné (prostorové) dimenzi. Defini¢ni vztah pro fundamentélni feseni vypada
po aplikaci ¢asteéné Fourierovy transformace v proménné x jako

02T [E
2 1y) + ey PENy) = 00 1)
Postacuje tedy, aby pro Vy € R™ platilo
d2
@a%[f](t,w +a’lyPFx[E](ty) = 8(t)  (na S'(R)).

Podle ptikladu [10.2] je fesenim této rovnice

Fl€)(ty) = o(p) YD)

aly| (14)

V jedné dimenzi je Fouriertiv vzor znam,

E(t,z) = e(t)%e(at ~2)).

Pi#iklad 10.5 (FR trojrozmérné vlnové rovnice) Naleznéte fundamentdlni fesent pro

o2
@— 282’ kde a > 0.

Resend: Vztah umime invertovat i ve tfech prostorovych dimenzich—viz priklad
ze kterého odvodime, Ze

= 1) .
Ama2t oo (x)
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11 Cviceni 11

e Reseni vyznacnych obycejnych a parcidlnich diferencialnich rovnic pomoci fundamen-
talniho Feseni.

Priklad 11.1 Vyreste ndsledujici diferencidlni rovnici prevedenim na zobecnénou ulohu
y'+2my + iy =e" y(0) =1,4/(0) = 2.
Reseni: Postup rozdélime do nékolika kroki.

pFrevedeni na zobecnénou tulohu Z klasické teorie obycejnych diferencidlnich rovnic
vime, Ze ve studovaném pripadé feSeni existuje a je dokonce hladké. Ozna¢me ho
jako y a polozme § = 0y, kde 0 je Heavisideova funkce. Plati, Ze

§'(x) = 0(x)y'(x) + (5(0+) — §(0-))é(x) = O(x)y'(z) + 6(x)
§'(x) = 0(z)y" (x) + (7' (0+) = §'(0-))d(x) + 0'(z) = O(x)y" (x) + 26(x) + 0'(x).

Odtud dostévame nésledujici ilohu na 2'(R)
7'+ 2y 4+ 7 = 0y + 2y 4+ wPy) + 8 + 21+ )8 = Of + 6 + 2(1 + 7)d,
kde f(z) = e~ ® je puvodni pravé strana.

nalezeni fundamentalniho feSeni Podle prikladu[6.4]sta¢i najit klasické feseni z pro-
blému
2y omd + w22 =0; 2(0) =0, 2/(0) =1,

a prendsobit ho #-funkci. Charakteristicky polynom pro vySe uvedou rovnici ma
ziejmé dvojnasobny kofen A = —m. Obecné feSeni homogenni rovnice tak vypada
jako z(z) = C1e™™ 4+ Cyxe™ ™. Po dosazeni poc¢ateéni podminky dostdvame z(z) =
re~ ™. Fundamentalni feSeni zobecnéného problému je tudiz

konvoluce s pravou stranou Reseni § obdrzime pomoci konvoluce jako §j = & # (6 f +
8" + 2(1 + m)d). Jelikoz konvoluce ptisobi linedrné ve svych argumentech, staci
jednotlivé piispévky napodcitat zvlast. Okamzité dostavame € 0 = £ a € x ' =
(€ x0) = &'. Déle plati

0(x —y)e V6(y)ye ™dy = O(z)e" f yell "MV dy
0

_ @) <a;e_” — %(e_” — e_x)>.

Cl-n

€00 = |

R
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Celkem jsme tak odvodili, ze

<
||

( R (e*”—e*x)> +2(14m)0(z)ze ™ +0(x)(e” ™ —mxe ")
0

(x )[(2 + T+ 1iﬂ>aze_” + <1 - (1_17r)2>e_” + (1_17T)26_$].

(Vsimnéte si, Ze zobecnéné derivace £ obsahuje jen regularni ¢ést, nebot £(0+) =

£(0-) =0.)

okamzik vitézstvi Z prednasky vime, Ze vyraz v hranaté zévorce vySe je feSeni pii-
vodnd lohy na kladné poloose a vyhovuje zadané po¢ateéni podmince! (Oboje lze
zkontrolovat i prostym dosazenim.)

Priklad 11.2 Prievedenim na zobecnénou ulohu vyfeste
u +a’u=f, u(0) = ug, v (0) = uy,
kde a >0 a f e C([0,00)).

Reseni: Budeme postupovat stejné jako v predchozi tloze. Pro klasické feseni rovnice u
zavedeme 4 := Qu, které na Z’'(R) vyhovuje rovnici

" + a®i = 0(u” + a*u) + u16 + upd’ = Of + urd + ugd’.
Fundamentalni feSeni pro levou stranu jsme nalezli jiz v prikladé jako

sin(ax) ‘

E(x) =0(x)

a

Ziejmé plati Ex§ =& a
Exd'(x) = (Ex0)(x) =& (x) = 0(z) cos(az) + (E(0+) — E(0—))d(x) = O(x) cos(ax).
Celkem tak pro feseni zobecnéné tlohy mame
w(x) = (E* (0f +u1d + upd’))(x)
- JR O(x—y)f(x— y)H(y)SmELay)d + u16(x) niam) + upf(z) cos(ax)

sm(a:c)

= J f(z —y)sin(ay)dy + u; + U COS(CWU)]-

S odvolanim na predndsku nakonec nahlédneme, Ze vyraz v hranaté zavorce vyhovuje
na kladné poloose ptivodnimu problému.
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Piiklad 11.3 Vyreste na Z'(R) zobecnénou ulohu
Y+ 3y +2y =56+
a naleznéte ji odpovidagici klasickou ulohu.

Reseni: Za¢neme jiz rutinné hledanim fundamentalniho feseni, to je dano jako £ = 6z,
kde z fesi problém
2" +327 +22=0; 2z(0)=0,2(0)=1.

Obecné feseni tohoto problému je z(x) = Cre™® + Cye 2% pocateéni podminkce potom
vyhovuje z(z) = (e7* — e~2%). Takto jsme napocetli, ze

E(x) = O(x)(e™® — e 27).
Zobecnénou ulohu tedy fesi funkce
y(x) = (€ + (56 + 0"))(z) = 5E(x) + £'(x) = O(x)(4e™" — 3e27).

Na pravé strané zobecnéné tlohy stoji jen d-funkce a jeji derivace, které odpovidaji
pocatecni podmince klasického problému. Ten vypada jako

W +3u +2u=0; u(0)=up, v (0) = uy.
Pokud nyni zapiSeme y = 6u, potom

y' = 0u' + ugd
y" = 0u” + urd + upd,

coz po dosazeni do ptivodniho zobecnéného problému dava
O(u" + 3u" + 2u) + (u1 + 3ug)d + upd’ = 56 + &'

Porovnanim prislusnych koeficienti potom dostavame ug =1 a u; = 2.

Piiklad 11.4 (Cauchyova tloha pro jednorozmérnou rovnici vedeni tepla) Pro
t > 0 naleznéte Teseni ulohy

o et

S @ = Fw ) ulw,04) = uo(a)

kde a > 0 a up € C(R) a f € C(R x [0,40)) ubyvaji dost rychle v nekoneénu (viz
integraly v Tesent niZe).

Reseni: Postup si opét rozlozime do nékolika kroki.
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prevedeni na zobecnénou ulohu Predpoklddejme, Ze existuje klasické feSeni pro-
blému vyse; ozna¢me jej jako u. Pro 4 = u(x,t) := 6(t)u(x,t) plati

0% %u
o (wt) =00 (1)
0 a,1) = 00) 2 2, ) + o) @ 0(1). (15)

viz piiklad Mame tedy
ou 0% ou 0%
e 0(G
kde f(z,t) := 0(t)f(x,t).

nalezeni fundamentalniho reseni Z prikladu s n = 1 jiz vime, Zze fundamentalni
FeSeni problému vyse je dano vztahem

>+u0®(5=f—|—uo®5, (16)

0(t) z?
2a+/Tt

konvoluce s pravou stranou Zobecnéné feSeni rovnice . je dano konvoluci o =
e # (f + up @ 6(t)). Spocitame kazdy z piispévkil zvlast. Prostym dosazenim do
integralni formule pro konvoluci (platné napfiklad pro integrabilni f) dostaneme

E(x,t) =

)2

0t —71) (z=y
(€ )).t) JJ ¢ =0(7)f(y, T)drdy

2a 7Tt—T

t 1 _ (z—y)?
— ot e nen f(y, T)drdy.
O] | sy

Dale pro libovolné ¢ € 2(R?) plati

(€ +u0®3,0) = (E(y,7), (o) @ 3(1), oy + .7 + 1))
= (€, 7), (uo(@), (6(2), p(y + =, 7 + 1)) = (E(y,7), (wo(x), oy + 2, 7)))
= (5(7 T) *z U, SO(7 T))a
kde v poslednim vyrazu provadime konvoluci jen v prostorové proménné, coz jsme

oznadili symbolem #,. Ubyva-li ug dost rychle v nekoneénu (lezi-li napfiklad v
LY(R)), mfizeme psit

(z—y)?

102t 1 dy.
20]\/* O(y) Yy

(5 *o UO>(.’L' t

Celkem dochazime k vysledku

(z,t)

_(e—y)?
4(12(1‘ ‘r) d d a2t d
2a\F U L Wi fly,7)drdy + — f aa?t ug(y y}
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grand finale Pro t > 0 splyva klasické feseni u se zobecnénym, coz lze ovérit piimo
dosazenim, zéroven vyhovuje poc¢ateéni podmince (chédpané limitné). Druhé tvrzeni
si dokazeme. Ziejmé mame

u(z,04) = hm (g\/* uo)(x).

Vyse jsme zavedli jednoparametrickou mnozinu funkci

1 x 1 _ a2

g:(x) = gg(g), kde g(x) := 2a\/Ee 12,

Jelikoz konvoluce je spojitd ve svych argumentech a lim. ;. g- = § na 2'(R),
dostavame

(Ve > 0).

u(z,0+) = 0 #, ug = ug.

Bonus 11.1 Podobné lze postupovat ve vice dimenzich. Zkuste si to!

Priklad 11.5 (Cauchyova tloha pro jednorozmérnou vlnovou rovnici) Prot >
0, naleznéte reseni ulohy

Pu 5 0%u u
w —a w = f(xat)a u(a:,0+) = Uo( ) ot

kde a > 0 a up € C*(R), u; € C1(R) a f e C1(R x [0, +0)).

—(z,04+) = ui(z),

Reseni: K zobecnéné formulaci prejdeme opét aplikaci levé strany rovnice na @ =
u(x, ) = 0(t)u(z,t), kde u je klasické FeSeni, jehoZ existenci zprvu jen predpokladame
(mcmene pro formulaci zobecnéné ulohy nemusi ani existovat). Derivaci vztahu
obdrzime

0% %u y

) (x,t) = 0(t)— 52 (x,t) + uo(z) ® () + ui(x) ® ().

Pomoci této identity spolu s vychozi rovnici odvodime, ze

021 021
aTZ—aa f—l—u0®(5 +ur ®9,

kde f(x,t) := 6(t)f(z,t). Fundamentalni fe§eni pro tento problém jsme odhalili jiz v

uloze [10.4] jako
E(x,t) = a(t)zie(at ~Ja)).
a

Zbyva vypocitat konvoluci € # ( f+up®8 +u ® J), coz opét provedeme ¢len po ¢lenu.
Dosazenim do integralni formule dostaneme

€ F) j j (t — 7)6(alt — 7) — |z — y))B(r) f(y, T)dydr

z+a(t— 7')
= 2a f f y, 7)dydr.
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Pomoci formulky odvozené v piikladu odvodime, Ze

r+at
(Exur®39)(z,t) = (E(-, ) *puy)(x) = @ fR O(at—|x—y|)ui(y)dy = J u1(y)dy.

2a z—at
Pro zbyvajici ptispévek dostdvadme podobné nasledujici
Ex (ug®0') = & % 04 (ug ® 0) = 04(E * (ug ®9)) = (€ *5 uo),
odkud jiz

(€ + (0 ®8),t) = 352 [ 0lat — lyuole — )y = 452 [ wale — v)ay

2a —at
o(t) o(t)

= %(Uo(ﬂf —at)a — uo(z + at)(—a)) = T(Uo(l‘ + at) + up(x — at)).

(Vsimnéte si, ze v zobecnéné derivaci podle ¢ se neobjevil singularni ¢len.) Celkem tedy
mame
9(75) t reta(t—r) z+at
u(x,t) = Sa f f f(y, 7)dydr + f u1(y)dy + a(uo(z + at) + ug(x — at))
0 t—7)

z—a( z—at
(17)
Pro t > 0 klasické feSeni u splyva s timto zobecnénym feSenim, jak se lze pfesvédcit
primym dosazenim.

Bonus 11.2 Podobné lze postupovat ve dvou a trech dimenzich, kde zndme potiebnad
fundamentdlni reseni. Zkuste si to!

Bonus 11.3 Ovérte, Ze prot > 0 funkce (17) 7esi Cauchyovu ulohu pro jednorozmérnou
vinovou rovnici, tj. spliuje difrencidlni rovnici v klasickém smyslu a vyhovuje pocdtecni
podmince.

Bonus 11.4 Potencidl U = U(x) gravitacniho pole spliiuje na R3 rovnici AU = kp, kde
p = p(X) je hustota hmoty a k je gravitaéni konstanta.

i. Vyjadrete potencial U pomoci integralu. (Napovéda: fundamentdlni veseni operd-
toru A je e = 1/(4m|x|).)

it. Najdeéte potencidal U pro hustotu p = g,

12 Cviceni 12

e Integralni operatory, integralni rovnice.

Priklad 12.1 Vyfeste integrdlni rovnici

Q0
p(z) = 4J0 e p(y)dy — dwe™".
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Reseni: Nejprve poznamenejme, Ze iteracni metody odvozené na prednisce maji kon-
vergenci zarucenou pouze pro omezené integracni oblasti a dostateéné malé hodnoty
parametru pied integralem (ovéfte, Ze zrovna v zadaném piikladé postupné aproximace
nekonverguji). My vSak tlohu vyfesime i bez nich, navic snadno a pfimo! Integralni jadro
je totiz degenerované. Mame tedy

00]

o(r) = 4e_$f e Yo(y)dy —dze™™ = Ae™™ — 4ae™ ™,

0
kde A € R zavisi na ¢. Hodnotu A nalezneme zpétnym dosazenim do integralni rovnice,
odkud

+00 +00

e 2dy — 16J ye Wdy = 24 — 4,

+o0
A= 4j e Y(Ae ¥ —4dye ™ V)dy = 4AJ
0

0 0

a tedy A = 4. Zadani tudiz na celé poloose (0, +00) vyhovuje funkce

o(z) =4e (1 —x).

Priiklad 12.2 Metodou postupnijch aproximaci vyreste integrdlni rovnici

1
o(z) = /\L ?yPp(y)dy + .

Reseni: 1 v této tloze vystupuje degenerované jadro, feSeni lze tedy hledat ve tvaru
o(z) = Ax? + x. Ze cviénjch diivodii ale nasadime v souladu se zaddanim metodu po-
stupnych aproximaci. Jako nultou iteraci zvolime ”pravou stranu” f(z) = z; polozme
tedy @o(z) = x. Prvni iteraci dostaneme dosazenim nulté do integrélni rovnice, tj.

1 1
A
2?yPpo(y)dy + . = A:r:zfo yidy + 2 = 3x2 s

prla) =2 |

0
Podobné k-tou iteraci napocteme dosazenim (k — 1)-té iterace do integralni rovnice.
Timto zptsobem odvodime, ze

2

Y os o (M 3(A o A" 9 A
wa(x) =N | zY°¢1(y)dy + x = Az Yy (—y ~|—y)dy+$=—m + -z +x
o .7 \5 5.6° 5

a
1 1 )\2 A
p3(x) = AJ Yoo (y)dy + & = /\xQJ y?’(ﬁyz + 5@/2 + y>dy +a
0 0 :
N, AT, A, AAZ AL A0
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Odtud uhadneme (a ¢tendr si to i snadno potvrdi matematickou indukei podle k), ze

k—1 l
A A\ o
or(z) = 5 l;) <6> z° +x.

Pro A : |A| < 6 suma vyse konverguje, kdyz k — +o0, ¢imz dostavame

Al

= i -z
o() k}fww(w) 51-2

A
x2+x=5 6 2>+ (Vze(0,1)).

(6—2)

& Metoda postupnych aproximaci konvergovala v tloze vySe pro vSechna A : |A| < 6.
Podle obecného vysledku z pfednasky vime, Ze ¢ je urcité feSenim, tj. ze aproximace
konverguji k feSeni, pokud

1 j—
(0, 1)[sup (g e (0,1)2 [22Y?|

|A| < 1.

Pokud bychom feseni od poéatku hledali ve tvaru ¢(x) = Ax? + z, uspéli bychom
pro vSechna A\ € R\{6}. Podivejme se kratce, co je na hodnoté A = 6 tak specidlniho.
Zkoumanou integralni rovnici mtzeme pro A # 0 pfepsat jako (K — 2)¢ = f, kde K je
integralni operator na (0,1) s integralnim jadrem z2y3, z := % a f(z) := —%. Snadno
ovéfime, ze operator K ma jedinou vlastni hodnotu z = %, které odpovida pravé A = 6.
Jelikoz pfi feSeni integralni rovnice typicky postupujeme tak, ze v koneéném disledku
hleddme (K — z)~!, neni divu, Ze je-li z vlastni hodnotou K, tak potom neuspé&jeme.
Rozmyslete si, pro jakou pravou stranu f bychom nalezli feSeni ¢ i pro A = 6.

Priklad 12.3 Metodou iterovanych jader veste rovnici

or) =X\ Lﬂ sin(z + y)e(y)dy + sin(x).

Reseni: JelikoZ sin(x+y) = sin x cos y+cos z sin y, jedn4 se i v tomto p¥ipadé o degenero-
vané jadro. ReSeni integralni rovnice bude mit tedy nutné tvar p(z) = Asinz + Bcosx
(tak jsme zahrnuli i "pravou stranu”sinz). Budeme ale nyni pfedstirat amnézii a ze
cviénych davodi rovnici vyfesime metodou iterovanych jader. Ta vychéazi z metody po-
stupnych aproximaci, kdy, po prepsani zadani na tvar ¢ = AKy + f, v k-tém kroce
pocitame

or = AK@p 1+ f = AKAK@p o+ f) + f = N2K20 o + AKf + f

k
== AR NIRE S AR+ f = Y NKY, (18)
=0
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kde K je identické zobrazeni a K2 = K o K, atd. Operatory K', k € N, jsou integralni
operatory s jadry ., kde

H(x,y) = H (z,y) = sin(z + y)

Hi(z,y) = fo " (e, 2) A (2, y)dz

Hi(z,y) = fo " (e 2) Ko (2, )z,

Metoda iterovanych jader vychéazi z optimistického pfedpokladu, Ze vSechna jadra
J lze explicitné napocitat. V nasem konkrétnim pripadé to je skuteéné mozné, mame
totiz

Ho(z,y) = Joﬂ sin(z + z) sin(z + y)dz = % Lﬂ (cos(z — y) — cos(z + y + 22))dz

= g cos(z — y)

Hs(x,y) = ;TJOW sin(z + z) cos(z — y)dz = g% Lﬂ (sin(z — y + 22) + sin(z + y))dz
= (5) sin +9) = () Alwn).

odkud vidime, Ze vypocet 7] se az na konstantu zacyklil. MiZeme tedy okamzité psat

Hi(z,y) (ﬂ)l—l cos(r —y) prol sudé
z,y) ==
ey 2 sin(x +y)  pro [ liché.

Provedeme-li nyni v limitni pfechod, dostaneme ¢ = (Zliog NEKY f, coz lze
prepsat jako

=R\ + [,
kde R, tzv. rezolventa, je operator s integralnim jadrem

400

R(w,y; N) = Y N A (2, ).
=1
V nasem pfipadé plati
+© +00
. _ _ 2m+1 E 2m+1 : 2m z 2m.
X (x,y; \) = cos(x y)mzzjo)\ <2> ~|—sm(:v~|—y)mZ::0)\ (2>
1
- ?)%)2 <)\27T cos(x —y) + sin(x + y)>
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a nasledné, Vzx € (0,7),
o(r) = /\J K (x,y; N\)siny dy + sinx
0

A D) ™
W (f icos(x—y)siny dy~|—f sin(z + y) siny dy) +sinz

- 1—(7 0 2 0
1 Am
= — sinz+—2_—cosz.
IE R EC

Pro konvergenci geometrické fady ve vyrazu pro Z jsme pozadovali, aby |A| < % Podle
obecné véty z prednasky je ¢ urcité feSenim pro |A| < % Nicméné piimym dosazenim
Ize ovérit, ze ¢ vyhovuje zadané integralni rovnici kdykoliv se v jeho koeficientech nedéli
nulou, tj. A # i%.

Bonus 12.1 Reste predchozi ulohu primo s vyuZitim skutecnosti, Ze integrdlni operdtor
mda degenerované jddro! Pro jakd )\ naleznete feseni?

Priklad 12.4 Naleznéte vlastni ¢isla a vlastni funkce operdatoru L, ktery je ddan predpi-

sem
21

Lo(z) = fo sin(z + ) (y)dy.

Reseni: P¥ipomenme, Ze z € C je vlastni ¢islo linearniho operatoru L pravé tehdy, pokud
existuje nenulovd funkce ¢ v definicnim oboru L tak, ze L) = z1p. V nasem piipad€ je
L definovan na spojitych omezenych funkcich na intervalu (0, 27). Jelikoz

21 27

cosy ¥(y)dy + cosa;f siny ¥ (y)dy,
0

Lob(z) — sinz f

0

budeme vlastni funkce hledat nejprve ve tvaru ¢» = Asin+Bcos, kde |A| + |B| > 0.
Dosazenim do rovnice na vlastni ¢isla dostaneme podminku

Liy(x) =nmAcosx + mBsinx = z(Asinz + Beosz) (Vz € (0,27)),

ktera je splnéna pravé tehdy, pokud mA = zB A B = zA. Tato soustava pripousti

netrividlni feSeni jen a pouze pro z = +w. V piipadé z = 7 je odpovidajici vlastni
podprostor linedrnim obalem funkce sin + cos, v pfipadé z = —7 je vlastni podprostor
nabalen na funkci sin — cos.

Pokud z = 0, potom rovnice na odpovidajici vlastni funkce prejde na Lip = 0.

Libovolné nenulové v vyhovujici podminkam

27 27
f cosy P (y)dy = 0, f siny ¥(y)dy = 0

0 0
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je tedy vlastni funkci L s vlastnim ¢islem z = 0. Ze znalosti Fourierovy ortonormaélni
béaze nahlédneme, Ze vlastni funkce nuly lezi praveé v linearnim obalu linearné nezavislych
funkeci

{cos(nz)|n =0,2,3,...} U {sin(nz)|n =2,3,...}.

Nula je tak vlastni ¢islo nekone¢né nasobnosti!

Piiklad 12.5 Reste Volterrovu integrdlni rovnici

X y2
p(z) = f —p(y)dy + e”.
0 xT

Reseni: Nejprve se nedame nachytat, Ze se jedn4 o tilohu s degenerovanym jadrem. Horni
mez totiz zavisi na x. Pokud bychom ji nahradili mezi x = +00, vypadalo by integralni
jadro jako 8(z — y)y*x~2, coz je jiz neseparovatelny vyraz!

Nejpiiméjsim postupem bude rovnici upravit jako

?o(z) = L y2o(y)dy + x2e”

a tento vztah zderivovat podle z. Tak dostaneme linearni diferencialni rovnici
22 (z) 4 2xp(z) = 22p(x) + 2% + 2ze”,

kterou snadno vyresime nalezenim integra¢niho faktoru jako
C =z
x)=—=+=-+1])e".

Integracni konstantu dostaneme dosazenim ¢ do piivodni integralni rovnice. Pro libo-
volné x > 0 musi tedy platit

C = 1 (® Y3
S+ +1l)e" =~ (C+—+ 2) Ydy + e”
(a:Q 3 )e $2L g Tv)eTe

C 1 Y3 e * * C =z C
= E(e“‘ —-1)+ 2 ([Sey]o —fo erydy+f0 yzeydy> +e' = (3?2 tg 1> e’ — pox

odkud nutné C' = 0. Hledané feseni je proto tvaru

p(z) = (g + 1) e’ (Vx> 0).

Bonus 12.2 Metodou postupnych aproximact vyreste

p(x) = A f: VEye(y)dy + V.

Priiklad 12.6 Metodou iterovanych jader vyreste
T 1‘3 3
p(r) = AJ ?w(y)dy + a7,
0
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13 Cviceni 13

e Eliptické operatory, Greenova funkce.
Priklad 13.1 Pro f € C([0,1]) naleznéte teseni Sturm—Liouvilleovy tlohy
—(1 4 2Hu” —2zu’ = f, w(0) =4/(1) = 0.

Reseni: Levé strana zkoumané rovnice je skuteéné tvaru Lu = —(pu’)’ + qu, kde p(x) =
(14+22) a q(x) = 0. Z obecné teorie vime, e feSeni zadané tilohy miizeme potom vyjadfit
jako u = L™'f, pficemz L' je integralni operator, jehoz jadro, tzv. Greenova funkce,
je dano predpisem

< 1
G(a,y) = — ! 2 (19)

VoA

<z <y
=x >y

1 [u@mn poo
p(0)w(0) | vy(y)va(x) pro 1

kde v;, © = 1,2, jsou nenulovéa feSseni homogenni rovnice Lv = 0, v; spliiuje hranic¢ni
podminku v levém krajnim bodé z = 0, v vyhovuje hrani¢ni podmince v pravém krajnim

bodé z=1a
w = det (U,l v/2> .
A )

Poznamenejme, zZe veli¢ina pw je konstatni na celém intervalu [0, 1].
V nagem piipadé vyfesime homogenni rovnici Lv = —(1 +22)v” —2zv’ = 0 substituci
© = v'. Nova funkce vyhovuje rovnici

—(1+ 2 — 220 = —((1 + 22)0) = 0.

Integraci tak postupné dostaneme

B A
1+ a2

o(x)

v(z) = Aarctanz + B.

Reseni v; jsou uréena az na multiplikativni konstantu, protoze hranié¢ni podminka v
jednom z krajnich bodt fixuje vzdy jen jednu z konstant A, B (pfipadné jejich pomér).
My je zvolime tak, ze
vi(z) = arctanz, wvy(z) = 1.
S touto volbou plati w(z) = —(1+ 2?)~! a p(z)w(x) = —1. Dosazenim do (19) zjistime,
ze
arctanxz  pro 0 <
G(z,y) = {
1>

arctany  pro

a tudiz

1 T 1
u(x) = L G(z,y)f(y)dy = J arctany f(y)dy + arctan:pf fly)dy (Vz € [0,1]).

0
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Piiklad 13.2 Pro f € C([0,1]) naleznéte feseni Sturm—Liowvilleovy tlohy
—au” —u' = f,  |u(0)] < oo,u(l) = 0.

Resend: V prvni fadé si véimnéme, Ze hrani¢ni podminka je mimo rdmec standardni
formulace Sturm-Liouvilleovy tlohy. Déle snadno nahlédneme, ze p(x) = z. Tato funkce
v8ak vymizi v levém krajnim bodé z = 0, coZ néas opét dostdva mimo standardni (re-
gulrni) formulaci. Pfesto se pokusme postupovat béznym zptisobem s tim, ze platnost
takto ziskaného vysledku ovérime prostym dosazenim.

Homogenni problém —xv” —v' = —(zv’)’ = 0 ma obecné feseni v(z) = Alnz + B.
Dvojici feseni v;, ¢ = 1,2, mlzeme potom volit jako

vi(x) =1 a w(z)=Inz.

Odtud jiz dopocteme w(z) = 2~ 1, p(z)w(z) =1 a
—Ilny pro0<
1>

SY
>y

YA/

T 1
—Inx pro T 0.

g(l’,y) = {

Nas kandidat na feseni tedy vypada jako

1 T 1
UWPjLQWwV@My=—Mfo@My—fhwf@ﬁy (va € [0,1]).

T

Jelikoz f je omezena, druhy integral konverguje i pro x = 0. Navic plati
, 1 (* 1 (*
w(z)=——1| fly)dy —Inz f(z) +Inz flz) = —— | f(y)dy
x Jo T Jo
(@)= [ fdy - 1)
a2 ), e - '

Vidime, Ze u neni obecné spojité dvakrat diferencovatelné na [0, 1], nicméné pro vsechna
x € (0,1) fesi vychozi rovnici, navic vyhovuje obéma hrani¢nim podminkam.

Priklad 13.3 Prevedte Sturm—Liouvilleovu ilohu
—u" —u=f, u(0)=0,u(r)=0
na integralni rovnici.

Reseni: Vsimnéme si, ze "potencial”’q(x) = —1 je negativni na (0, 7). Nemame tedy
zaruceno, ze standardni postup povede k vysledku. Presvédcime se, ze skutecné nevede
k cili. Reseni homogenni rovnice —u” — u = 0 vyhovujici podmince u(0) = 0, respektive
u(m) = 0, je v1(x) = C;sinz, respektive vy(x) = Cysinz. ReSeni jsou linedrné zavisla,
odkud wronskian w = 0 a sinz je vlastni funkce zadaného operatoru s vlastni hodnotou
O—operator tedy nelze invertovat!
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Prepiseme tedy nasi tlohu jako
—u" = f+u, u(0)=0,u(r)=0.

Odpovidajici homogenni iloha ma obecné feseni v(x) = Cix + Cy, odkud odvodime ze
vi(z) =z, vo(x) =z —7m, w(x) =7a

g(SU, y) =

1 jax(y—7) pro0
v T

Hledana integralni rovnice potom vypada jako

ulz) = f G(,y)(f () + u(y))dy

= I [y + ey - 2 [ - m0) + uw)

™ 0 T

Priklad 13.4 Naleznéte vlastni hodnoty —A na obdélniku (—m,m) x (0,7) se smisenou
(Robinovou) hranicni podminkou,

—Au=Au, u(-m,y)=u(z,0)=u(ry) = dyu(x,m) =0.

Reseni: Problém lze vyfesit tzv. separaci proménngjch, tj. vlastni funkce budeme hledat
ve tvaru

u(z,y) = f(2)g9(y)

pro zatim bliZe neurcené funkce jedné proménné f,g. Dosazenim do rovnice na vlastni
Cisla dostaneme

—f"(x)g(y) — f(x)g"(y) = M (x)g(y),

coz piepiseme jako

@) ')

@ ey

odkud podily f”(z)/f(z) a ¢"(y)/g(y) musi byt konstantni. Uvazime-li jesté hrani¢ni
podminku pro u, dostavame dvojici jednorozmeérnych tloh na vlastni ¢isla

_f//:,uf7 f(‘|_‘7T)=0

—g" =vg, g(0) =g'(m) =0,
priemz p + v = A
Prvni z nich mé obecné Teseni f(x) = Asin(\/ux) + B cos(y/ux) pro pn # 0 a f(r) =
Ax + B pro 4 = 0. V druhém piipadé vyhovuje hrani¢ni podmince jen nulovéa funkce.
Hraniéni podminka v pifpadé p # 0 dava 0 = f(+n) = +Asin(\/um) + B cos(\/um),
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odkud Bcos(y/pm) = 0. Plati tedy B = 0 nebo cos(y/um) = 0. V prvnim pfipadé
zvolime A libovolné nenulové a dostavame /um = k7 pro néjaké k € Z, a tedy p = k2. V
druhém piipadé nutné plati \/um = (k + %)71 pro né&jaké k € Z, tj. p = (k+ %)2; nésledné
A = 0 a B volime libovolné nenulové. Rozmyslete si, Ze neni nutné a priori pfedpokladat,
Ze p je nezaporné (byt to plyne z toho, Ze v tloze vystupuje nezdporny operdtor) nebo
dokonce realné. Oba typy vlastnich ¢isel a funkci mtizeme zapsat jednotné jako

ny 2 cos(Zz) pro n liché
po=(2) fulw) = | Y )
2 sin(§z)  pro n sudé,

kde n € N.
Podobnym postupem odvodime

= (m=3) + on0) = (n 5)el.

kde m € N. Pro ptuvodni problém jsme tak nalezli nasledujici vlastni ¢isla a funkce

Anym = Pn + Vi, un,m($>y) = fa(®)gm(y) (Yn,m e N).

Pozorny ¢tenar si polozi otazku, zda nemohou existovat jesté néjaké dalsi vlastni funkce.
Odpovéd zni ne a opird se o nasledujici poznatky funkcionalni analyzy. V prvni fadé
funkce {f,}, respektive {g,,}, tvoii ortogonalni bazi na L?(—m, ), respektive L?(0, ),
z &ehoz plyne, Ze {unm} = {fn ® gm} tvoil ortogondlni bazi L?((—m,7) x (0,7)) =
L?((—m, 7)) ® L?((0,7)). Dale zkoumany operator je samosdruzeny na L?((—m, ) x
(0,7)), a tudiz jakoukoliv jeho dalsi vlastni funkci by mélo byt mozné volit ortogonalni
k tém stavajicim. Jedina funkce kolmé ke vSem w,, ,,, je ale nulova funkce.

Bonus 13.1 Naleznéte vlastni hodnoty —A na obdélniku (0,a) x (0,b), kde a,b > 0, s
Neumannovou (tj. normdlovd derivace podél hranice vymizi) hrani¢ni podminkou.
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Dodatek

Vlastnosti Fourierovy transformace

Zf(ex)](©) = Z=Zf@)](E)
)" f@)]€) = D*Z[[(@)](©)
ZD(f@)]E©) = (=0 Z[f(@)](E)
Z[1(©) = (2m)"5()
Z7[f@)] = @r)"f(=x)

e ZF@)](©) = Z[f(@ = w](&)
F[e" f(@)](©) = Z[f@](E+p)

limpe Lo Z [ f(2)](§) =
ZUf @) g@)] = Z[f@)]- Zlg(@)]

Fourietv vzor Fourietiv obraz Obor
e—a\x|2 (g)n/2ef% R™
O(x) e, R(a) >0 o~ & R
0(z) el R(a) >0 11227‘152 R
d(x—p) NSz R"
0(x) (&) + iP% R
6(—x) m0(&) — iPg R
sgn(x) 2 73% R
1 (2m)™ 6(&) R”
Pl i sgn(€) R
P —m |¢] R
it NG e~ 1(E*-m) R
O(R — |z|) g sni) R
= e
Jsp () 4m, SRED R3
x“ (=) (2m)"5 ) (¢) R™
e'c® 2w0(€ + ¢) R
cos(cx) 7r(5(§ —c)+0(E+ c)) R
sin(cx) iﬂ(é({ —c) =90+ c)) R
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Vlastnosti Laplaceovy transformace
L1f(et)]p) = Z[fBI(2)
ZI" FO10) = L 2T 0]0)
ZIfO1p) = p ZLIf )] () —f(04)], zardmovany clen neni v zob. .Z
Z[0() §, f(r) drl(p) = L2[f()](p)
215 ) = 57 21 #)](9) dg
e L[f ((t) (p

Laplacetv vzor Laplacetiv obraz
St —1) e PT
o(t) ;
0(t) t" (n e No) T
o(t) t* (o> —1) Heop
O(t) et p%u
(®) sin(3) -
0(t) cos(pt) prﬁQ
0(t) (sin(t) — tcos(t)) 7(1;2)2
O(t) et cos(wt) 7@_52‘1“}2
O(t) e sin(wt) 7([,,;)‘)““2
0(t) sinh(wt) o
0(t) cosh(wt) pszz
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