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2 UVOD

Hlavnim zdrojem pro kvantové grupy byla kvantova verze inverzni ulohy rozptylu
rozvijena L.D. Faddeevem, E.K. Sklyaninem a L.A. Takhatajanem v 80-tych letech.
Kvantové grupy se postupné objevovaly v Liouvilleové problému a v kvantovém
problému pro Sine - Gordonovu rovnici atd.

V.G. Drinfeld byl ziejmée prvni, kdo si povS§iml, Ze hlavni algebraicky objekt v téchto
konstrukeich je velice specidlni piipad bialgebry a Hopfovy algebry. Tento objekt pak
pouzil a zobecnil v definici kvantovych grup. Nezéavisle na ném se pojem kvantové
grupy objevil v pracich M. Jimba. Prace V.G. Drinfelda byla pfednesena na kongresu
matematikli v Berkeley francouzskym matematikem P. Cartierem.

Priblizné ve stejné dobé se kvantova algebra SL,(2) objevuje v pracich S.L.
Woronowicze, ve kterych studuje ,,kompaktni maticové pseudogrupy*. V téchto pracich
je pouzit piistup z C -algeber.

Nasleduje ohromny rozvoj kvantovych grup. Ve fyzikalnich aplikacich se kvantové
grupy objevuji nejen v algebraické formulaci inverzni Glohy rozptylu, ale také v exaktné
resitelnych modelech, ve 2-dimensionalni teorii pole, v teorii uzlu, pfi konstrukci
invariantu pro 3-variety, v 2-topologickych teoriich pole a v nekomutativni geometrii.
Skupina okolo M. Jimba vytvaii algebraickou formulaci XXZ-modelu na zakladé
reprezentaci a vertexovych operatorti kvantové algebry U, (sl,).

Z matematického hlediska byl pojem Hopfovy algebry zaveden Hopfem v [3]. Zékladni
prehled Ize ziskat v [2].

V soucasné¢ dob¢ neexistuje zaddnd wuspokojiva hlavni definice kvantovych grup.
Obvykle se akceptuje pravidlo, ze kvantové grupy jsou urcité ,,hezké™ Hopfovy algebry.
V celé této praci budou pouzivany dvé kvantové grupy U, (slz) a SLy(2).

2.1 Obsah prace

Ukolem této diplomové prace je ukazat vyuziti modernich poéitatovych algebraickych
systémi typu Maple, nebo Mathematica v teorii kvantovych grup. Piehled zakladni
teorie potiebné k definici Hopfovy algebry je vylozen v kapitole 3. Kapitola 4 obsahuje
teorii takzvaného q - calculu, definice zobecnénych q - ¢isel, q - faktoridlu, zobecnéné q
- binomické véty a dal$ich pojmt tizce souvisejicich s kvantovymi grupami. Kapitoly 5
a 6 popisuji konstrukci konkrétnich kvantovych grup U,(sl;) resp. SL,(2). V kapitole 7
jsou definice reprezentace a koreprezentace, dale pak dudlniho parovani mezi
Hopfovymi algebrami. Na pfiklad¢ je ukdzana dualita ve smyslu dudlniho parovéani
mezi konkrétnimi Hopfovymi algebrami U,(sl,) a SL,(2). Samotné vyuZiti pocitacovych
algebraickych systému (konkrétné systém Maple 8) je vylozeno v kapitole 8, kde jsou
popsany veskeré vypracované funkce pro praci s q - calculem a Hopfovymi algebrami
U,(sl) a SLy(2). Vypracovani sady funkci pro ovérovani identit v kvantovych algebrach
je stézejnim cilem celé této prace, proto i kapitola 8 obsahuje jadro celé prace. Kromé
popisu a vyuziti sady vypracovanych funkci, obsahuje dale postup ovéteni vybranych
identit pomoci téchto funkei a dale i postup instalace celého programu na pocitac a jeho



nasledné spusténi. V kapitole 9 je zavér celé prace, ziskané vysledky, popis problémi
tykajicich se vypracovaného programu a mozny dal$i rozvoj celé prace. Posledni
kapitolou je pak seznam pouzité literatury.



3 HOPFOVA ALGEBRA

Pro definovani Hopfovy algebry je tfeba znat nckolik zdkladnich obecnych
algebraickych pojma.

3.1 Zéakladni pojmy

Definice 3.1.1: Pologrupa (S, //) je mnozina S spolu s asociativni binarni operaci
[1:8%8 —> 8.

Definice 3.1.2:Monoid ( M, ] u ) je pologrupa ( M, //) s jednotkou u vzhledem k /.
Tzn.

ueMau//x=x//u= xpro viechny xe M.

Definice 3.1.3: Grupa G je mnozina G spolu s binarni operaci GXG — G ((a,b)— ab),
pro kterou plati:

1. Tato operace je asociativni.

2. Existuje prvek ue G takovy, ze wua = a = au pro vSechny ae G. Prvek u se
nazyva jednotka.

3. Ke kazdému prvku a € G existuje prvek a € G takovy, e aa =u = aa, kde u
je jednotka a @ nazyvame inverzni prvek k prvku a.

Definice 3.1.4: Okruh R = (R, +, ., 1) je mnoZina R se dvéma binarnimi operacemi
(s¢itani a nasobeni) a s unarni operaci ,,vybrani 1 takova, ze:

1. (R, +) je komutativni grupa vzhledem ke s¢itani.
2. (R, .) je monoid vzhledem k nésobeni.

3. Nasobeni je distributivni (oboustranng) vzhledem ke s¢itani tzn. plati:
pro kazdou trojici @, b, ¢ € R plati a(b+c) =ab + ac,  (a+b)c = ac + bc.

Komutativni okruh je okruh, v kterém je nasobeni komutativni.

Definice 3.1.5: Necht' R je okruh a nazvéme ho okruhem skalari. Jeho prvky oznac¢me
malymi feckymi pismeny A, v, U ...

Potom R modul je aditivni komutativni grupa spulu s funkci

RxA — A ozn. (A, a)—> \a,

ktera splituje nasledujici axiomy:



Pro vSechny A, ve Raa, be A:

(1) A@a+b)=ka+Lrb,
2) (A+tVvia=ha+ va,

(3) (AV) a = A(va),
(4) la =a.

Modul je tedy aditivni komutativni grupa, jejiz prvky mohou byt vynédsobeny prvky
z okruhu R.

Definice 3.1.6: (Asociativni) algebra je vektorovy prostor 4 nad okruhem K spolu se
zobrazenim:

(a, b) - ab, AxA — A, pro které plati:

a(bc) = (ab)c, (a + b)c = ac + bc, a(b + ¢) = ab + ac,
o (ab) = (aa)b = a(ab)

pro vSechna a, be A a a.e K. V celé této praci bude algebra vzdy znamenat asociativni
algebru s jednotkou, tzn. algebra obsahuje prvek 7 takovy, ze /a = al = a pro vSechna
aeA.

Déle je tieba znat pojem bilinedrni funkce pro definovani tenzoroveho soucinu, ktery se
pouziva v definici Hopfovy algebry.

Definice 3.1.7: Necht C a D jsou dva K - moduly a CxD je jejich kartézsky soucin jako
mnozin.

K - bilinedarni funkce h na CxD do K - modulu E je takova funkce h: CxD — E, ze vzdy
plati:

(1) h(hicr +hacs, d) = hh(e, d) + hah(es, d),
(2) (e, Md; + hada)= M h(c, dy) + dah(e, do).

Rovnost (1) tvrdi, ze Vd €D, parcidlni funkce c— h(c, d) je K-linearni zobrazeni C — E.
Podobné¢ rovnost (2).

Priklad: Bilinearni funkce je skalarni sou¢in dvou vektor (x;, x) a (v;, y2) v roviné R%.
Je definovan jako ¢islo:

(x1, X2)(V1, ¥2) = X1, Y1+ X2, V2.

Pro pevné y je tento vyraz R-linearni pro vektor (x;, x,), dale pro pevné x je R-linearni
pro vektor (v,2). Z toho plyne, Ze skalarni souéin je R-bilinearni funkce R* x R* - R.
.



Tenzorovy soucin dvou moduld 4 a B nad komutativnim okruhem K je okruh 4 ® B nad
K spolu s bilinearni funkci ®: 4 X B - A4 ® B, ktery ma nasledujici vlastnost
univerzality.

Véeta 3.1.8: Ke kazdé K - bilinearni funkci 4 existuje pravé jedna K - lineédrni
transformace ¢ s vlastnosti t(a ® b) = h(a, b), kde h: AXB — Cat: A® B —» C.

Konstrukce tenzorového soucinu a ditkaz této véty viz [1].

Priklad: Necht M je konecnd mnozina M = {x;, x5, ..., x,}. Bud' 4 = F(M) mnoZina
vSech komplexnich funkci na M. Ztotoznime:

1 g €A, f=(ftxi), fx2), ..., fxn), & = (8(x1). &(x2), ..., g(xn)).

A je komplexni vektorovy prostor, dim A = n. Dale A je algebra s operaci nasobeni
(18)(x) = f(x)g(x).

Muzeme ztotoznit:
A® A= F(MxM).

Potom pro (f, g) € A*A4, (f, g) > f®g=h € A® A, kde h(x, y) = f(x) g(y) pro x,y eM.
¢

3.2 Koalgebra, bialgebra a Hopfova algebra

3.2.1 Algebra

Algebra byla jiz zavedena v definici 3.1.6. Nyni je mozné tuto definici pfeformulovat
pomoci tenzorového soucinu. V sekci 3.2.2. vyuzijeme této nové formulace pii zavedeni
koalgebry.

Definice 3.2.1: Algebra (asociativni algebra s jednotkou) je vektorovy prostor 4 nad
komutativnim okruhem K s jednotkou, spolu se dvémi linedrnimi zobrazenimi:

m: A ® A — A nazveme ndsobeni a n: K — A nazveme jednotka, takovymi Ze:

m°(m® id) =m° (id ® m),
m°(n®id) =id=m° (id ® n).

Tzn. pro kazdé a, b, ¢ € A plati:
m°(m ® id) (a®b&®c) = m(m(a®b) ® id(c)) = m((ab) ® c) = (ab)c. Podobné:

m°(id ® m) (a®b&®c) = m(id(a) ® m(b&®c)) = m(a® (bc)) = a(bc).
Dale:
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Necht’ e € 4 je jednotkovy prvek, tzn. 7 (1) =ea n (1) = Ae, kde 1 € K, potom:

m°(n®id) (A®a) =m(n(A)® id(a)) = m(le ® a) = (le)a = Aa,
m° (id® n) (a® A) =m(id(a) ® n(l) = ma® Ae) = a(le) = Aa.

Ptitom ztotozitujeme K ® 4 = A4, A ® a = Aa. Podobné pro 4 ® K.

Z uvedeného je ziejmé, ze obé definice algebry jsou ekvivalentni. Asociativita nasobeni
m znamena, Ze nasledujici diagram komutuje.

ARARA —"®d 4@ 4

lic@m l -

m

A®A —> A

obrazek 1: Diagram 1 — algebra

Podobn¢ jednotka muze byt vyjadiena komutovanim nasledujiciho diagramu.

K4 — 1% o 4@4 <91 40K

lid lm lid
K®A e A & A®K
obrazek 2: Diagram 2 — algebra

Pozn. Symbol << znamenad ztotoznéni K ® 4 a A ® K s A.
Priklad: Necht’ A4 je algebra. Potom (a, b) — ab =m4(a®b).
Dale A®A je také algebra s operaci nasobeni

(a;@b;, a2®b2) ﬁ(a1®b1)(a2®bg): aj 612®b1 b2 = MA® A ((611®b1) ® (a2®b2)).

Duikaz:

Ukazme, 7ze mao® 4= (mis®ma)o(id ®7®id),kde 7: A®A—>AR®A:a®b—>b®a.

(@ ® b) ® (a® b)) =a; ® b; ® ar ® by —42C4_, 1, ® 4, ® b; ® b,

®
= aja, @ b;b,. ¢
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Definice: Necht 4 a B jsou algebry. K-linearni zobrazeni ¢: A—>B nazveme
homomorfismus algeber, jestlize ¢p(ab)=@(a)p(b) pro vSechna a, b € A a ¢(14) = ¢(1p).
Jinak napsano:

Q°myg=mp°(P®@) a @ °nyg= 1

3.2.2 Koalgebra

K definici algebry miizeme zavést dudlni pojem tim, ze obratime vSechny Sipky v
diagramech a nahradime vSechna zobrazeni pfislusSnymi dudlnimi zobrazenimi. To
znamena, ze ndsobeni m nahradime kondsobenim A a jednotku 7 nahradime
kojednotkou & Diagramy 1 a 2 potom piejdou na nasledujici diagramy 3 a 4.

ARA®A «A%d 424

Tid@A TA

A®A <A 4

K®A4 %4 g@ 4 149 , 4o K

T id TA Tid
K®A = A & A®K
obrazek 3: Diagram 3, 4 — koalgebra

Nyni miizeme napsat definici koalgebry.

Definice 3.2.2: Koalgebra je vektorovy prostor A nad komutativnim okruhem K s
jednotkou a spolu se dvémi linearnimi zobrazenimi:

A: A - A ® A nazvaném kondsobeni a &: A—K nazvaném kojednotka, takovymi ze:

(AR id)° A= (id® A)° A
(e®id)° A=id=(id® &)° A

Prvni rovnost lze piepsat takto: je-li aed a da = Y a ' ®a’ € A®A, potom
YAl )oa =Y a, ®Ala})e 4@ 4® 4.

j j
Druha rovnost se da zapsat obdobné jako u definice algebry.

Definice: Necht 4 a B jsou koalgebry. K - linearni zobrazeni ¢: A—>B nazveme
homomorfismus koalgeber jestlize:

12



A °p = (p® @)°Ay a s4=8&5 ° .

Priklad: Necht G je kone¢na grupa. Vektorovy prostor funkci 4 = F(G) je koalgebra.
Ztotoznime-li

A® A= F(GxG),

potom A: F(G) — F(GxG), feF(G), A(D(g:;, g2) = f(g: g2). Dale necht ecG je
jednotkovy prvek, potom €: 4 > K, £(f) = fle). ¢

Necht 4 je koalgebra. Obdobné jako u algebry, znacime Ay 4— ARA.
Navic A®A je také koalgebra.
Budtea, b € A, a®b € ARA,

Aja=Ya'®a’ eA®4

Asb=Db'®b cA®A.

Zavadime A 494 (a®b) € (A®A) ® (A®A) vztahem:

Asoas (@®b) =D > (a' ®b)®(a, ®B,).

Ditkaz:
Ukazme, Ze A1e 4= (id @7 ®id) o(A1® A4).

Aga®A, b= D(a ®a)®Y (b, ®)=) > a ®a’ ®b, ' ®b apo pouzit

operatoru 7 na ptehozeni potadi (a;°,b+') dostavame ovéfovanou rovnost. ¢

3.2.3 Bialgebra

Bialgebra je algebra a koalgebra, kde ob¢ tyto struktury jsou rovnocenné v nasledujicim
slova smyslu:

Lemma 3.2.3: Jestlize A je vektorovy prostor, ktery je algebra i koalgebra, potom
nasledujici dvé podminky jsou ekvivalentni:

(1) A:4—>A®Aace: A— K je homomorfismus algebry
2) mA®A—>»>Aa n: K- A je homomorfismus koalgebry.

Podminka (1) znamena:
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A°m =myes° (AR A), A°N = Nuos, € ‘Mm=mg°(® ¢, ¢ °n=ry
dale podminka (2) znamena:

A°m=mOm) “Ayous, 404 =6 °m A°n=(MAOn)°Ax, ex =€ °n.
Zde: ¢ex=nx=idg, Mueoa = (N ® 1) ° Ak, Eaoa =Mg°(e® g).
Definice 3.2.3: Bialgebra je vektorovy prostor, ktery je soucasné algebra i koalgebra a

takovy, ze lemma 2.2.3 je splnéno. Tzn. jestlize A je algebra i koalgebra, potom A4 je
bialgebra tehdy a pouze tehdy, jestlize pro kazdé a, b € A4 plati:

A(ab) = A(a) A(b), € (ab) = c(a) e(b), A(1) =1® 1, £(1) = 1.
Priklad: Viz ptiklad v nasledujici kapitole.

Homomorfismem bialgebry nazyvame zobrazeni, které je homomorfismus algebry i
koalgebry.

Nyni se dostavame k zékladnimu pojmu v teorii kvantovych grup a tim je pojem
Hopfovy algebry.

3.2.4 Hopfova algebra

Definice 3.2.4: Bialgebru 4 nazyvame Hopfovou algebrou, jestlize existuje linearni
zobrazeni S: 4— A, které nazyvame antipod, takové ze:

me°(S®id)°A=n°°c=m°@id®S)°A
Tato rovnice se da popsat tim, ze nasledujici diagram komutuje.

A®A B 4 A, 404

lid@S i?] °g lS@id

A®4 —2 % 4 <2 404

obrazek 4: Diagram 5 — Hopfova algebra

Lemma 3.2.4: Antipod S v Hopfové algebie 4 je anti-homomorfismus v algebie a v
koalgebte. Tzn. Ze plati:

S(ab) = S(b)S(a), va,be A a S(I)=1,

A°S=71°(S®S) °4 a ¢&° =g,

14



kde 7 znaci operator pichozeni tzn. 7(v ® w) = w & .

Dtikaz tohoto lemma je uveden v [2].

Tvrzeni: Jestlize pro n¢jakou bialgebru existuje antipod S, pak je uréen jednoznacné.
Diikaz tohoto tvrzeni je uveden v [2].

Priklad:

Necht' G je konecnd grupa, dale necht’ F(G) je algebra v§ech komplexnich funkci na G

s ptislusSnymi algebraickymi operacemi. Vzhledem k vlastnostem grupy G miizeme
definovat nésledujici zobrazeni:

- konasobeni A: F(G) — F(GxG), fe F(G), A(f)(g1, g&2) = f(2122),

- kojednotka & F(G) = C, ¢(f) =f(e),

. -1
- antipod S: F(G) - F(G), (S)(g):=fg )
Zde e znaci jednotkovy prvek grupy G. Snadno lze ovéfit, ze 4 a & jsou homomorfismy
algebry (tzn. algebra F(G) spolu s konasobenim a kojednotkou tvoii koalgebru a dale i
bialgebru). Pro splnéni axiomti Hopfovy algebry musi byt splnény nésledujici identity:

1. Asociativita konasobeni: (4 ® id)° A = (id ® A)° A, kde id znaci identické
zobrazeni na F(G). Z definice konasobeni plyne:

(A®id)° A) f)(g1 82 83) =f((g182) g3) € F(GxGXG),
(([d®N)° 2 ))(g1828) =f(gi1(8:8) € FIGXxGxG).
2. Dale relace fleg) = f{ge) = f(g) miZe byt zapsana jako:
(e®id)° A=id=(id® ¢)° A
3. Mg&me zobrazeni:
m: F(G x G) = F(G), (m(h))(g):= h(g, ), kde h € F(Gx G),

n: C - F(G), kde n (1) je jednotkovy prvek v algebie F(G).

: -1 -1 , o , -1
Potom axiom grupy: g¢ g = gg = e, ktery zavadi inverzni prvek g
k prvku g, miizeme zapsat pomoci nasledujici identity:

me(S®id)°A=1n°c=m°(id® S)°A

Skute¢n€, vzhledem k definicim zobrazeni m, 4 a S dostavame:

15



((m°(id® $)°4) (@) = ([d®S) °A) (e, &) =figg ) =1l&) = (n ().

Z uvedeného dostavame, ze algebra F(G) tvorfi po pridani konasobeni a kojednotky
koalgebru, dale pak bialgebru, po pfidani antipodu i Hopfovu algebru. ¢

16



4 q—- CALCULUS

Teorie kvantovych grup a jejich reprezentaci je uzce spojena s takzvanym g-calculem.
V této kapitole jsou uvedeny zakladni pojmy kolem tohoto tématu. V piiloZzeném
programu je potom vypracovano nékolik algebraickych identit na toto téma. Algoritmy
jsou popsany v kapitole 8.3.1.

Definice 4.1: Necht' g €C, g #0. g - ¢islo n je definovano nésledujicim zptisobem:

n

l1—¢

1 =]+qg+q¢ +..+4¢"" kde neN.
—-q

[n]q=

Vzorec 1: q — Cislo n

q - faktoridl n je definovan takto:

[n]! = [n], [n-1],[n-2], ... [1], kde neN.
Vzorec 2: q — faktoridl n

Dale vyraz (a, q), je definovan:

(a; @)u=(1-a)(I -aq)(l —aq’) .. (1-aq"""),  (a;qlo=1.
Vzorec 3: Vyraz (a; q),

Priklad:
[0]4=1

[1] q= 1
L2180 = [2],[1],= (1 + g)
[318 =314 [2][1]4= (1+ g+ @)1 +q) +

Definice 4.2: Necht q €eC, q # 0. g - binomicky koeficient je definovan:

{n} = [n]"! = (49)r ,kde n,keNyan >k
k|, [ n-kl! (g:9)(g:q)n-+

Vzorec 4: q — binomicky koeficient

Podobn¢ jako u normalnich kombinacnich cisel, plati i u téchto ¢ - binomickych
koeficientl n¢kolik identit.
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Pro kombinacni ¢isla plati nasledujici rovnost:

)

Pro ¢ - binomické koeficienty potom plati:

IR R K R S

Hlavni vyznam téchto koeficientli je podobné jako u kombinacnich ¢isel v zobecnéné
binomické vété.

Véta 4.1: Necht' x, y jsou nekomutativni proménné spliujici relaci yx = gxy. Potom
plati:

(x+y) = Zn:[q xFyt VneN.

k=0 k q
Vzorec 5: q — binomicka véta
Ditikaz této véty indukci podle n pouzitim piedchozi identity.

Definice 4.3: Hypergeometrickd funkce je definovana nasledujicim vztahem:

N g )n b, n n
n=0 5 n ; "

Vzorec 6: Hypergeometricka funkce

Definice 4.4: Maly g — Jacobi polynom je definovan pomoci hypergeometrické funkce
vztahem:

n+l

p(x;a,blq) =201(q" ,abq"" ;aq;q,xq) .

Vzorec 7: Maly q — Jacobi polynom
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5 KVANTOVA GRUPA U,(sl,)

Tato kapitola je vénovana zékladnimu popisu Hopfovy algebry U,(sl»). V piikladu
uvedeném v ¢asti 3.2.4 jsme ukézali, ze kazdé konecné grupé lze ptifadit Hopfovu
algebru. Podobné¢ nékterym Lieovym grupam, jako je naptiklad grupa SL(2), 1ze ptifadit
Hopfovu algebru. Pfitom algebru U,(s/;) lze chépat jako deformaci zavisejici na
parametru ¢ Hopfovy algebry piitazené grupé SL(2). Proto se pro tuto algebru zejména
ve fyzikalni literatufe Casto pouziva nazev kvantova grupa.

5.1 Algebra U,(sl,)

Definice 5.1: Necht' g je pevné komplexni &islo takové, Ze g # 0 a ¢° = 1. Oznaéme
U,(sl») algebru (tzn. asociativni algebru s jednotkou) nad C s generatory E, F, K, K !
splitujicimi nasledujici relace:

KK'=K'K=1 KEK'=¢E, KFK'=¢"F,

K-K™

1

[E,F]=

kde /E, F] = EF - FE,

Vzorec 8: Relace v algebie U,(sl,) — varianta 1

Nezavisly parametr ¢ komutuje se vim, tzn. napt. Eq = gE, qEqF = ¢’EF.

Véta 5.1: Soubor {K" F ' /m €Z, 1, n € Ny} stejné jako soubor {E”FIK'” /mEZ, /,
n € Ny }, tvoti bazi Uy (sl,).

Diikaz této véty viz [2].

Véta 5.1 tikd, Ze souCin jakékoliv konecné posloupnosti generatortt U,(sl;), 1ze prevést
na kanonicky tvar, kterym je kone¢na linearni kombinace &lentt E"F'K™. Jednou z &asti

vypracovaného programu, piilozenému k této praci, je pravé vypracovani tohoto
prevodu. Podrobnéji o tomto v 8.3.2.

5.2 Hopfova algebra U,(s/>)

Hlavni vlastnosti algebry U, (sl,) je, ze zapada do struktury Hopfovy algebry.
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Véta 5.2: Existuje struktura Hopfovy algebry na U,(s/;) s konasobenim A, kojednotkou
£ a antipodem S takovymi, Ze:

AE)=EQK+IQE, AF)=F®1+K'®F  AK)=K®K,

S(K) =K' S(E)=-EK', S(F)=-KF, ¢(K)=1 &(E)=¢(F)=0.

Vzorec 9: Kondsobeni, kojednotka, antipod v U,(s/,) — varianta 1

Uplny dikaz této véty je opét uveden v [2]. Pro ukizku rozebereme napiiklad posledni
relaci v definici 5.1 algebry U,(s/;). Tato relace stejn¢ jako ostatni je splnéna,
zaménime-li vSechny generatory, které v ni vystupuji, jejich obrazy vzhledem ke
konasobeni.

Diikaz:

[AE), A(F)] =K' ® EF + FQE + EK'®KF + EF®K
-K'®FE - K'E®QFK - FQE - FEQK =

=P SRR A - A ()

Definice 5.2: Algebru U,(sl;) spolu se strukturou Hopfovy algebry z véty 5.2 nazyvame
kvantovou grupou U,(sl>).

Dalsi varianta jak definovat kvantovou grupu je nasledujici.

Necht’ ¢° # I a oznaéme U,(sl;) algebru nad C's generatory E, F, K, K ! splitujicimi tyto
relace:

KK'=K'K=1 KEK'=qE KFK'=q¢'F

2 -2
[E,F] =% , kde [E, F] = EF - FE.

q9—9

Vzorec 10: Relace v algebie U,(sl,) — varianta 2

Podobné¢ jako ve vété 5.2 potom z algebry U,(s/;), vytvofime Hopfovu algebru piidanim
konasobeni, kojednotky a antipodu.

A(E) = E®K + K'®E, A(F) = FQK + K'®F, AK) = K®K,

SKK) =K' S(E)=-qE S(F)=-q'F, K =1 ¢&(E)=¢e(F)=0.

Vzorec 11: Konésobeni, kojednotka, antipod v U,(sl,) — varianta 2

Vyhodou této Hopfovy algebry je to, ze konasobeni £ a F' je definovano stejné.
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6 KVANTOVA GRUPA SL,(2)

V této kapitole je struény popis Hopfovy algebry SL,(2). Pozd&ji bude ukazano, Ze tato
algebra je vici algebie U,(s/;) dudlni ve smyslu dualniho parovéni.

6.1 Algebra SL,(2)

Definice 6.1: Necht' g je pevné komplexni ¢islo takové, Ze g = 0. Oznacme SL,(2)
algebru (tzn. asociativni algebru s jednotkou) nad C s generatory a, b, ¢, d spliujicimi
nasledujici relace:
ab = gba, ac = qca, cd = qdc, bc = cb,
ad—gqbc =da—q' be = 1.
Vzorec 12: Relace v algebie SL,(2)

Nezavisly parametr ¢ komutuje se v&im, tzn. napf. ag = ga, gagb = ¢’ab.

6.2 Hopfova algebra SL,(2)

Algebra SL,(2) stejné jako algebra U, (sl,), zapada do struktury Hopfovy algebry.

Véta 6.2.1: Existuje struktura Hopfovy algebry na SL,(2) s kondsobenim 4, kojednotkou
€ a antipodem S takovymi, Ze:

Ala) =a®a+b®ec, Ab) =a®b+b ®d,
Alc) =c®a+d®c, Ad) =c®b+d ®d,
Ela) =¢(d) =1, eb)=¢(c)=0,

Sta)=d, Sb)=-q'b,  S(c)=-qc, S =a.
Vzorec 13: Konésobeni, kojednotka, antipod v SL,(2)

Dtikaz této véty je opét uveden v [2].

Vzhledem k definici relaci v Hopfove algebie SL,(2) plati nasledujici vztah:
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b 1
Mg¢jme dveé matice: A= ¢ a B= d ab .
c d —qc a

Ptimym vypoctem je mozné ovéfit, Ze jsou vzdjemné inverzni.

o Y

Véta 6.2.2: Soubor {c¢"b"d", d' ¢" b" [n, m, 7, s € Ny } stejné jako soubor { a" b" ¢ ', b"
c'd /n m, r, s € Ny}, tvoii bazi SL,(2).

Dtikaz této véty viz [2].
Véta 6.2.2 tika, Ze sou€in jakékoliv konecné posloupnosti generatorti SL,(2), 1ze pievést

na kanonicky tvar, kterym je kone¢na linearni kombinace ¢lentit ¢" b™ ¢ "a b" ¢ " d'.
Tento pfevod je opét vypracovan v pfilozeném programu, vice viz 8.3.3.
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7 REPREZENTACE, KOREPREZENTACE,
DUALNI PAROVANI

V této kapitole jsou uvedeny definice reprezentace a koreprezentace algeber a dale pak
dudlniho parovani. Na konci kapitoly je ukazéano, Ze algebry U,(slz) a SLy(2) jsou vuci
sobé dudlni ve smyslu dudlniho parovani.

7.1 Reprezentace

Definice 7.1: Reprezentaci (maticovou) algebry 4 nazveme zobrazeni

7. A— Mat(n, C)
takové, Ze je splnéna nésledujici vlastnost:
VX, YeA, T(XY) = t(X) 7(Y), 7 (e) = I, kde e je jednotkovy prvek.
Z definice 7.1 je zfejmé, Ze reprezentace algebry je homomorfismus algebry.
Priklad:

M¢éjme algebru U,(sl;) s generatory E, F, K, K ! Dale méjme zobrazeni . U,(sl;) >
Mat(2, C), pro které plati:

0 1
() ()= J

0 0
2) =(F)= J

-1 0
1

2.0

k) «Kk)=[?" 7
0 qE

. 20
@ wkH=T 7
0 q_2

Ovétime, Ze tyto matice spliuji relace, které byly uvedeny za definici 5.2 a tim také, ze
takto definované zobrazeni 7 je reprezentaci algebry U, (sl,).

Diikaz: Algebra U,(sl,) je dana relacemi:
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KE = gEK, KF =q'FK,

2 -2
[E,F] =% , kde [E, F] = EF - FE.

Aplikovanim zobrazeni 7 na jednotlivé relace dostavame:

L0 1 o 1
T(K)T(E)=q2[0 Oj’ T(E)T(K)=q2(0 OJ=QT(K)T(E)-

ro o (0 0 .
r(K)r(F)=q2[_1 0], H(F)e(K) =g {_1 O}q “(K)e(P).

1 0) (0 0) (-1 0
T(E)r(F)—r(F)r(E)=—(O 0j+(0 J:(o J,

7.2 Koreprezentace

Definice 7.2: Koreprezentaci koalgebry 4 na vektorovém prostoru ¥ nazveme linearni
zobrazeni ¢: V— V ® A splnujici relace:

(p®id)°p=(id® 4)°p, (id® g°p=id

Déle necht’ T je matice, jejiZz prvky jsou prvkami koalgebry 4. Pak fekneme, Ze matice
T je koreprezentaci koalgebry 4, pokud plati nasledujici relace:

AT=TQ®T.

Tato relace se da po jednotlivych prvcich matice zapsat nasledujicim zptisobem:

Necht' #;; € T, potom matice T n x n je koreprezentaci koalgebry 4 tehdy a jen tehdy,
kdyz

Atjj= ;mm, a dty)=06, ij=12..4d
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Vztah mezi zobrazenim ¢ a matici T je tento. Bud’ V = C". Zobrazeni ¢ sta¢i piedepsat

na vektorech standardni baze (V;, V>, ..., V,,). Pokladame ¢(V,) = ZV] ®tﬂ. . Snadno lze
Jj=1

overit, ze je-li T koreprezentace, potom ¢ je rovnéz koreprezentace ve smyslu definice
7.2.

Priklad:

M¢jme Hopfovu algebru SL,(2). Dale méjme matici T jejimiZ prvky jsou generatory
algebry SL,(2).

_ (a bj
c d

Potom matice T je koreprezentaci Hopfovy algebry SL,(2).
Diikaz: Konasobeni na SL,(2) je definovano:

(1) Ala)=a®a+b®c

(2) Ab)=a®b+b®d

3) Alc)=c®a+d®c

(4) Ad)=c®b+d®d

Dle definice koreprezentace:
Atij = z tik @ ti
k=1

je zfejmé, ze matice T spliuje tuto podminku a je tedy skutecné koreprezentaci
Hopfovy algebry SL,(2). ¢

7.2.1 Matice koreprezentace T, Hopfovy algebry SL,(2)

Matici koreprezentace T z piedeSlého piikladu je mozné sestrojit pro libovolnou
dimenzi.

@

Necht' / € %No ,tzn. [ =0, 1,%,.... Indexy prvki ¢7;; matice Ty volime v rozsahu:

1
2 b
Lj=-L-1+1,..,1I-11L Dimenze matice T je tedy 2/ + 1.

Prvky matice T se daji vyjadfit pomoci malého q — Jacobi polynomu definovaného
v kapitole 4.
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T
RN -]
Necht' ¢ = -gbc, dale necht N;' =g V™

i i
J 1~ J -

Potom:
ti = Ni'a e pie (Eq7 D, g7 | g7, kdei +j<0ai2>j,

ti'"" = Ni'a b prai( &390, 67 | g7, kdei+j<0aj>i
(l) / =2( l) —2(1+ i) -2 i i+ . . . .
=N, _,p-i(S:q /- Dg2’'d™, kdei+j>0aj>i,

t"" =N', _pi-i&3q7 g7 | gAY, kdeitj20ai>).

@

Vzorec 14: Koeficienty #*;; matice koreprezentace

Priklad: Matice koreprezentace Hopfovy algebry SL,(2).

1. I=0  To=()

a’ (1+g7) 2 ab b?
30=1 T=|(+¢™) 2ac 1+(gra e (+q7) bd
¢’ (1+q_2)%0d d’

Diikaz: Pro Uplny diikaz, Ze dan4 matice je koreprezentaci algebry SL,(2) by bylo tieba
ovérit vSechny prvky matice. Pro ukazku ditkazu se omezime na prvni prvek a”.

Z definice konasobeni v Hopfové algebte SL,(2):

Ala) =a®a+b®c

A@®)=Aa)A(a)=(a®a+bRc)a®a+b®c)=a’Qa’ +ba®ca+ab®ac+b* ®c’
Po pouziti komuta¢nich pravidel dostdvame:

A@)=a’®a’ +q 7 (ab®ac)+ab®ac+b>®c’

Na pravé stran¢ defini¢niho vztahu koreprezentace pro matici Ty dostdvame vyraz:
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R +(1+¢2) 2 ab®(1+q72) b+ b @ =a* ®a’ +(1+4 > )ab®be+ b ® ¢

Dalsi prvky matice se daji ovéfit obdobnym zplisobem. Jednou z ¢asti vypracovaného
programu je oveéfovani koreprezentacnich matic Ty. Vice viz kapitola 8.3.3.2. ¢

7.3 Duélni parovani

Definice 7.3: Necht U, A jsou dvé bialgebry. Dudlnim parovdanim nazveme bilinearni
Zobrazeni<0,0> :U x A — Ctakové, ze plati:

(1) (Apx,f®g)=(x.m,(f.g), Vxe U, Vf ged,
2) (x®y, A, f)=(my (.. 1), Vxy eU Vfe4,
3) (L)=¢,(/) a(x])=¢,(x) Vx eUa VfeA.

Dualni parovani nazveme nedegenerované pokud navic plati:

“) xeU Vfed, (x,f)=0 =x=0
fed, VxelU <x,f>=0 =f=0.

Priklad: V ¢&asti 3.2.4 byl uveden piiklad Hopfovy algebry F(G). V tomto piikladu
sestrojime Hopfovu algebru U(G) a dale pak dudlni parovani mezi algebrami F(G) a
U@G).

Necht’ G je konecna grupa. Potom U(G) :{z%a;aa € C}, kde G={a,,a,,...a,} je

aeG
baze U(G) a |G| = n. Definujme ptislusné operace:

e nasobeni - (Zaan(ZﬂbbJ = Zaaﬂbab

acG beG a,beG
e jednotka - necht’ e je jednotkovy prvek v grupé G, potom e je jednotkou v U(G).

Potom U(G) s takto definovanymi operacemi tvori algebru. Dale vytvoiime z algebry
U(G) Hopfovu algebru ptidanim konédsobeni, kojednotky a antipodu.

e kojednotka - & U(G)—> G S(Zaaaj = Zaa
aeG aeG

e kondsobeni - A: U(G)— U(G) ® U(G) Af(a) =a®a

e antipod - S: U(G)— U(G) S()=a
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S takto definovanymi operacemi tvoii U(G) Hopfovu algebru. Dudlni parovani mezi
Hopfovymi algebrami U(G) a F(G) mizeme definovat nasledovné:

(o,0):U(G)xF(G)—>C (a,f)=f(a) g(a)=(a1)=1,

kde a € G, f € F(G) a 1 je funkce identicky rovna 1. Prvni axiom v definici dudlniho
parovani vypada takto:

<AUxaf®g> :<xamA(f=g)>~
Levé strana:  (A(a), f®g)=(a®a, [ ®g)=(a,f)a,g)=f(a)g(a).
Prava strana: <a,fg> = f(a)g(a).

Dalsi axiomy se ovéti podobné. ¢

Priklad: Na dal$im ptikladu duédlniho parovani bude ukdzéna dualita mezi Hopfovymi
algebrami U,(sl,) a SL,(2).

Véta 7.3.1: Existuje dudlni parovani <0,0> mezi Hopfovymi algebrami U,(sl;) a SL,(2)

takové, ze:
(K.a)=q, (K.d)=q" , (E.c)=(F,b)=1
(K,b)=(K,c)=(E,a)=(E,by=(E,d)=(F,a)=(F,c)=(F,d)=0.

Diikaz této véty viz [2]. ¢

Dualni parovani je jednoznacné ur¢eno hodnotami na generatorech Hopfovych algeber.
Pro vypocet je vSak nutné znat hodnoty dudlniho parovani na celych algebrach. Tyto
hodnoty dava nasledujici véta.

Véta 7.3.2: Duélni péarovani na Hopfovych algebrach U,(sl) a SL,(2) je dano
nasledujicim vzorcem:

2 S
<K'”E”Fl,a’sc”b’>:q(”_r){ } yr, pokud 0<n-r=I[-t<s, jinak
qZ

n—r

(K"E"F'.d*c'b')=0a (K"E"F'.a’c’b')=35,,8, ;7" kde
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m(s+r—t) —s(n+l)
o 4 " @),
mnl qn(n—l%ql(l—l% (1 _ q2)l+n

Vzorec 15: Dudlni parovani na U,(sl) a SLy(2)
Duikaz této véty viz [2]. ¢

Dualita Hopfovych algeber U,(sl;) a SL,(2) dava do vztahu koreprezentace SL,(2) a
reprezentace Uy(sl>).

Necht’ T, je koreprezentatni matice Hopfovy algebry SL,(2) definovana v kapitole
7.2.1.

Dale necht’ operator 7 je operator, ktery provede dudlni parovani prvkia z U,(sl) se
vSemi prvkami koreprezentacni matice T,. Vysledkem je komplexni matice.

a b
Priklad: T, :( j, potom
2 c d
’% 0 % 0
w®)=7 0 Lk =1 T
0 g7 0 gq7?

0 0 0 1
T(E)z(1 O]’ T(F):(O O]"

Dale algebra U,(sl,) je dana relacemi:
KE = gEK, KF =q'FK,

2 -2
[E,F]= % , kde /E, F] = EF - FE.
q9-9

Potom 7 je reprezentace algebry, to znamena, Ze:
1. 7(K)t(E)=qrt(E) 7(K)
2. oK) t(F)=q" t(F) t(K)

f(K)e(K) | oK Hr(K™")

q—q q-q"

3. t(F)t(E)=1(E)t(F)-

Diitkaz: Pro ukazku se omezime na nejslozitéjsi treti relaci.
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0 1)Y0 O 1 0
Levé strana relace: 7(F)7(E) = = .
0 OANL O 0 0

Prava strana relace:

1

q-q q-q"

-1

9-9

(00, 1 (=g'+q 0 )_(0 0) (1 0)_(10
0 1) g-¢7' 0 —g+q") 0 1) 0 1) (0 0)

Tim je tieti relace dokazana. Prvni dvé relace je mozné ovétit obdobné. ¢

1 ONO O

r(E)z-(F)—T(K)T(_K) +r(1<1)r(1<1)=[0 oj[o 1}_ 1 [q_l oj+ 1 (q 0

Popsana identita ukazuje vzdjemny vztah mezi Hopfovymi algebrami U,(sl;) a SL,(2).
Koreprezentace v algebie SL,(2) pfechdzi pomoci dudlniho parovani na reprezentaci v
algebie U,(sl;), dale pak konasobeni v algebie SL,(2) ptfechazi na nasobeni v algebie
Uy(sly).

Tato identita plati pro libovolnou koreprezenta¢ni matici algebry SL,(2) definovanou v
kapitole 7.2.1. Dale identita plati pro libovolné prvky algebry U,(sl;), pro dikaz je
nutné ovéfit identitu na generatorech algebry U,(sl;), coz je u€inéno na predchozim
piikladu. Ve vypracovaném programu je mozné ovéfovat libovolné prvky algebry

U,(sl») s libovolnou koreprezentani matici algebry SL,(2). Vice o tomto v kapitole
8.3.4.
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8 VYPRACOVANY PROGRAM

Jak jiz bylo mnohokrat zminéno, nedilnou soucasti této prace je vypracovani programu,
ktery ovéfuje nckolik vybranych identit. V prvni casti této kapitoly jsou shrnuty
technické parametry programu a jeho instalace na pocitac. V dal§i jsou potom
podrobnéji popsany samotné algoritmy.

8.1 Technické parametry vypracovaného programu

V soucasné dob¢ existuje mnoho riznych vyvojovych prostredi, které jsou ureny pro
vyvoj matematickych aplikaci a feSeni matematickych problémii, naptiklad MathLab,
Mathematica a Maple.

Program k této praci byl vyvijen v prostfedi Maplu verze 8. Tato verze je podporovana
prostiedim Microsoft Windows, i prostiedim Linux.

Maple umoznuje vytvaret takzvané moduly (neboli hlavickové soubory), to znamena, ze
1ze vytvaret sadu funkci, které l1ze potom vyuzivat na libovolném misté v programu.

Priklad: Vytvoteni hlavickového souboru obsahujiciho definice a implementace funkci.

EdMaple 8 - [Untitled (1) - [Server 1]] ig -0l x|
@ File Edit Miew Insert Format Spreadshest  Window  Help _|ﬁ||l|

D=RE] ([ [o]] [Z]T]E] [SFE [=[=] [©] [2]2][a] [1] ] [#] |
|xl:$ W] 1]

[> HowySoubor:=module() ﬂ
export fact;

option package;

f#i#tfunkce pro vypocet faktorialu#t#f
fact:= procla)
description "wypocet faktorialu™;
local wysledek, wys, 1, ii:

vysledek:=1:

for i from 2 by 1 to a do
vysledek:=vysledek®*i:

end do:

return wysledek:
end proc:

end module:
march{ Tcreate’, "c:/Program Files/Maple 8/lib/NovySoubor.lib™,1):

savelib{ 'HowvySoubor'® ): ]
[ Time: 01s [Byles 2.06M | Available 543M |

obrazek 5: Vytvoteni hlavickového souboru v Maple
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Na obrazku je vytvofen jednoduchy modul s nazvem ,,NovySoubor®, ktery obsahuje
pouze jednu funkei, kterd pocita faktorial zadaného cCisla. &

Vyznam jednotlivych ptikazi pro vytvofeni modulu je nasledujici:

Piikaz Popis
,»module* Kli¢ovy ptikaz pro tvorbu modulu.
Znamena, ze ,,NovySoubor* je modul.
»export™ Za timto ptikazem nésleduji jména funkci,

které potom bude mozné v jinych
programech pouzivat (v naSem piipadé se
jedné pouze o funkci ,,fact™).

»option* Parametr ,,package® za ptikazem ,,option*
znamena, ze ,,Novysoubor® bude modul,
ktery bude mozné pouzivat v libovolném
programu.

,,march* Timto ptikazem (s parametrem ,,create) se
vytvaii knihovny pro praci s modulem
»NovySoubor®. Posledni parametr piikazu
,march“ (v nasem ptipad¢ je to Cislo ,,1)
je pocet funkci, které jsou za piikazem
,,eXport®.

»savelib® Timto ptikazem se modul wulozi pod
jménem ,,NovySoubor®. S timto jménem
bude mozné v dalSich programech modul
volat.

Vyuziti vytvoreného modulu je znazornéno na nasledujicim obrazku.

m Maple 8 - [Untitled [1] - [Server 1]] =] Ed
@ File Edit “iew Insert Fommat Spreadshest Window  Help ;I
8]x]

0% S | [BE |2 |Z|T|F

[=[&] [ 7]
[> with{HovySoubor) ;

111
|.|;|||
[+

|+

fact{(3);

[ Time: 50s |Bytes 30BM | Avaiable: 172M

obrazek 6: Vlozeni hlavickového souboru do programu

Ptikazem ,,with(NovySoubor)* se zpfistupni veskeré funkce, kter¢é modul
»INovySoubor* obsahuje. Pak je mozné jednotlivé funkce volat, jak je zobrazeno na
obrazku. V nasem ptipad¢ funkce ,,fact(3)* vypocitd faktorial ¢isla 3. Vice o modulech
v systému Maple, viz napovéda k tomuto systému.
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8.2 Instalace programu
Na ptilozeném CD se nachazeji nasledujici adresate:

e Documentation - obsahuje dokumentaci k diplomové praci v elektronické
podobé¢

e Program - obsahuje vypracovany program, je dale rozdéleny na dalsi
podadresare

o Algebra UgSL2 - obsahuje soubory tykajici se algebry U,(s/s)

o Algebra SLq2 - obsahuje soubory tykajici se algebry SL,(2)

o q - calculus - obsahuje soubory tykajici se q - calculu

o Pairing - obsahuje soubory tykajici se dualniho parovani.
Adresare nachazejici se v adresaii Program je nutné zkopirovat na disk. Dale je nutné
zavést hlavickové soubory do Maplu, aby mohli byt pouZity. Cely program obsahuje tfi

hlavi¢kové soubory, které se nachdzeji na nasledujicich cestach:

o Program | Algebra UgSL2 \ HopfAlgebra.mws - hlavickovy soubor pro praci s
algebrou U,(sl»)

o Program \ Algebra SLq2 \ DualAlgebra.mws - hlavickovy soubor pro praci s
algebrou SL,(2)

o Program \ q - calculus \ g-calculus.mws - hlavickovy soubor pro praci s q —
calculem.

Vsechny tyto soubory je nejprve nutné oteviit v Maplu a zménit parametr piikazu
»~march® viz kapitola 8.1 obrazek ¢. 5. Jako parametr tohoto ptikazu je nutné zadat
cestu, kde se nachézeji knihovny Maplu. Ptikaz ,,march®“ se nachazi na konci vSech
ttech uvedenych souboril. Standardné je v nich zadana nasledujici cesta:

c:\ Program Files \ Maple 8 \ lib \ DualAlgebra.lib
Po Upravé cesty a spusSténi vSech tfech souborl jsou hlavickové soubory do Maplu
zavedeny a je mozné veSkeré funkce z nich pouzit ptikazem ,,with* v libovolném

programu viz kapitola 8.1 obrazek ¢. 6. Déle je mozné spustit zbyvajici soubory:

e Program \ Algebra UqSL2 \ Hopfldentity.mws - identita tykajici se algebry
U,(sl»), vyuziva funkce z HopfAlgebra.mws.

e Program \ Algebra SLq2 \ Dualldentity.mws - identita tykajici se algebry
SL,(2), vyuziva funkce z DualfAlgebra.mws.
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e Program\ q - calculus \ gldentity.mws - identita tykajici se q - calculu, vyuziva
funkce z g-calculus.mws.

e Program \ Pairing \ pairing.mws - identita tykajici se dudlniho parovani,
vyuziva funkce z HopfAlgebra.mws a DualfAlgebra.mws.

8.3 Popis funkci z hlavickovych souborii a vypracované

1dentity

Program je rozdé¢len na Ctyfi Casti. Prvni se tyka platnych identit, které jsou popsany v
kapitole 4 q - Calculus, druh4 se pak tyka Hopfovy kvantové algebry U,(s/;) popsané v
kapitole 5, dalsi ¢ast je o Hopfove algebte SL,(2) popsané v kapitole 6. Posledni ¢asti je
propojeni Hopfovych algeber U,(s/;) a SL,(2) pomoci dudlniho parovani popsaného v
kapitole 7.

8.3.1 q - Calculus

V této kapitole jsou popsany identity a algoritmy souvisejici s g-calculem. Na
ptilozeném CD se tato ¢ast programu nachazi v adreséii Program \ q - calculus. Soubor
g-calculus.mws obsahuje definice a deklarace funkci, je tedy tfeba pustit nejdiive tento
soubor, coz bylo u¢inéno v ramci instalace programu popsané v kapitole 8.2. Dalsi
soubor gldentity.mws potom obsahuje vypracovanou identitu, ve které se vyuZzivaji
funkce z g-calculus.mws.

V celé této kapitole budeme piedpokladat, ze x, y jsou nekomutativni promeénné
spliujici nasledujici relaci:

YxX =qxy.

Véta 8.3.1: Soucin libovolné konecné posloupnosti generatord x a y 1ze upravit na tvar:
gy kde k, [eNaneZ.

Duikaz této véty indukci pomoci predchozi relace.
Priklad: yyx=q x’ ). ¢

Diusledkem véty 8.3.1 je, Ze libovolny prvek nekomutativni algebry generované x a y je
roven koneéné linearni kombinaci prvki x* ' s koeficienty zavisejicimi na ¢. Navic
plati, ze tato linearni kombinace je urCena jednozna¢né az na potradi sCitanct (i tuto
nejednoznadnost lze vylouéit, pokud uspofadame prvky x* )'). Takovouto linearni
kombinaci budeme nazyvat kanonickym tvarem. Mizeme fici, ze kazdy prvek algebry
lze pfevést na kanonicky tvar.
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8.3.1.1 Popis funkci z g - calculus.mws

Po vlozeni hlavickového souboru g-calculus.mws pomoci ptikazu ,,with(q_calculus)“ je
mozné pouzit nasledujici funkce:

E.'i Maple 8 - [Untitled {1} - [Server 1]] - W |D|ﬂ
@ Eile Edit Yiew Insert Format Spreadshest  window  Help ;l
J=1p3)

NECEEIREEIREIENEERE
x| ] ¢ 1]
> with{g calculus); il

[combMNumber, commute, fact, mudiiplyFol]
[> il
|[Time: 01s [Bytes: 306M | Available: 1.335 |
obrazek 7: Funkce z g-calculus.mws

1. ,,combNumber

Funkce combNumber (n, k) pocita g-binomicky koeficient L’j z definice 4.2.

q
EiMaple 8 - [untitled (1) - [Server 1]] ¥ E -10] x|

@ Fil= Edit Wiew Insett Format  Spreadsheet ﬂ_indnw Help ;lilﬂ
NMESEE AR EEE RN RS S
L[] ] £ 2]

> with(g calculus) ; ﬂ

[combhlimbar, commute, fact, multiphFal |
> combNumber(4,2) ;

q4+q3+2q2+q+1

b

=l

[ Time: 013 |Bytes: 30BM | Available: 1.32G |
obrazek 8: Pouziti funkce ,,combNumber

2. ,,commute®

Funkce commute(polynom) pievadi libovolnou posloupnost ' x* na kanonicky tvar
¢" x* ' viz véta 8.3.1.
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FiMaple 8 - [Untitled (1) - [Server 1]] 5 10| x|
@ File Edit ‘iew Insert Format Spreadshest  window  Help - |8] x|
NEREEIREEIEEENEIEERE
| = || (] § ]
[> with({g calculus); ﬂ
i [combMumbar, commuie, fact, multiplvPol ]
[> gommute(y"3 . x"3):
9 i 3

L g X ¥
[> -l

[ Time: 015 | Bytes: 206M | Avaiable: 1.33G |

obrazek 9: Pouziti funkce ,,commute*

3. ,fact”

Funkce fact(n) pocita [n],! z definice 4.1.

Fimaple 8 - [Untitled (1) - [Server 1]] i (=]
@ File Edit Wew Insert Format Spreadshest  Window  Help g |

NECEEREEEEE RN ENE RS
| =[] (0] ! ]

> with(g calculus); ﬂ

[ combMiumber, commute, fact, muliiphvFal ]
> fact(4):

& 2 3
g e Pl g+
[> =
[ Time: 015 | Bytes: 306M |Avalable: 1,326 |
obrazek 10: Pouziti funkce ,,fact*

4. ,,multiplyPol*

Funkce multiplyPol(polynom1, polynom2) nasobi nekomutativn¢ dva polynomy.

Eimaple 8 - [Untitled (1) - [Server 1]] ‘ -0 x|
@ File Edit Wiew Insert Format Spreadshest  \Window  Help _Iﬂlﬂ

R EEEEREEEER RN R EEEEE
| =[] (0] £ [
> with{q calculus); ﬂ

[comebdlhmbear, commute, fact, multiplvFal]
> multiplyPol{q*x*y, x*y + q"2%*x"2*y"3);
TG N R
g x ¥y tg x ¥
[= ~|
[ Time: 015 [Byptes: 306M | Avallable: 1.326 |
obrazek 11: Pouziti funkce ,,multiplyPol*

Pro pochopeni funkci ,,commute” a ,multiplyPol* je nutné znat alespont zékladni
informace o nekomutativnim nésobeni v Maplu.
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M¢jme tedy relaci yx = gxy. V Maplu je nekomutativni ndsobeni znaceno teckou ,, ..
Tedy chceme-li vyjadfit nekomutativnost, piSeme misto normalni hvézdicky ,, *
uzivané pro nasobeni tecku ,, ..

Priklad: Normalni ndsobeni v Maplu vypada takto:
Zatimco nekomutativni nasobeni napiseme takto:

= =
< =

Pozn.
U nekomutativniho nasobeni je tieba psat mezi pismena a operator ,, . mezery, aby se
teCka nebrala jako desetinné misto.

Priklad: (pouziti funkce ,,commute®)

Funkce commute(y . x . y . x) vrati ¢° x* 7, kde u vyrazu ¢’ x° y° je uZ nekomutativni
nasobeni nahrazeno nasobenim normalnim, aby se dalo s takto upravenym polynomem
dale dobte pracovat. Funkce ,,commute* tedy pievadi libovolnou posloupnost y a x na
kanonicky tvar. Déle tato funkce dokaze prevést na kanonicky tvar libovolny polynom
v nekomutativnich proménnych, tzn. naptiklad:

commute(y.x.y.x +y.x) Vrétiq3x2y2+qu. .
Jak nazev naznacuje, funkce ,,multiplyPol* nasobi dva polynomy.
Priklad: (pouziti funkce ,,multiplyPol*)

Chceme nekomutativng vynasobit napiiklad polynomy y.x + ). xay +x.y. x
Vzhledem k relaci y . x = gxy by tedy vysledek mél byt:

v.x+y.x)(y+x.y.%) =y.x.y+y.x2'.y.x+y2.)§.)3/4;y2.x2.y.x:

=g’ +q' Y+ xy g Y
Funkeci ,,multiplyPol* mizeme pouzit takto:

multiplyPol(y . x +y'. x, y +x.y. x)vrati g0’ + ¢* Xy + ¢ xy  +¢'x ). e

Timto jsou vSechny funkce z hlavickového souboru g-calculus.mws popsany. Muzeme
se tedy podivat do souboru gldentity.mws, kde jsou tyto funkce pouzity k ovéfeni
nékolika ukazkovych identit.

8.3.1.2 Vypracované identity vyuzivajici g-calculus.mws

Soubor gldentity.mws mna zafatku obsahuje piikaz with(q calculus), kterym
zptistupnime pouziti funkci z g-calculus.mws.

Dale obsahuje tfi dalsi funkce, kterymi jsou ,,binom®, , leftExponen® a ,,rightExponen®.
O t&chto funkcich pozdéji. Zmacknutim klavesy Enter na zacatku programu vSechny
tyto funkce zptistupnime pro jejich pouziti, zaroven se po stisku Enter dostaneme na
dalsi ¢ast programu, coz je prvni vypracovana identita. Samotny kod vypada takto:
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EiMaple 8 - [qIdentity.mws - [Server 1]] 1Ol x|

@ File Edit ¥iew Insert Format  Spreadsheet Window  Help == =l
Ol@[®R[S] [ [=@®] [5]-] [Z]T]e] S]] [<]=] . [SR[AI[0] [ @] |
(=[] [w] @]

l [combNumber, commute, fact, multiplyFPal A
[> wyraz:=0:
n:=3:
for i from 0 by 1 to n do
vyraz:=vyraz + combHumber(n,i)*({x"i)*(y"(n-i)):
end do:
print (vyraz) ;

VYTaz2:=x+y:

for i from 1 by 1 to n-1 do
vyraz2:=multiplyPol{vvyraz2, x+y):

end do:

print (vyvra=2);

YYraz - vyraz?2;
y3+(1+q+q2)xy2+(l+q+q2)x2y+x3 H

x3+(1+g+g2)x2y+(l+g+g2)xy2+y3
0 =
[ Time: 015 [Bytes 3.06M | Avalable: 132G |

obrazek 12: Prvni identita v gldentity.mws

Tento kod ovétuje spravnost zobecnéné binomické véty 4.1. Prvni ¢ast kodu (prvni for
cyklus) je vlastné pouze ptepsani véty 4.1. Do proménné vyraz se ve for cyklu postupné
s¢itaji hodnoty combNumber(n, i) * (x"i)*(y"\(n-i)) pro i od 0 do zadaného n.

n| .
Hodnoty combNumber(n, i) *(x™i) *(y"\(n-i)) znamenaji | | x'y"™".
i
q
Potom se pomoci ptikazu print(vyraz) tento polynom vypise.

Druhy for cyklus pocitd to samé, ale pomoci funkce multiplyPol(vyraz2, x+y). Ve
vyrazu vyraz2 jsou postupné mocniny x+y. Piikaz print(vyraz2) opét vypise polynom
vyraz2 na obrazovku.
Posledni tadek vyraz - vyraz2 ndm vypise na obrazovku 0, coZ znamena, ze oba vyrazy
jsou stejné a tim je zobecnénd binomicka véta overena.
Posledni fadek celého souboru gldentity.mws vypada takto:

leftExponen(7) - rightExponen(7).

Vystupem tohoto fadku je opét 0, coZ znac¢i rovnost obou funkci. Obé tyto funkce
pocitaji levou, resp. pravou stranu zobecnéné g-exponencialy.

Zobecnéna g-exponencialni funkce e,(z) je definovana nasledujicim zpisobem:
0 n
— a”
e,(2)= Zq []!
n=0 q

Vzorec 16: Zobecnéna q - exponencidlni funkce
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Stejné jako u normalni exponencialni funkce 1 u této zobecnéné g-exponencidly plati
vztah:

€q(x) e4(y) = eq(x + ),
kde nasobeni e,(x) e,(y) je opét nekomutativni, tedy plati yx = gxy.

Podivejme se podrobnéji co piedchozi rovnost znamend. TecCky na mistech, kde je
nasobeni opét znamenaji nekomutativni ndsobeni y . x = gxy.

aVI

e,(x)e,(y)= (i [31] ‘xm

q

PR

k=0 m=0

k=0

afg & KLY ) el o
ex + )= z[k]'x+y) :Z([C/Ic]q!,;)[m]q![ _k]q!x y j:zzmyc y

Z uvedeného plyne, ze rovnost ey(x) e,(y) = e, (x + y) nastdva pro o, + Q-m = 0. Tzn.
aby platila rovnost, musi platit:

Ym, n Oy + Oy = Olyyin.
Tato rovnost je splnéna pro «a;,, = ¢ m.

Posledni identita ve vypracovaném programu ovéfuje prave tuto rovnost. Podivejme se
znovu, jak vypada:

leftExponen(7) - rightExponen(7).

Funkce leftExponen(M) pocita e, (x) e,(y), zatimco rightExponen(M) pocitd e,(x + y).
Dale je nutné uvést, co znamenda parametr M v obou funkcich. Vzhledem k tomu, ze
sumy na obou strandch rovnosti jsou nekonecné, je tfeba pro naprogramovani
takovychto sum urcit n¢jakd pravidla. Parametr M tedy urcuje do jakého fadu se budou
sumy scitat. Ve funkci rightExponen(M) je tento parametr velice jednoduchy, prosté se
provede vypocet pravé strany rovnosti, tzn.:

M ck
Z [i] '(x + )", kde vyraz (x + y)* se potita pomoci zobecnéné binomické véty.
=0 e

vvvvvv
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Tyto sumy se vynasobi a pak se kontroluje zda jednotlivé ¢leny nejsou fadu vyssiho nez
M.

To jsou vSechny vypracované identity tykajici se kapitoly g-calculus.

8.3.2 Hopfova algebra U,(s/>)

Na prilozeném CD v adresaii Program | Algebra UgSL2 jsou dva soubory. Prvni z nich
je hlavickovy soubor obsahujici deklarace a implementace pouzitych funkci. Tento
soubor se jmenuje HopfAlgebra.mws. V dal$im souboru s nazvem Hopfldentity.mws je
potom vypracovana identita pouZzivajici funkce z hlavickového souboru.

M¢jme Hopfovu kvantovou algebru U,(s/») z kapitoly 5. Tzn. mame Ctyfi generatory E,
F, K, K" splitujici tyto relace:

KK'=K'K=1 KEK'=g4E KFK'=q'F,

2 -2
[E,F]= & , kde [E, F] = EF - FE,

A(E) = EQK + K'®E, A(F) = FK + K'®F, A(K) = K®K,

S(K) =K' S(E)=-qE S(F)=-q'F, e(K)=1 &(E)=c¢c(F)=0.

8.3.2.1 Popis funkci z HopfAlgebra.mws

Po  vlozeni  hlavickového  souboru  HopfAlgebra.mws  pomoci  piikazu
,»with(HopfAlgebra)“ je mozné pouzit nasledujici funkce:

EliMaple & - [untitled (1) - [Server 1]] - 10| x|
@ File Edit Wiew Insert Formak Spreadshest  Window  Help _|ﬁ||1|

» (@] [5]] [E[Te] SE] [<]=] O] [s[a]H
[x]] (W] 1]
> with(Hopfalgebra) ; ﬂ
[ HopfCaClommute, HopfCommute, HapfComuliiply, HopfComultiplvFal,

HopiExistOMNum, HopfFiRLIST, HopiMuliiplyFal, HopfTransfars: |
=

—

|

[ Time: 01s |Bytes: 306M |Available: 130G |
obrazek 13: Funkce z HopfAlgebra.mws

1. ,,HopfCoCommute*

Funkce HopfCoCommute(Polynom) pievadi polynom ve kterém je kondsobeni na
kanonicky tvar dany vétou 5.1. Vice viz nize.
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E:i Maple 8 - [Untitled {1] - [Server 1]] =

=10l %]
@ File Edit Wiew Insert Format Spreadshest Window  Help =181 x|
O=»&EE [ o] [E]T]E] [SE [==] @] [f[a&] 1] =] 3
[ [W0] £ ]

[> with({(Hopfalgebra) ;

[ HopfCoCommute, HopfCommute, HopfComultiply, HopfComultiplyFol, j

HopiExistOMum, HopfFiLIST, HapfMuliiplyPal, HopfTransfors
[> HopfCoCommutel{e . X . f

soEek e paes o B oo Bk

. S 1—1 ez ky 42— QX[%] et
k

Q=L 5 [ T
g g

H

[[Time: 01s |Bytes 3.06M | Available: 1315 |

obrazek 14: Pouziti funkce ,,HopfCoCommute*

2. ,HopfComultiply*

Funkce HopfComultiply(Polynom) provadi

konasobeni jednotlivych ¢lent
polynomu. Vice viz nize.

Il
@ File Edit Wiew Insert Format Spreadshest Window  Help I [ A
O[=[®[R[S] [ [R[@] [5[¢] [Z[T[E] 5= [<[=] [©] [s[*[A] [1] [+

[x[&] [w] ! [#]

[> with(HopfAlgebra);

mE

[ HapfCaCammute, HapfCommute, HopfComultiply, HopfComultinivFal, HopfExist QNum, HopfFillLIST,
HopfMultiplyFol, HopfTransiorm |
[> HopfComultiply({e*f + e¥*k);

(odidls (ic2))+(e.[%].X.k.f}+([%}.f.X.e.k]+[[%}}[.e.f]+(e.k.X. e o
k

-

[T Time: 015 [Bytes: 206M [ Available: 1.255

obrazek 15: Pouziti funkce ,,HopfComultiply*

,HopfComultiplyPol*

Funkce HopfComultiplyPol(Polynom1, Polynom?2) provadi tenzorové nasobeni dvou
polynomtl. Vice viz niZe.

Eivaple o -unted (1) -[servera)) ol
@ File Edit Yiew Insert Format Spreadshest  \Window  Help ;Lﬁﬂil
O=RE[3] =] 0] ZIT]E] EE [=1=] €] [=[r][A] [1] H
L =[] (W] ¢ [#]

> with{HopfAlgebra) ;

[ HopfUaCommute, HopiComunuie, HopfComuliipdy, HopfComuliipivPol, j

HopfExistONum, HopfFillLIST, HopfMuliiplyPol, HopfTransiors: |
> HopfComultiplyPol{e*f + e*k, e*f);

e f. X e f+ie k. X e ) -
[ Time: 015 | Bytes: 3.06M | Available: 1,265 |
obrazek 16: Pouziti funkce ,,HopfComultiplyPol*
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4. ,,HopfCommute*

Funkce HopfCommute(Polynom) ptevadi libovolny polynom na kanonicky tvar
dany vétou 5.1. Vice viz nize.

ﬁMapIeB - [Untitled {1} - [Server 1]] _B _ _|EI|5|
@ File Edit Wew Insert Format Spreadshest  Window  Help _|5’|5|

ClzREE e [>0] [Z]T]E] [FE [=[=] O] [=[*[a] B
[=]a] @] £ ]#]

[> with{Hopfalgebra) ; ﬂ

[ HapiUaCommute, HopfCommute, HopfComultiply, HopfCamultiphyFal,

HopiExist ONum, Hopf/FillLIST, HopfMultiplyPol, Hopi Transiorm |
[> Hopf_commute(f . e + k .e);

k

1 2 1 ]
{g.e )+(e.Fi— —1 ETY |+ 1 [—2}

= st
g g Ll

[ Time: 01s [Bytes 3.06M [Available: 1.29G |
obrazek 17: Pouziti funkce ,,HopfCommute*

,,HOpfEXistQNum*

Funkce HopfExistQNum(Element) rozd€luje vyraz na ¢isla, parametr g a generatory
algebry U,(slz). Vice viz niZe.

E:iMapIe 8 - [Untitled {1) - [Server 1]] ..;___ = |E||5|
@ File Edit Yiew Insert Format Spreadshest Window Help = |5|1|

Oz®R[E] =@ o] ZITE] EE [==2] [© [:=]H
[x]®] (@] [#]

[> with({Hopfalgebra) ; ﬂ

[ HopfCaCammnute, HapfCommute, HapfCamultinly, HopfComultiplFol,
HopfExist ONum, HopfFillLIST, HopiMuliiplyFol, Hopf Trangform |
[> HopfExistQNum({3*({{1l+q)/(1+q+g™(-233) . e . f);
14
I 2

T+g+—
2

g -

|I Time: 01s |Bytes 206M | Awvailable: 1.30G |

obrazek 18: Pouziti funkce ,,HopfExistQNum*

»HOopfFillLIST*

Funkce HopfFillLIST(Element) naplni seznam generatory algebry U,(s/;). Vice viz
niZe.
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E:l' Maple & - [Untitled (1) - [Server 1]] [ _ = IEIIﬂ
@ File Edit Wew Insert Format Spreadshest Window  Help _Iﬁllﬂ

O]z[®[m[3] | [F|@) 5[] Z]T]] [=[F] [<[~] H
[x]d] [W] {1

> with{HopfAlgebra) ﬂ
[ HapfCoCammuie, HopfCommute, HapfCUamuliiply, HopfComuitiplyPaol,

HopiBxist OMum, HopfFillLIST, HopiMultiplyPol, HopiTransiorm |
> HopfFillLIST({e . £ . e™3);

le,f.8,8,¢8] =
[[ Time: 01s |Bytes: 3.06M |ﬁvailab|e:1.29[i-1
obrazek 19: Pouziti funkce ,,HopfFillLIST*

,HopfMultiplyPol*

Funkce HopfMultiplyPol(Polynoml, Polynom2) provadi nekomutativni nasobeni
dvou polynomii. Vice viz nize.

EiMaple 8 - [Untitled (1) - [Server 1]] i _ 10| x|
@ File Edit Wiew Insert Format Spreadshest Window  Help _|E|5|

NMEEEENEEEEE PN E S E R H
[ (@] £ ]

[> with(HopfAlgebra) ; ﬂ
[ HopfCaCommmta, HopfCommuie, HapiComuliiply, HopiComuliiplvFol,

| HopfExistQNuwm, HopfFilLIST, HopfMultiplyFol, HopfTransfors |
[ HopfMultiplyPol{e*f, e*k):

2
ezfﬁc—

: =
[[Time: 01 |Bytes 3.06M | Avaiable: 1.286G |

obrazek 20: Pouziti funkce ,,HopfMultiplyPol*

,HopfTransform*

Funkce HopfTransform(Polynom) pievadi nekomutativni ndsobeni na normalni
nasobeni. Vice viz nize.

EiMaple 8 - [Untitled (1) - [Server 11] [ _ oy ] 4
@ File Edit Wiew Insert Format Spreadshest Window  Help _|ﬁ'|5|

BEBEEAEEEE PN EISEEE H
[x]a] [@] £ ]#]

> with{HopfAlgebra) ; ﬂ
[ HapfCaCommute, HapfCammuia, HopfCamultiply, HopfComultiplvFal,

HopiExisi OMum, HopfFilllIST, HopfMuliiplvPal, HopfTransfors: |
> HopfTransformi{e . £ + e . k"2);

ef+e ﬁcz |
[ Time: 01 |Bytes: 3.06M | Available: 1.27G |
obrazek 21: Pouziti funkce ,,HopfTransform*
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8.3.2.1.1 Podrobny popis funkci

ad 1)

ad 2)

,HopfCoCommute*
Funkce prevadi polynom, ve kterém je konasobeni, na kanonicky tvar.
Priklad:

M¢éjme vyraz EQFE + KE®F. Po pouZziti relaci v algebie U,(s/;) dostavame:

E®FE+KE®F=E®EF—( 1_1E®K2j+[ 1_1E®K‘2j+qEK®F.
q-q q9-q

Tento vyraz je v kanonickém tvaru daném vétou 5.1.

Symbol ,,®“ je ve vypracovaném programu znacen jako symbol ,.X*. Pokud
tedy aplikujeme funkci ,,HopfCoCommute* na vyraz EQFFE + KEQF dostaneme
vyraz v kanonickém tvaru. Postup pouziti funkce ,,HopfCoCommute* je
zobrazen na obrazku 14. Symbol ,,.““ zna¢i v Maplu nekomutativni nasobeni. ¢

,HopfComultiply*

Funkce HopfComultiply(Polynom) provadi konasobeni jednotlivych c¢leni
polynomu.

Priklad:
Mame nasledujici relace:
A(E) = EQK + K'®F, A(F)=FQK + K'®F a A(K) = KQK.

Potom A(EF) = EF®K’ + EK'®KF + K'FQEK + K’®EF a A(EK) = EKQK’
+ EK. Funkce ,,HopfComultiply* aplikuje konasobeni na kazdy ¢len polynomu.
Ptiklad je uveden na obrazku 15. Tento polynom vSak neni v kanonickém tvaru.
Napiiklad druhy ¢len polynomu EK'®KF by mé&l byt napsan jako ¢ EK'®FK.
Pokud chceme dostat tento vysledek, tak je nutné na vyraz ziskany funkci
,2HopfComultiply* aplikovat funkci ,,HopfCoCommute*. Potom mame vysledek
konasobeni v kanonickém tvaru. Cely postup je zobrazen na nasledujicim
obrazku.
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EiMaple 8 - [Untitled (1) - [Server 1]] B & =10 =]

@ File Edit View Insert Format Spreadshest Window Help ==
[O[=z[E[S] [ [R[B] [>[<] T[] FE [<[=] [©] [[=:][a] [1] |
[x]] [0 ]

[> with{HopfAlgebra) ﬂ

vyrazl:=e*f + e¥*k;
vyraz?:=HopfComultiply(vyra=z1l)

vyraz3:=HopfCoCommute({vvraz2) ;
[ HapflaCammute, HapfCommuia, HopfComultiply, HapflomultipliyPal, HopfExisi Qlum, HopfFUlLIST,
HeopiMultinlyPol, HopfTrangform |
vyrazl =ef+ek
o 1 1 1 o
wraz? =(e . f. X (& ))+(e.(—J.X.k.j}+([;}.f.X.e.k]+[[—}.X.e.f}+(e.k.X. ("N +(e. k)

k k2

vyrazld =

(e._f.X.(k2))+([l}e.(%J.X.f.k}+(q.j.[%J.X.e.k]+[[%J.X.e.fJ+(e.k.X.(k2))+(e.k)
g

k

=
|| Time: 01z | Bytes: 3.06M |.t’-\\-'ailable:1.2?G !
obrazek 22: Ptiklad konasobeni ¢lend polynomu pomoci funkce ,,HopfComultiply” a

,HopfCoCommute*

Funkce ,,HopfComultiply* predpoklada, ze vstupni polynom je jiz v kanonickém
tvaru a je preveden na normalni ndsobeni, tzn. neni v ném jiz obsazeno
nekomutativni nasobeni ,, . “, ale ndsobeni normalni ,,*“. Pokud polynom neni
pfeveden na kanonicky tvar, je nutné na néj nejprve aplikovat funkci
,2HopfCommute* a poté funkci ,,HopfTransform*. ¢

ad 3) ,,HopfComultiplyPol*

Funkce HopfComultiplyPol(Polynoml, Polynom2) provadi tenzorové nasobeni
dvou polynomii.

Priklad:

M¢jme dva polynomy: Polynoml = EF + EK, Polynom2 = EF. Potom jejich
tenzorovy soucin vypada takto:

Polynom1®Polynom2 = EFQEF + EKQFEF.

Pouziti funkce ,,HopfComultiplyPol* je zobrazeno na obrazku 16. Symbol ,,&®*
je opét nahrazen symbolem ,.X**. Funkce ,,HopfComultiplyPol*“ pifedpoklada, ze
vstupni polynomy jsou jiz v kanonickém tvaru a jsou ptevedeny na normalni
nasobeni, tzn. neni v nich jiz obsazeno nekomutativni ndsobeni ,, . “, ale
nasobeni normadlni ,,**“. Pokud polynomy nejsou ptfevedeny na kanonicky tvar, je
nutné na né¢ nejprve aplikovat funkci ,,HopfCommute* a poté funkci
,HopfTransform®. &

ad 4) ,,HopfCommute*
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ad 5)

ad 6)

Funkce je obdobna jako funkce ,,commute” v kapitole g-calculus, jeji vystup
vSak neni pfeveden na normdlni ndsobeni, ve vystupnim polynomu zlstava i

nadale nasobeni nekomutativni, tzn. symbol ,, . ““ viz obrazek 17.
,,HOpfEXistQNum*
Funkce HopfExistQNum(Element) rozdéluje vyraz na Ccisla, parametr g a
generatory algebry U,(sl,).
Priklad:
" , I+gq
M¢jme vyraz: 3——ef.
l+g+—
q

Pro praci s timto vyrazem je dobré umét takovéto vyrazy rozdélit na dCisla,
parametry g a generatory algebry U,(sl;). Toto déla funkce ,,HopfExistQNum®.
Jeji pouziti je zndzornéno na obrazku 18. Vysledkem funkce ,,HopfExistQNum®,
aplikované na vyraz uvedeny vyse je vektor, ktery ma tfi slozky.

e Prvni slozka jsou generatory algebry U,(sl;), v naSem ptipadé: e.f

e Druha slozka je ¢islo, v nasem piipadé: 3

C o y w1 l+gqg
e Posledni slozka je parametr ¢, v naSem piipadé¢: ———— .
l+g+—
q

,,HopfFilILIST*

Funkce HopfFillLIST(Element) naplni seznam generatory algebry U,(sl;). Pro
praci s nekomutativnim nasobenim je nutné védét jaké generatory dany vyraz
obsahuje a pro zachovani nekomutativnosti je dale nutné védét 1 poradi
jednotlivych generatorit v daném vyrazu. Z tohoto divodu je v celém
vypracovaném programu pro praci s nekomutativnim ndasobenim pouZzivan
seznam  (LIST). Funkce ,HopfFillLIST* je stejné jako funkce
,,HOpfExistQNum* pomocna funkce usnadiiujici praci pii programovani dalSich
funkei tykajicich se algebry U,(s/;). Pouziti této funkce je zobrazeno na obrazku
19. Funkce ,HopfFilILIST* pifedpokladd, Zze vstupni parametr je vyraz
obsahujici pouze generatory algebry U,(sl;), tzn. pouze E, F, K. Pokud tedy
chceme zpracovat vyraz uvedeny v piikladu funkce ,,HopfExistQNum®, musime
do funkce ,HopfFillLIST* pfenést pouze prvni slozku vystupu funkce
,HOpfExistQNum*. Cely postup je uveden na nasledujicim obrazku.
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El Maple 8 - [Untitled {1} - [Server 1]] ;IEIE‘I

49 File Edit Wiew Insert Format Spresdshest Window  Help ==l x|
Ole[=[S] [+ = =] [Z]T[E] [FEFE] [=]=] €] [2]=]&] [1] |
[x[#] (@] 1]

[> with(Hopfalgebra) ; o

vyraz:=HopfExistQHum{3*({(1+q) /{1+q+q™(-2))) . e . f):

HopfFillLIST (vyra=z[1])
[ HopfCoCaommmte, HopiCommuie, HopfCamultiply, HopfComultiphvPol, HopfExist OMum,
HopfFilLIST, HopfMultiplyPol, HopfTransform |

1+g
wraz =e f, 3,

TagF—
bl
g
[2,f] =
|| Time: 0.1g !B_l,ltes: 3.06M | Awalable: 1.25G

obrazek 23: Pouziti funkci ,,HopfExistQNum* a ,,HopfFillLIST*

ad 7) ,,HopfMultiplyPol*

Funkce HopfMultiplyPol(Polynoml, Polynom2) provadi nekomutativni ndsobeni
dvou polynomi. Piiklad pouziti je znazornén na obrazku 20. Funkce
,2HopfMultiplyPol*“ pfedpoklada, ze vstupni polynomy jsou jiz v kanonickém
tvaru a jsou prevedeny na normalni nasobeni, tzn. neni v nich jiz obsazeno
nekomutativni nasobeni ,, . “, ale nasobeni normalni ,,**. Pokud polynomy
nejsou prevedeny na kanonicky tvar, je nutné na né nejprve aplikovat funkci
,2HopfCommute* a poté funkci ,,HopfTransform®.

ad 8) ,,HopfTransform*

Funkce ,HopfTransform* ptevadi nekomutativni nésobeni na normalni
nasobeni. Tzn. pokud mame polynom v kanonickém tvaru, tzn. byla na ngj
aplikovana funkce ,,HopfCommute®”, je mozné upustit od nekomutativniho
nasobeni ,, . “ a nahradit ho ndsobenim normalnim ,, * “ pro jednodussi préci s
polynomem. Pouziti funkce je znazornéno na obrazku 21.

8.3.2.2 Vypracovand identita vyuzivajici HopfAlgebra.mws

Soubor Hopfldentity.mws obsahuje vypracovanou identitu tykajici se Hopfovy algebry
U,(sl;). Na zacatku tohoto souboru jsou vloZeny dva hlavickové soubory:

o with(HopfAlgebra)
e with(LinearAlgebra)

VloZenim souboru HopfAlgebra zptistupnime pouziti funkci definovanych v 8.3.2.1.

Hlavickovy soubor LinearAlgebra je standardné implementovan v Maplu a slouzi
naptiklad k praci s maticemi, které bude identita vyuzivat.
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Déle soubor Hopfldentity.mws obsahuje funkci MultiplyMatrix(4, B, n). Tato funkce
provadi nekomutativni nasobeni matic. Prvni dva parametry 4, B jsou matice, parametr
n je jejich tad, jednd se tedy pouze o ¢tvercové matice fadu n. Tato funkce vyuziva
funkci HopfMultiplyPol z kapitoly 8.3.2.1. Dalsi funkce MultiplyTensor(A, B) je pouze
pomocna funkce, kterd nasobi matice tenzorovym zptisobem.

Tenzorovy sou¢in matic A,B je matice A®B zapsana v blokovém tvaru, pricemz (i, j)-ty
blok je roven matici a; B. Tenzorovy souin matic je dobfe definovdn nejen pro
¢tvercové matice, ale 1 pro matice libovolnych rozméra. Je zfejmé, ze ma-li matice A
rozmér k x [ a matice B rozmér m x n, pak matice AQB ma rozmér km x [n.

Podivejme se nyni jakou identitu soubor Hopfldentity.mws ovéiuje. Méme Ctyii
generatory Hopfovy algebry U,(sl,) E, F, K, K ! splijici relace z kapitoly 5 a nezavisly

parametr g, ktery komutuje se vS§im.

Definujme nasledujici matice:

q 0 0 0 q 0 0

0 1 0 0 0 1 0
R= L , potom tedy R = 1

0 g—qg 1 0 0 —-g+q 1

0 0 0 g 0 0 0 ¢

S B

0 K ~Jala-q")r ¥

1 0
Dale mlZzeme spocitat dalsi matice: ,,®* znaci tenzorovy soucin matic a I; = (0 L

k —Jalg-qk 0 0

0 k™ 0 0 . :
L=1,®L= [ =1,®L,

ST o N I
0 0 k™
k 0 —ﬁ(q—q"l)e 0
-1

L-ror="* 0 ~ala- )e L>=L'®IL,.

0 0 I 0

0 0 0 I

Potom plati nasledujici vztahy:
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1) R.Lz.L1=L1.L2.R
2) R.L;.L,=L,.L').R
3) L,.R'.L,=L,.R".L",

Symbol ,, .““ znaci opet nekomutativni ndsobeni matic, tzn. ndsobeni matic je definovano
nasledujicim vztahem:

(A.B)ij= > A,. B,.
k=1

Uvedené vztahy jsou defini¢ni vztahy mezi generatory Hopfovy algebry U, (s/;) zapsany
pomoci maticovych identit.

Jako ovéfeni platnosti téchto vztahll slouZi identita ze souboru Hopfldentity.mws.
Vratme se zpét k tomuto souboru. Jak bylo jiz uvedeno, na zacatku jsou vlozeny
hlavickové soubory HopfAlgebra a LinearAlgebra. Potom nasleduji pomocné funkce
MultiplyMatrix(4, B, n) a MultiplyTensor(4, B). Dale jsou deklarovany pfislusné
matice:

R:=<<q, 0,0, 0> | <0, 1, g-q"\(-1), 0>]| <0, 0, 1, 0> | <0, 0, 0, 0, g>>:

Li=<<k, 0> | <-g(1/2)"(q-g"-1)) *e, k(-1)>>:

LL:=<<k, -g"1/2)¥q-g-1)*f> | <0, kN-1)>>:

invR:= MatrixInverse(R):

II:=<<1, 0> | <0, I>>:

Kde: LL ..... zna&i matici L, invR ..... matice inversni k R, tedy R” a II ..... zna&i L.

Pak nésleduji matice vypocitané:

L1:=MultiplyTensor(Il, L):
LLI1:=MultiplyTensor(Il, LL):
L2:=MultiplyTensor(L, II):
LL2:=MultiplyTensor(LL, II):

Kde: LLI ... zna& L7, LL2 ... zna& L, a funkce MultiplyTensor pocitad tenzorovy
souc¢in matic.
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Ted” mame vSechny potfebné matice pro ovéieni vztahl 1) 2) a 3). Podivejme se jak
vypada toto ovéfeni naprogramované. VSechny tii vztahy jsou podobné a jejich
naprogramovani je téméf totozné, staci tedy ukazat jak je zapsan vztah 1).

xxx1:=MultiplyMatrix(R, L2, 4):
vysledek1:=MultiplyMatrix(xxx1, L1, 4):

xxx2:=MultiplyMatrix(L1, L2, 4):
vysledek2:=MultiplyMatrix(xxx2, R, 4):

vysledekl - vysledek2,

Takto napsany kod vypiSe na obrazovku 0, coz znadi, Ze vysledekl a vysledek? jsou
totozné. Tim je vztah 1) ovéfeny. U vztahu 3) je jediny rozdil v zapsani rovnosti a to je,
ze posledni fadek vypada takto:

simplify(vysledek5 - vysledeko6);

Toto opét vypiSe na obrazovku 0. Funkce simplify je standardni funkce Maplu. Jde o to,

vvvvvv

automaticky nezjednodusuje do té¢ miry, aby bylo mozné rozpoznat, Ze jsou rovny nule.
Proto je pouzita funkce simplify, kterd dan¢ vyrazy zjednodusi aplikovanim pravidel pro
kraceni atd.

Timto jsou vSechny tfi vztahy ovéteny.

8.3.3 Hopfova algebra SL,(2)

Obdobné jako u Hopfovy algebry U,(s/;) popsané v kapitole 8.3.2 jsou na CD v adresafi
Program \ Algebra SLq2 dva soubory. Prvni z nich je hlavickovy soubor obsahujici
deklarace a implementace pouzitych funkci. Tento soubor se jmenuje
DualAlgebra.mws. V dalSim souboru s nazvem Dualldentity.mws je potom opct
vypracovana identita pouzivajici funkce z hlavickového souboru.

M¢jme Hopfovu kvantovou algebru SL,(2) z kapitoly 6. Tzn. mame Ctyfi generatory a,
b, ¢, d splnyjici tyto relace:

ab = gba, ac = qca, cd = qdc, bc = cb,

ad—qbc =da—q"' be =1,

Ala) =a®a+b®ec, Ab) =a®b+b ®d,
Alc) =c®a +d®c, Ad) =c®b+d ®d,
E(a) =€) =1, eb)=¢(c)=0,

Sta)=d, Sb)=-q7'b  Sc)=-qc, S =a.
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8.3.3.1 Popis funkci z DualfAlgebra.mws

Po  vloZzeni  hlavickového  souboru  DualAlgebra.mws  pomoci  piikazu
,with(DualAlgebra)“ je mozné pouzit nasledujici funkce:

EiMaple 8 - [Untitled (1) - [Server 1]] | 10l x|
@ File Edt Wiew Insert Format Spreadshest Window  Help _|5’|5|

[Clz[®[als] [+ [=[8] [>]] [Z]T]t] [FF] [<]=] @] [s[=[x] [1]
> with{DualAlgebra} ; ﬂ
[ DualCaCommute, DualCommute, DualComultiphy, DualComuliindvPol,

Dl Bxist ONum, DualFUILIET, DualFParing, DualTransiorm, HvperTeom, NNumber,
TMatrix, thiumber ]
[> ~l

[ Time: 025 |Bytes 306M | Available: 1.265 |

obrazek 24: Funkce z DualAlgebra.mws
1. ,,DualCoCommute*

Popis viz obdobna funkce v kapitole 8.3.2.1.
2. ,,DualComultiply*

Popis viz obdobna funkce v kapitole 8.3.2.1.
3. ,,.DualComultiplyPol*

Popis viz obdobna funkce v kapitole 8.3.2.1.
4. ,,DualCommute

Popis viz obdobna funkce v kapitole 8.3.2.1.
5. ,,DualExistQNum®

Popis viz obdobna funkce v kapitole 8.3.2.1.
6. ,,DualFillLIST*

Popis viz obdobna funkce v kapitole 8.3.2.1.
7. ,,DualTransform*

Popis viz obdobna funkce v kapitole 8.3.2.1.

8. ,,DualPairing*
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Funkce DualPairing(Parametrl, Parametr2) provadi vypocet dudlniho parovani dle
véty 7.3.2 v kapitole 7.3.

[l ropl o - ntiea 1) - [serveral] = E
@ File Edit Wiew Insert Format Spreadshest  Window  Help 1=
CzREE e ] ETe] EE [=[=][E] =R [ F
[x]d] [w] 1 ]4]

[> with{(Dual&lgebra);

DualPairing(f*k, a*b);
[ DrcdCaCampmie, DualCommits, DualComuliiply, DualComuliiplvFol,

DualBxist ONum, Dual FiLIST, DualPairing, DualTransform, HvperGeam, Nhumber,
TMatrix, tNumber )

-

|| Time: 0.25 |Bytes: 3.068M | Available: 1.256
obrazek 25: Pouziti funkce ,,DualPairing*

9. ,,HyperGeom*

Funkce HyperGeom(Parametrl, Parametr2, Parametr3, Parametr4, Parametr5)
provadi vypocet hypergeometrické funkce definované v kapitole 4.

EliMaple 8 - [Untitled (1) - [Server 1]] 1= o ] 4
@ File Edit Miew Insert Format Spresdsheet Window Help

=12 x|
ClzRREE EE 0] E1E] GE =] B R 1 B
|x|e§. (JJ|!|:'!!|

[> with{DualAlgebra) ;

HyperGeom(q"2,q™4d,q™(-2),q"(-2),-q"{-1) *b*g) ;
[ DrueadCaCammite, DuclCommute, DualComuliiply, DualComultipdyPal,

Dhal Bxist ONwen, Dual FUILIST, DualPairing, DualTransiorm, HyperGeom, Mumber,
TMairiz, tNumber

l—qs(q2+1)bc

-

[ Time: 025 [Bytes 30BM | Avalable: 1255

obrazek 26: Pouziti funkce ,,HyperGeom*

10. , NNumber*

Funkce NNumber(l, i, j) provadi vypodet koeficientll Nj', potiebnych pro vypodet

koeficientll koreprezentani matice definované v kapitole 7.2.1. U této funkce je
1

nutné dat pozor na to, ze / € —No.
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EiMaple & - [Untitled (1) - [Server 17] = k =10] x|
@ File Edit Wew Insert Format Spreadshest  Window  Help = |E’|5|

Olz»[ES] [/ [R[@] [>[] [Z[T[e] S[E] [<[=] O] [<[=[&][1] §
[=]a&] [w] /]

[> with({Dualdlgebra) ;

HHumber{2,2,1) ;
[ Dl Calammuie, DualCommuie, DualCamudiiply, DualComuliiplyPal,

Dl BExist Qe Dual FILIST, DualFairing, DualTransiorm, HyperGeam, Nhkumber,
TMatrix, Number

il 1 1

l+—+—+—

2 4 &
g g g

! -

[[Time: 025 [Bytes: 306M |Available: 1 256 |
obrazek 27: Pouziti funkce ,,NNumber*

11.,,tNumber*

Funkce tNumber(l, i, j) provadi vypocet koeficientli koreprezentacni matice

definované v kapitole 7.2.1. U této funkce je nutné dat pozor na to, ze lElNo.

Funkce ,,tNumber* vyuziva funkci ,,NNumber*.

EiMaple 8 - [Untitled (1) - [Server 1]] = 0] x|
@ File Edit Wew Insert Format Spreadshest  MWindow  Help =l

[Dlz=ES] [ [=E o] [Z]T)e] [FE [==] €] ] 1]
|x|& W] 1 [#]

[> with({Dualalgebra) ;

tHumber{l1l,0,0) ;
[ DualCoCammute, DualCammute, DualComultiply, DualComultiplyFal,

Dl Exist O, Dual FUILIST, DualPairing, DualTransiorm, BperTeom, Niumber,
TMatrix, i Number |

(g2+1)bc
]
&

-

|| Time: 0.2s |Bytes: 3.068M |Available: 1.25G

obrazek 28: Pouziti funkce ,,tNumber*

12. ,,TMatrix*

Funkce TMatrix(l) vraci koreprezenta¢ni matici, definovanou v kapitole 7.2.1, pro
zadany parametr /. Funkce ,,TMatrix* vyuziva funkci ,,tNumber*.
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EiMaple 8 - [untitled (1) - [Server 11] i -0l x|
@ File Edit WYiew Insert Format Spreadshest Window  Help = Iﬁ'l_)_(j

Olz»R3] @ [=@ [5]¢] Z]T]E] [SE [==] [©] [:]= ] (1] B

|x|:& W 1]

[> with({Dualalgebra) ; [=

TMatrix(1l);
[ Dol CoCommute, DualCommte, DualComultiply, DualComultiplrPaol,
DualBxist ONum, Dual FUILIST, DualPairing, DualTrangform, HvperGeam, Nhkanber,

TMatrix, thNumber]
; 1 .
4 e g
il
)

1 b e edyde 1
el fdr—bid
2 g 2

g g
1
ok gz 2
A *
L q ~ -

|| Time: 0.25 | Bytes: 3.068M | Available: 1.256

obrazek 29: Pouziti funkce ,, TMatrix“

8.3.3.2 Vypracovana identita vyuzivajici DualAlgebra.mws

Soubor Dualldentity.mws obsahuje vypracovanou identitu tykajici se Hopfovy algebry
SL,(2). Na zacatku tohoto souboru je vlozen hlavickovy soubor DualAlgebra.mws.

o with(DualAlgebra)
Vlozenim souboru DualAlgebra zptistupnime pouziti funkci definovanych v 8.3.3.1.
Déle soubor Dualldentity.mws obsahuje nasledujici funkce:

o GetElement(parametrl, parametr2, T, dim)

o ComparePol(polynoml, polynom2)

o MatrixControl(T, ).

Souboru Dualldentity.mws ovéetuje koreprezentacni matice definované v kapitole 7.2.1.
Cely postup ovéfeni, zda je dana matice skutecné¢ koreprezentaci Hopfovy algebry, je
popsan v kapitole 7.2.1.

Pro ovéfeni vlastnosti koreprezentace je nutné umét konésobit libovolny prvek matice
koreprezentace T. To muzeme ucinit pomoci funkce ,,DualComultiply* popsané v
kapitole 8.3.3.1. Vysledek ziskany funkci ,,DualComultiply* mizeme dale upravit na
kanonicky tvar pomoci funkce ,,DualCoCommute*. Timto postupem ziskame prvni Cast
pro ovéteni vlastnosti koreprezentace, tzn. vypocet kondsobeni libovolného prvku
koreprezentacni matice T pomoci defini¢nich vztahli kondsobeni generatort Hopfovy
algebry SL,(2).

54



Dalsi ¢asti je ziskani konasobeni prvku matice T pomoci tenzorového soucinu prvkl z
odpovidajiciho tadku a sloupce matice T. K tomu slouzi funkce ,,GetElement™ v
souboru Dualldentity.mws. Parametry funkce ,,GetElement* maji nasledujici vyznam:

e prvni parametr - faddkovy index i matice T
e druhy parametr - sloupcovy index j matice T
e tfeti parametr - matice T

e (tvrty parametr - dimenze matice T.

Funkce ,,GetElement tedy vrati vyraz Zﬂk ®7,; . K tomuto tenzorovému soucinu
k=1

vyuziva funkci ,,DualComultiplyPol* popsanou v kapitole 8.3.3.1.

Pokud se dané vyrazy rovnaji, tak je rovnost pro tento prvek ovéfena. Cely postup je
zobrazen na nasledujicich dvou obrazcich. Na téchto obrazcich se ovétuje prvni prvek
matice T, stejné jako v ptikladu v kapitole 7.2.1.

EiMaple 8 - [Untitled (1] - [Server 1]] O] =]
@ File Edit “iew Inzsert Fomat Spreadshest ‘window  Help = Iﬂ[ﬂ

[Ol=»R[S] [ =@ [s[7] Z]TE] EF] [<]=] [©] [s[*[a] [1] |
[=[&] @] 1]H]

[> with{Dual&lgebra) ; j

GetElement :=proc(pl,p2,T,dim)
description "wraci prvek na dane adrese matice T™:
local i,wvysledek:

vysledek:=0:
for i from 1 by 1 to dim do
vysledek: =vysledek+DualComultiplyPol(T[pl,i] ,T[i,p2]1}):
end do:
return vysledek:
end proc:

T:=TMatrix{l);

prvekl:=DualComultiply(T[1,1])
prvek?:=DualCoComutate{prvekl) ;

prvek3:=GetElement {(1,1,T,3);

[ Time: 46s |Bptess 306M |  Available: 166M
obrazek 30: Postup ovéfovani vlastnosti koreprezentacni matice T - pouziti funkei
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mMaple 8 - [Untitled {1} - [Server 1]] ! = IEIIil
@ File Edit ‘iew Insert Format Spresdsheet  window  Help —1&2] =l

[ClzRRES] [F =] o] Z[T]e] [FFE [=[=] [©] [RR[}] [1] |
[=[s] (@] ¢ 4]
[ DuaiCaCampite, DualCommute, DualComultiply, DualCaomuitiplyFal, Dual Exist ONum, A
Dl FillLIST, DualPairing, DualTransform, HhperTeam, NNumber, TMairiz | tNumber |

1
e ST~ ue
y,
o
/ 1 (q2+1)bc / 1
T= l+—ae ———+1 1+—&d
i g 2
g g
2 1 2 -
c 1+—cd o
2
L o _

bl fla s e o B g o T s B e B B oS

2 2 [[L] ] 2 2
prvekZ =((a™)y. X . (aN+{a. b. X a.c)+ 2 a. b X oa. c|+((07). X . (e7))
g

BB, % [[1 +L] P c]+((b2) B
72 =
[ Time: 025 |Bytes 206M | Available: 1.23G |
obrazek 31: Postup ovéfovani vlastnosti koreprezentacni matice T - vysledek

Na obrazcich je vidét, ze ,,prvek2 a ,,prvek3* jsou totozné, ¢imz je prvni prvek matice
T ovéfen.

Pro uplné ovéfeni celé matice T je nutné ovéfit vSechny prvky. K tomu slouzi funkce
,MatrixControl“. Tato funkce provadi popsany postup pro vSechny prvky matice T.
Jejimi parametry jsou matice T a parametr /, se kterym byla matice T vytvofena.
K tomu, aby porovnala vzdy dva vysledné polynomy pro kazdy prvek matice, vyuziva
funkci ,,ComparePol®, kterd porovna dva polynomy a vrati 0, pokud jsou stejné.
Vysledkem funkce ,,MatrixControl“ je tedy matice. Pokud matice obsahuje samé nuly,
tak to znaci, Ze dand matice je skute¢n¢ koreprezentac¢ni matici Hopfovy algebry SL,(2).
Na tomto misté je nutné zminit, Ze vyrazy, které pfi tomto postupu vznikaji, jsou natolik
slozité, Ze vypracovany program umi zpracovat koreprezenta¢ni matice dimenze
maximalné sedm. Potom uz algoritmus trva velice dlouho a vysledné vyrazy jiz Maple
spravné nezpracuje.

8.3.4 Dualni parovani Hopfovych algeber U,(s/,) a SL,(2)

Posledni vypracovanou identitou je ovéfeni duality Hopfovych algeber U,(slz) a SLy(2)
pomoci dudlniho parovani definovan¢ho v kapitole 7.3. Tato identita se nachazi v
adresati Program \ Pairing v souboru Pairing.mws.

Na zacatku tohoto souboru jsou vlozeny hlavickové soubory HopfAlgebra.mws,
DualAlgebra.mws a LinearAlgebra.mws.
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o with(HopfAlgebra)
e with(DualAlgebra)
o with(LinearAlgebra)

Vlozenim souboru HopfAlgebra.mws je zpiistupnéno pouziti vSech funkci definovanych
v kapitole 8.3.2.1, vloZenim souboru DualAlgebra.mws jsou zptistupnény funkce
definované v kapitole 8.3.3.1. Hlavickovy soubor LinearAlgebra je standardné
implementovan v Maplu a slouzi naptiklad k praci s maticemi.

Déle soubor Pairing.mws obsahuje nasledujici funkce:
o DualPairing2(parametrl, parametr?2)
o MultiplyMatrix(Matrix1, Matrix2)
e ProvePairing(parametr, Matrix)

e ProveMatrixPairing(Matrix1, Matrix2).

1. Funkce ,,DualPairing2*

Funkce ,,DualPairing2* je obdobnd jako funkce ,,DualPairing* popsana v kapitole
8.3.3.1, s tim rozdilem, ze provadi dualni parovani jesté¢ nekomutovanych vyraza.
Funkce ,,DualPairing® predpoklada, ze oba vyrazy jsou jiz v kanonickém tvaru a
obsahuji tedy normélni ndsobeni oznacené v Maplu symbolem ,,*“. Naopak funkce
»,DualPairing2*“ pracuje s vyrazy, na které jest¢ nebyly pouzity funkce
»2DualCommute®, resp. ,,HopfCommute*“ a funkce ,DualTransform®, resp.
,HopfTransform™ a vyskytuje se v nich nekomutativni nasobeni oznacené v Maplu

symbolem ,,.“ Na nésledujicim obrazku je vidét rozdil pouziti a vypoctu obou
funkci.

B Maple & - [pairing.mws - [Server 1]] A = |EI|1|
@ File Edit W¥iew Insert Format Spreadshest Window  Help _Iﬁli__]

Ol=[@[8] [ [E@] [>]] [Z]T[e] SE] [<[=] O] [+]2] Eil

xl&l 1| fll 4 | Xl |H0pr0muIt|ply
DualPairing({f*k, a*b); :J

DualPairing2{(k . £,b . a);

8 J

f <]

[[Time: 09: [Bytes: 534M [Avaiable: 1.21G |
obrazek 32: Rozdil pouziti a vypoctu funkci ,,DualPairing* a ,,DualPairing2*
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Po ptevedeni k. f = l fkaba= l.a.b je ziejmé, Ze oba vysledky jsou spravné.
q q

2. Funkce ,,MultiplyMatrix*

Tato funkce provadi obycejné nadsobeni matic. Parametry funkce jsou dvé ctvercové
matice stejného rozméru.

3. Funkce ,,ProvePairing®

Tato funkce provadi ovéteni duality Hopfovych algeber U,(sl;) a SLy(2). Parametry
funkce ProvePairing(parametr, Matrix) maji nasledujici vyznam:

e parametr - libovolny prvek Hopfovy algebry U,(s/;). Tento prvek musi byt
zapsan pomoci nekomutativniho nasobeni zna¢eného symbolem ,,.*.

e Matrix - koreprezentatni matice Hopfovy algebry SL,(2).
Postup ovéteni duality Hopfovych algeber U,(sl;) a SL,(2) je popsan v kapitole 7.3 na

poslednim prikladu této kapitoly. Funkce ,ProvePairing provadi presné¢ postup
popsany na tomto ptikladu. PouZziti této funkce je uvedeno na nésledujicim obrazku.

m Maple 8 - [pairing.mws - [Server 1]] II = |EI|_)1|
@ File Edit Wiew Insert Format Spreadshest  Window  Help _|&] x|

D=BR[E] [ 2@ [>]c] [ZIT[F] [S6E [=2] [0 [s[=[x] [1] <] B
|3|=$ UJI ! I.f.f!l

matice:=TMatrix{(l): -ﬂ
aa:=ProvePairing{(f . e, matice);
aaa:=ProvePairing{(HopfCommute{(f . e} matice);

simplify{evalm{aa-aaa));

0 0 0
1 2
s e ) g o 0
2
g : = 0 1 0
0 0 0
0 A 1
2| lo [ga 0 i ¥ s
ot
0 0 -4 2 |¥ 7
aaa = + g +
1 1
i 1 g
g 0 0 l+—5'q d &
14 73 J
0 0 0
0 0 0
0 0 Qg =~

[[Time: 025 [Bytes: 306M | Avaiable: 1.20G |
obrazek 33: Pouziti funkce ,,ProvePairing*
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Z obrazku je ziejmé, Ze se oveiuje koreprezentani matice, kde / = / s prvkem f. e
Hopfovy algebry U,(sl>).

Prvni vyslednd matice aa je matici, kde je provedeno dudlni parovani vyrazu f. e
s koreprezentac¢ni matici T;. Druhd vysledna matice aaa je dudlni parovani vyrazu f'. e,
pfevedeném na kanonicky tvar pouzitim funkce ,,HopfCommute®, s matici T;.
Vzhledem k definici relace mezi f'a e je zfejmé, Ze matice aaa se sklada ze tfech matic.
Pokud se matice v aaa seftou a nasledné odeCtou od matice aa, dostane se nulova
matice, coz znaci, ze matice aaa a aa jsou identické, ¢imz je dualita ovétena.

4. Funkce ,,ProveMatrixPairing*
Posledni funkci souboru Pairing.mws je funkce ProveMatrixPairing(Matrix1, Matrix2).
Funkce ,,ProveMatrixPairing* ovétuje nasledujici identitu.

Mgjme matice L, L” a R definované v kapitole 8.3.2.2 a m&me koreprezentaéni matici
Tip.

Potom plati (L,T, ,)=R;! a (L'.T,,) =R} kde R;; =R a R,/ =(R")".

Matice <L,T1 /2> se ziskd obdobné jako tenzorovy souc¢in dvou matic, tzn. provede se

dudlni parovani prvku L s celou matici Ty, a vyslednd matice 2 x 2 se vlozi na misto
prvku L;;. To se provede pro vSechna i, j. Vysledna matice je typu 4 x 4.

Pouziti funkce ,,ProveMatrixPairing* je na nasledujicim obrazku.

=Y
@ File Edit Wew Insert Format Spreadshest Window  Help ;l_ﬁﬂi‘
D[=E[S] [ [=@] o] [Z[1]¢] [EE [=[=] @] [= ] [1] &
[=]d] ] £ [#]
evalm{ProveMatrixPairing(L,TMatrix{(1/2))/q9™(1/2)); 4|
evalm({ProveMatrixPairing{LL, TMatrix(1/2))/q™(1/2));
4 4
s 0 0 0
g
1
0 1 =g 0
] ] 1 ]
1
] ] ] bt
L g
g i
e ] o oo
g
0 1 oo
0 +l 1 0
g P =l
1
0 ] B
L g | ﬂ
[[ Time: 05s |Bytes: 5.94M | Avaiable: 1.185 |

obrazek 34: Pouziti funkce ,,ProveMatrixPairing*
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9 ZAVER

9.1 Ziskané vysledky

Cilem této diplomové prace bylo ukazat vyuziti modernich pocitacovych algebraickych
systémt v teorii kvantovych grup.

Na zacatku celé prace byly naprogramovany identity tykajici se nejjednodussi mozné
nekomutativni algebry se dvéma generatory x, y provazanyma vztahem yx = gxy. Jako
ptiklad pro ovéfeni platnych identit v této algebie byl vypracovan program ovétujici
platnost zobecnéné binomické véty a dale oveéfeni vztahu pro nasobeni -
deformovanych exponencidlnich funkei.

V dalsi casti prace byly vytvoreny sady funkci pro praci s konkrétnimi kvantovymi
grupami Uy(sl;) a SL,(2). Naprogramované funkce umoziuji pievadét libovolné
polynomy v téchto algebraich na kanonicky tvar. Poté je mozné upustit od
nekomutativniho ndsobeni a déle s témito polynomy pracovat. Napiiklad je mozné
mezi sebou polynomy nekomutativné nésobit.

algeber. Symbol ,,®* pro tenzorovy soucin u konasobeni byl pro ucely programovani
nahrazen symbolem ,,X“. Vyrazy obsahujici konasobeni (symbol ,,X*) je mozZné
~komutovat®, tzn. pievadét na kanonicky tvar pomoci defini¢nich relaci v obou
algebrach.

Pouzitelnost téchto funkci byla ukazdna na ovéfeni platnych identit v kvantovych
grupach Uy(slz) a SL,(2). Pro kvantovou grupu U,(s/;) byla ovéfena identita tykajici se
pteformulovani defini¢nich vztahli mezi generatory grupy pomoci maticovych identit
typu R Ly L, = L, L; R, které zavedli Faddeev, Reshetikhin a Takhtajan. V kvantové
grupé SL,(2) byla ukdzana pouZitelnost funkci pro konasobeni. V této grupé byl
vypracovan program pro oveéteni koreprezenta¢nich matic T,,.

V posledni ¢asti prace byly vypracovany funkce pro ukdzku duality (ve smyslu dudlniho
parovani) mezi kvantovymi grupami U,(sl;) a SL,(2).

9.2 Zjisténé problemy

Po vypracovani programu, ktery ovéfuje koreprezentani matice (kapitola 8.3.3.2) v
kvantové grup& SL,(2) byl zjiStén nésledujici problém. Pfi ovéfovani matice rozméru
vetsitho nez Sest, tj. matice veétsi nez Ts;, uz vypracovany program nevrati spravny
vysledek. Jedna se o to, Ze vyrazy, které se vyskytuji v maticich ve vétsich dimenzich uz
jsou natolik slozité, Ze po aplikovani konasobeni na tyto vyrazy a dale jejich porovnani,
uz systém Maple nevyhodnoti spravné. Toto je dano zvolenym postupem. Kazdy
polynom obsahuje nekomutativni nasobeni reprezentované symbolem ,,.“ a dale kazdy
¢len polynomu obsahuje tenzorovy soucin (symbol ,,.X*). Tento ptistup ke kondsobeni je
z uzivatelského hlediska velmi vyhodny, nebot zobrazuje polynomy vzniklé
konasobenim generatorii grupy, piesné tak jak je popsdno v literatuie o kvantovych
grupach (pouze symbol ,,®“ je nahrazen symbolem ,.X*). OvSem z hlediska ¢asové
narocnosti jsou tyto vyrazy natolik slozité, ze jejich zpracovani v Maplu trva velice

vvvvvv
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Resenim by bylo konasobeni vypracovat tak, e misto tenzorového souéinu se bude
pracovat s usporadanymi dvojicemi, tzn. rozdélit prvky podle toho zda jsou pted, nebo
za symbolem ,®%“. Z uzivatelského hlediska by toto feSeni nebylo tak intuitivni,
nicméné by vedlo k lepsim vysledkiim. ReSeni zvolené v této praci je navrhnuto s
ohledem na postup, kterym se ovétuje vlastnost koreprezentaéni matice v kapitole 7.2.1.
Naprogramovany postup potom vérné kopiruje diikaz v této kapitole. Pro demonstraci
vyuziti pocitacovych algebraickych systémi v teorii kvantovych grup je dle mého
nazoru pln¢ dostacujici.

9.3 Dalsi moznosti vyuZiti prace

Cely program je vytvofen tak, ze sady funkci jsou usporadany do jednotlivych moduli.
Tyto moduly je tedy mozné vkladat do libovolnych programi a vypracované funkce
vyuzivat. Tim se otevird moznost vypracovani dalSich platnych identit tykajicich se
kvantovych grup U,(sl;) a SL,(2), nebo q - calculu pomoci funkci vypracovanych v této
praci. Déle je mozné dle této prace vypracovat podobné moduly pro dal§i kvantové
grupy. Veskeré vypracované funkce a identity se tykaji uplného zakladu teorie
kvantovych grup a vzhledem k ndroc¢nosti a Sifce celé této teorie mize byt tato prace
odrazovym mistkem pro dalsi praci a vyzkum.
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