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Abstrakt: Tato préace se zabyva moznostmi feSeni rozptylu ¢asové zavislého & po-
tencidlu v dimenzi jedna. Je zde ukézana teorie rozptylu a v dimenzi jedna i feSeni
pomoci metody stacionarni faze. Je zde forméalné zaveden 0 potencial a uvedena
véta umoznujici jeho aproximaci pomoci funkef tifdy L'(R). V posledn{ ¢ésti je uve-
dena véta umoznujici aproximovat ve vysokofrekvencni limité operator rozptylu pro
hladké periodické potencidly pomoci jejich stfedni hodnoty. Tuto vétu sice nelze
aplikovat na ¢ potencial, ale lze ji aplikovat na jeho aproximace.
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1 Uvod

Tato prace se zabyva moznostmi feSeni rozptylu casové zavislého § potencidlu na
prostorech dimenze 1.

0 potencidl je zajimavy proto, ze umoznuje vyjadiit bodovou interakci v systému a
pritom je analyticky feSitelny. Je proto velmi uzitecny nejen z vyukovych duvodu a
le i v redlnych vypoctech, napiiklad pro atom vodiku. Problematice bodové inter-
akce se vénuje monografie [5].

Casové zavislost tento dobfe relativné dobfe zdokumentovany piipad komplikuje
a zatim neexistuje jednoduchy a obecny zpusob pro praci s takovymito systémy.
Tato prace vychazi z prace [4], kterd ukazuje moznosti feSeni systému s periodickym
vyvojem v adiabatické limité (tzn. pro velmi vysoké nebo malé frekvence).

Cilem této prace je zmapovat mozné pristupy k této problematice.

V druhé kapitole jsou zavedeny zakladni pojmy z teorie samosdruzenych operatoru
a obecné hledanim samosdruzenych rozsiteni symetrickych operdtortu. Tento proces
je ilustrovan na piikladu operatoru hybnosti.

Tteti kapitola se vénuje zakladum funkéniho kalkulu pro samosdruzené operatory. Je
zde uvedena véta o spektralnim rozkladu a Stoneova véta, které umozinuji vyjadieni
casového vyvoje kvantového systému.

Ctvrta kapitola se vénuje teorii rozptylu pro ¢asové nezavislé systémy. Je zde zave-
den pojem zobecnénych vlastnich funkci a uvedeno nékolik vét tykajicich se jejich
existence (zvlasté pro linedrni diferencidlni operatory). Jsou zde zavedeny zékladni
pojmy teorie rozptylu a ukazana metoda stacionarni faze umoznujici v dimenzi 1
jednodussi Teseni rozptylu. Tato metoda je demonstrovana na piikladu potencidlové
studny. Je zde také zaveden ¢ potencial jakozto samosdruzené rozsiteni operatoru.

V paté kapitole jsou zavedeny pojmy pro casové zavislé systémy. Pro periodické
systémy je zde poté uvedena véta umoznujici rozptyl v téchto systémech aproximo-
vat ve vysokofrekvencni limité pomoci casové nezavislého operatoru.



2 Zavedeni pojmu

V této praci se budeme pohybovat pouze na komplexnich Hilbertovych prosto-
rech, které budeme znacit H. Na nich definovany skalarni souc¢in budeme znacit
(+,+). Podle fyzikélni konvence budeme ptredpokladat, ze je v prvni proménné an-
tilinedrni a v druhé linedrni. Casto se nebude jednat o obecny Hilbertiv prostor,
ale o prostor L?*(M,du) vsech komplexnich funkei f definovanych p s.v. (u skoro
vsude) na mnoziné M, pro které [, |f|*du < +oco. du zde neznaci obecnou miru, ale
nezdpornou miru na mnoziné M. Prostor L?(R, dz) budeme zkrdcené oznacovat jako
L?. Direktn{ soucet Hilbertovych prostori Hy, Hy znacime Hy & Hy = {[x,y]|x €
Hi,y € Ha}. Opét se jednd o Hilberttuv prostor se skalarnim sou¢inem definovanym:
hi,hy € Hi ® Ha,hy = [ZL‘l,yl],hg = [:Eg,yg],l‘i € Hi,y; € Hoyt € {1,2}. Nulovy
vektor budeme znacit 0.

Linedrni operator A (obecné neomezeny) na H je strukturou slozenou z defini¢niho
oboru Dom A a linedrniho zobrazeni A : Dom A — H. Akce operdtoru A na vek-
tor h € Dom A je definovéna jako Ah := Ah. Mnozinu vSech husté definovanych
operatoru na H, tj. Dom A = H, budeme znacit L. Protoze v dalsim textu budeme
pracovat pouze s linearnimi operatory, budeme jim pro zjednoduseni tikat misto
linearni operator pouze operator.

Prostory redlnych, respektive komplexnich ¢isel ozna¢ime R, respektive C.

Definice 1 (Rozsiteni operdtoru). Operdtor A je rozsiteni operdtoru B, A D B,
pokud

1. Dom A D Dom B
2. Ax = Bx Vx € Dom B.

Definice 2 (Graf operatoru). Graf operdtoru A znacime T'A C H & H,['A =
{z, Az]|z € Dom A}

Graf operatoru je zarovén podprostor H @& H

Definice 3 (Uzavieny operator). Operdtor A se nazgvd uzavieny, pokud je I'A
uzavreny podprostor.

Definice 4 (Uzaviratelny operdtor). Operdtor A se nazijvd uzaviratelnyj, pokud T A
je grafem operdtoru.

Tuto definici 1ze ekvivalentné preformulovat pomoci rozsiteni operatoru:

Véta 1. Operdtor A je uzaviratelny prdvé tehdy, pokud md uzaviené rozsirent.

K lepsimu zjisteni uzaviratelnosti daného operatoru poslouzi néasledujici véta:

Véta 2. 1. Operdtor T lze uzavrit prdvé tehdy, kdyzZ pro kaZdou posloupnost
{z,} € DomT takovou, Ze x, — 0 a Tz, — y plati y = 0.



2. K tomu aby = patiilo do definicéniho oboru operdtoru T je nutné a staci, aby
existovala posloupnost {x,} C DomT takovd, zZe x, — x a {T'x,} konverguje.
Jsou-li tyto podminky splnény, plati Tx, — Tx

Snadno z definic plyne, ze kazdy omezeny operator je uzavieny.
Pro husté definovany operator A ma smysl definovat sdruzeny operator A*.

Definice 5. Sdruzeny operdtor k operdtoru A € L je takovy A* s Dom A* obsahujici
vSechny vektory y € H, pro které plati (Ax,y) = (z,h)Vx € Dom A a jisty vektor
h € H. Potom A*y =h

Z toho je jasné, ze pojem sdruzeného operatoru ma smysl pouze pro husté definované
operétory. Pro ostatni operdtory by existovalo vice vektoru h spliujicich (Azx,y) =
(x,h) obraz vektoru y by nebyl jednoznaéné definovén.

Neékteré zajimavé vlastnosti sdruzenych operatoru:

1. Pro A,B € L, A D B plati A* C B*.
2. Kazdy sdruzeny operator je uzavieny
3. Jsou linearni

4. Pokud je A* € L, potom A™ D A

Definice 6 (Symetricky operator). Operdtor A € L se nazyva symetricky, pokud
AcC A

Definice 7 (Samosdruzeny operator). Husté definovany operdtor A € L se nazijvd
samosdruzenyj, pokud A = A*

Dulezitou vlastnosti samosdruzenych operatoru je to, ze jsou uzaviené. Toto plyne
piimo z definice, protoze A = A* a A* je uzavieny.

Samosdruzené operatory jsou z pohledu kvantové mechaniky mnohem zajimavéjsi
nez operatory symetrické. Ze Stoneovy véty (véta (7)) plyne, Ze pomoci samo-
sdruzenych operatoru je mozné vyjadrit ¢asovy vyvoj systému. Proto je dulezitou
otazkou, kdy je mozné rozsitit symetricky operator A C A* na operator A tak, ze
ACAc A c A~

Je jasné, ze operdator A musi byt uzaviratelny. Pokud by nebyl, musela by podle
véty (2) existovat posloupnost {z, € Dom A}, z, — 0 splaujici Az, — y # 0.
Protoze A C A, musela by existovat stejnd posloupnost i pro operator A. Proto by
ani operdtor A nebyl uzaviratelny, a tedy ani uzavieny. A je ale samosdruzeny a
tedy i uzavreny, coz je spor.

Dilezitym faktem je, ze operdtor A pokud existuje, tak nemusi byt jednoznacné
urcen. Proto ma smysl zavést nasledujici pojem

Definice 8 (V podstaté samosdruzeny operator). Operdtor A € L nazjvdme operdtorem

v podstaté samosdruzenym, pokud operdtor A je samozdrueny.

Ke zjisténi, zda ma dany operator A samosdruzené rozsiteni slouzi pojem index
defektu.



Definice 9 (Indexy defektu). Pro symetricky operdtor A nazgvdme ¢islo ny =
dim Ker(A* + i) kladnyn, respektive zdporngm indezem defektu.

Tato definice mé smysl diky nasledujici véte:

Véta 3. Jestlize je G souvisld komponenta oblasti reqularity operdtoru A € L, potom

je dim Ker(A* — \) konstantni na G.

kde

Definice 10 (Oblast regularity). Necht A je uzavieny operdtor na na H. Oblasti
reqularity nazyvdme mnozinu véech A € C

(A = N)z[[ > (V)] |2]]

pro vSechna x € Dom A

Protoze pro symetricky operator jsou mnoziny Ct = {\ € C,Im(\) > 0} a C~ =
{\ € C,Im(\) < 0} souvislymi komponentami je funkce A — dim Ker(A £ \) na
C* i na C konstantni. Vice informaci 1ze nalézt napt. v [2].

V zavislosti na indexech defektu operatoru A mohou nastat 3 piipady:

1. Oba indexy defektu jsou nulové. V tomto piipadé je operator A v podstaté
samosdruzeny, pokud je navic uzavieny je dokonce samosdruzeny.

2. Indexy defektu jsou ruzné. V tomto piipadé existuje a lze nalézt maximalni sy-
metrické rozsiteni operatoru A, které neni samosdruzené. Pro takovyto operator
neexistuje samosdruzené rozsiteni.

3. Oba indexy defektu jsou stejné a nenulové. V tomto pifpadé existuje a je mozné
nalézt samosdruzené rozsiteni A. Konkrétni postup je v néasledujici véte.

Véta 4 (druhd von Neumannova formule). Necht A je symetrickym rozsivenim A.
Potom ke kaZdému y € Dom ; ezistuje prave jedno y € Dom A a xy € S, tak, Ze

j=y+ I =V) (1)
Ay = Ay +i(I + V) (2)
kde A je uréen trojici objekti S, S a V.V je izometricky operdtor zobrazujici Sy
na S_ a Sy jsou podprostory Ker(A* F i)
Diikaz a vice informaci o hledani samosdruzenych rozsieni lze nalézt v [2].
Piiklad 1. Necht J C R je otevieny interval. Operdtor

d
p——_iL
de (3)

definovany na L*(J) pro funkce v, které spliugji:



1. ¢ € L2(J) N AC(J)
2. ¢ € L2(J).

kde AC(J) znaci viechny absolutné spojité funkce na intervalu J.
Ddle oznacime ACy C AC mnoZinu vsech absolutné spojitych funkci s kompaktnim

nosicem a P = P | ACy, pak-plati P* = P (dikaz viz [2]).
V' zavislosti na tvaru J mohou nastat ndsledugici 3 pripady:

J =R V tomto pripadé je operdtor P dokonce samosdruzeny. Plati totiz

+oo

(0.P0) = | ~ib(a)of(a)dn = per partes] = (1)

_ pdc. i W@e@de i) = (Ph.o)  (5)
——— —00

=0 pro ¢ € L*(R)

pro kazdé ¢, € Dom P. Protoze P C P plat{ P* C P* = P, takie P = P*.
Ke stejnému vijsledku lze dojit i pomoct indext defektu. Hledejme dim Ker(P £
i), tzn. TeSime

Pptip= 0 cozlze prepsat jako (6)
—¢'£¢= 0 (7)

Tato rovnice md teseni ¢ = ce™ kde ¢ € C. ProtoZe funkce e ¢ Lz, je
Ker(P £1i) = 0 a dimKer(P £ i) = 0. Z tohoto plyne, Ze operdtor P je v
podstate samosdruzeny).

J = (a,+00) V tomto pripadé je podstatné to, zZe jeden konec intervalu je singuldrni
(+00) a druhy requldrni. Podobnd situace by nastala i pro J = (—o0, a)
Nyni ale operdtor P neni samosdruzeny a ani symetricky. Pokud bychom
postupovali podobné jako v minulém pripadé, vujde ndm v(5) ifhd|>. Tato
zdvorka pro funkce v € Dom P neni obecné rovna nule, a proto operdtor P
nent symetricky.
Pokud se pokusime vysSetrit rozsireni operdtoru P pomoct indexi defektu, vy-
jdou ndm stejnd tesent rovnice (7).
Na intervalu (0, +00) ale 7eSeni ¢ = ce™™ patri do Dom P. Indexy defektu jsou
proto (0, 1). Proto operdtor P nemd #ddné samosdruzené rozsiren.

J = (a,b) V tomto pripadé dojdeme stejngm postupem jako v minulém pripadé k
zaveéru, Ze operdtor P neni symetricky.
Pri vySetrovdni indexi defektu ale dojdeme k zdvéru, Ze obé reseni (7) ce™ a
ce® patii do Dom P. Indexy defektu jsou proto rovny (1, 1) a operdtor P md
samosdruzené rozsirent.
Podle véty (4) lze jeho rozsireni nalézt pomoct izometrického operdtoru V' zob-
razujiciho Ker (P — i) = span {e*~*} na Ker (P + i) = span {e""}.

Protoze se jednd o prostory dimenze 1, bude operdtor V' definovdn jako Ve* % =



pe* = kde € C, |u| =1 je parametrem definugicim toto symetrické rozsirent.
Operdtor P lze podle véty (4) rozsiFit na operdtor P(u), jehoZ akci na vektor
=¢+ a(e?® — pe*°), ¢ € Dom P lze vyjddrit takto:

~ . d
Py = Po +ia(e"™" + pe™™) = —i¢/ +ia— (=" + pe” ") = ~iy)

Dom 15(,u) lze popsat i podle okrajovych podminek, tzn.
()= o) +e " —pe Tt =e"t —p
U(@) = ola) + e — perd =1 — preo?
protoze plati ¢p(a) = ¢(b) = 0.
Okrajové podminky lze tedy zapsat 1p(b) = ~v(u)(a), kde y(pn) = s

1—pea—b

2.1 Funkéni kalkulus
Definice 11 (Projekéni mira). Zobrazeni E(.) : B" — L spliugici:

1. pro M C R™ je E(M) projektor
2. BRY) = I

3. pro nejvyse spocetny disjunktni systém mnozin M, C R™ plati
E(JM,) =) E,

a pro nekonecny systém plati rovnost v silné operatorové limaité

kde B™ je systém vsech borelovskych mnozin na R™

Definice 12 (Rozklad jednicky). Neklesajici zobrazeni Ey : B — L mnoziny projek-
toru spliugici:

1. spojitost zprava
S—hmt*)u Et = Eu

s-lim; . oo =0 a slimy oo =1
kde s-lim vyjadruje silnou limitu v operdtorové topologii, se nazyvad rozklad jednicky.

Podobné jako v teorii miry je mozné na zakladé téchto definic zavést pojem integralu

znaceného
—+o0

f)dE,
kde E; je rozklad jednicky a f(t) je E4s.v. definovana funkce.
Samosdruzené operatory jsou vyznamné diky tomu, ze generuji rozklad jednicky a
plati pro né nasledujici véta:



Véta 5 (Spektrélni rozklad pro samosdruzené operétory). Ke kaZdému samosdruZenému
operdtoru A na Hilbertové prostoru H existuje prdvé jedna projektorovd mira E4(.)

na R spliugici rovnost
+o0
A= / tdEA

Na zakladé této véty ma smysl definovat funkci samosdruzeného operatoru

o ®)

—0o0

Piiklad 2. Casto se objevuje exponenciela samosdruzeného operdtoru

e = exp(A) = /+OO e(t)dE

— 00

Diky vété o spektralnim rozkladu lze definovat spektrum samosdruzeného operatoru.

Véta 6. Necht A je samosdruZensj operdtor na separabilnim Hilbertové prostoru H.
Pak H lze jednoznacné rozloZit do ortogondlniho souctu podprostori

H=Ha +Hse +H,p

kde Hae, Hse, @ Hp jsou tnvariantni vict A a vsem funkcim operdatoru A. Tyto
prostory maji ndsledujici vlastnosti:

e pokud f € Hae, pak mira d(Eyf, f) na R je absolutné spojitd na R vzhledem k
Lebesqueoveé mire

o pokud f € Hg., pak mira d(E\f, f) na R je cisté singuldrni mira vzhledem k
Lebesqueoveé mire

o pokud f € H,, pak mira d(E\f, f) na R je ¢isté bodovd mira

Definice 13 (Spektrum operatoru). Spektrum operdtoru A na prostoru

o H,. se nazyvd absolutné spojité
o H.. se nazyvd singuldrni

e H,. se nazyvd bodové

Ptesnéjsi odvozeni je mozné nalézt v [1], [2] nebo [3].



2.2 Stoneova véta

Definice 14 (Spojitda jednoparametrickd grupa unitarnich operatoru). MnoZina
{U(s) : s € R} zobrazeni na Hilbertové prostoru Ha, pro kterou funkce t — U(t) je
silné spojitda v operdatorové topologii a splniuje pro vSechna s,t € R

U(s +1t) = U(s)U(t)

se nazyvd silné spojitou grupou unitdrnich operdtorii.
Mezi dulezité vlastnosti této grupy patii

1. U(0) =1

2. grupa je komutativni, tj. U(s)U(t) = U(t)U(s)

Nésledujici véta dava konkrétni postup pro vytvoreni unitarni grupy

Véta 7. Necht A je samosdruzeny operdtor na Hilbertové prostoru H a U, =
exp(itA). Potom Uy je silné spojitd unitarni grupa operdtori a derivace

d o (USf—f
% (Utf) |t:0 = Pm <7t )

—0
existuje pravé tehdy, kdyz f € Dom A. V tom pripadé se rovnd iAf

Véta 8 (Stoneova véta). Ke kazdé silné spojité unitdrnid grupé {U(s)|s € R} existuje
pravé jeden samosdruzeny operdtor A takovy, Ze

U(s) = exp(isA)

pro véechna S € R

Z tohoto plyne zZe existuje bijekce mezi samosdruzenymi operatory silné spojitymi
unitarnimi grupami na daném Hilbertové prostoru H.

3 Rozptyl pro potencialy konstantni v case

3.1 Zobecnéné vlastni funkce

Definice 15 (Zobecnénd vlastni funkce). Funkci v nazveme vlastni funkci samo-
sdruzeného operdtoru A prislusejici vlastni hodnoté \, pokud pro kaZdou funkci

¢ € Dom A plati (¢, Ay) = Mo, ¢)

Vyhodou této definice je to, ze funkce ) nemusi byt v Dom A.

8



Definice 16 (Hilbert-Schmidtovy operdtory). Omezeny linedrni operdtor K defino-
vany) na Hilbertové prostoru H se nazyvd Hilbert-Schmidtiv, pokud pro ortonormdlni
bdzi {e;} prostoru H plati, Ze suma Y - ||Ke;|| < 0o. Pro takovéto operdtory defi-
nujeme Hilbert-Schmidtovu normu operdtoru K jako

K15 =) l1Keil |
i=1

Lze dokazat, ze Hilbert-Schmidtova norma nezavisi na volbé baze, a je proto dobte
definovéana.
Nasledujici véta vyjadiuje dulezitou vlastnost Hilbert-Schmidtovych operatoru.

Véta 9. Operdtor K na prostoru L*(M, du) je Hilbert-Schmidtiv pravé tehdy, kdyz
existuje funkce K(my, my) € L*(M x M, du x du) takovd, Ze plati

Ka(mg,my) = / K(ma, my)a(my)du
M
kde funkce KC(mgq, my) je skoro vsude jednoznacné definovand.

Necht H je Hilbertuv prostor. Necht #H, je Banachuv prostor s normou ||.||+ a
J : Hy — H je spojité vnoteni H, do H.

Definujme H_ jako prostor vsech spojitych antilinearnich funkcionali na prostoru
H.

Hodnotu funkciondlu h_ € H_ na vektor hy € H, budeme znacit (hy, h_).

Na prostoru H_ zavedeme séitani a nasobeni jako

pro K h" e H_ah, € H,.

Déle zavedeme linedrni zobrazeni j* : H — H_ jako

(h+7j*h2) = (]h-f—vh) = (h-f-vh)

pro kazdé h_ € H_ a hy € H,.
Pokud H, je husty v H, je Ker j* = 0 a j* je vnofeni. Dale budeme predpokladat,

ze Hy je husty v H. Na H_ definujeme normu ||.||~ jako
lh-|l- = sup |(hy,h)|
[Ih+]l+=1

V této normé je j* spojity linedrni operator.
Timto zpusobem vznikly tfi prostory

H, CHCH- 9)

kde H. je Banachuv prostor husty v C H. Pro kazdy vektor h_ € ‘H C H_ vyjadieni
(h_,hy) tedy nevyjadiuje jen hodnotu funciondlu h_ na vektor h,, ale i skaldrni
soucin na prostoru H.



Definice 17 (Gelfanduv triplet). Takto definované trojici prostori tikame Gel-
fanduv triplet H.

Zajimavou vlastnosti Gelfandova tripletu je, ze pokud je na prostoru H, definovan
skalarni soucin, je mozné ho dodefinovat i na H_

Dulezitymi typy Gelfandova tripletu jsou ty, vytvorené pomoci spojitého linearniho
operatoru K na prostoru H, ktery je prosty a mé husty obraz v ‘H (takze plati
Ker K = Ker K* = 0). Pak definujeme H, = KH se skaldarnim sou¢inem (Kh, Kh), =
(h, h). Konstrukei prostoru H_ popisuje nésledujici véta.

Véta 10. Necht Gelfandiv triplet (9) je vytvoren pomoci operdtoru K. Pak H_ lze
vytvorit z H ziplnénim vzhledem k normé

(hl, hg), == (K*hl, K*hg)
kde hi,ho € H a K* je sdruZeny operdator k K v H.

Definice 18 (Hilbert-Schmidtuv Gelfanduv triplet'). Gelfandiiv triplet (9) nazgvdme
Hilbert-Schmidtuv Gelfanduv triplet, pokud byl vytvoren pomoci Hilbert-Schmidtova
operdtoru K na H.

Definice 19 (Uplny systém zobecnénych vlastnich funkei). Vektorovou funkci ®
nazveme uplnym systémem zobecnénych vlastnich funkci operdtoru A, pokud splnuje:

1. Pro libovolné hy € H, funkce m — (hy, ®(m)) patri do L*(M,du) prom € M
2. Zobrazeni hy v (hy, ®(.)) lze roz§iFit na unitdrni operdtor U : H — L*(M, dp)
3. Ezistuje méritelnd redlnd funkce a = a(m) skoro vsude konecnd na M takovd,
e A=UtaU. a je operdtor ndsobeni funkci a na prostoru L*(M, du)
Postacujici podminky pro existenci systému zobecnénych funkci operatoru A nam
poskytnou nasledujici véty:

Véta 11. Pro dany Hilbert-Schmidtiv Gelfandiv triplet (9) prostoru H a samo-
sdruzeny operdtor A na H existuje v (9) uplny ortonormdlni systém zobecnénich
vlastnich funkci operdtoru A.

Pro linedrni diferencidlni operdtory na otevieném intervalu (a, f) C R s koeficienty
tiidy C*°, tzn. ve tvaru

d™u d™
Lu(zx) = aO(x)dx—m + al(:c)m + -4 ap(z)u (10)

kde a; € C>*((«, 8)) a ag # 0 pro = € («, ) plati néasledujici véta

ltento termin pochédzi z anglického ”Hilbert-Schmidt rigging”. V ceské literatufe se termin
"rigging” nejcastéji prekldda jako ”Gelfanduv triplet”a proto byl tento pieklad pouzit i v této
préci. V koneéném dusledku to vede k tomuto nepéknému slozenému nézvu. Alternativni preklady
vyrazu "rigging” by mohly byt ”oblozeni” nebo ” vybaveni”
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Véta 12. Nechl samosdruZeny operdtor A na L*((«, B)) je rozsitenim (z C3°) di-
ferencidlniho operdtoru L ve tvaru (10). Pak existuje Hilbert-Schmidtuv Gelfandiv
triplet prostoru L*((a, 8)) takovy. Ze:

1. C CcHY C L*((o,B) CH CD

2. zobecnéné vlastni funkce operdtoru A z uplného ortonormdlniho systému z véty
(11) lze povazovat za funkce z prostoru C§° a za vlastni funkce L v bézném
smyslu.

¢ zde zna¢i mnozinu vsech funkef tiidy C*° s kompaktnim nosicem a mnozina D’
je prostor distribuci (zobecnénych funkef).
Tato véta tedy tvrdi, ze pro operatory tvaru (10) lze nalézt ortonormélni systém
zobecnénych funkei.
Dukazy téchto vét a dalsi tvrzeni o hleddni zobecnénych funkei lze nalézt v [1]. O
prostoru D’ a préci se zobecnénymi funkcemi lze nalézt vice v [6].

3.2 Teorie rozptylu

Nyn{ se budeme pohybovat pouze na prostoru L*(R, dz), i kdyZ vétsina definic i vét
plati analogicky i na L*(R").

Definice 20 (Hamiltonian). Hamiltonidnem nazveme operdtor H na Hilbertové pro-
storu L*(R™) ve tvaru

H=Hy+V (11)
kde P
Hy = 12

je volny hamiltonidn a V. = v(x) je operdtor ndsobeni redlnou funkci v(z). Dom A
je Cg°

Tato definice bude vyuzivana v této praci pro zjednoduseni. Pojem hamiltonian je
ale normélné pouzivan pro mnohem §irsi tiidu operatoru. Vice viz napiiklad [2].

V tomto piipadé je Hamiltonian ¢asové nezavisly. Hamiltonidn vyjadiuje celkovou
energii systému. Volny hamiltonidn H, odpovida energii volné ¢astice a operator V'
odpovida potencidlu.

Je velmi uzitecné zjistit, za jakych podminek je operator H v podstaté samo-
sdruzeny, tzn. ma samosdruzené rozsiteni. K tomu je uzitecna nésledujici véta,
davajici postacujici podminku pro podstatnou samosdruzenost.

Véta 13 (Searsova). Necht funkce v spliiuje

v(x) = —q(x)

11



proVz € R, kde q je kladnd sudd spojitd funkce na R neklesagici pro x > 0 a splnugici
/+oo dx N
= 400
o \/q(27)

Potom H je v podstaté samosdruzZeny.

Tato podminka je spliena pro nasledujici t¥idu operdtort.

Definice 21 (Zdola omezeny operator). Symetricky operdtor A na Hilbertové pro-
storu mathcal H nazveme zdola omezeny, pokud

(x,Ax) > ¢ > —00
pro Ve € Dom A, ||z|| =1, kde c € R
Definice 22 (Propagator). MnozZinu unitarnich operdtoru {U(t,s) : s,t € B} na
Hilbertové prostoru H nazveme propagatorem, pokud splnuje
1. U(t,s)U(s,r) = U(t,r) pro vSechna r,s,t € R
2. zobrazeni (s,t) — Ul(s,t) je silné spojité

Propagator slouzi k vyjadieni ¢asového vyvoje systému. Proto se také casto nazyva
evolucni operator. Pokud je systém v ¢ase s ve stavu 9 (s), v Case t bude ve stavu

P(t) = U(t, s)ip(s).

Pro konzervativni systémy plati U(s + 7,t + 7) = U(s, t) pro Vr,s, 7 € R. M4 proto
smysl definovat U(t) = U(t + 7,7). Toto je jednoparametrickd grupa unitarnich
operétoru a propagator lze podle Stoneovy véty (véta (7)) vyjadrit jako:

U(t) = et

Definice 23 (VInové operétory). Vinové operdtory Qi (H, Hy) s DomQy =9y € H
pro které existuje vektor 1 € Hsplnujici

lim [|U()y+ — Up(t)¥[| =0

t—=+o0
kde Uy = e~ *Hot jsou definovdny jako

Qr = s-limy_, 100 U (1)U (t) = s-limy_s o0 e teHo? (13)

Rikdme, ze vlnové operdtory existuji pokud Dom Q_ = Dom ), = H. Pokud plat{
Ran ), = Ran()_, fikdme ze vlnové operatory jsou uplné.

Postacujici podminku pro existenci a tplnost vinovych operatoru dava nasledujici
véta:

Véta 14. Vinové operdtory pro operdtory Hy ve tvaru (12) a H ve tvaru (11) a
operator V' splnuje podminku

o(@)] < CA+]a))7 (14)

kde C € (R) a e > 0.
Potom vlnové operdatory existuji a jsou uplné.
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Pro préaci s vinovymi operatory je uzitecné nasledujici tvrzeni

Véta 15 (Retézové pravidlo). Necht H, Hy a Hy jsou samosdruzené operdtory a
predpoklddejme, Ze existuji vinové operdtory Q4 (Hy, Hy a Qi (H), Hy. Potom existugi
i vinové operdtory Qu(H, Hy) a plati

OL(H, Hy) = Qy(H, H)Qx(Hy, Hy) (15)
Definice 24 (Operator rozptylu). Operdtor
S=0"0"
s DomS = {¢y_ € DomQ_|Q_v¢_ C Ran ).} nazgvdme oprdtorem rozptylu.

7 tyzikalniho pohledu funguje vinovy operator tak, ze vezmou stav systému ¢_ €
Dom)_ v case ty, uvazuje ji jako volnou, presune ji do minilosti do ¢asu t — —oo
(pomoci propagatoru odpovidajictho volnému systému e~#0t a piesune ji zpét do
¢asu to pii interakci s polem (tzn. pomoci propagatoru (e *#)x). Vinovy operator
2, funguje analogicky, ale pfesouva ¢astici do budoucnosti do ¢asu t — +00.
Operator rozptylu S provede obé akce najednou, a tedy srovnava casovy vyvoj
castice v poli s casovym vyvojem volné ¢astice.

3.3 Stacionarni teorie rozptylu

Z pohledu stacionarni teorie rozptylu jde o feSeni nasledujici tlohy:
Hy =k (16)

kde k € R. Z fyzikdlniho pohledu k vyjadiuje energie systému.

Podle nasledujici véty ma tato rovnice 2 linedrné nezavisla feseni y; a ys. Obecné
neplati y1,y, € L?, ale jedna se o zobecnéné vlastni funkce.

Pokud mé funkce v urcujici operdtor V' kompaktni nosi¢, pak je vidét, ze feSeni y
spliuje lim, 400 y = ae™*® + be=** q,b € C.

Pokud totiz v(x) = 0, rovnice (16) se zjednodusi na

kterda ma reseni ve vyse zminéném tvaru.
Pro funkce v jdouci v nekoneénu dostatecné rychle k nule maji feSeni v nekonecnu
podobny tvar. Plati totiz nasledujici véta

Véta 16. Pokud funkce v(z) spliuje
400
/ lv(z)|dx < 400 (17)

e}

a k # 0 je pevné. Potom rovnice (16) md resSeni yy,ys spliujici

yi(z, k) = ™ (1 + g(z, k)
yQ(xa k) = e (1 + g(l‘, k))

kde g(z, k) spliuje lim,_, o g(x, k) = 0.
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Nésledujici véta ddva o néco presnéjsi odhad a dokazuje (pii splnéni trochu silnéjsich
podminek) i existenci feseni pro k = 0

Véta 17. Pokud funkce v(x) spliiuje (17) a Imk > 0 pak pro k # 0 teseni y; z véty
(16) rovnice (16) spliuje
r)=¢e
(@) (1+ B

kdelim, . g(z, k) = 0 steynomérné vzhledem ke k. Pokud funkce navic v(zx) splniuje

400
/ z|v(z)|dr < 400 (18)

pak pro k = 0 existuje na intervalu (0, +00) jednoznacéné reseni rovnice (16) ve tvaru

(25

kde lim,_, 1o g(x, k) = 0 stejnomérné vzhledem ke k.

Z této veéty také plyne, ze Feseni rovnice (16) pro hamiltonidn H se s rostouci energii
k? v nekoneénu bliz{ feSeni odpovidajicimu volnému hamiltonidnu H.
Analogické tvrzeni plati na intervalu i pro y,. Celkové tedy plati:

| k)
k) = ik 1 g(l‘,
o= (14 800

h(z, k)
1+ |k?|)

ya(, k) = = (1 +

kde lim, 1 g(z,k) = 0 a lim,_,_ h(x, k) = 0 stejnomérné vzhledem ke k.
Pro nenulové £k € R 1ze tedy vytvorit dva fundamentalni systémy feseni s bazemi

{y1(z, k), ya(x, =k)} a {ya(z, k), ya (2, —F)}

Protoze oba systémy generuji stejnou mnozinu feseni, musi byt mozné vyjadrit vek-
tory jednoho z nich jako linearni kombinaci vektoru druhého. Tzn. plati:

ya(y, k) = a(k)yi(x, —k) + b(k)y (x, k) (19)

a protoze yi(z, k) = y1(x, —k) a yo(z, —k) = ya(x, k) plati po komplexnim sdruzeni
i

y2<y7 _k> = b( )y1<l’, _k) + a’( )y1<x7 k) (2())

pokud zavedeme matici prechodu
k) bk
Ck) = (@ Q) (21)

a sloupcové vektory

i) = (00 v = (204))



1ze vyjadiit rovnosti (19) a (20) maticové jako
Ya(z, k) = C(k)Ya(x, k)
Dilezitym faktem je, ze matice C' je unitarni a plati
det(C) =1 = |a(k)[* — [b(k)|*

Vyse zminéné systému tvoii uplny ortonormalni systém zobecnenych funkci operatoru
H.

Oznac¢me {t;(x)} vlastn{ funkce s normou v prostoru L*(R) rovnou 1. Jako Mj s
mirou do ozna¢ime prostor slozeny z dvou kopif R} = {k|k > 0}, které oznacime
'R a "R a konetnou mnozinu boda {k;}. Mira do(k) je rovna Lebesgueové mife
dk na kazdé kopii R, a ¢ funkci v bodech k.

Toto v zésadé vyjadiuje zobrazeni pomoci Fourierovy transformace z prostoru L?(R, dx)
do prostoru L?(RR, d5). Na tomto prostoru je operator H reprezentovan jako operdtor
nasobeni funkci ¢ a ma dvojité spektrum. Tento prostor je proto rozdélen na dva
prostory 'R} a "R} a na kazdém z nich md jednoduché spektrum.

Déle definujme pro k € M, dva systémy funkci

(V2ra(k))ya(z, k), k€ Ry

ot =< (V2malk))tyi (2, k), k"R
(), ke k,
(V2ra(k))y(z,—k), ke RS

O™ =< (V2ma(k)) tya(z, k), k€e"R)
(), k €k,

Pak plati:

Véta 18. Systémy funkci @t (z, k) a @~ (x, k) jsou ortnonormdlni systémy zobecnényjch
vlastnich funkci operdtoru H. Zobrazeni funkce f(x) — g*(x) definované:

fe) = [ @*(x, k)g*(k)do(k)

g (k)= [ f(2)0*(z, k)dx

je unitdrni isomorfismus prostoru L*(R) na L*(My, do(k)).

Podobné 1ze nalézt spektralni reprezentaci operatoru Hy na prostorech L?(R™) @ L*(R™)
a funkce v tomto prostoru reprezentovat jako dvojici (¢1, ¢2)., kde ¢; € L*(R™). Od-
povidajici zobecnéné vlastni funkce

pro k > 0.
Vztah mezi témito dvéma systémy ukazuje nasledujici véta:
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Véta 19. Pokud v(zx) spliuje podminku (18) Hy a H jsou vinové operdtory Qi
definovany jako
Q:I:Z]:‘t(xa k) = ?/]i(xa k)

prok >0, j=12.

Rozptyl lze poté reprezentovat pomoci matice rozptylu

= (5 26)

pro k > 0.
Pak lze vyjadrit rozptyl jako

s (1)

Z tyzikalniho pohledu toto znamend, ze z x — —oo leti ¢astice e**, interaguje s
potencidlem a st v podobé Te*® projde a ¢ast se odrazi zpét jako Re~#*,

T se nazyva keoficient pruchodu a R se nazyva koeficient odrazu. Jejich kvadraty
|T'|?, respektive |R|? poté odpovidaji pravdépodobnostem priichodu, respektive od-
razu ¢éstice. Plat{ také ze |R|? + |T]? = 1.

ikx

Priklad 3. Uvazujme Hamiltonidin H = Hy+ax(x) kde x je charakteristickd funkce
intervalu (—1,1). Resent rozptylu pak vede na hleddni resent funkce (16).
Ta md tvar

—dd—;gb = k*¢ pro v € R\(—1,1) (22)
_dd—; = (k* —a)¢ prox € (—1,1) (23)
(24)

pro k > 0.
Pro o < k? hleddme tesent rovnice ve tvaru

yi(z, k) = ™ + Re™™ pro x — —oc0
Yo (2, k) = Te™*™ pro x — —o0

snadno lze nahlédnout Ze se jednd o reSent rovnice (23).
rovnice (24) md tesent ve tvaru

y3<x k) = ¢ e\/ am+c e —ivk2—azx

protoZe Teseni na celém intervalu musi byt spojité véetné proni derivace, musi jed-
notliva reseni splnovat nasledujict hranic¢ni podminky:

yi(—1,k) = y3(—1,k)
yi(=1, k) = y3(=1, k)
ya(1, k) —ys(l k)
y2(1,k) ?/3(1 k)

16



ik ivVk2—a _ b

7 toho ziskdme soustavu rovnic, ve které oznacime e = a, €
a+ Ra = c1b + b
ika —ikRa = c1ivk? —a b— cyivVk2 — ab
Ta = c1b + eob

ikTa = c1ivk? —ab—cyivk2—a b

resenimai rovnice jSou
T 4kavk? — «
a(20°k2 + 20 kVEZ — a — b o — 2k2b2 + 2kb2 VAT — @ + n2a)
. aa(d — b?)
a(20°k2 + 26 kVEZ — a — b o — 2k2b2 + 2kb2 VAT — @ + n2a)

Vztah mezi operdtorem rozptylu a matici rozptylu je takovy, ze operator rozptylu
je mozné zapsat jako direktni integrdl piez prostory L?('R) a L*("R).
Dukazy vét a dalsi informace o teorii rozptylu lze nalézt v [1] nebo [2].

3.4 Rozptyl pro § potencial

0 potencidl je vyznamny, protoze umoznuje vyjadiit bodovou interakci v bodé y.
Matematicky ho lze zavézt jako samosdruzené rozsifeni operdtoru H s Dom H =
{p € C°(R|Yp(y) = 0}. Tento prostor je husty v L?*(R) a proto md smysl hledat
sdruzeny operator.

Sdruzeny operator H* ma definiéni obor Dom H* = W22(R\{0}) N W>!(R)) kde

WHhI(M) = {1] Zf:o ||@Z)(l)||§ < 400} znaéi Soboleviiv prostor. ¥ zde znaci i-tou
derivaci, kterd je definovdna skoro vsude a |[.|[; znaci normu na prostoru L7 (M).

Operator H ma indexy defektu (1,1). Rovnice
. d? )
H¢ = @1/1 = +ig

m4 pro znaménko + feseni ¢ = e*-1*=¥l kde 0. = cos (%) + 7sin (%) Toto teseni
nespliiuje rovnici bodové (nemé derivaci v bodé z = y). Spliuje ji ale ve smyslu

(Ho,v) = (¢, H*)
pro vsechna ¢ € Dom H.

Do Dom H* (a do L*(R) patfi pouze feSeni 1), = e 7+l

Podobné ¢ = e~-1#=¥l fesf rovnici pro znaménko —.

Podle véty (4) muzeme najit samosdruzens rozsiteni operatoru H.

Podobné jako v piikladé (1) definujeme akci operatoru V,, : S +— S_ jako Vi, =
pp_, kde p je komplexni jednotka.
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Akce samozsdruzeného rozsiteni H (1) generované timto operatorem na vektor 1) =
¢+ c(l—p)vs je

H(u)w = Hé + icle=o+#¥ 4 ye—o-1o=vl)

Definién{ obor operatoru H (1) muzeme zapsat pomoci okrajovych podminek. Pokud
nadefinujeme ¥ (y+) = lim. o ¥ (y + €)
Pak pro rozdil derivaci v bodé y plati

(6 + s + ) (y+) — (& + et + cppp_)(y-) =
= o (ys) —¢'(y-)) +el=op —po) —cloy +po_) =
=0 protoZevqﬁ je spojita 2 x aiv: 1+

N . 1—u1+ﬁ>
=——c(l+pu+1—1p)=* =—cl+pu)*x|(1+i%x —-——) =
(bt s ot = et (1400 0

=0 =2iSu
l—p*xp+p—n Sp
= —c(1 1414 =c(1 —1 =
c(T+p) | 14+idx* T c( +,u)( +1+§RM)

= a(p(y) + ey (y) + cu_(y))

kde Qpu zna¢i imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla g, Ry znaci redlnou c¢ast kom-

plexniho ¢isla i a
C\4

SH
a=—1+
1+ Ru
pokud komplexni jednotku p piepiseme jako pu = e dostaneme
sin(6)
S T A
“ 1 + cos(6)

pro 6 € (—m, ). Plati

lim a = +00
0—+m

Proto ma smysl nasledujici definice:

Definice 25 (J potencidl).

d2
dz?

Dom —A,, = {¢ € H*'(R) N H**(R\y)|g'(y+) — ' (y-) = a(y)} a € R (26)

se nazyvd & potencidl v bodé y a silou «.

—Apy =— (25)

[ kdyz nemd § potenciél tvar (11), 1ze ho v jednorozmérném piipadé aproximovat
potencidly ktery tento tvar maji

H., = Hy+ Me)e 2V (%y) (27)

kde V' je operator nasobeni funkci v(x), y € R a ¢ > 0. Plat{ totiz nésledujici véta:
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Véta 20 (Aproximace d potencidlu). Necht v(z) € L'(R) je redind funkce a y € R
a k* je prokem rezolventni mnoZiny operdtoru A,,. Pak pro e — 0 je k* prokem
rezolveni mnoziny operdtoru H., a operdtor H., konverguje k A, v ndsledujicim

smyslu
n-lim. o(H., — k%) = (=An, — K*) 7!

kde .
o= X(O)/_ v(z)dx (28)

[e.9]

Navic plati Ze matice rozptylu operdtoru H., konverguje pro € — 0 k matici rozptylu
operdtoru —A, .

Dukazy vét a dalsi informace o ¢ potencidlu lze nalézt v [5].

4 Rozptyl pro casové proménlivé perio-
dické potencialy

Uvazujme Hamiltonian

H(wt) = Hy+ V(wt) (29)

kde operdtor V (wt) je operator ndsobeni funkei v(z,wt).
Analogicky jako v minulé kapitole ozna¢ime propagator jako U, (t, ) a odpovidajici
vlnové operatory

Qi (w, to) = s-limy_so0 US(t + to, to)e 0!
a operator rozptylu
S(w, to) = U (w, 1) (w, to)

Oproti puvodni definici je zde dulezita zavislost na poc¢atecnim okamziku . Nyni pro
jednodussi zépis budeme predpokladat, ze to = 0 a zavislost operatoru na ty nebude
explicitné vyjadiena. Napiiklad S(w, ) oznacime jako S(w). Toto zjednoduseni si
lze dovolit, protoze vysledky nasledujici kapitoly nezavisi na poc¢atecnim okamziku.

vvvvvv

Pokud se ale omezime na casové promeénlivé potenciadly pro které plati
v(z,t + 1) =v(x,t)

pro Vz,t € R.
Pro odpovidajici propagator pak plati

Uw(t + T, to + T) = Uw(t,to)

a analogicky i pro vlnové operatory a operator rozptylu.
Pokud navic plati )
o(z, 1) < b((1 + [2]*)2) ™" v > 1 (30)
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plati analogie véty (14) a vlnové operatory existuji a jsou aplné.
b € R je konstanta nezavisla na case t.
Casové promeénlivy ¢ potencidl 1ze zavézt jako

Aay(t) = Dagryy (31)

Toto znamend ze ¢asova zavislost je vyjadiena pouze zménou okrajové podminky.

4.1 Vysokofrekvenc¢ni limita

Nyni se podivejme na chovani operdtoru rozptylu pro w — 400. V této ¢asti budeme
pro zjednoduseni predpoklddat, ze operator V' (t) ma misto obecné periody 7 periodu
27, tzn. V(t) = V(t + 27).

Jeho Fourieruv rozvoj muzeme vyjadrit jako

+oo
V()= Ve (32)
kde operator V,, je operator nasobeni

on(z) = 2i / " (e, et (33)

T —T

Daéle budeme predpokladat, ze funkce v(x, t) uréujici potencial V' (¢) spliiuje nasledujici
podminky:

1. v(z,t) je dvakrat spojité diferencovatelnd vzhledem k ¢ a ¢asové derivace
splnuji (30)

2. prumérny potenciél vg(x) definuje ¢asové nezavisly systém (H, Hy), H = Hy+
Vo s iplnymi vlnovymi operatory a operatorem rozptylu S s vlastnosti

V(T +22) e _yls < e(1 + [¢])7 (34)

pro ¥ € D, kde D je husty podprostor H funkci v jejichz Fourierova transfor-
mace je nekonecnékrat diferencovatelna.

3. v(x,t) je n-krat diferencovatelny vzhledem k z a parcidlni derivace 0"v(x,t)

a 0,07v(z, t) splnuji podminku (30) pro m € {1,2,...,n}, kde n > 1.

Z podminky (1) diky per partes plyne, Ze |v,(z)] < -G(1 + 1z|2)2 z toho plyne, ze
(32) konverguje v normé.
Nyni lze zapsat Hamiltoniany systému jako
H(wt) = H + V(wt)
H = Hy + Vo
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kde
V) =V(t) = Vo= > Vie™

n#0
Z podminky (2) 1ze odvodit (viz [4]) existenci vinového operatoru na systému (H (wt), H).
Proto lze pouzit tetézova pravidlo na systémy (H(wt), H) a (H, Hy) a vyjadiit roz-
ptylovy operator S(w) jako

~S(w) =" S(w)Q- (35)
$(w) = 25 (W) (w) (36)
kde
Qp = lim e iHot
t—+oo

Qi (w) = tiiinoo U, (t,0)eHot

Véta 21. Necht plati podminky (1) - (3) pron > 2. Pak
s-limg, 100 S(w) = 8 (37)

kde S = Q1 Q— je operdtor rozptylu odpovidajici statickému potencidlu Vy.

Diikaz této véty a a vétu platnou pro nizkofrekvenéni limitu lze nalézt v [4].

Tuto vétu bohuzel nelze aplikovat na 0 potencidl ve tvaru (31), protoze nemd
pozadovany tvar Hamiltonidnu H. Je ale mozné ji pouzit na jeho aproximace (28).
Otevienou otazkou ale zustava, zda je mozné tyto aproximace vyuzit v limité k
popsani casové zavislého ¢ potencidlu pomoci “prumérného ¢ potecidlu”, tzn. po-
moci okrajovych podminek.

5 Zaver

V této praci jsem se zabyval moznosti aplikace vysledku prace [4] na d potencidly.
Tato prace shrnuje pojmy nutné k feseni ulohy rozptylu a jak klasickou metodou,
tak metodou stacionarni faze. Zavadi také § potencial a ukazuje moznost zachazeni
s periodickymi casové zavislymi potencidly.

Piimé aproximace vysokofrekvencni limity prumérnym potencidlem ma ale bohuzel
predpoklady, které ¢ potencial nesplnuje.  potencial ale 1ze aproximovat hladkymi
funkcemi, které tyto podminky spliuji. Otazkou proto zustava, zda je mozné vyuzit i
této aproximace § potencialu k alternativnimu dukazu vysokofrekven¢ni aproximace.
Timto se pravdépodobné bude zabyvat moje dalsi prace.
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