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Kvantový rozptyl pro časově závislé systémy
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1 Úvod

Tato práce se zabývá možnostmi řešeńı rozptylu časově závislého δ potenciálu na
prostorech dimenze 1.
δ potenciál je zaj́ımavý proto, že umožňuje vyjádřit bodovou interakci v systému a
přitom je analyticky řešitelný. Je proto velmi užitečný nejen z výukových d̊uvod̊u a
le i v reálných výpočtech, např́ıklad pro atom vod́ıku. Problematice bodové inter-
akce se věnuje monografie [5].
Časová závislost tento dobře relativně dobře zdokumentovaný př́ıpad komplikuje
a zat́ım neexistuje jednoduchý a obecný zp̊usob pro práci s takovýmito systémy.
Tato práce vycháźı z práce [4], která ukazuje možnosti řešeńı systémů s periodickým
vývojem v adiabatické limitě (tzn. pro velmi vysoké nebo malé frekvence).
Ćılem této práce je zmapovat možné př́ıstupy k této problematice.
V druhé kapitole jsou zavedeny základńı pojmy z teorie samosdružených operátor̊u
a obecně hledáńım samosdružených rozš́ı̌reńı symetrických operátor̊u. Tento proces
je ilustrován na př́ıkladu operátoru hybnosti.
Třet́ı kapitola se věnuje základ̊um funkčńıho kalkulu pro samosdružené operátory. Je
zde uvedena věta o spektrálńım rozkladu a Stoneova věta, které umožňuj́ı vyjádřeńı
časového vývoje kvantového systému.
Čtvrtá kapitola se věnuje teorii rozptylu pro časově nezávislé systémy. Je zde zave-
den pojem zobecněných vlastńıch funkćı a uvedeno několik vět týkaj́ıćıch se jejich
existence (zvláště pro lineárńı diferenciálńı operátory). Jsou zde zavedeny základńı
pojmy teorie rozptylu a ukázána metoda stacionárńı fáze umožňuj́ıćı v dimenzi 1
jednodušš́ı řešeńı rozptylu. Tato metoda je demonstrována na př́ıkladu potenciálové
studny. Je zde také zaveden δ potenciál jakožto samosdružené rozš́ı̌reńı operátoru.
V páté kapitole jsou zavedeny pojmy pro časově závislé systémy. Pro periodické
systémy je zde poté uvedena věta umožnuj́ıćı rozptyl v těchto systémech aproximo-
vat ve vysokofrekvenčńı limitě pomoćı časově nezávislého operátoru.
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2 Zavedeńı pojmů

V této práci se budeme pohybovat pouze na komplexńıch Hilbertových prosto-
rech, které budeme značit H. Na nich definovaný skalárńı součin budeme značit
(·, ·). Podle fyzikálńı konvence budeme předpokládat, že je v prvńı proměnné an-
tilineárńı a v druhé lineárńı. Často se nebude jednat o obecný Hilbert̊uv prostor,
ale o prostor L2(M, dµ) všech komplexńıch funkćı f definovaných µ s.v. (µ skoro
všude) na množině M, pro které

∫

M
|f |2dµ < +∞. dµ zde neznač́ı obecnou mı́ru, ale

nezápornou mı́ru na množině M. Prostor L2(R, dx) budeme zkráceně označovat jako
L2. Direktńı součet Hilbertových prostor̊u H1,H2 znač́ıme H1 ⊕ H2 = {[x, y]|x ∈
H1, y ∈ H2}. Opět se jedná o Hilbert̊uv prostor se skalárńım součinem definovaným:
h1, h2 ∈ H1 ⊕ H2, h1 = [x1, y1], h2 = [x2, y2], xi ∈ H1, yi ∈ H2, i ∈ {1, 2}. Nulový
vektor budeme značit 0.
Lineárńı operátor A (obecně neomezený) na H je strukturou složenou z definičńıho
oboru DomA a lineárńıho zobrazeńı Ã : DomA 7→ H. Akce operátoru A na vek-
tor h ∈ DomA je definována jako Ah := Ãh. Množinu všech hustě definovaných
operátor̊u na H, tj. DomA = H, budeme značit L. Protože v daľśım textu budeme
pracovat pouze s lineárńımi operátory, budeme jim pro zjednodušeńı ř́ıkat mı́sto
lineárńı operátor pouze operátor.
Prostory reálných, respektive komplexńıch č́ısel označ́ıme R, respektive C.

Definice 1 (Rozš́ı̌reńı operátoru). Operátor A je rozš́ıřeńı operátoru B, A ⊃ B,
pokud

1. DomA ⊃ DomB

2. Ax = Bx ∀x ∈ DomB.

Definice 2 (Graf operátoru). Graf operátoru A znač́ıme ΓA ⊂ H ⊕ H,ΓA =
{[x,Ax]|x ∈ DomA}

Graf operátoru je zárověň podprostor H⊕H

Definice 3 (Uzavřený operátor). Operátor A se nazývá uzavřený, pokud je ΓA
uzavřený podprostor.

Definice 4 (Uzaviratelný operátor). Operátor A se nazývá uzaviratelný, pokud ΓA
je grafem operátoru.

Tuto definici lze ekvivalentně přeformulovat pomoćı rozš́ı̌reńı operátoru:

Věta 1. Operátor A je uzaviratelný právě tehdy, pokud má uzavřené rozš́ıřeńı.

K lepš́ımu zjǐsteńı uzaviratelnosti daného operátoru poslouž́ı následuj́ıćı věta:

Věta 2. 1. Operátor T lze uzavř́ıt právě tehdy, když pro každou posloupnost
{xn} ∈ DomT takovou, že xn → 0 a Txn → y plat́ı y = 0.
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2. K tomu aby x patřilo do definičńıho oboru operátoru T je nutné a stač́ı, aby
existovala posloupnost {xn} ⊂ DomT taková, že xn → x a {Txn} konverguje.
Jsou-li tyto podmı́nky splněny, plat́ı Txn → Tx

Snadno z definic plyne, že každý omezený operátor je uzavřený.
Pro hustě definovaný operátor A má smysl definovat sdružený operátor A∗.

Definice 5. Sdružený operátor k operátoru A ∈ L je takový A∗ s DomA∗ obsahuj́ıćı
všechny vektory y ∈ H, pro které plat́ı (Ax, y) = (x, h)∀x ∈ DomA a jistý vektor
h ∈ H. Potom A∗y = h

Z toho je jasné, že pojem sdruženého operátoru má smysl pouze pro hustě definované
operátory. Pro ostatńı operátory by existovalo v́ıce vektor̊u h splňuj́ıćıch (Ax, y) =
(x, h) obraz vektoru y by nebyl jednoznačně definován.
Některé zaj́ımavé vlastnosti sdružených operátor̊u:

1. Pro A,B ∈ L, A ⊃ B plat́ı A∗ ⊂ B∗.

2. Každý sdružený operátor je uzavřený

3. Jsou lineárńı

4. Pokud je A∗ ∈ L, potom A∗∗ ⊃ A

Definice 6 (Symetrický operátor). Operátor A ∈ L se nazývá symetrický, pokud
A ⊂ A∗

Definice 7 (Samosdružený operátor). Hustě definovaný operátor A ∈ L se nazývá
samosdružený, pokud A = A∗

Důležitou vlastnost́ı samosdružených operátor̊u je to, že jsou uzavřené. Toto plyne
př́ımo z definice, protože A = A∗ a A∗ je uzavřený.
Samosdružené operátory jsou z pohledu kvantové mechaniky mnohem zaj́ımavěǰśı
než operátory symetrické. Ze Stoneovy věty (věta (7)) plyne, že pomoćı samo-
sdružených operátor̊u je možné vyjádřit časový vývoj systému. Proto je d̊uležitou
otázkou, kdy je možné rozš́ı̌rit symetrický operátor A ⊂ A∗ na operátor Ã tak, že
A ⊂ Ã ⊂ Ã∗ ⊂ A∗.
Je jasné, že operátor A muśı být uzaviratelný. Pokud by nebyl, musela by podle
věty (2) existovat posloupnost {xn ∈ DomA}, xn → 0 splňuj́ıćı Axn → y 6= 0.
Protože A ⊂ Ã, musela by existovat stejná posloupnost i pro operátor Ã. Proto by
ani operátor Ã nebyl uzaviratelný, a tedy ani uzavřený. Ã je ale samosdružený a
tedy i uzavřený, což je spor.
Důležitým faktem je, že operátor Ã pokud existuje, tak nemuśı být jednoznačně
určen. Proto má smysl zavést následuj́ıćı pojem

Definice 8 (V podstatě samosdružený operátor). Operátor A ∈ L nazýváme operátorem
v podstatě samosdruženým, pokud operátor A je samozdružený.

Ke zjǐstěńı, zda má daný operátor A samosdružené rozš́ı̌reńı slouž́ı pojem index
defektu.
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Definice 9 (Indexy defektu). Pro symetrický operátor A nazýváme č́ıslo n± =
dimKer(A∗ ± i) kladnýn, respektive záporným indexem defektu.

Tato definice má smysl d́ıky následuj́ıćı větě:

Věta 3. Jestlǐze je G souvislá komponenta oblasti regularity operátoru A ∈ L, potom
je dimKer(A∗ − λ) konstantńı na G.

kde

Definice 10 (Oblast regularity). Necht’ A je uzavřený operátor na na H. Oblast́ı
regularity nazýváme množinu všech λ ∈ C

||(A− λ)x|| > c(λ)||x||

pro všechna x ∈ DomA

Protože pro symetrický operátor jsou množiny C+ = {λ ∈ C, Im(λ) > 0} a C− =
{λ ∈ C, Im(λ) < 0} souvislými komponentami je funkce λ 7→ dimKer(A ± λ) na
C+ i na C− konstantńı. V́ıce informaćı lze nalézt např. v [2].
V závislosti na indexech defektu operátoru A mohou nastat 3 př́ıpady:

1. Oba indexy defektu jsou nulové. V tomto př́ıpadě je operátor A v podstatě
samosdružený, pokud je nav́ıc uzavřený je dokonce samosdružený.

2. Indexy defektu jsou r̊uzné. V tomto př́ıpadě existuje a lze nalézt maximálńı sy-
metrické rozš́ı̌reńı operátoru A, které neńı samosdružené. Pro takovýto operátor
neexistuje samosdružené rozš́ı̌reńı.

3. Oba indexy defektu jsou stejné a nenulové. V tomto př́ıpadě existuje a je možné
nalézt samosdružené rozš́ı̌reńı Ã. Konkrétńı postup je v následuj́ıćı větě.

Věta 4 (druhá von Neumannova formule). Necht’ Ã je symetrickým rozš́ıřeńım A.
Potom ke každému ỹ ∈ DomÃ existuje právě jedno y ∈ DomA a x0 ∈ S+ tak, že

ỹ = y + (I − Ṽ )x0 (1)

Ãỹ = Ay + i(I + Ṽ )x0 (2)

kde Ã je určen trojićı objekt̊u S+, S− a Ṽ . Ṽ je izometrický operátor zobrazuj́ıćı S+

na S− a S± jsou podprostory Ker(A∗ ∓ i)

Důkaz a v́ıce informaćı o hledáńı samosdružených rozš́ı̌reńı lze nalézt v [2].

Př́ıklad 1. Necht’ J ⊂ R je otevřený interval. Operátor

P = −i d
dx

(3)

definovaný na L2(J) pro funkce ψ, které splňuj́ı:
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1. ψ ∈ L2(J) ∩AC(J)

2. ψ′ ∈ L2(J).

kde AC(J) znač́ı všechny absolutně spojité funkce na intervalu J .
Dále označ́ıme AC0 ⊂ AC množinu všech absolutně spojitých funkćı s kompaktńım
nosičem a Ṗ = P ↾ AC0, pak-plat́ı Ṗ

∗ = P (d̊ukaz viz [2]).
V závislosti na tvaru J mohou nastat následuj́ıćı 3 př́ıpady:

J = R V tomto př́ıpadě je operátor P dokonce samosdružený. Plat́ı totǐz

(ψ, Pφ) =

∫ +∞

−∞
−iψ(x)φ′(x)dx = [per partes] = (4)

= −i[ψφ]∞−∞
︸ ︷︷ ︸

= 0 pro ψ ∈ L2(R)

+i

∫ +∞

−∞
ψ′(x)φ(x)dx = i(ψ′, φ) = (Pψ, φ) (5)

pro každé φ, ψ ∈ DomP . Protože Ṗ ⊂ P plat́ı P ∗ ⊂ Ṗ ∗ = P , takže P = P ∗.
Ke stejnému výsledku lze doj́ıt i pomoćı index̊u defektu. Hledejme dimKer(P ±
i), tzn. řeš́ıme

Pφ± iφ = 0 což lze přepsat jako (6)

−φ′ ± φ = 0 (7)

Tato rovnice má řešeńı φ = ce±x kde c ∈ C. Protože funkce e±x 6∈ L2, je
Ker(P ± i) = 0 a dimKer(P ± i) = 0. Z tohoto plyne, že operátor Ṗ je v
podstatě samosdružený.

J = (a,+∞) V tomto př́ıpadě je podstatné to, že jeden konec intervalu je singulárńı
(+∞) a druhý regulárńı. Podobná situace by nastala i pro J = (−∞, a)
Nyńı ale operátor P neńı samosdružený a ani symetrický. Pokud bychom
postupovali podobně jako v minulém př́ıpadě, vujde nám v(5) i[ψφ]+∞

0 . Tato
závorka pro funkce ψ ∈ DomP neńı obecně rovna nule, a proto operátor P
neńı symetrický.
Pokud se pokuśıme vyšetřit rozš́ıřeńı operátoru Ṗ pomoćı index̊u defektu, vy-
jdou nám stejná řešeńı rovnice (7).
Na intervalu (0,+∞) ale řešeńı φ = ce−x patř́ı do DomP . Indexy defektu jsou
proto (0, 1). Proto operátor Ṗ nemá žádné samosdružené rozš́ıřeńı.

J = (a, b) V tomto př́ıpadě dojdeme stejným postupem jako v minulém př́ıpadě k
závěru, že operátor P neńı symetrický.
Při vyšetřováńı index̊u defektu ale dojdeme k závěru, že obě řešeńı (7) ce−x a
cex patř́ı do DomP . Indexy defektu jsou proto rovny (1, 1) a operátor Ṗ má
samosdružené rozš́ıřeńı.
Podle věty (4) lze jeho rozš́ıřeńı nalézt pomoćı izometrického operátoru V zob-
razuj́ıćıho Ker (P − i) = span {ea−x} na Ker (P + i) = span

{
ex−b

}
.

Protože se jedná o prostory dimenze 1, bude operátor V definován jako V ea−x =
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µex−b kde µ ∈ C, |µ| = 1 je parametrem definuj́ıćım toto symetrické rozš́ıřeńı.
Operátor P lze podle věty (4) rozš́ıřit na operátor P̃ (µ), jehož akci na vektor
ψ = φ+ α(ea−x − µex−b), φ ∈ Dom Ṗ lze vyjádřit takto:

P̃ (µ)ψ = Ṗ φ+ iα(ea−x + µex−b) = −iφ′ + iα
d

dx
(−ea−x + µex−b) = −iψ′

Dom P̃ (µ) lze popsat i podle okrajových podmı́nek, tzn.

ψ(b) = φ(b) + ea−b − µeb−b = ea−b − µ

ψ(a) = φ(a) + ea−a − µea−b = 1− µea−b

protože plat́ı φ(a) = φ(b) = 0.

Okrajové podmı́nky lze tedy zapsat ψ(b) = γ(µ)ψ(a), kde γ(µ) = ea−b−µ
1−µea−b

2.1 Funkčńı kalkulus

Definice 11 (Projekčńı mı́ra). Zobrazeńı E(.) : Bn → L splňuj́ıćı:

1. pro M ⊂ Rn je E(M) projektor

2. E(Rd) = I

3. pro nejvýše spočetný disjunktńı systém množin Mn ⊂ Rn plat́ı

E(
⋃

n

Mn) =
∑

n

En

a pro nekonečný systém plat́ı rovnost v silné operátorové limitě

kde Bn je systém všech borelovských množin na Rn

Definice 12 (Rozklad jedničky). Neklesaj́ıćı zobrazeńı Et : B → L množiny projek-
tor̊u splňuj́ıćı:

1. spojitost zprava
s-limt→uEt = Eu

2.

s-limt→−∞ = 0 a s-limt→+∞ = I

kde s-lim vyjadřuje silnou limitu v operátorové topologii, se nazývá rozklad jedničky.

Podobně jako v teorii mı́ry je možné na základě těchto definic zavést pojem integrálu
značeného ∫ +∞

−∞
f(t)dEt

kde Et je rozklad jedničky a f(t) je EAs.v. definovaná funkce.
Samosdružené operátory jsou významné d́ıky tomu, že generuj́ı rozklad jedničky a
plat́ı pro ně následuj́ıćı věta:
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Věta 5 (Spektrálńı rozklad pro samosdružené operátory). Ke každému samosdruženému
operátoru A na Hilbertově prostoru H existuje právě jedna projektorová mı́ra EA(.)
na R splňuj́ıćı rovnost

A =

∫ +∞

−∞
tdEA

t

Na základě této věty má smysl definovat funkci samosdruženého operátoru

f(A) =

∫ +∞

−∞
f(t)dEA

t (8)

Př́ıklad 2. Často se objevuje exponenciela samosdruženého operátoru

eA = exp(A) =

∫ +∞

−∞
e(t)dEA

t

Dı́ky větě o spektrálńım rozkladu lze definovat spektrum samosdruženého operátoru.

Věta 6. Necht’ A je samosdružený operátor na separabilńım Hilbertově prostoru H.
Pak H lze jednoznačně rozložit do ortogonálńıho součtu podprostor̊u

H = Hac +Hsc +Hp

kde Hac, Hsc, a Hp jsou invariantńı v̊uči A a všem funkćım operátoru A. Tyto
prostory maj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

• pokud f ∈ Hac, pak mı́ra d(Eλf, f) na R je absolutně spojitá na R vzhledem k
Lebesqueově mı́ře

• pokud f ∈ Hsc, pak mı́ra d(Eλf, f) na R je čistě singulárńı mı́ra vzhledem k
Lebesqueově mı́ře

• pokud f ∈ Hp, pak mı́ra d(Eλf, f) na R je čistě bodová mı́ra

Definice 13 (Spektrum operátoru). Spektrum operátoru A na prostoru

• Hac se nazývá absolutně spojité

• Hsc se nazývá singulárńı

• Hac se nazývá bodové

Přesněǰśı odvozeńı je možné nalézt v [1], [2] nebo [3].
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2.2 Stoneova věta

Definice 14 (Spojitá jednoparametrická grupa unitárńıch operátor̊u). Množina
{U(s) : s ∈ R} zobrazeńı na Hilbertově prostoru Ha, pro kterou funkce t → U(t) je
silně spojitá v operátorové topologii a splňuje pro všechna s, t ∈ R

U(s + t) = U(s)U(t)

se nazývá silně spojitou grupou unitárńıch operátor̊u.

Mezi d̊uležité vlastnosti této grupy patř́ı

1. U(0) = I

2. grupa je komutativńı, tj. U(s)U(t) = U(t)U(s)

3. U(−s) = U(s)−1

Následuj́ıćı věta dává konkrétńı postup pro vytvořeńı unitárńı grupy

Věta 7. Necht’ A je samosdružený operátor na Hilbertově prostoru H a Ut =
exp(itA). Potom Ut je silně spojitá unitárńı grupa operátor̊u a derivace

d

dt
(Utf) |t=0 = lim

t→0

(
Utf − f

t

)

existuje právě tehdy, když f ∈ DomA. V tom př́ıpadě se rovná iAf

Věta 8 (Stoneova věta). Ke každé silně spojité unitárńı grupě {U(s)|s ∈ R} existuje
právě jeden samosdružený operátor A takový, že

U(s) = exp(isA)

pro všechna S ∈ R

Z tohoto plyne že existuje bijekce mezi samosdruženými operátory silně spojitými
unitárńımi grupami na daném Hilbertově prostoru H.

3 Rozptyl pro potenciály konstantńı v čase

3.1 Zobecněné vlastńı funkce

Definice 15 (Zobecněná vlastńı funkce). Funkci ψ nazveme vlastńı funkćı samo-
sdruženého operátoru A př́ıslušej́ıćı vlastńı hodnotě λ, pokud pro každou funkci
φ ∈ DomA plat́ı (φ,Aψ) = λ(φ, ψ)

Výhodou této definice je to, že funkce ψ nemuśı být v DomA.
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Definice 16 (Hilbert-Schmidtovy operátory). Omezený lineárńı operátor K defino-
vaný na Hilbertově prostoru H se nazývá Hilbert-Schmidt̊uv, pokud pro ortonormálńı
bázi {ei} prostoru H plat́ı, že suma

∑∞
i=1 ||Kei|| <∞. Pro takovéto operátory defi-

nujeme Hilbert-Schmidtovu normu operátoru K jako

||K||22 =
∞∑

i=1

||Kei||2

Lze dokázat, že Hilbert-Schmidtova norma nezáviśı na volbě báze, a je proto dobře
definována.
Následuj́ıćı věta vyjadřuje d̊uležitou vlastnost Hilbert-Schmidtových operátor̊u.

Věta 9. Operátor K na prostoru L2(M, dµ) je Hilbert-Schmidt̊uv právě tehdy, když
existuje funkce K(m2, m1) ∈ L2(M ×M, dµ× dµ) taková, že plat́ı

Ka(m2, m1) =

∫

M

K(m2, m1)a(m1)dµ

kde funkce K(m2, m1) je skoro všude jednoznačně definovaná.

Necht’ H je Hilbert̊uv prostor. Necht’ H+ je Banach̊uv prostor s normou ||.||+ a
j : H+ 7→ H je spojité vnořeńı H+ do H.
Definujme H− jako prostor všech spojitých antilineárńıch funkcionál̊u na prostoru
H+.
Hodnotu funkcionálu h− ∈ H− na vektor h+ ∈ H+ budeme značit (h+, h−).
Na prostoru H− zavedeme sč́ıtáńı a násobeńı jako

(h+, λh
′
− + h′′−) = λ(h+, h

′
−) + (h+, h

′′
−)

pro h′−, h
′′
− ∈ H− a h+ ∈ H+.

Dále zavedeme lineárńı zobrazeńı j∗ : H 7→ H− jako

(h+, j
∗h2) = (jh+, h) = (h+, h)

pro každé h− ∈ H− a h+ ∈ H+.
Pokud H+ je hustý v H, je Ker j∗ = 0 a j∗ je vnořeńı. Dále budeme předpokládat,
že H+ je hustý v H. Na H− definujeme normu ||.||− jako

||h−||− = sup
||h+||+=1

|(h+, h−)|

V této normě je j∗ spojitý lineárńı operátor.
T́ımto zp̊usobem vznikly tři prostory

H+ ⊂ H ⊂ H− (9)

kdeH+ je Banach̊uv prostor hustý v ⊂ H. Pro každý vektor h− ∈ H ⊂ H− vyjádřeńı
(h−, h+) tedy nevyjadřuje jen hodnotu funcionálu h− na vektor h+, ale i skalárńı
součin na prostoru H.
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Definice 17 (Gelfand̊uv triplet). Takto definované trojici prostor̊u ř́ıkáme Gel-
fand̊uv triplet H.

Zaj́ımavou vlastnost́ı Gelfandova tripletu je, že pokud je na prostoru H+ definován
skalárńı součin, je možné ho dodefinovat i na H−
Důležitými typy Gelfandova tripletu jsou ty, vytvořené pomoćı spojitého lineárńıho
operátoru K na prostoru H, který je prostý a má hustý obraz v H (takže plat́ı
KerK = KerK∗ = 0). Pak definujemeH+ = KH se skalárńım součinem (Kh,Kh)+ =
(h, h). Konstrukci prostoru H− popisuje následuj́ıćı věta.

Věta 10. Necht’ Gelfand̊uv triplet (9) je vytvořen pomoćı operátoru K. Pak H− lze
vytvořit z H zúplněńım vzhledem k normě

(h1, h2)− = (K∗h1, K
∗h2)

kde h1, h2 ∈ H a K∗ je sdružený operátor k K v H.

Definice 18 (Hilbert-Schmidt̊uv Gelfand̊uv triplet1). Gelfand̊uv triplet (9) nazýváme
Hilbert-Schmidt̊uv Gelfand̊uv triplet, pokud byl vytvořen pomoćı Hilbert-Schmidtova
operátoru K na H.

Definice 19 (Úplný systém zobecněných vlastńıch funkćı). Vektorovou funkci Φ
nazveme úplným systémem zobecněných vlastńıch funkćı operátoru A, pokud splňuje:

1. Pro libovolné h+ ∈ H+ funkce m 7→ (h+,Φ(m)) patř́ı do L2(M, dµ) pro m ∈M

2. Zobrazeńı h+ 7→ (h+,Φ(.)) lze rozš́ıřit na unitárńı operátor U : H 7→ L2(M, dµ)

3. Existuje měřitelná reálná funkce a = a(m) skoro všude konečná na M taková,
že A = U−1âU . â je operátor násobeńı funkćı a na prostoru L2(M, dµ)

Postačuj́ıćı podmı́nky pro existenci systému zobecněných funkćı operátoru A nám
poskytnou následuj́ıćı věty:

Věta 11. Pro daný Hilbert-Schmidt̊uv Gelfand̊uv triplet (9) prostoru H a samo-
sdružený operátor A na H existuje v (9) úplný ortonormálńı systém zobecněných
vlastńıch funkćı operátoru A.

Pro lineárńı diferenciálńı operátory na otevřeném intervalu (α, β) ⊂ R s koeficienty
tř́ıdy C∞, tzn. ve tvaru

Lu(x) = a0(x)
dmu

dxm
+ a1(x)

dm−1u

dxm−1
+ · · ·+ am(x)u (10)

kde ai ∈ C∞((α, β)) a a0 6= 0 pro x ∈ (α, β) plat́ı následuj́ıćı věta

1tento termı́n pocháźı z anglického ”Hilbert-Schmidt rigging”. V české literatuře se termı́n

”rigging”nejčastěji překládá jako ”Gelfand̊uv triplet”a proto byl tento překlad použit i v této

práci. V konečném d̊usledku to vede k tomuto nepěknému složenému názvu. Alternativńı překlady

výrazu ”rigging”by mohly být ”obložeńı”nebo ”vybaveńı”
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Věta 12. Necht’ samosdružený operátor A na L2((α, β)) je rozš́ıřeńım (z C∞
0 ) di-

ferenciálńıho operátoru L ve tvaru (10). Pak existuje Hilbert-Schmidt̊uv Gelfand̊uv
triplet prostoru L2((α, β)) takový. že:

1. C∞
0 ⊂ H+ ⊂ L2((α, β)) ⊂ H− ⊂ D′

2. zobecněné vlastńı funkce operátoru A z úplného ortonormálńıho systému z věty
(11) lze považovat za funkce z prostoru C∞

0 a za vlastńı funkce L v běžném
smyslu.

C∞
0 zde znač́ı množinu všech funkćı tř́ıdy C∞ s kompaktńım nosičem a množina D′

je prostor distribućı (zobecněných funkćı).
Tato věta tedy tvrd́ı, že pro operátory tvaru (10) lze nalézt ortonormálńı systém
zobecněných funkćı.
Důkazy těchto vět a daľśı tvrzeńı o hledáńı zobecněných funkćı lze nalézt v [1]. O
prostoru D′ a práci se zobecněnými funkcemi lze nalézt v́ıce v [6].

3.2 Teorie rozptylu

Nyńı se budeme pohybovat pouze na prostoru L2(R, dx), i když většina definic i vět
plat́ı analogicky i na L2(Rn).

Definice 20 (Hamiltonián). Hamiltoniánem nazveme operátor H na Hilbertově pro-
storu L2(Rn) ve tvaru

H = H0 + V (11)

kde

H0 =
d2

dxi
(12)

je volný hamiltonián a V = v(x) je operátor násobeńı reálnou funkćı v(x). DomA

je C∞
0

Tato definice bude využ́ıvána v této práci pro zjednodušeńı. Pojem hamiltonián je
ale normálně pouźıván pro mnohem širš́ı tř́ıdu operátor̊u. V́ıce viz např́ıklad [2].
V tomto př́ıpádě je Hamiltonián časově nezávislý. Hamiltonián vyjadřuje celkovou
energii systému. Volný hamiltonián H0 odpov́ıdá energii volné částice a operátor V
odpov́ıdá potenciálu.

Je velmi užitečné zjistit, za jakých podmı́nek je operátor H v podstatě samo-
sdružený, tzn. má samosdružené rozš́ı̌reńı. K tomu je užitečná následuj́ıćı věta,
dávaj́ıćı postačuj́ıćı podmı́nku pro podstatnou samosdruženost.

Věta 13 (Searsova). Necht’ funkce v splňuje

v(x) ≥ −q(x)
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pro ∀x ∈ R, kde q je kladná sudá spojitá funkce na R neklesaj́ıćı pro x ≥ 0 a splňuj́ıćı
∫ +∞

−∞

dx
√

q(2x)
= +∞

Potom H je v podstatě samosdružený.

Tato podmı́nka je splňena pro následuj́ıćı tř́ıdu operátor̊u.

Definice 21 (Zdola omezený operátor). Symetrický operátor A na Hilbertově pro-
storu mathcalH nazveme zdola omezený, pokud

(x,Ax) > c > −∞

pro ∀x ∈ DomA, ||x|| = 1, kde c ∈ R

Definice 22 (Propagátor). Množinu unitárńıch operátor̊u {U(t, s) : s, t ∈ B} na
Hilbertově prostoru H nazveme propagátorem, pokud splňuje

1. U(t, s)U(s, r) = U(t, r) pro všechna r, s, t ∈ R

2. zobrazeńı (s, t) 7→ U(s, t) je silně spojité

Propagátor slouž́ı k vyjádřeńı časového vývoje systému. Proto se také často nazývá
evolučńı operátor. Pokud je systém v čase s ve stavu ψ(s), v čase t bude ve stavu
ψ(t) = U(t, s)ψ(s).
Pro konzervativńı systémy plat́ı U(s+ τ, t+ τ) = U(s, t) pro ∀r, s, τ ∈ R. Má proto
smysl definovat U(t) = U(t + τ, τ). Toto je jednoparametrická grupa unitárńıch
operátor̊u a propagátor lze podle Stoneovy věty (věta (7)) vyjádřit jako:

U(t) = e−iHt

Definice 23 (Vlnové operátory). Vlnové operátory Ω±(H,H0) s DomΩ± = ψ± ∈ H
pro které existuje vektor ψ ∈ Hsplňuj́ıćı

lim
t→±∞

||U(t)ψ± − U0(t)ψ|| = 0

kde U0 = e−iH0t jsou definovány jako

Ω± = s-limt→±∞ U∗(t)U0(t) = s-limt→±∞ eiHte−iH0t (13)

Řı́káme, že vlnové operátory existuj́ı pokud DomΩ− = DomΩ+ = H. Pokud plat́ı
RanΩ+ = RanΩ−, ř́ıkáme že vlnové operátory jsou úplné.
Postačuj́ıćı podmı́nku pro existenci a úplnost vlnových operátor̊u dává následuj́ıćı
věta:

Věta 14. Vlnové operátory pro operátory H0 ve tvaru (12) a H ve tvaru (11) a
operátor V splňuje podmı́nku

|v(x)| ≤ C(1 + |x|)−1−ε (14)

kde C ∈ (R) a ε > 0.
Potom vlnové operátory existuj́ı a jsou úplné.
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Pro práci s vlnovými operátory je užitečné následuj́ıćı tvrzeńı

Věta 15 (Řetězové pravidlo). Necht’ H, H0 a H1 jsou samosdružené operátory a
předpokládejme, že existuj́ı vlnové operátory Ω±(H1, H0 a Ω±(H), H1. Potom existuj́ı
i vlnové operátory Ω±(H,H0) a plat́ı

Ω±(H,H0) = Ω±(H,H1)Ω±(H1, H0) (15)

Definice 24 (Operátor rozptylu). Operátor

S = Ω−1
+ Ω−

s DomS = {ψ− ∈ DomΩ−|Ω−ψ− ⊂ RanΩ+} nazýváme oprátorem rozptylu.

Z fyzikálńıho pohledu funguje vlnový operátor tak, že vezmou stav systému ψ− ∈
DomΩ− v čase t0, uvažuje ji jako volnou, přesune ji do minilosti do času t → −∞
(pomoćı propagátoru odpov́ıdaj́ıćıho volnému systému e−iH0t a přesune ji zpět do
času t0 při interakci s polem (tzn. pomoćı propagátoru (e−iHt)∗). Vlnový operátor
Ω+ funguje analogicky, ale přesouvá částici do budoucnosti do času t→ +∞.
Operátor rozptylu S provede obě akce najednou, a tedy srovnává časový vývoj
částice v poli s časovým vývojem volné částice.

3.3 Stacionárńı teorie rozptylu

Z pohledu stacionárńı teorie rozptylu jde o řešeńı následuj́ıćı úlohy:

Hy = k2y (16)

kde k ∈ R. Z fyzikálńıho pohledu k vyjadřuje energie systému.
Podle následuj́ıćı věty má tato rovnice 2 lineárně nezávislá řešeńı y1 a y2. Obecně
neplat́ı y1, y2 ∈ L2, ale jedná se o zobecněné vlastńı funkce.
Pokud má funkce v určuj́ıćı operátor V kompaktńı nosič, pak je vidět, že řešeńı y
splňuje limx→±∞ y = aeikx + be−ikx, a, b ∈ C.
Pokud totiž v(x) = 0, rovnice (16) se zjednoduš́ı na

d2

dx2
y = k2y

která má řešeńı ve výše zmı́něném tvaru.
Pro funkce v jdoućı v nekonečnu dostatečně rychle k nule maj́ı řešeńı v nekonečnu
podobný tvar. Plat́ı totiž následuj́ıćı věta

Věta 16. Pokud funkce v(x) splňuje
∫ +∞

−∞
|v(x)|dx < +∞ (17)

a k 6= 0 je pevné. Potom rovnice (16) má řešeńı y1, y2 splňuj́ıćı

y1(x, k) = eikx (1 + g(x, k))

y2(x, k) = e−ikx (1 + g(x, k))

kde g(x, k) splňuje limx→+∞ g(x, k) = 0.
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Následuj́ıćı věta dává o něco přesněǰśı odhad a dokazuje (při splněńı trochu silněǰśıch
podmı́nek) i existenci řešeńı pro k = 0

Věta 17. Pokud funkce v(x) splňuje (17) a Imk > 0 pak pro k 6= 0 řešeńı y1 z věty
(16) rovnice (16) splňuje

y1(x) = eikx
(
g(x, k)

1 + |k|

)

kde limx→+∞ g(x, k) = 0 stejnoměrně vzhledem ke k. Pokud funkce nav́ıc v(x) splňuje

∫ +∞

−∞
x|v(x)|dx < +∞ (18)

pak pro k = 0 existuje na intervalu (0,+∞) jednoznačné řešeńı rovnice (16) ve tvaru

y1(x) = eikx
(

1 +
g(x)

1 + |k|

)

kde limx→+∞ g(x, k) = 0 stejnoměrně vzhledem ke k.

Důkaz těchto vět a bližš́ı informace o řešeńı rovnice (16) lze nalézt v [1].
Z této věty také plyne, že řešeńı rovnice (16) pro hamiltonián H se s rostoućı energíı
k2 v nekonečnu bĺıž́ı řešeńı odpov́ıdaj́ıćımu volnému hamiltoniánu H0.
Analogické tvrzeńı plat́ı na intervalu i pro y2. Celkově tedy plat́ı:

y1(x, k) = eikx
(

1 +
g(x, k)

1 + |k|

)

y2(x, k) = e−ikx
(

1 +
h(x, k)

1 + |k|

)

kde limx→+∞ g(x, k) = 0 a limx→−∞ h(x, k) = 0 stejnoměrně vzhledem ke k.
Pro nenulové k ∈ R lze tedy vytvořit dva fundamentálńı systémy řešeńı s bázemi

{y1(x, k), y1(x,−k)} a {y2(x, k), y2(x,−k)}

Protože oba systémy generuj́ı stejnou množinu řešeńı, muśı být možné vyjádřit vek-
tory jednoho z nich jako lineárńı kombinaci vektor̊u druhého. Tzn. plat́ı:

y2(y, k) = a(k)y1(x,−k) + b(k)y1(x, k) (19)

a protože y1(x, k) = y1(x,−k) a y2(x,−k) = y2(x, k) plat́ı po komplexńım sdružeńı
i

y2(y,−k) = b(k)y1(x,−k) + a(k)y1(x, k) (20)

pokud zavedeme matici přechodu

C(k) =

(
a(k) b(k)

a(k) b(k)

)

(21)

a sloupcové vektory

Y1(x, k) =

(
y1(x, k)
y1(x,−k)

)

a Y2(x, k) =

(
y2(x, k)
y2(x,−k)

)
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lze vyjádřit rovnosti (19) a (20) maticově jako

Y2(x, k) = C(k)Y1(x, k)

Důležitým faktem je, že matice C je unitárńı a plat́ı

det(C) = 1 = |a(k)|2 − |b(k)|2

Výše zmı́něné systému tvoř́ı úplný ortonormálńı systém zobecnených funkćı operátoru
H .
Označme {ψj(x)} vlastńı funkce s normou v prostoru L2(R) rovnou 1. Jako Mk s
mı́rou dσ označ́ıme prostor složený z dvou kopíı R+

k = {k|k > 0}, které označ́ıme
′R+

k a ′′R+
k a konečnou množinu bod̊u {kj}. Mı́ra dσ(k) je rovna Lebesgueově mı́̌re

dk na každé kopii R+
k a δ funkci v bodech kn.

Toto v zásadě vyjadřuje zobrazeńı pomoćı Fourierovy transformace z prostoru L2(R, dx)
do prostoru L2(R, dσ̃). Na tomto prostoru je operátorH reprezentován jako operátor
násobeńı funkćı σ a má dvojité spektrum. Tento prostor je proto rozdělen na dva
prostory ′R+

k a ′′R+
k a na každém z nich má jednoduché spektrum.

Dále definujme pro k ∈Mk dva systémy funkćı

Φ+ =







(
√
2πa(k))−1y2(x, k), k ∈′ R+

k

(
√
2πa(k))−1y1(x, k), k ∈′′ R+

k

ψn(x), k ∈ kn

Φ− =







(
√
2πa(k))−1y1(x,−k), k ∈′ R+

k

(
√
2πa(k))−1y2(x,−k), k ∈′′ R+

k

ψn(x), k ∈ kn

Pak plat́ı:

Věta 18. Systémy funkćı Φ+(x, k) a Φ−(x, k) jsou ortnonormálńı systémy zobecněných
vlastńıch funkćı operátoru H. Zobrazeńı funkce f(x) 7→ g±(x) definované:

f(x) =
∫
Φ±(x, k)g±(k)dσ(k)

g±(k) =
∫
f(x)Φ±(x, k)dx

je unitárńı isomorfismus prostoru L2(R) na L2(Mk, dσ(k)).

Podobně lze nalézt spektrálńı reprezentaci operátoruH0 na prostorech L
2(R+)

⊕
L2(R+)

a funkce v tomto prostoru reprezentovat jako dvojici (φ1, φ2)., kde φj ∈ L2(R+). Od-
pov́ıdaj́ıćı zobecněné vlastńı funkce

z±1 (x, k) = e−ikx

z±2 (x, k) = eikx

pro k > 0.
Vztah mezi těmito dvěma systémy ukazuje následuj́ıćı věta:
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Věta 19. Pokud v(x) splňuje podmı́nku (18) H0 a H jsou vlnové operátory Ω±
definovány jako

Ω±z
±
j (x, k) = y±j (x, k)

pro k > 0, j = 1, 2.

Rozptyl lze poté reprezentovat pomoćı matice rozptylu

S(k) =

(
s11(k) s12(k)
s21(k) s22(k)

)

pro k > 0.
Pak lze vyjádřit rozptyl jako

S(k)

(
φ1(k)
φ2(k)

)

Z fyzikálńıho pohledu toto znamená, že z x → −∞ let́ı částice eikx, interaguje s
potenciálem a část v podobě Teikx projde a část se odraźı zpět jako Re−ikx.
T se nazývá keoficient pr̊uchodu a R se nazývá koeficient odrazu. Jejich kvadráty
|T |2, respektive |R|2 poté odpov́ıdaj́ı pravděpodobnostem pr̊uchodu, respektive od-
razu částice. Plat́ı také že |R|2 + |T |2 = 1.

Př́ıklad 3. Uvažujme Hamiltonián H = H0+αχ(x) kde χ je charakteristická funkce
intervalu (−1, 1). Řešeńı rozptylu pak vede na hledáńı řešeńı funkce (16).
Ta má tvar

− d2

dx2
φ = k2φ pro x ∈ R\(−1, 1) (22)

− d2

dx2
φ = (k2 − α)φ pro x ∈ (−1, 1) (23)

(24)

pro k > 0.
Pro α < k2 hledáme řešeńı rovnice ve tvaru

y1(x, k) = eikx +Re−ikx pro x→ −∞
y2(x, k) = Teikx pro x→ −∞

snadno lze nahlédnout že se jedná o řešeńı rovnice (23).
rovnice (24) má řešeńı ve tvaru

y3(x, k) = c1e
i
√
k2−αx + c2e

−i
√
k2−αx

protože řešeńı na celém intervalu muśı být spojité včetně prvńı derivace, muśı jed-
notlivá řešeńı splňovat následuj́ıćı hraničńı podmı́nky:

y1(−1, k) = y3(−1, k)

y′1(−1, k) = y′3(−1, k)

y2(1, k) = y3(1, k)

y′2(1, k) = y′3(1, k)
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Z toho źıskáme soustavu rovnic, ve které označ́ıme eik = a, ei
√
k2−α = b

a+Ra = c1b+ c2b

ika− ikRa = c1i
√
k2 − α b− c2i

√
k2 − αb

Ta = c1b+ c2b

ikTa = c1i
√
k2 − αb− c2i

√
k2 − α b

řešeńımi rovnice jsou

T =
4ka

√
k2 − α

a(2b
2
k2 + 2b

2
k
√
k2 − α− b

2
α− 2k2b2 + 2kb2

√
k2 − α + n2α)

R =
aα(b

2 − b2)

a(2b
2
k2 + 2b

2
k
√
k2 − α− b

2
α− 2k2b2 + 2kb2

√
k2 − α + n2α)

Vztah mezi operátorem rozptylu a matićı rozptylu je takový, že operátor rozptylu
je možné zapsat jako direktńı integrál přez prostory L2(′R) a L2(′′R).
Důkazy vět a daľśı informace o teorii rozptylu lze nalézt v [1] nebo [2].

3.4 Rozptyl pro δ potenciál

δ potenciál je významný, protože umožňuje vyjádřit bodovou interakci v bodě y.
Matematicky ho lze zavézt jako samosdružené rozš́ı̌reńı operátoru Ḣ s Dom Ḣ =
{ψ ∈ C∞

0 (R|ψ(y) = 0}. Tento prostor je hustý v L2(R) a proto má smysl hledat
sdružený operátor.
Sdružený operátor Ḣ∗ má definičńı obor Dom Ḣ∗ = W 2,2(R\{0}) ∩W 2,1(R)) kde
W k,j(M) = {ψ|

∑k

i=0 ||ψ(i)||jj < +∞} znač́ı Sobolev̊uv prostor. ψ(i) zde znač́ı i-tou
derivaci, která je definována skoro všude a ||.||j znač́ı normu na prostoru Lj(M).
Operátor Ḣ má indexy defektu (1, 1). Rovnice

Ḣ∗φ =
d2

dx2
ψ = ±iφ

má pro znaménko + řešeńı ψ = e±σ−|x−y|, kde σ± = cos
(
π
4

)
± i sin

(
π
4

)
. Toto řešeńı

nesplňuje rovnici bodově (nemá derivaci v bodě x = y). Splňuje ji ale ve smyslu

(Ḣφ, ψ) = (φ, Ḣ∗ψ)

pro všechna φ ∈ Dom Ḣ.

Do Dom Ḣ∗ (a do L2(R) patŕ́ı pouze řešeńı ψ+ = e−σ+|x−y|.
Podobně ψ− = e−σ−|x−y| řeš́ı rovnici pro znaménko −.
Podle věty (4) můžeme naj́ıt samosdružená rozš́ı̌reńı operátoru Ḣ .
Podobně jako v př́ıkladě (1) definujeme akci operátoru Vµ : S+ 7→ S− jako V ψ+ =
µψ−, kde µ je komplexńı jednotka.
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Akce samozsdruženého rozš́ı̌reńı H̃(µ) generované t́ımto operátorem na vektor ψ =
φ+ c(1− µ)ψ+ je

H̃(µ)ψ = Ḣφ+ ic(e−σ+|x−y| + µe−σ−|x−y|)

Definičńı obor operátoru H̃(µ) můžeme zapsat pomoćı okrajových podmı́nek. Pokud
nadefinujeme ψ(y±) = limε→0 ψ(y ± ε)
Pak pro rozd́ıl derivaćı v bodě y plat́ı

(φ+ cψ+ + cµψ−)
′(y+)− (φ+ cψ+ + cµψ−)(y−) =

= c(φ′(y+)− φ′(y−))
︸ ︷︷ ︸

= 0 protože φ je spojitá

+ c(−σ+ − µσ−)− c(σ+ + µσ−)
︸ ︷︷ ︸

2 ∗ σ± = 1± i

=

= −c(1 + µ+ i− iµ) ∗ 1 + µ

1 + µ
= −c(1 + µ) ∗

(

1 + i ∗ 1− µ

1 + µ

1 + µ

1 + µ

)

=

= −c(1 + µ)






1 + i ∗

=0
︷ ︸︸ ︷

1− µ ∗ µ+
=2iℑµ
︷ ︸︸ ︷

µ− µ

2 + 2ℜµ







= c(1 + µ)

(

−1 +
ℑµ

1 + ℜµ

)

=

= α(φ(y) + cψ+(y) + cµψ−(y))

kde ℑµ znač́ı imaginárńı část komplexńıho č́ısla µ, ℜµ znač́ı reálnou část kom-
plexńıho č́ısla µ a

α = −1 +
ℑµ

1 + ℜµ
pokud komplexńı jednotku µ přeṕı̌seme jako µ = eiθ dostaneme

α = −1 +
sin(θ)

1 + cos(θ)

pro θ ∈ (−π, π). Plat́ı
lim
θ→±π

α = ±∞

Proto má smysl následuj́ıćı definice:

Definice 25 (δ potenciál).

−∆α,y = − d2

dx2
(25)

Dom−∆α,y = {ψ ∈ H2,1(R) ∩H2,2(R\y)|g′(y+)− g′(y−) = α(y)} α ∈ R (26)

se nazývá δ potenciál v bodě y a silou α.

I když nemá δ potenciál tvar (11), lze ho v jednorozměrném př́ıpadě aproximovat
potenciály který tento tvar maj́ı

Hε,y = H0 + λ(ε)ε−2V

(−y
ε

)

(27)

kde V je operátor násobeńı funkćı v(x), y ∈ R a ε > 0. Plat́ı totiž následuj́ıćı věta:
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Věta 20 (Aproximace δ potenciálu). Necht’ v(x) ∈ L1(R) je reálná funkce a y ∈ R

a k2 je prvkem rezolventńı množiny operátoru ∆α,y. Pak pro ε → 0 je k2 prvkem
rezolveńı množiny operátoru Hε,y a operátor Hε,y konverguje k ∆ε,y v následuj́ıćım
smyslu

n-limε→0(Hε,y − k2)−1 = (−∆α,y − k2)−1

kde

α = λ′(0)

∫ +∞

−∞
v(x)dx (28)

Nav́ıc plat́ı že matice rozptylu operátoru Hε,y konverguje pro ε→ 0 k matici rozptylu
operátoru −∆α,y.

Důkazy vět a daľśı informace o δ potenciálu lze nalézt v [5].

4 Rozptyl pro časově proměnlivé perio-

dické potenciály

Uvažujme Hamiltonián
H(ωt) = H0 + V (ωt) (29)

kde operátor V (ωt) je operátor násobeńı funkćı v(x, ωt).
Analogicky jako v minulé kapitole označ́ıme propagátor jako Uω(t, t0) a odpov́ıdaj́ıćı
vlnové operátory

Ω±(ω, t0) = s-limt→±∞ U∗
ω(t+ t0, t0)e

−iH0t

a operátor rozptylu
S(ω, t0) = Ω∗

+(ω, t0)Ω−(ω, t0)

Oproti p̊uvodńı definici je zde d̊uležitá závislost na počátečńım okamžiku t0. Nyńı pro
jednodušš́ı zápis budeme předpokládat, že t0 = 0 a závislost operátor̊u na t0 nebude
explicitně vyjádřena. Např́ıklad S(ω, t0) označ́ıme jako S(ω). Toto zjednodušeńı si
lze dovolit, protože výsledky následuj́ıćı kapitoly nezáviśı na počátečńım okamžiku.
Pro časově závislé systémy je těžš́ı zjistit, kdy vlnové operátory existuj́ı a jsou úplné.
Pokud se ale omeźıme na časově proměnlivé potenciály pro které plat́ı

v(x, t + τ) = v(x, t)

pro ∀x, t ∈ R.
Pro odpov́ıdaj́ıćı propagátor pak plat́ı

Uω(t+ τ, t0 + τ) = Uω(t, t0)

a analogicky i pro vlnové operátory a operátor rozptylu.
Pokud nav́ıc plat́ı

|v(x, t)| ≤ b((1 + |x|2) 1

2 )−ν ν > 1 (30)
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plat́ı analogie věty (14) a vlnové operátory existuj́ı a jsou úplné.
b ∈ R je konstanta nezávislá na čase t.
Časově proměnlivý δ potenciál lze zavézt jako

∆α,y(t) = ∆α(t),y (31)

Toto znamená že časová závislost je vyjádřena pouze změnou okrajové podmı́nky.

4.1 Vysokofrekvenčńı limita

Nyńı se pod́ıvejme na chováńı operátoru rozptylu pro ω → +∞. V této části budeme
pro zjednodušeńı předpokládat, že operátor V (t) má mı́sto obecné periody τ periodu
2π, tzn. V (t) = V (t+ 2π).
Jeho Fourier̊uv rozvoj můžeme vyjádřit jako

V (t) =
+∞∑

−∞
Vne

int (32)

kde operátor Vn je operátor násobeńı

vn(x) =
1

2π

∫ π

−π
v(x, t)e−intdt (33)

Dále budeme předpokládat, že funkce v(x, t) určuj́ıćı potenciál V (t) splňuje následuj́ıćı
podmı́nky:

1. v(x, t) je dvakrát spojitě diferencovatelná vzhledem k t a časové derivace
splňuj́ı (30)

2. pr̊uměrný potenciál v0(x) definuje časově nezávislý systém (H,H0), H = H0+
V0 s úplnými vlnovými operátory a operátorem rozptylu S s vlastnost́ı

||
√

(1 + x2)
ν
eiHtΩ−ψ||2 ≤ c(1 + |t|)ε−ν (34)

pro ψ ∈ D, kde D je hustý podprostor H funkćı ψ jejichž Fourierova transfor-
mace je nekonečněkrát diferencovatelná.

3. v(x, t) je n-krát diferencovatelný vzhledem k x a parciálńı derivace ∂mx v(x, t)
a ∂t∂

m
x v(x, t) splňuj́ı podmı́nku (30) pro m ∈ {1, 2, . . . , n}, kde n ≥ 1.

Z podmı́nky (1) d́ıky per partes plyne, že |vn(x)| ≤ c
n2 (1 + |x|2) 1

2 z toho plyne, že
(32) konverguje v normě.
Nyńı lze zapsat Hamiltoniány systému jako

H(ωt) = H + Ṽ (ωt)

H = H0 + V0
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kde
Ṽ (t) = V (t)− V0 =

∑

n 6=0

Vne
int

Z podmı́nky (2) lze odvodit (viz [4]) existenci vlnového operátoru na systému (H(ωt), H).
Proto lze použ́ıt řetězová pravidlo na systémy (H(ωt), H) a (H,H0) a vyjádřit roz-
ptylový operátor S(ω) jako

S(ω) = Ω∗
+S̃(ω)Ω− (35)

S̃(ω) = Ω∗
+(ω)Ω−(ω) (36)

kde

Ω± = lim
t→±∞

eiHte−iH0t

Ω±(ω) = lim
t→±∞

Uω(t, 0)e
−iH0t

Věta 21. Necht’ plat́ı podmı́nky (1) - (3) pro n ≥ 2. Pak

s-limω→+∞ S(ω) = S (37)

kde S = Ω∗
+Ω− je operátor rozptylu odpov́ıdaj́ıćı statickému potenciálu V0.

Důkaz této věty a a větu platnou pro ńızkofrekvenčńı limitu lze nalézt v [4].
Tuto větu bohužel nelze aplikovat na δ potenciál ve tvaru (31), protože nemá
požadovaný tvar Hamiltoniánu H . Je ale možné ji použ́ıt na jeho aproximace (28).
Otevřenou otázkou ale z̊ustává, zda je možné tyto aproximace využ́ıt v limitě k
popsáńı časově závislého δ potenciálu pomoćı “pr̊uměrného δ poteciálu”, tzn. po-
moćı okrajových podmı́nek.

5 Závěr

V této práci jsem se zabýval možnost́ı aplikace výsledk̊u práce [4] na δ potenciály.
Tato práce shrnuje pojmy nutné k řešeńı úlohy rozptylu a jak klasickou metodou,
tak metodou stacionárńı fáze. Zavád́ı také δ potenciál a ukazuje možnost zacházeńı
s periodickými časově závislými potenciály.
Př́ımá aproximace vysokofrekvenčńı limity pr̊uměrným potenciálem má ale bohužel
předpoklady, které δ potenciál nesplňuje. δ potenciál ale lze aproximovat hladkými
funkcemi, které tyto podmı́nky splňuj́ı. Otázkou proto z̊ustává, zda je možné využ́ıt i
této aproximace δ potenciálu k alternativńımu d̊ukazu vysokofrekvenčńı aproximace.
T́ımto se pravděpodobně bude zabývat moje daľśı práce.
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