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Abstrakt:

V této prici se zabyvam zejména metodami vypocti Baker-Campbell-Hausdorffovy
formule, kterd nachédzi uplatnéni v kvantové mechanice. Zkoumdm rizné moznosti, jak s
formuli pracovat a uvadim algoritmus, ktery na bézném PC vypocte formuli fadu 21 v dobé
nckolika minut. Pfedkladdm tuspornéjsi zdpis ¢lent formule a zabyvam se implementaci
Dynkinovy substituce. VétSina algoritmil je implementovand v pocitacovém algebraickém
systému Mathematica.
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In this work there are discussed methods of calculation of the Baker-Campbell-
Hausdorff series, which appears in quantum mechanics. I examine various possibilities, how
to work with formula and mention the algorithm for ordinary PC to compute it up to order
21 in time of several minutes. I also set up an economy form of the formula and implement
the Dynkin’s substitution. Majority of the algorithms are implemented in computer algebra
system Mathematica.
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Uvod

Touto praci navazuji na svou bakalafskou préci, v které jsem pouZzival pocitacovy
algebraicky systém Mathematica ke zkoumani zdkladnich vztahl v Lieovych algebrich a
nékteré z téchto vztahl jsem ndsledné pouZil k dpravdm propagatoru kvantového
harmonického oscildtoru. Pfi dpravé propagitoru jsem pouZzil Baker-Campbell-
Hausdorffovu formuli, kterd je vyjadfenim nekonecné fady pro log (exp X exp Y) pro
nekomutativni proménné X a Y. Formule naléza uplatnéni v teorii diferencidlnich rovnic,
teorii grup a také v kvantové fyzice [4].

Baker-Campbell-Hausdorffové formuli se vénuje celd tato prace. Zabyval jsem se
tfemi riznymi metodami vycisleni formule do urcitého fadu. Nejprve jsem se pokousel
zrychlit algoritmus uvedeny v mé bakalafské praci. Dale jsem se zabyval metodou uvedenou
v neddavno publikovaném clanku. A nakonec jsem se nechal inspirovat dalSim ¢ldnkem k
vytvofeni vlastni metody.

Jmenované metody jsem implementoval v systému Mathematica, vzajemné
zkontroloval korektnost a porovnal jsem jejich vyuzitelnost a efektivitu.

1. Zavedeni pojmu
1.1 Lieova algebra

m Definice 1:

Lieova algebra g nad télesem T je uspofddand dvojiceg = (V, [., .]),kdeVje
vektorovy prostor nad télesem T a [., .] : VxV > V je bindrni operace (nazyvana
Lieova zavorka), kterd ma nasledujici vlastnosti:

1) bilinearita

(Va, BeT, Vvx, vy, zeV) ([ax+ By, z] =a[x, z] + B[y, z])
(Va, BeT, ¥vx, vy, 2z€V) ([z, ax+By] =alz, x] +3[z, y])
2) antisymetrie
(Vx, yeV) ([x, v] =-ly, x])
3) Jacobiho identita
(Vx, y, 2z€eV) ([%, [y, z]] + [y, [z, x]]+ [z, [, ¥v]] =0)

Poznamka: Disledkem 2) je vztah (Vv x € V) ([x, x] = 0).



1.2 Baker - Campbell - Hausdorffova (BCH)
formule ([1])

BCH formule pro obecnou Lieovu grupu

Bud’ g libovolnd Lieova algebra a G piislusnd souvisld a jednoduse souvisld Lieova
grupa. Bud’ exp : g - G exponencidlni zobrazeni, které je lokdlnim difeomorfismem v
okoli 0, exp (0) je jednotkovy prvek G, inverzni zobrazeni se zna¢i log. Definujme
Z :=XxY =1log (exp X exp Y). Pak Baker - Campbell - Hausdorffova formule pro
vypocet Z ma tvar :

1

(-1)t (adX)™ (ad¥)® ... (adX)™ (ad¥Y)>™ 'Y
Z=> —
P DY

(O (ri+si))ritsy!to..rplsy! (1)

n>0 ri+s;>0
l<izn
kde zobrazeni (ad A) : g — g je definovdno vztahem (adA) B = [A, B]. A pokud
s, = 0, tak se posledn{ tii &leny interpretuji jako (ad X) ™" * X. Tato formule plati, pokud
suma na pravé stran¢ konverguje. A ta konverguje vzdy pro X a Y z jistého okoli poc¢atku
(pro X, Y z vektorového prostoru se pocatkem mysli okoli nulového vektoru).

Poznamka: Prvnich nékolik ¢lent formule ma4 tvar:

Z=X+Y+1/2[X, Y] +1/12[X, [X, Y]] -1/12[Y, [X, Y]] -
]

1/48([Y, [X, [X, Y]]]-1/48[X, [Y, [X, Y]]] +...

BCH formule pro maticovou Lieovu grupu

V pftipadé, Ze Lieova grupa z BCH formule je maticovou Lieovou grupou
G c GL (n, R) (tj. mnoZina reguldrnich redlnych matic typu n x n), pak ptislusnd Lieova
algebra, coby tecny prostor ke G v bod¢ I (nyni jednotkovd matice), je rovnéZ tvorena
maticemi n x n a Lieova zdvorka je ddna komutiatorem [X, Y] = XY - YX. Exponencidlni
relace je v tomto pfipadé definovana ndsledovné.

m Definice 2:

Bud’ G c GL (n, R) Lieova grupa a g k ni piislusnd Lieova algebra. Zobrazeni
exp : g > G definované predpisem:

(VX €g) (expx = eX=T+3, ;- X*),

nazveme exponencialnim zobrazenim.



Specidlni ptipad Baker-Campbell-Hausdorffovy formule pro maticovou Lieovu grupu G:

’ Z (-1)™* Z XT1yS1 |, XFn YSa
oo n £y 58150 ril!s;!...r,! s,! (2)
1<izn

Poznamka: Vyrazy prvniho, druhého, tietiho a ¢tvrtého fadu maji nasledujici tvary:

21:X+Y
ZZ:%(XY—YX)
23:% (X2Y+XY2—2XYX+Y2X+YX2—2YXY)

N

IS
I
|

(x2 Y2 -2 XYXY - Y2 X2+ 2 YXYX)

Tomuto specidlnimu piipadu formule budou vénovany nésledujici kapitoly, v nichz
budu piedstavovat algoritmy pro vycisleni této formule. Vyraz (1) lze pak obdrzet
Dynkinovou substituci, které se vénuje nasledujici kapitola 1.3.

1.3 Dynkinova substituce

Dynkin [2] uvadi zpisob, kterym Ize prevést BCH formuli vyjadifenou pro
maticovou Lieovu grupu (2) na BCH formuli pro obecnou Lieovu grupu (1). Definoval
linedrni zobrazeni @ volné asociativni algebry k do volné Lieovy algebry g predpisem:

1
¢ (%1 %2 .. %Xp) = =[x [x2[ v [Rno1y Xn] oo ] (3)
n
Z ptedpisu je patrné, Ze tato substituce pfifazuje vyraziim koncicim dvojici stejnych
znakd nulu. Proto své ndsledujici algoritmy uvedu i verzi, kterd nevycisluje koeficienty u
téchto vyrazii a tim padem je doba béhu takového algoritmu kratsi.

Implementace Dynkinovy substituce

Dynkinovu substituci jsem implementoval v systému Mathematica. Jedné se o prosté
dosazeni do vzorce (3) s pouZitim vlastnosti, Ze [x, y] = - [y, x].Z4dné dalsi dpravy
pomoci vlastnosti Lieovych algeber neprovadim.

Nésledujici funkce na vstupu zpracovava BCH formuli vyjadfenou do urcitého fadu
presnosti. Omezujici podminka pro parametr VSTUP je, aby byl tvaru souctu jednotlivych
¢lent formule, které budou tvofeny raciondlnim ¢islem a fetézcem tvaru "xy . . .x" a nesmi
obsahovat linearni ¢len x + y. Vystupem funkce je pak zapis BCH formule v podobé¢
Lieovych zavorek, které jsem pro pouZiti v systému Mathematica oznacil L[ ., .].

Dynkin[VSTUP_] := Module[{k, o, j, 1, m, clen},
str=""; dyn=0; clen =0;
1l =Apply[List, VSTUP];
For[j=0, j<Length[l], k =Apply[List, 1[[3j]1]];
o = Apply[List, Characters[k[[2]]11]1];
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If[o[[Length[o]]] == o[[Length[o] -1]1], ,
If[o[[Length[o]]] = "x", k[[1]] = -k[[1]]];
clen = L[ToExpression["x"], ToExpression["y"]];
For[i = Length[o] -1, i > 1,
clen = L[ToExpression[o[[i]]], clen];, i--1;1;
dyn =dyn + (1 /Length[o]) *k[[1]] *clen; clen=0;, j++];
dyn]

Vyjadreni Lieovy zavorky ve tvaru
komutatoru[x, y] = xy - yx

Nésledujici pravidla slouZi k nahrazeni Lieovych zavorek komutatory, tj. pfifazeni
L[x, yv] = xy - yx. Tim lIze pievést vyraz z tvaru (1) na tvar (2). Napiiklad vyraz
L[x, L[x, y]] lze pomoci vlastnosti Lieovy algebry a pfifazeni L [x, y] = xy - yX
upravit na tvar xxy — 2 Xyx + yXX.

Pravidla z definice 1 o vlastnostech Lieovy algebry:

plLieAlg = {L[A_, A_] > O,
L[A_+B_, D_] »L[A, D] +L[B, D],
L[A_, B_+C_] = L[A, B] +L[A, C],
L[m: (_Integer | _Rational | Real) A_, B_] »>mL[A, B],
L[A_, m: (_Integer | _Rational | _Real) B_] »>mL[A, B],
L[0O, A_]->0, LIA_, 0] »01};

Pravidlo pro nahrazeni L [x, v] za xy - yx:
pKomRel = {L[X_ , Y ] »X**Y-Y »% X};
Distribucni a dal$i pravidla pro nekomutativni ndsobeni:

pExpandCR:{
(A_+B_) ** (C_) » (A**xC+B=*xC) ,
(A_) ** (B_+C_) » (A**xB+AxxC),
(A_+B_) *%* (C_+D_) > (A**C+B**xC+A*xD+B#*xD) ,
(A_+B_+C___)™:> (A+B+C) +x (A+B+C)™?,
((-A_*%*B_) **C_) »-(A*x*xB*xC),
(C_**% (-A_**B_)) » - (C**¥A x*xB),

(C_(-A_**B_)) »-C (A*x*B)

}:

Ukazka pouziti Dynkinovy substituce

Pouziti a funk¢nost Dynkinovy substituce ukdzu na BCH formuli fadu 4:

"xx " "xx n "x " "x x" "x x n
BCHrad4 = "x" + y + Yy + Y - Y - yxy
12 24 2 6 12
"xyy" "yx" "yxx" "yxy" "yxyx" "yyx" "yyxx"
+ "yt + _ + + _ .
12 2 12 6 12 12 24 '

11



Dynkinovu substituci 1ze pouzit na vSechny ¢leny BCH formule kromé linearniho ¢lenu:

BCHrad4Ll = Dynkin[BCHrad4 - "x" - "y"]

1 1 1
_L[Xr YJ+_L[XI L[Xr YJJ__L[XI L[Y! L[Xr YJJJ_
2 12 48

1 1

_L[YI L[Xr YJJ __L[YI L[Xr L[Xr Y]]]

12 48

Mo v

Nyni opét z Dynkinova zdpisu dostanu ptvodni zdpis (viz. 1.3.2). Musim pficist linedrn{
Clen, ktery jsem odecetl pted provedenim substituce:

BCHrad4fromL =
"x" + "y" + BCHrad4L //. pKomRel //. pExpandCR /. {x-> "x", y-> "y"} /.
{NonCommutativeMultiply -» StringJoin} // Expand

XXy  XXYY XY XYX  XYXY

X + + + - — - +
12 24 2 6 12
XYy yxX YXX  YyXYy YXYyX YY¥X YYXX
— +ty - — + - + + -
12 2 12 6 12 12 24

BCHrad4fromL - BCHrad4

0

2. Upravy mého pavodniho algoritmu
z bakalarske prace

2.1 Pfipomenuti implementované metody

Touto kapitolou navazuji na svoji bakalafskou praci, v jejimZz prubéhu jsem
implementoval metodu vycislujici Baker - Campbell - Hausdorffovu formuli. Jednalo se o
metodu naprogramovanou v jazyce C, kterd byla pomoci rozhrani Mathlink v¢lenéna do
systému Mathematica. Metoda byla zaloZena na generovani vSech moZznych hodnot indext
s; ar;.Po kazdém vygenerovani téchto indexti se do vystupniho fetézce ptidala dalsi Cast
formule tvorend fetézcem znakll x a y a koeficientem vypoctenym podle vzorce (2).

Touto metodou jsem BCH formuli vycislil do 13.tého fadu v Case pfiblizn€ 5 minut.
Vysledek zabiral asi 300 MB a byl cely uloZen ve virtudlnim adresovém prostoru pocitace.
Vzhledem k tomu, zZe pamét'ové naroky rostly s kazdym fddem pfiblizné Ctyfndsobné&, byl
tento fad konecnym moZnym pii vypoctu na ptivodni testovaci konfiguraci (Sempron 3100+,
768 MB RAM).

2.2 Prace na zlepseni metody

Vzhledem k dneSnimu rapidnimu rozvoji vypocetni techniky ve sméru vicejadrovych
procesorti jsem se rozhodl sviij program upravit tak, aby byl schopen vyuZit pravé téchto
moZnosti novych procesord, které se stavaji standardem i v béZném domdacim pouZiti.
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Vicevlaknova implemantace metody

Vicejadrové procesory umoziuji spoustét nékolik uloh paralelné, tedy soubézné. Je
vSak nutné program pfi jeho tvorbé upravit tak, aby tento paralelni pifistup mohl vyuZit.
Existuje n¢kolik metod jak program upravit tak, aby byl automaticky zparalelizovan jiz pfi
kompilaci. Ja jsem se ale rozhodl fidit si paralelizaci sdm. Moderni multitaskingové operacni
systémy nabizeji né€kolik moznosti jak postupovat. Umoziiuji spoustét nékolik procest
najednou a v rdmci jednoho procesu mohou spustit takzvand vldkna (anglicky thread,
pfipadné fiber), kterd se v podstaté chovaji jako samostatny proces, s tim rozdilem Ze spolu
dohromady s ostatnimi vldkny procesu sdileji stejné systémové prostiedky. Kazdy proces je
automaticky tvofen alesponl jednim vldknem. Jednd se o hlavni vldkno, v kterém zac¢ind chod
programu. Operacni systémy pak vSem vldknim ve vSech spusSténych procesech ptid€luji
procesorovy €as v urCitych casovych intervalech (kolem 10 ms). Timto stfidavym
pfifazovanim procesorového Casu lze dosdhnout dojmu paralelniho béhu vice vldken i na
jednojadrovych systémech. Na vicejadrovych systémech se jiz nejednd pouze o dojem, ale
operacni systém pfid€luje vldknim procesorovy Cas vice jader, takZe pokud by napiiklad v
systému béZela pouze dvé vldkna, pak kazdé by mohlo bézet neustdle a bez preruseni na
vlastnim jadru (takovyto model je ovSem, alesponl co se ty€e systému Windows, naprosto
neredlny).

Pokud jsem sviij piivodni program spustil na pocitaci s dvoujadrovym procesorem,
cely vypocet algoritmu probihal pouze na jednom jadie a druhé zistalo nevyuzité. Mym
cilem tedy bylo rozdélit program na jednotlivd nezavisld vldkna a ta spustit zaroven.
Program jsem rozd¢lil na jednotky, které odpovidaji jednotlivym ¢lentim vnéj$i sumy BCH
formule (2), tyto jednotky jsou na sob& datové naprosto nezévislé. Tedy naptiklad pii
vytvafeni formule faddu 12 se spusti 12 samostatnych vldken, kterd mohou bézet soucasné.

Ptikladova situace na dvoujadrovém procesoru s nainstalovanym opera¢nim
systémem Windows a spusténém programu vypisujici formuli fddu 4 by vypadala takto:
Program soucasné spusti vSechna 4 vldkna, z nichZ kazdé vycisluje jeden urcity sCitanec
vnéjsi sumy formule. Systém Windows jim zaCne pfifazovat procesorovy cas. Nejprve
predpokladejme, Ze vSechna vldkna maji stejnou prioritu. Z tohoto ditvodu se systém
Windows bude snazit piifazovat procesorovy ¢as spravedlivé stiidaveé, kazdému vldknu
piiblizné stejné. Tedy vldkno ¢islo 1 pfifadi naptiklad prvnimu jadru. VIdkno cislo 2
druhému jadru. Po kratkém béhu té€chto vlaken, systém tato vlakna uspi a misto nich pfiradi
procesorové ¢asy ¢ekajicim vldknim ¢islo 3 a 4. A po kratkém béhu vldken 3 a 4 zase uspi
vldkna 3 a 4 a znovu aktivuje vldkna 1 a 2. Takto se situace opakuje, dokud vSechna vldkna
postupné neskonci svou préaci. Ve skutecnosti neprobihd aktivace a deaktivace vldken takto
pravidelné, princip je, ale doufam, zfejmy.

V tomto schématu, kdy vldkna jsou ztotoznéna s jednotlivymi s¢itanci vnéjsi sumy,
vsak nastdva celkem nepfivétiva situace. Doba béhu kazdého vldkna je riiznd. Je tedy tieba
tyto doby prom¢fit a zjistit, kterd vldkna zabiraji nejvice procesorového ¢asu. N€ktera vldkna
kon¢i svlij beh opravdu rychle. Na druhé strané se vSak mtze vyskytnout i 1 vldkno, které
pobézi déle nez vSechna ostatni vldkna dohromady. Tato situace naStésti nenastava.
Jednotlivym vldknim tak lze nastavit rizné priority a diky tomu pak n€kolik vldken kon¢i
svij beh priblizné ve stejnou dobu a nezlstdvaji tedy nevyuzita jadra procesoru (alespon co
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se tyce testovani na dvoujaddrovém systému). Vyslednou implementaci se rychlost programu
oproti jednovldknové verzi pfiblizn€ zdvojnasobila.

Odstranéni chyb predchozi verze a dalsSi upravy
programu

V ptivodni implementaci metody jsem k pocitani koeficientii pouZival ¢iselné typy
jazyka C a k ukladani téchto ¢isel do fetézce jsem pouZzival funkci _itoa. Tato funkce pievadi
¢islo typu integer na textovy fetézec. Protoze vstupem je typ integer, tak jiZ pfi pocCitani fadu
13 jsem u dvou vyrazt obdrzel Spatny koeficient. Totiz, bylo potieba zapsat ¢islo 13!, které
se jiz nevejde do 4 bytového typu integer. Dalsi problémy nastaly i pti pouZiti ¢iselného typu
double, piipadné long integer (8 bytovy typ), které pro vypocty vysokych fadi nebyly
dostatecné.

S vidinou moZznosti dosdhnout vysSich fadl presnosti jsem nejprve upravil cely styl
zapisovani vysledného vzorce. Jak jsem uz diive pfipomenul, vysledek vypoctu formule pro
fad 13 zaujimal 300 MB paméti a pfitom po tUpravach tohoto vyrazu systémem Mathematica
se velikost vysledku zmenSila na 400 KB. Rozhodl jsem se tedy vétSinu tprav vedoucich k
takovémuto zkraceni implementovat piimo do algoritmu. Koeficienty jsem tedy piestal
zapisovat piimo do vysledného fetézce a misto toho je spolu s¢itdim a uklddam do pole a
teprve po skonceni vSech vypocti vysledek z pole zapiSi. Déle jsem se vysledek rozhodl
ukladat na pevny disk do souboru, jehoZ umisténi Ize urcit v baliku BCHfle.m, ktery
obsahuje voldni mého programu. Defaultni cesty k souboru jsou C:/BCHfle.txt, resp. C:/-
BCHfleD.txt.

Reseni nedostatku velkych datovych typtl jazyka C jsem nalezl v podobé pouZiti
knihovny GMP (GNU Multiple Precision Arithmetic Library). Ta obsahuje datové typy
predstavujici ¢isla s neomezenou presnosti a také funkce umoznujici aritmetické operace s
témito Cisly. Obdval jsem se zejména zdrZeni vypocti s témito umélymi datovymi typy. Po
vhodné implementaci vSak bylo zdrZeni minimélni.

Béhem téchto dprav programu jsem poupravil také nékteré ¢éasti algoritmu,
vycislujiciho formuli. Zejména jsem zrychlil generovani s¢itacich indext s[i] a r[i] ve vnitini
sume¢ tim, Ze se pii generovani presko¢i mnoho variant indext, které, kvali podminkam,
které jsou na tyto indexy kladeny, nemohou pfipadat v tivahu. Celkové se tim doba potfebna
pro béh programu zkrétila téméf na jednu desetinu ptivodni doby.

2.3 Vysledné verze programu

Vysledkem prace nakonec byly dva programy vycislujici formuli (viz dodatek).
Jeden standardni, ktery vycisluje koeficienty u vS§ech moZnych vyrazi vyskytujicich se ve
vzorci (BCHfle.exe). Druhym je program vhodny pro nédsledné pouziti Dynkinovy substituce
(BCHfleD.exe), ktery nevycisluje koeficienty u slov koncicich dvojici stejnych znakti.
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Popis toho, jak programy napsané v jazyce C spojit s Mathematicou, je obsazen v mé
Bakalarské praci. Nyni zde uvedu jen postup, ktery je nutno dodrzZet pro spusténi. Adresar
"Propagator" (viz dodatek) je nutno zkopirovat adresafe s Mathematicou, konkrétné do
adresafe AddOns/ExtraPackages.

Prace s balikem pak probiha nasledovné importovanim funkci.

<< Propagator BCHfle"

BCHCfle[4]
XXy  XXYY XY  XYX  XYXY
X + + +—_ - - +
12 24 2 6 12
Xyy yx YXX  YXy YXYyX YYyX YYXX
— Yy - — + - + + -
12 2 12 6 12 12 24

BCHCfleForDynkinSubst[4]
XXy Xy XYyX  XYXYy yX YXy YXyX YyX
+

X + +
12 2 6 12 2 6 12 12

3. Reinschova metoda

Jak jsem se jiz zminil i1 ve své bakalédrské praci, na Wikipedii jsem narazil na odkaz
na ¢lanek [3], v némzZ autor pfedstavuje jednoduchou metodu pro spocitini vyrazit BCH
formule. Jeho metoda je zaloZena na konecném poctu nasobeni matic. Uvedu pouze postup
pii vycislovani urcitého fddu formule a v ¢lanku uvedenou implementaci jeho metody. Jak
ale autor uvadi, je tato implementace uzpusobend spiSe prehlednosti a jednoduchosti nez
efektivité a rychlosti. Dalsi informace o této metod¢ a i diikaz teorému je uveden v
odkazované literatute [3].

3.1 O metodé

K vypocteni koeficientli u v§ech vyrazii z BCH formule (2), konkrétniho fadu n, se
pocitd polynom n proménnych o,, o,, ... o, a pak se provede zdména téchto

s w2

proménnych substitu¢nim operatorem. Cely n-ty fdd BCH formule, tedy vyraz, v némz se
vyskytuji vSechny €leny fadu n oznac¢ime z . Pak z,, lze vypocist podle:

zn =T (log [F.G])q 4.1/ (4)
kde matice FaGtypu (n + 1) x (n + 1)jsou je dany:

11
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1 j-1
Gij = o7 k1 ks G = . ;

logaritmus 1og [F.G] je v tomto piipad¢ ddn jako kone¢nd suma:
(-1)*
log [F.G] = -y — (F.G-1I)%
Index | n4+1 na pravé strané rovnice (2) znaci pravy horni prvek matice log [F.G].

Operdtor T nahrazuje sou¢in proménnych o sou¢inem proménnych x a y. o;#+ se nahradi za
x pokud p; = 0, a nebo za y pokud p; = 1. Tedy naptiklad pro n = 6 plati, ze
T (02, O4y Os5) = XYXYYX.

3.2 Implementace metody

Vytvoreni matic F a G a spocteni logaritmu.

p[n_] :=Block[{p, F, G, i, j, k, gthpower, o, FGml},
F = Table[1/ (j-4i)!, {i, n+1}, {j, n+1}];
G = Table[1/ (j-1i) ! Product[ox, {k, i, j-1}],
{i, n+1}, {j, n+1}];
gthpower = IdentityMatrix[n+1];
FGml = F.G - gthpower;
Expand[-Sum[gthpower = gthpower.FGml; (-1) *q/gq gthpower,
{a, n}][[1, n+1]]]
]

Implementace operatoru T.

T[n_] :=Block[{temp, o, k, term, i, j},
(temp = Expand [Product[cx?, {k, n}] p[n]];
Sum[term = Apply[List, temp[[i]]]; term[[1]]
Apply[StringJoin, Take[term, -n] /. {oi_2 -» "x", cri_3 - "y"}] ,
{i, Length[temp]}])

]

Vyjadieni BCH formule do urcitého fadu pomoci uvedené metody.

BCHReinsch[n_] :=Block[{i}, "x" +"y" + Sum[T[i], {i, 2, n}]]

3.3 Priklad pouziti implementované metody
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p[3]

O1 O2 01 O2 O3 01 O3 02 O3
+

_— + _— =
12 6 12 12 6 12
T[3]
- + + - +
12 6 12 12 6 12
BCHReinsch[3]

+ — - + +y - — + - +

12 2 6 12 Y 2 12 6 12

4. Metoda rozkladu

X +

4.1 O metodé

Pro pfipomenuti uvedu jesté jednou specidlni tvar BCH formule (2), kterou budu
vycislovat.

(-1)~1 XT1YSt | .. XFn YSa
z=) —— 2, ~
(5)
1 ] ] ]
n>0 n ri+Si>0 rl H SI e o o o rn . Sn .
1<izn

m Definice 3:

Bud n € N libovolné piirozené c¢islo. Pak libovolnou posloupnost

(k1, ko, «.., k) :meN, k; eNVie{l, ..., m} nazveme kompozici ¢isla
n, pokud plati, Ze )i _; ki = n.
Pokud kompozice (ki, ks, ..., ky) spliiuje podminku k; <k, < ... < kg,

pak ji nazveme rozkladem c¢isla n.

m Znaceni:

Zapisem slova oznacuji vyraz tvaru X*: YSt , ., X*» Y3 pro pevné nezdporné
indexy r;, s; spliujici podminku r; +s; >0Vv i€ {1, ..., n}. Tuto podminku
oznacim jako (rs) podminku. Budu se na ni odkazovat dile v textu.

Kazdému takovému zdpisu slova pak jednoznacné ptifadim posloupnost tvaru
(ri, Si, +..., rn, sSn), kterou budu oznaCovat jako mocninovy zapis slova
Xrryst [, X2 ySe, Je ziejmé, Ze n€kolik riznych mocninovych zdpisi muize byt
mocninovym zdpisem "vyznamove" stejného slova. Naptiklad mocninové zapisy
(1, 2, 1, 0),resp.(1, 1, 0, 1, 1, 0) odpovidaji zapisim slov XY? X, resp. XYYX,
kterd jsou "vyznamovég" stejnd. Tim se mysli, Ze odpovidaji stejnému prvku ve volné
asociativni algebfe generované X a Y. Takovato slova budeme ztotoZiovat.
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Zménou ze znaku X na znak Y ve slové A se mysli pocet podslov XY ve slové A
zapsaném bez mocnin pouze pomoci znakll X a Y. Pocet zmén z X na Y ve slové ozna¢ime
jako Pyy a pocet zmén z Y na X jako Pyy a déle definujeme P : = Pyy + Pyx. Naptiklad pro
slovo XXYYYXY je Pyy = 2aPyy = 1 atedy P = 3.

Princip metody

K tomu, abych urcil koeficient pro dané slovo (pifi vySe uvedeném ztotoZnéni),
musim urcit vSechny mozné zdpisy onoho slova a k nim piisluSné mocninové zapisy
spliujici (rs) podminku. Koeficient u vychoziho slova lze pak vypocitat jako sumu
¢asteénych koeficienti (vyrazl piislusejicich kazdému konkrétnimu mocninovému zapisu):

-1
(-1)" 1
(6)
n ri!s;! ...yt syt
pies vSechny moznosti mocninovych zdpist slova (r1, s1, ..., ry, S,) spliujici (rs)

podminku. (Tato skutecnost vyplyva ze zapisu vzorce (5).)

Pokud bych se tedy napiiklad zajimal o koeficient pro slovo X, pak ziejmé existuje
pouze jediny moZny zépis tohoto slova vyhovujici (rs) podmince, a to X* Y°. Mocninovy
zépis je tedy (1, 0), z cehoZ dostdivime n = 1, r; = 1 a s; = 0. Dal$i moZnosti zépisu
(napt. x° Y% x! Y°) jsou zakédzény (rs) podminkou. Tedy koeficient bude podle (6):

-1)t1t vy TV Sy .
) L = 1.V piipadé slova XY je jiz situace trochu slozit&jsi. Slovo lze totiz v

1 1! x0!
souladu s (rs) podminkou zapsat jako X* Y! a i jako x' v°? x° v!. Celkovy koeficient u
- o0t 1 (-1t 1 _
slova Xy je pak podle (6): 1 Tr-1f T 2 Tr-oi-o01.11
1 -2 =21, Uvedu jeste priklad slova YX. Slovo Ize (na rozdil od predeslého) zapsat
2 2
pouze jednim zpisobem (kvili pofadi prvkii X a Y ve vzorci (5)) jako X° vt x! v©.
. (-1)2t 1 _ 1
Koeficient je tedy 5 T il il or - " 7

s w2z

Uz tyto dva posledni ptiklady slov XY a YX naznacuji CasteCnou asymetrie slov, ve
kterych se zaméni prvky X a Y. Tato asymetrie bude podrobn¢ vysvétlena v kapitole 4.1.3,
ale jeji podstata je nésledujici. Kdykoliv se ve slové méni sekvence znakli z X na Y (tedy v
¢asti slova, kde se vyskytuje podslovo XY), tak se v mocninovém zdpisu naskytd moZnost
zapsat slovo jesté jednim dal$im mocninovym zdpisem a to takovym, Ze se do piivodniho
mocninového zdpisu vlozi dvojice 0, 0 mezi Cleny r; a s;, pokud r; > 0 as; > 0. To
znamend, Ze puvodni mocninovy zapis (ri, S1, ..., Ti, Si, Tis1s --- Tn, Sn)
pifejde v mocninovy zdpis (r:, si, ..., ri, 0, 0, Si, Tis1, .-..Tn, Sn).
Zatimco pfi zméné Y na X (tedy v misté, kde slovo obsahuje podslovo YX) se tato moZnost
kvili (rs) podmince nenabizi. Napiiklad slova YXY a XYX jsou, na rozdil od vyse uvedenych
slov XY a YX, vzhledem k poctu obsaZenych podslov XY rovnocenna.
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Nyni uvedu postup, ktery pouzivam pro nalezeni tplné€ vSech moZnosti mocninovych
zapist daného slova, které splnuji (rs) podminku.

Nejprve ur¢im takzvany nejkrat§i mocninovy zapis slova, ktery je jednoznacny.
Slovo Ize jednoznacné zapsat ve tvaru, ve kterém po sob¢ nendsleduji dva stejné znaky.
Ptislusny nejkrat$i mocninovy zdpis je posloupnost celych nezdpornych cCisel sudé délky,
kdy pouze prvni a posledni ¢len mize byt nula (prvni je nula, pokud slovo zacind na Y, a
posledni je nula, pokud slovo kon¢i na X). Tedy napiiklad slovo YYYXX ma nejkratsi zapis
X% v3 x? v a k nému piislusi nejkrat$i mocninovy zdpis (0, 3, 2, 0).

Déle pro kazdé cislo nejkrat§stho mocninového zdpisu uréim vSechny jeho
kompozice. Nahrazenim jednoho konkrétniho ¢isla mocninového zdpisu jeho kompozici
(upravenou pfidanim nuly mezi kazdé dva Cleny kompozice) ziskdm dalS$i mocninovy zépis
téhoz slova. Pokud pak vytvotim vSechny kombinace riiznych kompozic jednotlivych cisel
vychoziho nejkratSitho mocninového zdpisu, pak tim ziskdm tpln€ vSechny moZnosti jak
dané slovo zapsat, aZ na ty moznosti, kde se v mocninovém zdapisu vyskytuji dvé nuly za
sebou.

Ono vytvareni vSech kombinaci riuznych kompozic jednotlivych cisel nejkratsiho
mocninového zapisu pfibliZim na piikladu. Vlastn€ vytvoiim jakousi 2-rozmérnou tabulku,
kde prvni fadek bude obsahovat vychozi ¢islo (¢len nejkrat§stho mocninového zdpisu slova) a
dalsi piipadné fadky budou obsahovat rtizné kompozice vychoziho ¢isla (ve sloupci pod
nim). TakZe pro ndS konkrétni piiklad slova YYYXX s mocninovym zdpisem
(0, 3, 2, 0) by tabulka vypadala takto:

{0}y {3} {2} {0}
{2, 1} {1, 1}
{1, 2}
{1, 1, 1}

Z této tabulky je vidét, Ze podslovo YYY lze zapsat étyfmi zplsoby: 1) Y3, 2) Y2 ¥,
3) YY?, 4) YYY a XX lze zapsat dvéma zpisoby: 1) X? a 2) xX. A pokud vytvoiime
kombinace téchto zdpisi jednotlivych stejno-znakovych podslov (které odpovidaji
kombinacim kompozic ¢isel nejkratstho mocninového zdpisu), pak celkem lze slovo YYYXX
podle piedchozich informaci zapsat 4 x 2 = 8 mi zplsoby: 1) Y° X2, 2) Y2 YX?, 3) YY? X?,
4) YYYX?,5) Y? XX, 6) Y2 YXX,7) YY? XX, 8) YYYXX. Tyto z4pisy odpovidaji mocninovym
zdpisitm (0, 3, 2, 0), (0, 2, 0, 1, 2, 0), (0,1,0,2,2,0),
(0, 1, 0,1, 0,1, 2,0), (0, 3,1,0,1,0), (0,2,0,1,1, 0,1, 0),
(0, 1, 0, 2,1,0,1, 0), (0, 1, 0,1, 0, 1, 1, 0, 1, 0). Stejnym zplisobem
1ze postupovat pro libovolné slovo a ziskdme velkou mnoZinu mocninovych zdpist.

Vétsinou lze tuto mnoZinu rozsifit tim, Ze na nékteré pozice jiz ziskanych
mocninovych zépisii vloZim dvojici nul (sekvenci (0, 0)). (Tuto situaci jsem jiZ naznacil
drive v této kapitole.) VloZeni bude mozné provést kdykoliv, kdyz se v zapisu slova pfechazi
znaky z X na Y (tedy v Casti slova, kde se vyskytuje podslovo XY), coZ odpovidd tomu, kdy v
mocninovém zdpisu po sob¢ nasleduji indexy r;, s; takové, Ze r;, s; > 0. Takovy zapis
(ri, Si, -+, i, Siy, ...Tn, Sp) Ize upravit na
(ri, s1, «.., ri, 0, 0, sy, ...rn, Sy) aten je pofdd mocninovym zdpisem
puvodniho slova. Je samoziejmé mozné, Ze do jednoho mocninového zdpisu pujde vloZit
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nuly na vice pozic (pocet téchto pozic ozna¢im p, ). Bude tedy existovat vice dvojic
indexti r;, s; splnujicich r;, s; > 0. Necht postupné vypisi indexy i identifikujici tyto
ruzné pozice a ozna¢im je jako i,, i, ..., 1 b, Pak je potfeba vytvofit vSech 2 P
(v€etn¢ vychoziho) riznych mocninovych zdpisii z vychoziho mocninového zdpisu. Tyto
zéapisy vzniknou z pivodniho mocninového zépisu vZdy vybérem, zda na jeho i-t€ misto
vloZim dvojici nul nebo ne. To jsou dvé moZznosti pro kazdou z m pozic, celkem je tedy 2 F=v
moznosti jak upravit ptivodni mocninovy zéapis. V tomto poctu je obsazena i moznost (kdy
se na zadnou z m pozic nevlozi dvojice nul), kterd je pfimo piivodnim mocninovym zapisem.

Po tomto kroku je jiz vytvofena mnozina tpln¢€ vSech mocninovych zdpisu pro dané
slovo, které spliiuji (rs) podminku. Dalsi zménou nebo pfidinim nenulového ¢isla do
nékterého z jiZz vytvorenych by se zménil pocet né€kterého ze znakl v plivodnim slove,
nejednalo by se tedy uZz o pivodni slovo. Pfiddnim nul na jiné misto neZ uréené v
pfedchozim odstavci by se porusila (rs) podminka.

Kdyz se opét vratim k piikladu slova YYYXX, pak do tohoto slova nelze ptidat nuly
nikde. Tedy diive vypsané moZnosti mocninovych zdpist jsou jiz vSechny. Vysledny
koeficient pak bude:

(-1)2-1 1 (-1)31 1
+

2 310!x3!x2!x0! 3 0!'x21x0!x1!x2!x0!
(-1)7" 1

3 0!x1!x0!x2!x21x0!
(-1 1

4 0!x1!x0!x1l!x0!x1!x2!1x0!
(_1)3-1 1

3 0!'x3!Ix1!x0!'x1!x0!
(_1)4-1 1

4 0!x2!'x0!x1!x1!x0!x11x0!
(_1)4-1 1

4 0!'x1!x0!'x2!'x1!x0!x1!x0!
(_1)5-1 1

5 0!'x1!x0!x1!Ix0!x1!x1!x0!x1l!x0!

+

+

+

1

180

Naopak pro slovo XYXY, kterd md jediny moZny mocninovy zapis bez dvojice nul
(1, 1, 1, 1), existuji dvé pozice kam lze dvojici nul pfidat (i; = 1, i, = 2). Celkem
lze vytvofit ¢tyfi mocninové zdpisy odpovidajici tomuto slovu: 1) (1, 1, 1, 1), 2)
(1, 0, 0,1, 1, 1), 3) (1, 1, 1, 0, 0, 1)a4) (1, 0,0, 1,1, 0,0, 1)a
koeficient je:
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(-1)21 1 (-1)31 1
+ +

2 1!'x1!x1l!x1! 3 1!'x0!'x0!'x1!x1!x1!
(_1)3-1 1
+

3 1!x1!x1!x0!'x0!x1!
(_1)4-1 1

4 1!1x0!'x0!'x1!x1!x0!x0!x1!
1

12

Zrychleni vypoctu koeficientu pro dané slovo

m Zrychleni pocitanim s rozklady misto kompozic

Samotny vypocet koeficientu pro dané slovo lze velmi zefektivnit tim, Ze misto s
kompozicemi Cisel poc¢itdm jen s rozklady Cisel. Téch je podstatné méné nez kompozic a
poskytuji vSechny potfebné informace o kompozicich (ty lze totiz vytvofit permutacemi
rozkladu).

Napriklad ¢islo 3 ma 3 rozklady {{1, 1, 1}, {1, 2}, {3}} a4 kompozice
({1, 1, 13}, {1, 23}, {2, 1}, {3}}. V pripad¢ ¢isla 20 jsou ale tyto pocty velmi
odli$né, rozkladi je 627 a kompozic 524 288.

<< Combinatorica’ (x*balik obshujici funkci Partitionsx)
Length[Partitions[20]] (*Partitions - ¢&esky rozkladyx*)
Length[Flatten[Cases[Partitions[20], x_:» Permutations[x]], 1]]

627

524288

Pokud mdme seznam vSech rozkladl daného ¢isla, pak seznam vSech kompozic
ziskdme snadno jako seznam vSech permutaci jednotlivych rozkladii (viz ptedchozi zapis v
systému Mathematica).

MozZnost vyuzit rozkladl ¢isel misto kompozic si ukdZeme na nasledujicim piikladu.
Ciste¢ny koeficient pro zdpis XX? (odpovidajici kompozici {1, 2}) slova X3 je totiZ iplné
stejny jako koeficient pro zdpis X? X (odpovidajici kompozici {2, 1}) téhoZ slova,
pfi¢emz oba zdpisy vychézeji z permutaci rozkladu {1, 2} &sla 3. Cdsteny koeficient se
totiz podle (6) pocitd nidsobenim, které je komutativni a proto ziskdme pro vSechny
permutace jednoho rozkladu stejny vysledek.

vvvvvv

s\ s

vytvaiime pomoci kombinaci kompozic. Tyto koeficienty lze obdrzet ze zapisu vzniklych
pouze kombinacemi rozkladii. Zkombinujeme-li naptiklad 2 rozklady ¢isel, pak koeficient u
takto ziskaného mocninového zéapisu bude stejny, jako kdybychom zkombinovali libovolné
permutace vychozich rozkladl (opét plyne z (6)).

Problém vsak nastava, kdyZ chceme ziskat celkovy koeficient u n¢jakého slova. Ten
se pocita jako soucet Castecnych koeficientii pfes vSechny moZnosti mocninovych zdpisi
spliwjicich (rs) podminku.
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A vSechny tyto moZnosti jsem obdrZel kombinacemi kompozic (ne rozkladl) ¢isel
nejkratStho mocninového zdpisu. Sta¢i si ale pro kazdy rozklad pamatovat, kolik ma
moznych permutaci. Pak spocitat jen koeficienty pro kombinace rozkladii (ne kompozic) a
tyto koeficienty vynasobit po¢tem moznosti kombinaci permutaci téchto rozkladl. Tyto
pocty moznosti kombinaci permutaci se spocitaji prostym ndsobenim poctd moZnosti
jednotlivych permutaci rozklad. Vezméme za piiklad slovo XXXYYY v mocninovém zdpisu
(1, 0, 2, 1, 0, 2), ktery je vyjadifen pomoci rozkladu {1, 2} Cisla 3. To odpovida
zépisu XX? YY?. Pak rozklad {1, 2} ma2 permutace {1, 2}, {2, 1} acelkem lze tedy
z puvodniho mocninového zdpisu vytvofit 2 x 2 = 4 kombinace permutaci rozkladd. Z toho
plyne, Ze celkem 4 mocninové zapisy ptivodniho slova budou mit stejny ¢astecny koeficient
(protoZe n bude pro tyto zdpisy stejné a na poradi indexidt s; a r; pfi vypoctu koeficientu
nezdleZ{). Konkrétné to budou zdpisy: xx? YY?, xx2 Y2 Y, X% XYY?, X% XY? Y.

m Zrychleni nevytvarenim zapisu s pridanymi nulami

Popisovanou metodu jsem nejprve implementoval tak, Ze jsem pro kazdou z
moznosti kombinaci rozkladl vytvoril jesté dal${ moZnosti tim, Ze jsem pfidaval dvojici nul
do mocninovych zapisi podle posledni ¢asti kapitoly 4.1.1. Tedy naptiklad pro slovo XY
jsem mél jediny mocninovy zapis bez dvojice nul (1, 1). A jeSté jsem vytvoril dalsi
moznost (1, 0, 0, 1) ptfidanim dvojice nul. Nasledné jsem spocital ¢4stecCny koeficient
pro kazdy z téchto mocninovych zéapisi zvlast.

Pti pocitani ¢astecného koeficientu podle piedpisu (6) je vSak zfejmé, Ze Clen

1
rilsil.o..rpl syl
mocninovy zapis, vznikly pfiddnim nékterych dvojic nul, stejny. Jediné, co se v ptedpisu (6)
zmeéni, je parametr n. Ten bude riist spole¢né s poctem ptidanych dvojic nul do ptivodniho
mocninového zapisu.

Necht do piivodniho zdpisu Ize piidat dvojici nul na p, mist, pak je potfeba zjistit

bude jak pro ptivodni mocninovy zapis, tak i pro odvozeny

kolik je moZnosti pfidani pravé jedné dvojice nul, dvou dvojic nul, atd. aZ m dvojic nul.
< DI C p RPN ..
Tento pocet je mozné vyjadiit kombina¢nim ¢islem ( = ) pro pifidani pravé i dvojic nul.
1
Pfidanim i nul se n z pvodniho mocninového zdpisu zméni na n + i a tak celkovy
¢astecny koeficient zahrnujici vSechny moznosti rozsiteni ptivodniho mocninového zapisu o
dvojice nul je podle (6) dan souctem

Dyy ( pxy ) (71>n—1+i 1

kde L

n+i ri!si!l...ry! st/ ri!lsy!l...ry! s,!

Zi:l

je pro vSechny uvaZzované mocninové zapisy stejné. Celkovy koeficient ziskany sectenim
tohoto koeficientu a koeficientu u ptivodniho mocninového zépisu je roven

4ol

1 xy P (_l>n—1+i
( Pfy) — (7)
rllsll...rn!sn!i:o 1 n+1i
kde (r1, s1, ..., ra, sy) jepuvodni mocninovy zdpis, bez ptidanych nul. Tuto sumu

1ze dokonce secist. Vysledek systému Mathematica:
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Py _ 1y (n-1+i)
Zy'Binomial[pxy, i] * (-1

i-0 n+1

(-1)" Gamma [n] Gamma [l + pPyy]

Gamma [l + n + pxy |

A pro gamma funkci pfirozenych c¢isel plati, Ze T' (n) = (n-1) !. Tedy vysledny
koeficient pro mnoZinu mocninovych zdpist zaloZenych na jednom mocninovém zapisu bez
pfidanych nul je:
<_l)n <I‘1 - l) ! pxy !
- . (8)

(N+Pyy) !r1lsy !t ooyl syl

Timto postupem velmi klesne pocet generovanych kombinaci pii vypoctu
koeficientu a tim padem se vypocet velice zefektivni. Napiiklad pro slovo (XY)2° je podet
moznosti, kterymi lze pfidat dvojice nul roven:

Sum[Binomial[20, i], {i, 1, 20}]

1048575

Ale existuje pouze jediny mocninovy zépis takového slova bez ptidanych nul. Tedy misto
vypoctu casteénych koeficientli u ptiblizné 1 milionu moznosti mocninovych zapist staci
spocist jen jeden souhrnny koeficient podle (8).

Vliv na zrychleni vypoctu koeficientu ma tento postup samoziejmé rozdilny v
zévislosti na vstupnim slové. Pokud je slovo typu (XY)* : k € N, pak af je k jakkoliv
velké, tak doba vypoctu bude velmi mald (vytvafeny mocninovy zdpis bude jen jeden) ve
srovnani s dobou, kterou by to vypocet trval bez tohoto postupu. Naopak pro slovo typu
Y% X! : k, 1 e N nepfinese tato metoda viibec Zadné zrychleni (nuly nelze pfidat vibec,
takZe neni prostor pro pouziti postupu). Pii n¢kolika métenich jsem zjistil primérné asi
trojnasobné zrychleni pii vypoctu koeficientli u vSech slov BCH formule vyjadfované do
urcitého fadu.

Vypocet koeficientl u vsech slov BCH formule
urcitého radu

Predchazejici metoda pro vypocet jednoho konkrétniho koeficientu je velice rychld a
proto jsem se ji rozhodl vyuZit i pro vyjadieni koeficientii u vSech slov BCH formule
urcitého tadu. Je nutné pouze ziskat seznam vSech slov, kterd se v daném tadu vyskytuji a
pro tato slova spocist jejich piislusné koeficienty pomoci predchoziho. Slova vyskytujici se
v fddu n maji pocet znakli roven n a jejich pocet je 2" (na kazdé z n pozic slova mize byt
bud’ X nebo Y).

m Pfifazeni jednoho koeficientu dalsim slovim
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Postup, kdy se pocitaji koeficienty pro vSechny slova zvIast, lze jeSté velmi
zefektivnit nasledujicimi postupy.

m Permutace mocninového zapisu

Necht’ je déno libovolné slovo BCH formule a k nému jeho ptisluSny nejkratsi
mocninovy zapis. Takovy zdapis je posloupnost, kterd nemuze obsahovat nulu jinde nez na
zacatku nebo na konci. Pokud v tomto mocninovém zépisu provedu libovolnou permutaci
nenulovych ¢isel, pak dostanu novy nejkratSi mocninovy zapis piisluSejici novému slovu,
které zacind na stejny znak jako piivodni slovo a je v ném také stejny pocet piechodl ze
znaku X na Y (pocet podslov tvaru XY) jako v pivodnim slové. Vzhledem k (6) musi mit
tato slova stejny koeficient, dojde totiZ pouze k prohozeni ¢lenli mocninového zépisu.

Naleznu-li koeficient napiiklad pro slovo XXYYYXXXX (v nejkrat§im mocninovém
zépisu (2, 3, 4)), pak stejny koeficient md i slovo XXXYYXXXX (v nejkratSim
mocninovém zéapisu (3, 2, 4)), a stejné tak 1 dal$i slova vznikld permutacemi
mocninového zapisu.

Tohoto faktu lze vyuZit nejen k rychlej$imu vycisleni koeficientti slov urcitého fadu
ale 1 pro kratsi formu zdpisu BCH formule. Nemusime vypisovat vSechna slova s takto
"ptibuznym" mocninovym zdpisem, ale sta¢i vybrat jednoho reprezentanta z takové skupiny
(ptes permutace piibuznych slov) a ostatni ze skupiny nezapisovat. Implementace tohoto
zpusobu zdapisu BCH formule je uvedena pod ndizvem BCHFleKratce.

n Céasteéna symetrie koeficient slov se zaménénymi znaky

e Pozorovani 1

Necht’ je ddno slovo A fadu r = >} _, r; + s;, které ma koeficient C,. Pak slovo B,
které vznikne z ptivodniho slova A nahrazenim vSech vyskyti symbolu X za Y a naopak Y za
X, md koeficient Cg = Cp » (-1)° .

Tedy pokud je tad slova lichy, pak slovo B mé stejny koeficient jako slovo B. V
piipadé, Ze tad je sudy, tak se koeficienty slov A a B lisi jen znaménkem.

Diikaz tohoto tvrzeni je uveden v [3] jako vztah (6.1). Rovnost e = e* e¥ totiZ

implikuje e ™ = e Y e *atedy, Ze z = -1og e ¥ e *. Z toho a z ptedpisu (2) plyne, Ze z =
Sy (-1 (-Y)™ (X)) %L (- (%)
-loge¥e™ = _Zn>0 n Zri+si>o ri!ls;!...rp! sy! -
l<iszn
(-1)" " r-1 YFiXSi... Y% XS
Zn>0 n Zri+si>o (-1) ri! sy!...Ty! sp!

l<i=n

A po srovnani tohoto vyrazu s ptivodnim (2), kde chybi ¢len (-1) £t

-1
_ (-1°" XF1ySi, .. XFo YSn
Z _Zn>0 n Zri+si>o ri!si!...ry! syt

l<i=n

je tvrzeni zfejmé.
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Pozorovani 2

Nésledujici ivahy navazuji na znaceni zmén definované zpocatku této kapitoly. Dale

ozna¢im n, jako n ziskané ze zdkladniho nejkratSiho mocninového zdpisu slova

(r1, S1i, ..., Tn, Sp).Pak pro sudé P plati, Ze Pyy = ganZ = Pf.le to proto, Ze

nejkratSi mocninové zapisy takovychto slov mohou vypadat jednim z nésledujicich dvou
zpusobt:

a) kdyz slovo za¢ind znakem X, pak
MZ = (r1, S1y «--y Tns Sn) = (io, i1, --., ip, O).

b) kdyz slovo zacind znakem Y, pak
MZ = (ri, S1, «+.4 Tny Sn) = (0, ig, 11, ..., 1ip).

Kde pro oba pfipady i; > 0v je {0, 1, ..., P}.Pokud budeme uvaZovat slova A a
B z pozorovani 1, pak obé¢ tato slova maji stejné P a podle pfedchoziho i stejnd Pyy a n,.

e Diisledek obou pozorovani

Pokud je tad slova sudy a P je také sudé, pak toto slovo ma nulovy koeficient v BCH
formuli.

Ditikaz: Souhrnny koeficient spocteny pro jeden konkrétni mocninovy zdapis slova A oznacim
Ca (mz).Pak podle (7) pro tento koeficient plati:

1 Pxy Pyy (_l>n—1+i
s (n2) - R (9)
ri!s;! ...rp! sy! “ 1 n+1i
i=0
pro dany mocninovy zdpis mz = (ri, Si, ..., rn, S,) slova A. Ddle je pak z

pozorovani 2 ziejmé, Ze slova A a B maji stejny pocet moznosti mocninovych zapist. A
kazda takovd moZnost mocninového zapisu slova A md svého analogického "dvojnika" v
podobé zapisu mocninového zdpisu slova B. Pokud m4 totiZ slovo A konkrétni mocninovy
zapis mzp = (ig, i1, ..., ip, 0), pak slovo B md urit¢ mocninovy zapis
mzg = (0, i9, i1, ..., ip), nebo naopak. Z toho dostdvdme rovnosti

1 _ 1 _
(rllsl!... - (rl!sll...rnlsn!)mZB a <PXY>mZA_ <PXY>mZB a

() z, = (D), - Ztoho az (9) vyplyva, Ze Cp (mzp) = Cg (mzg).

Celkem z toho plyne, Ze celkovy koeficient C, slova A je stejny jako koeficient Cy
slova B, protoZe Ca =), , Ca (mza) =), Cs (mzp) = Cgz. Kde suma je vidy pfes
vSechny mozné zdkladni (bez pfidanych nul) mocninové zéapisy slova. Ale, z pozorovani 1
plati Cy = Ca + (-1)° %, a nynf je ¥4d r sudy a tedy Cy = —C,. Nutné tedy musi byt
Cp = Cp = 0.

Slov sudého tadu, u kterych lze vyuZit pfedchdzejictho diisledku, je vZdy polovina
vSech slov tohoto fadu, protoZe vznik zdpisu libovolného slova si 1ze predstavit ndsledovné.
Nejprve zvolim pocatecni znak. Mam tedy zvolen doposud posledni znak slova a po ném
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zvolim ndsledujici znak bud’ stejny jako soucasny nebo zvolim ten druhy. Takto se lze
rozhodovat v kazdém kroku, pficemz kazdé takovéto rozhodnuti je zaroven rozhodnutim o
tom, zda pocet zmén znakii P bude sudy nebo lichy. A protoze pro vypis vSech slov daného
fadu BCH formule je potieba provést vSechny kombinace téchto rozhodnuti, pak polovina
téchto rozhodnuti vede k sudému poctu zmén znakli P a takto vznikld slova spliuji
podminky dusledku.

Inspirace z ¢lanku [4]

V Clanku [4] se pojedndva o praktickém algoritmu, ktery je urcen k vycisleni
koeficientii u jednotlivych ¢lenti formule (1).

Algoritmus vychazi z formule (2), z nizZ vybere takzvané homogenni ¢leny a u nich
ur¢i koeficienty. Homogenni €leny jsou vSechna slova X*: Y®: ... X"» YS» spliujici
> ,ri=r, > ;s;i=s. Dynkin odvodil ptedpis pro takovy homogenni ¢len pomoci
komutdtort:

Pr,s = r+s

1 (ad X)T1 (ad Y)Si... (ad X)™» (adY)Saly
Z ri{!sq!...ry! sp!

kde suma jde pfes vSechny mozZnosti posloupnosti nezdpornych indexi
(X1, S1, ««.Tpn, Sp) 23,1 =Y, yi 181 =8, s; +r; > 0.

Pfi vytvéareni své metody rozkladu jsem se pifimo inspiroval timto ¢lankem a vyuzil
jsem i n€kolik postup, které jsou v tomto ¢lanku uvedeny. Na rozdil od ¢lanku, kde se
ziskavaji koeficienty homogennich ¢lentl, ja jsem se zamé&fil na ziskani koeficientu pro
libovolné slovo. Tyto dvé€ tulohy jsou i vzhledem k Dynkinové substituci velmi podobné.
Clanek mé inspiroval zejména k vyuZiti rozkladd &isel pro generovani moznosti
mocninovych zapist a pridavani dvojic nul pro rozsifeni mnoZiny mocninovych zapist.

4.2 Implementace metody

= Vynulovani globalnich proménnych

Nésledujici proménné jsou vyuZzity pro urychleni pocitani koeficientd. Aby se nemusely
pocitat stdle stejné véci dokola, tak jsou uloZeny v téchto pomocnych polich.
gRozklady = {};

gRozkladySNulama = {};
gPoctyPermutaciRozkladu= {};

m Zakladni funkce

Vv

Zde jsou uvedeny nejjednodussi funkce algoritmu. Tyto funkce se neodkazuji na Zadné
mnou naprogramované funkce.
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Rozklady]cislo_]

Rozklady([cislo_] := Block[{vysl},
vysl = Cases[Partitions[cislo], x_ = Sort[x, Greater]]

]

= SNulama[rozklad ]

Tato funkce ptfidd za kazdy prvek vstupniho seznamu nulu a vrati nové upraveny seznam.
Ptifazuje rozkladlim ¢isel jim odpovidajici mocninové zapisy.

Ptiklad: Slovo XX ma nejkrat$i mocninovy zdapis {2, 0}, ¢islo 2 md rozklady {{2}, {1, 1}} a
rozkladu {1, 1} odpovidd mocninovy zdpis (1, 0, 1).

SNulama[rozklad_] :=
Block[{i, j}, Table[{Take[Table[{rozklad[[i]][[j]l], O},
{j, 1, Length[rozklad[[i]]]}] // Flatten,
Length[rozklad[[i]]] *2-1]} //
Flatten, {i, 1, Length[rozklad]}]

m MZnaSlovo[mz_,bZacniX ]

Prevod mocninového zépisu bez pifipadné prvni nuly na odpovidajici slovo. V takovém
mocninovém zdpisu nerozezndvam zda slovo za¢ind znakem X nebo Y. Pro vystupni slovo je
zde tedy moZnost volby, zda slovo mé za¢inat na X ¢i Y.

MZnaSlovo[mz_, bZacniX_] := Block[{slovo = {}, i, j, znak},
If[bZacniX == True, znak = "x", znak = "y"];
Do[slovo = StringJdoin[slovo,
StringJoin@@ Table[znak, {j, 1, mz[[i]]}]1];
If[znak = "x", znak = "y", znak = "x"];, {i, 1, Length[mz]}];
slovo]

= SlovoNaMZ[slovo ]

Funkce, kterd pfevede slovo na mocninovy zapis bez ptipadné nuly na zacatku (nerozliSuje X
avy).

SlovoNaMZ[slovo_] :=
Block[{i, j, k, vyraz, minz, vs}, vs = Characters[slovo];
vyraz = {};
If[vs[[1]] = "x", minz = "x";, minz = "y"; ],
vyraz = {1};
Do[If[minz == vs[[i]], vyraz[[Length[vyraz]]] =
vyraz|[[Length[vyraz]]] +1, vyraz = Join[vyraz, {1}];];
minz =vs[[i]];, {i, 2, Length[vs]}];
vyraz]
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SlovoNaMZXY[slovo_]

Funkce, kterd slovo ptevede na standardni mocninovy zépis (rozliSujici znaky).

SlovoNaMZXY[slovo_] :=
Block[{minz, vyraz, vs, i, j, k}, vs = Characters[slovo];
vyraz = {};
If[vs = {"x"}, vyraz = {1, 0}, If[vs[[1]] = "x",
vyraz = {1}; minz = "x";, vyraz = {0, 1}; minz = "y";];
Do[If[minz == vs[[i]], vyraz[[Length[vyraz]]] =
vyraz[ [Length[vyraz]]] +1, vyraz = Join[vyraz, {1}];];
minz =vs[[i]];, {i, 2, Length[vs]}]];
If[0ddQ[Length[vyraz]], vyraz = Append[vyraz, 0]];
vyraz]

m SpoctiKombinaci[k_, poctyPerm_, pocetMoznostiProNuly ]

Spocita souhrnny koeficient pro piisluSné moznosti kombinaci. V kazdém kroku spocita
jeden Castecny koeficient pomoci kombinace rozkladu, poctu jejich permutaci a poctu mist,
na kterd je mozna ptidat do kombinace nuly.

SpoctiKombinacil[k_, poctyPerm , pocetMoznostiProNuly ] :=
Block[{s, vysl, n, i, j, koef, ¢, mz, delky, pm, d}, s=0;
pm = (pocetMoznostiProNuly) !;
poctyPerm.
Cases[k, x_ o (-( ((-l)l'em"th[x]/2 (Length[x] /2-1)! *pm) /
(pocetMoznostiProNuly + Length[x] / 2) !) ) * (1/
Times@@ (x!)) ]

m Slozené funkce

Tyto funkce ke svému béhu potiebuji zakladni funkce.

m SlovaBezPermutaci[delka_, bKonecDvojici_]

Vygeneruje vSechna slova dané délky aZ na permutace skupin znakl (ty maji totiZ stejné
koeficienty). Lze urcit, zda generovat slova konc¢ici na dvojici stejnych znaki.

SlovaBezPermutaci[delka_] :=
Block[{sr, slova, i, x}, sr = gRozklady|[ [delka]];

slova = Cases[sr, x_ > MZnaSlovo[Reverse[x], True]];
slova]

= Kombinacelndexu[slovo ]
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o v,

Vytvoii zakladni moZnosti kombinaci rozkladu ¢isel nejkrat§stho mocninového zdpisu slova
tim, Ze rozdistribuuje rozklady ¢isel mocninového zapisu slova. Dale také spocita, kolik 1ze
z kazdé vysledné kombinace odvodit dalSich kombinaci permutaci rozkladt. Tuto funkci

nelze volat bez inicializovanych globalnich poli.

KombinaceIndexu[slovo_] :=
Block[{zaklad, rozklady, startT, poctyPermZaklad, poctyPermDistr,
vysl}, If[slovo == "x", Return[{{{1, 0}}, {1}}11;
zaklad = SlovoNaMZXY[slovo]; (*nejkratsi mocninovy zapisx)
(*mnozZina mnozZin rozkladu
vSech &isel nejkratsiho mocninového zapisux)
rozklady = Cases[zaklad,
x_»If[x==0, {{0}}, gRozkladySNulama[[x]]]];
(*mnozina poétld permutaci pro kazdy rozklads)
poctyPermZaklad =

Cases[zaklad,
x_ »If[x=0, {1}, gPoctyPermutaciRozkladu[[x]]]];

(*rozdistribuovanim vytvofime vSechny kombinace rozkladix)
rozklady = Distribute[rozklady, List];
(*prondsobené poéty permutaci po distribuci,
pro celkovy podet moZnosti,
jak ze zapisu odvodit jesté dalsix)
poctyPermDistr = Cases[Distribute[poctyPermZaklad, List],
x_»» Times @@ x];
vysl = Flatten[rozklady, {{1}, {2, 3}}];
(*vysl=
Table[rozklady[[i]]//Flatten, {i,1,Length[rozklady]}]; *)
{vysl, poctyPermDistr}
]

m KoefFromGlobalParams[slovo ]

Spocita koeficient pro vstupni slovo. Funkci nelze volat bez inicializovanych globalnich poli
kvili funkci Kombinacelndexu.

KoefFromGlobalParams[slovo_] :=
Block[{znaky = Characters[slovo], indexy, vysl, startT,

zs, i, j, k, temp, poctyPermDistr, poctyPermNul,
pocetMoznostiProNuly}, If[slovo=="", Return[0]];

If[slovo = "x", Return[l]];

If[slovo == "y", Return[1l]];

pocetMoznostiProNuly = SlovoNaMZXY[slovo];

(*zda nesplnuje podminku pro nulovy koeficient#)

If[
EvenQ[Length[Cases[pocetMoznostiProNuly, x_/; x # 0]] - 1] &&

EvenQ[StringLength[slovo]], Return[0]];

temp = KombinaceIndexu[slovo];

indexy = temp[[1]];

poctyPermDistr = temp[[2]];

pocetMoznostiProNuly =
Table[ {pocetMoznostiProNuly[[2*i +1]], pocetMoznostiProNuly] [
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2%i+2]]}, {i, 0, Length[pocetMoznostiProNuly] /2-1}];
pocetMoznostiProNuly = Plus @@ Cases [pocetMoznostiProNuly,
{x_,y_}»1/;, (x>0 &&y>0)];
vysl = SpoctiKombinaci[indexy, poctyPermDistr,
pocetMoznostiProNuly];
vysl
]

s Konec¢né funkce pro praktické pouziti

Nésledujici funkce nejprve inicializuji globalni pole a poté pouZzivaji pfedchazejici funkce.

s BCHKoef[slovo ]

Spocita koeficient pro libovolné slovo.

BCHKoef[slovo_] :=Block[{d, rad, cisla, pocetZmen},
If[slovo=="", Return[0]];
If[slovo = "x", Return[l]];
If[slovo = "y", Return[l]];
pocetZmen = SlovoNaMZXY[slovo];
(*zda nesplniuje podminku pro nulovy koeficient#)
If[EvenQ[Length[Cases[pocetZmen, x_/; x#0]] -1] &&
EvenQ[StringLength[slovo]], Return[0]];
cisla = Sort[Union[SlovoNaMZ[slovo]]];
rad = Max[cisla];
d = Length[gRozklady];
If[rad >d,
gRozklady = Flatten|[
Append[ {gRozklady}, Table[Rozklady[i], {i, d+1, rad}]], 11,
gRozkladySNulama = Flatten[Append[ {gRozkladySNulama},
Table[SNulama[gRozklady[[i]]], {i, d+1, rad}]], 1];
gPoctyPermutaciRozkladu = Flatten[Append [
{gPoctyPermutaciRozkladu}, Table[Cases[gRozklady[[i]],
x_» Length[Permutations([x]]], {i, d+1, rad}]], 1];1;
KoefFromGlobalParams[slovo] ]

» BCHRad[rad_, bKonecDvojici_, bBezPermutaciSlov_]

Spocita a zobrazi koeficienty vSech slov daného fadu v BCH formuli. Lze si zvolit, zda
pocitat koeficient i u slov koncicich na dvojici stejnych znakid. Dédle umoZznuje pocitat
koeficienty jen u zdkladnich slov, z nichZ lze ostatni slova ziskat permutacemi mocninovych
zapisi a zdménou znakl (viz. nasledujici funkce). Pfi tomto zptsobu vypoctu je vysledny
zapis velmi kratky a i rychleji spocteny. Jednotliva zdkladni slova jsou v zdpisu uvozena
symboly t[ ].

BCHRad[rad_, bKonecDvojici_, bBezPermutaciSlov_] :=
Block[{vysl, sl, perm, koef, i, j,
slovaperm, slovo, startT, d}, vysl=0;
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d = Length[gRozklady];
If[rad >d,
gRozklady = Flatten|
Append[ {gRozklady}, Table[Rozklady[i], {i, d+1, rad}]], 11,
gRozkladySNulama = Flatten[Append[ {gRozkladySNulama},
Table[SNulama[gRozklady[[i]]], {i, d+1, rad}]], 1];
gPoctyPermutaciRozkladu = Flatten[Append [
{gPoctyPermutaciRozkladu}, Table[Cases[gRozklady[[i]],
x_+» Length[Permutations([x]]], {i, d+1, rad}]], 1];1;
If[rad ==1, Return["x" + "y"]1]1;
If [bKonecDvojici, sl = SlovaBezPermutaci[rad];
, sl = SlovaBezPermutaci[rad-1]];
Do[slovo =sl[[i]];
If[bKonecDvojici == False, slovo = StringJdoin[slovo,
If[Last[Characters[slovo]] == "x", "y", "x"11;1];
koef = KoefFromGlobalParams[slovo];
If[bBezPermutaciSlov == True,
vysl = vysl + koef * StringJoin["t[", s1[[i]], "1"],
If[koef #0,
If[bKonecDvojici == False,
perm = Cases[Permutations[SlovoNaMZ[s1[[i]]]],
x_» Flatten[{x, 1}]1],;,
perm = Permutations[SlovoNaMZ[sl1[[i]]]];
1;
slovaperm = Table[MZnaSlovo[{perm[[]j]]} // Flatten, True],
{3, 1, Length[perm]}]; (*Xx)
vysl = vysl + koef * (Plus @@ slovaperm) ;
slovaperm = Table[MZnaSlovo[{perm[[]j]]} // Flatten, False],
{3, 1, Length[perm]}]; (*Yx)
vysl =vysl+ ((-1) * (rad +1)) *koef » (Plus @@ slovaperm);];],
{i, 1, Length[sl]}];
vysl]

s BCHFleRozkladem[rad_, bKonecDvojici_|,
bBezPermutaciSlov_]

Vy¢isli BCH formuli do ur¢itého fddu pomoci pfedchozi funkce, pficemz zachovava jeji
volby.

BCHFleRozkladem[rad_, bKonecDvojici_, bBezPermutaciSlov_] :=
Sum[BCHRad[i, bKonecDvojici, bBezPermutaciSlov],
{i, 1, rad}] // Expand;

s BCHRad[rad_], BCHFle[rad_],
BCHRadProDynkinovuSubstituci[rad_],
BCHFleProDynkinovuSubstituci[rad_],
BCHRadKratce[rad ]

Nasleduji funkce, které pouze zpiistupnuji varianty predchozich funkeci.
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BCHRad[rad_] := BCHRad[rad, True, False]

BCHFle[rad_] := Sum[BCHRad[i], {i, 1, rad}] // Expand;

BCHRadProDynkinovuSubstituci[rad_] := BCHRad[rad, False, False]

BCHFleProDynkinovuSubstituci[rad_] :
Sum [BCHRadProDynkinovuSubstituci[i], {i, 1, rad}] // Expand;

BCHRadKratce[rad_] := BCHRad[rad, True, True]

BCHFleKratce[rad_] := Sum[BCHRadKratce[i], {i, 1, rad}] // Expand;

4.3 Ukazky pouziti metody

= Vypisy BCH formule do uréitého radu

BCHF1le[5]
XXXXY — XXXYX  XXXYY XXy XXYXX XXYXY XXYY  XXYVYX
X - + + + - - + - +
720 180 180 12 120 120 24 120
XXYYVY XY  XYX  XYXXX XYXXY XYXY XYXYX XYXYY XYY
+ — - + - - + - + -
180 2 6 180 120 12 30 120 12
XYYXX  XYYXY XYYYX  XYYVVY VX  YXX  YXXXX  YXXXY
- + - +y - — + - + -
120 120 180 720 2 12 720 180
YXXYyX  YXXYY VXY YXYX YXYXX  YXYXYy YXYYX VXYYV YV¥X
- - + - + - + + -
120 120 6 12 120 30 120 180 12
YYXX  YYXXX  YYXXYy YYXYX YYXYY YYYXX YYVXY YYYYX
+ - - - + + -
24 180 120 120 120 180 180 720

BCHFleProDynkinovuSubstituci[5]

XXXXY  XXXYX XXy XXYXY XXYYX XY XYX  XYXXY
X - + + - - + —

720 180 12 120 120 2 6 120
nyy xyxyx xyyxy xyyyx yx yxxxy yxxyx yxy
+ - + +y - — + - - +
12 30 120 180 2 180 120 6
YXYX  YXYXY YXYYX YYX YYXXy YYXYX VYYYXY YYYYX
+ - + - - + -
12 30 120 12 120 120 180 720
BCHFleKratce[5]
txxyy] tilxxyyy] tlxy] txyx] t[xyxxx] t[xyxy]
+ + - + - +
24 180 2 6 180 12
t[xyxyx] tlxyxyy] txyy] t[xyyxx] t[xyyyy]
- + - - +X+Vy
30 120 12 120 720

m Ukazky koeficientu jednotlivych slov
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startT = SessionTime[];
BCHKOEf [ "XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX" ]
SessionTime[] - startT

0
0.x1078

startT = SessionTime[];
BCHKoef [ "XYyXXYXYXYXYXYXYXYXXYYXYYYYXXXXXXX" ]
SessionTime[] - startT

3851

_1455587813167488000

0.1250000

5. Pouziti metod a jejich vzajemné
srovnani

Vysledkii méteni obsazenych v této kapitole jsem dosdhl na pocitaci s nasledujici
konfiguraci: Procesor Intel Core 2 Duo @ 3,08 GHz, 2 GB RAM.

5.1 Porovnani vysledkd metod

s Ukazka shodnosti vysledkl metod pro 4.ty rad

BCHCfle[4]
BCHFle[4]
BCHReinsch[4]
XXy XXVY Xy XYyX XYXY
X + + + — - — - +
12 24 2 6 12
XYy yx ¥yXX YyXy YXyX YY¥yX YYXX
—ty - — 4+ - + + -
12 2 12 6 12 12 24
XXy XXVY Xy XYyX XYXY
X + + + — - — - +
12 24 2 6 12
XYy yx yYyXX YyXy YXyX Y¥yX YYXX
+y - — + - + + -
12 2 12 6 12 12 24

XXY XXYYy XY  XYX  XYXY

X + +

12 24 2 6 12
XYy yx yXX  ¥yXy YXYyX Y¥yX YYXX
—ty - — + - + + -
12 2 12 6 12 12 24

= Srovnani vysledku metod do 18.tého radu
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startT = SessionTime[];

rad =11;

BCHCfle[rad] - BCHFle[rad]

BCHFle[rad] - BCHReinsch[rad]

Print["Doba kontroly[s]:", SessionTime[] - startT]

0
0

Doba kontroly[s]:5.4687500

Srovnani formuli timto zpiisobem jsem provedl az do fadu 18. Tato kontrola trvala 3000 s.

= Srovnani formuli uréenych k Dynkinové substituci

Pouziti a funkénost Dynkinovy substituce ukazu na BCH formuli fadu 9 (detaily viz kapitola
1.3.3).

startT = SessionTime[];
rad = 9;
BCHradll = BCHFleProDynkinovuSubstituci[rad];

BCHradllL = Dynkin[BCHradll - "x" - "y"];
BCHradllfromL = "x" + "y" + BCHradllL //. pKomRel;

BCHradllfromL =% //. pExpandCR /. {x-> "x", y-»> "y"} /.
{NonCommutativeMultiply -» StringJoin} // Expand;

BCHradllfromL - BCHFle|[rad]

0

Print["Doba kontroly[s]:", SessionTime[] - startT]
Doba kontroly[s]:4.0937500

Tento zptsob kontroly jsem provedl do 12.tého fadu. Pro vyssi fady nestacila systému
Mathematica pamét’ na zpétny prevod.

Nésleduje jesté¢ porovnani obou mych metod vypisujicich formuli vhodnou pro Dynkinovu
substituci.

startT = SessionTime[];

rad = 13;

BCHCfleForDynkinSubst[rad] - BCHFleProDynkinovuSubstituci[rad]
Print["Doba kontroly[s]:", SessionTime[] - startT]

0

Doba kontroly[s]:8.6093750
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5.2 Srovnani dob vypoctu metod

= Graf 1 - Doba trvani vypocéti uvedenych metod

doba(s]
2000 -
1500
1000
500 Lo
L -’
L - - 4
L = =

metoda z kapitoly 2 implementovand v jazyce C

----- Reinschova metoda — kapitola 3

----- - metoda rozkladl — kapitola 4

Z prvniho grafu je patrné, Ze s nartistajicimi fady je nejrychlejsi metodou metoda
rozkladu, nésleduje metoda Reinsche a nejpomalejsi je metoda implementovana v jazyce C.

s Graf 2 - Doba trvani vypoctu uvedenych metod -
logaritmické méritko

Stejny graf jako Graf 1 zobrazeny v logaritmickém meéftitku.

doba(s]
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0.1 ’-\"\' . L | . . . | . . . | . L I ¥4d
10 12 14 16 18
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metoda z kapitoly 2 implementovand v jazyce C

----- Reinschova metoda — kapitola 3

----- = metoda rozkladt — kapitola 4

Z tohoto grafu jsou, pfi uvedenych fadech, patrné zejména dvé skutecnosti. Za prvé,
metoda rozkladl je priblizn€¢ 10x rychlejsi nezZ Reinschova metoda. Za druhé, metoda
implementovand v jazyce C je do 14.té€ho fadu vcetné rychlejsi neZ Reinschova metoda.

m Graf 3 - srovnani Reinschovy metody a metody rozkladu

Jednd se o vyobrazeni pouze lichych t4dd, aby byla 1épe vidét tendence grafi.
doba [s]

1000 -
100
10

rad

metoda kapitoly 3 — Reinschova

— metoda rozkladl — kapitola 4

Z grafu je patrné, Ze doba potiebnd k vypoctu roste v ptipad¢ metody rozkladi pomaleji.
s Graf 4 - srovnani zapisti metodou rozkladt - uplného a

kratkého zapisu

Jedna se opét o vyobrazeni pouze lichych fada, aby byla 1épe vidét tendence grafi.
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doba [s]

100

10

0.1

metoda rozkladu dplnd

metoda rozkladu — kratky zapis

Patrnd je dspora Casu v piipad¢ kratkého zdpisu, pfi¢emz tato ispora se s rostoucimi fady

jesté zvySuje (procentuelné vzhledem k uplnému zapisu).

5.3 Srovnani delek ruznych zapisu fo

rmule

= Graf 1 - Uplny a kratky zapis - poéet élent zapisu

pocet clend

— fad
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5 10 15 20

BCH formule — tiplna

BCH formule pro Dynkinovu substituci
BCH formule v kratkém zdpisu — viz kap. 4.1.3

Z grafu je patrné, Ze zdpis pro Dynkinovu substituci, umoZzni

pfi stejném poctu clenti

vycislit o jeden fad vice nez uplny zépis. Kratky zdpis je jeSt€¢ mnohem uspornéjsi a s

rostouci velikosti fddu je tato jeho vlastnost patrnéjsi (pocet ¢lenti

uplného zapisu je v

piipadé 20.tého fadu roven 1 392 166, zatimco kratkého zdpisu pouze 1 934).
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Graf 2 - Uplny a kratky zapis - pamét'ové naroky

byti
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BCH formule — tiplna
— BCH formule pro Dynkinovu substituci
1= - BCH formule v kratkém zdpisu — viz kap. 4.1.3

Zaveéry plynouci z tohoto grafu jsou totozné se zavery predchoziho grafu. Zde si lze
vSak konkrétné vSimnout, Ze zatimco dplny zédpis 20.t€ho fadu zabira pres 100 MB dat, tak
kratky zapis nespotiebuje ani 0,5 MB.
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Zaver

V této prici jsem se zabyval metodami vycCisleni Baker-Campbell-Hausdorffovy
formule. Ta nachdzi uplatnéni v matematice a fyzice, zejména pak v kvantové mechanice.
Ve své bakaléaiské praci jsem pomoci ni odvodil pozadovany tvar propagatoru v piipadé
Casov€ nezdvislého kvantového harmonického oscilatoru. Déle jsem naprogramoval
program, ktery formuli vycisloval do urcitého fadu a pomoci tohoto programu jsem mohl
ovéfit vysledky odvozeni s ur€itou piesnosti.

V tomto vyzkumném ukolu jsem plvodni program zlepsil a v pocitacovém
algebraickém systému Mathematica jsem implementoval metodu ziskanou z literatury [3] a
také svou vlastni metodu pro vyjadieni formule. Tato m4 vlastni metoda vykazuje v
provedenych testech nejvyssi rychlost vypisu formule. Jejim pouZitim by bylo mozZné ovéfit
odvozeni z bakalafské prace s vySS$i presnosti.

Pro dosaZeni jesté vysSich fadu presnosti by bylo moZné metodu implementovat v
n¢jakém nizkourovinovém jazyce a ptipadné ji paralelizovat.
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Dodatky

Soubory odkazované v této prici a dalSi materidly jsou umisténé na pfilozeném CD.
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