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Uvod

Cilem této bakalafské priace bylo sezndmit se s pocitaovym algebraickym
systémem Mathematica a aplikovat tento systém na vybrané problémy. Mathematica je
systém, ktery slouzi k manipulaci s matematickymi vyrazy, k jejich dprave, symbolickym
i numerickym vypoctiim a v neposledni fad¢ také k prezentaci ziskanych vysledki.

Zékladni principy systému Mathematica jsem si osvojil na matematickych
operacich s Lieovymi algebrami, které byly také jednim z témat, se kterymi jsem se v
pritbéhu své prace sezndmil.

Nésledujicim dkolem byla aplikace ziskanych znalosti, kterd spocivala v pouziti
systému Mathematica k vyjadieni explicitniho tvaru propagitoru v piipad¢ casove
zévislého harmonického oscilétoru.

1. Lieovy algebry

1.1. Definice Lieovy algebry

V této prvni kapitole se zam¢fim na zédklady Lieovych algeber. Nejprve uvedu
zékladni definici.

= Definice 1:
Lieova algebra g nad télesem T je uspofddana dvojice g = (V, [., .]),

kde v je vektorovy prostor nad télesem T a [., .] : V x V - V je bindrni operace
(nazyvana Lieova zavorka), kterd ma nasledujici vlastnosti:

1) bilinearita

(Va, €T, Vx, vy, zeV) (lax+Ly, z] =al[x, z] +Lly, z])
(va, €T, Vvx,y, 2€V) (lz, ax+/y] =alz, x] +5[z, y])
2) antisymetrie

(Vx, yeVv) ([x, v] = -y, x])
3) Jacobiho identita

(Vx,y,2zeV) ([x, [y, z]] + 1y, [z, x]] + [z, [x, y]] =0)

Pozndmka: Dusledkem 2) jevztah (v x e V) ([x, x] =0).



1.2. Ovérovani Jacobiho identity

Nyni se budu zabyvat tfetim bodem z definice Lieovy algebry. Plati totiz, Ze

Lieovu algebru plné definuji:

1) bazické prvky generujici vektorovy prostor

2) Lieovy zavorky mezi t€mito bazickymi prvky ve tvaru linedrni kombinace bazickych
prvki, kde koeficienty jsou voleny tak, aby Lieova zdvorka byla antisymetrickd a
splnovala Jacobiho identitu.

Necht mam tedy zadany prvky generujici vektorovy prostor a Lieovy zdvorky
mezi témito bazickymi prvky ve tvaru linedrni kombinace bazickych prvki.

Budu tedy ovétovat, zda plati Jacobiho identity pro tyto zdvorky. Pokud totiz
plati, pak se jednd o spravné€ zadanou Lieovu algebru.

Lieova zdvorka [A, B] je ve vypoctech ve zbyvajici Casti prace znacena
k[A, B].Takto jsem si tuto operaci pojmenoval pro pouziti v systému Mathematica.

1.2.1. Funkce pro ovéreni Jacobiho identity

m 1., 2. a 3. vlastnost z definice 1 prevedeny do reci systému
Mathematica

plLieAlg = {k[A_, A_] >0,
k[A_+B_, D_] »>k[A, D] +k[B, D],
k[A_, B_+C_]->k[A, B] +k[A, C],
k[
(m: (_Integer | Rational | Real|a |B|x|6|l€e|o]|v¥) |
alb|c|d|e|f|]g)A ,B_]->mk[A, B],
k[A_,
(m: (_Integer | _Rational | _Real|a |B|x|6]l€e|d]|vY) |
alb|lc|d|e|f]|]g)B_]->mk[A, B],
k[0, A_] >0, k[A_, 0] »0};

= Jacobiho identita

jacobi[u_, v_, w_] =k[u, k[v, w]] +k[v, k[w, u]] +k[w, k[u, v]];
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m Samotna funkce, ktera ovéruje platnost Jacobiho identity

ZkontrolujPlatnostJacobihoIdentity[bazovePrvky , pVztahy ,
bPrint_] :=
Block[{},
pocetBazi = Dimensions[bazovePrvky] [[1]];
p=0; (xpocitadlo kombinacix)
suma = 0; (*soucCet Jacobiho identity=)
vysl = 0; (xvysledky po dosazeni do Jacobiho identity=)
For [il1 =1, il < pocetBazi, il++, (xiterace v Ax)
For[i2 =3il1l+1, i2 < pocetBazi, i2++, (xiterace v Bx)
For [i3 =12+ 1, i3 < pocetBazi, i3++, (*iterace v Cx)
P++;
(*Vytvoreni substituc¢niho pravidla pro dosazovani
do identity. Za A,B,C se dosazuji prvky bdzex)
pSubstABC = {A » bazovePrvky[[il]], B -» bazovePrvky[[i2]],
C » bazovePrvky[[i3]]};
(*Nyni ndsleduje samotnd uUprava identity do co
nejjednoduss$iho tvaru=)
vysl =
jacobi[A, B, C] /. pSubstABC /. pVztahy /. pLieAlg /. pVztahy /.
plieAlg /. pLieAlg /. pVztahy /. pLieAlg // Expand;
suma = suma + Abs[vysl];
(¥sCitdni jednotlivych vysledk® v absolutni hodnoté
do proménné sumax)
If[bPrint == 1,
Print[p, ":", Jjacobi[A, B, C] /. pSubstABC, " = ", wvysl];];
17
1;
1;
If[suma == 0,

Print["Soucet je ", suma, ". ",
StyleForm["Jacobiho identita plati.",
FontColor » RGBColor[0, 0.8, 01 11;,
Print ["Soucet je ", suma // Simplify, ". "

StyleForm["Jacobiho identita neplati.",
FontColor » RGBColor[0.9, 0, 0] 1 1;,
Print ["Soucdet je ", suma // Simplify, ". ",
StyleForm["Jacobiho identita neplati.",
FontColor » RGBColor[0.9, 0, 0] 11,
17
17

Proménné vstupujici piimo do této funkce jsou bazovePrvky, pVztahy a bPrint.
Proménna bazovePrvky obsahuje seznam prvkl generujici vektorovy prostor. Proménna
pVztahy obsahuje definované Lieovy zdvorky mezi témito bazovymi prvky v
pozadovaném tvaru linedrnich kombinaci. Tento seznam musi tyto Lieovy zavorky
obsahovat ve formé piepisovacich pravidel typu [A, B] - -C (Ctu Lieovu zdvorku A B
ptepis na C). Posledni proménnd bPrint ma pouze informativni vyznam. Pokud se rovna
jedné, pak se budou v prubéhu vypoctu zobrazovat jednotlivé kalkulované vztahy. Pokud
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se nerovnd jedné, pak se tyto vztahy nezobrazi. Princip funkce je ndsledujici.
Vychézi se z vyrazu [A, [B, C]] +[B, [C, A]] +[C, [A, B]], do kterého se
dosazujiza A, B, C postupné vSechny prvky baze, které jsou v seznamu bazovePrvky.
A k tprave Jacobiho identity se pouziva vyjadieni Lieovych zdvorek pro prvky baze. Tyto
zavorky jsou v proménné pVztahy.

1.2.2. Pouziti funkce - Lieova algebra g

Nyni naprogramovanou funkci vyuziji pro ovéteni konkrétnich Lieovych algeber.
Nejprve oveéiim specidlni piipad Lieovy algebry, se kterou se budu setkdvat i nadale v této
praci. Poté zkontroluji zadani algebry nactené z externiho souboru, ktery je vytvofen
pomoci jednoduché aplikace. V dal$im prubéhu prace budu pracovat s jednotkovym
prvkem I, ktery budu pro systém Mathematica oznaCovat I, protoze I v Mathematice
oznacuje imaginarni jednotku.

m Lieova algebra y

Definuji Lieovu algebru ¢ (nad télesem ) s bazi {1, P, 0, U, V, W}
ndasledujicimi Lieovymi zadvorkami:
[P,Q]=1I1, [P,II]=0, [Q,II]=0, [P,U]l=0, [P,V]=2Q, I[P,W]=P,
[Q,U]=-2P, [Q,V]=0, [Q,W]=-0Q, [II,U]=0, [II,V]=0, [II,W]=0,
[U,V]=-2TII+4W, [U,W]=2U, [V,W]=-2V

Tato Lieova algebra g souvisi s tvarem propagétoru pro harmonicky oscilator.
Tedy nadéle budu pod Lieovou algebrou g rozumét tuto pravé definovanou algebru.

Pro systém Mathematica tyto skutecnosti reflektuji ndsledovné:
PrvkyBaze = {II, P, Q, U, V, W};
DefRel = {k[P, Q] == II, k[P, II] =0, k[Q, II] =0, k[P, U] == 0,
k[P, V] ==20Q, k[P, W] ==P, k[Q, U] ==-2P, k[Q, V] ==0,
k[Q, W] == -Q, k[II, U] == 0, k[II, V] = 0, k[II, W] == 0,
k[U, V] ==-2II+4W, k[U, W] ==20U, k[V, W] == -2V};

Vysvétlivky:  proménna PrvkyBaze obsahuje seznam bazickych prvki
proménnd DefRel obsahuje Lieovy zdvorky mezi prvky baze

Lieovu zdvorku staci zadat vZdy jen pro jednu z dvojice [A, B], k ni pfisluSna
Lieova zdvorka [B, A] jek ni antisymetricka z definice, tedy [B, A] = -[A, B].

12



m Vytvoireni mnoziny pravidel jako parametru pVztahy pro funkci

Z mnoziny DefRel vytvoifim mnoZinu pravidel pKomRel, kterd danou Lieovu
zéavorku nahradi linedrni kombinaci bazickych prvki, kterd ji odpovida. Tato mnozZina je
tvofena dvéma Castmi. Prvni ¢ast je mnoZina DefRel, v niZ jsou pouze rovnosti zménény
na prepisovaci pravidla. Druhou ¢asti jsou Lieovy zdvorky antisymetrické k zavorkdm v
mnozin¢ DefRel a jsou opét prevedeny do tvaru pravidel. VSe je ziejmé z nasledujiciho

zapisu.
pKomRel =
{DefRel /. {Equal[X_, Y_] -» Rule[X, Y]},
(#1. Cdst mnoZiny - tady se jen prevedou definicni

vztahy do formy pravidelsx)
DefRel /. {Equal[k[X_, Y_], C_] » Rule[k[Y, X], -C]}}
(x2. Cast mnoZiny - vytvotreni antisymetrickych pravidelx) //
Flatten;

Nyni mam tedy definovanou bézi ve formé proménné PrvkyBaze a také Lieovy
zavorky v pozadovaném tvaru ulozené v proménné pKomRel. Tyto proménné vloZim na
vstup definované funkce pro ovéfovani platnosti Jacobiho identity.

ZkontrolujPlatnostJacobihoIdentity[PrvkyBaze, pKomRel, 0];

SoucCet je 0. Jacobiho identita plati.
= Algebra nac¢tena z externiho souboru

m Program pro definovani Lieovych algeber

Pro definovani Lieovych algeber ur€enim prvka generujicich vektorovy prostor a
Lieovych zavorek mezi nimi jsem naprogramoval malou aplikaci v jazyce C# pro
prostiedi .NET. Hlavni ¢4st zdrojového kodu je k nahlédnuti v dodatku 1.

Pouziti programu je velmi jednoduché. Postup prace s programem demonstruji na
nasledujicim obrazku, ktery vyobrazuje jediné okno programu zobrazované ihned po

spusténi.
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¥ Lieowy algebry ['._I"_EE'
]

[ ‘Wlvort vakiorowy prastor o dimenz J 3 - Exporiu
Zde miiele prajmenovel prvky baze
*1 x2 *3 x4 5 *B
2 =3 4 x5 *B N
Zadgjte koeficienty pro Lieowu zévorku . [XB6 , 21 Jvetvanu [ X, X ] = ZE:.F ]
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1 0 i] i} i ¥ 0 5
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*x3 0 0 a o 354 0
w4 | -(2ex2 0 a 1] 1] o
x5 0 i - (37 x4) o a 0
P XBE N} a o u] o

(Okno aplikace Lieovy algebry)

V programu nejprve uzivatel nastavi, kolik prvka bude mit baze, tedy dimenzi
prostoru, na kterém bude definovat svou algebru. Na zacatku se vygeneruji nazvy téchto
bazickych prvki ve tvaru X1, X2, ..., Xn pro n-rozmérny prostor. Tyto ndzvy lze
libovoln€ ménit v piislusné tabulce (viz obrazek - Zde mlzete pfejmenovat prvky baze).

Po vytvoteni vektorového prostoru a ptipadné zmén¢ jmen prvkl baze se uZivateli
objevi hlavni velka ¢tvercova tabulka. Ta ma v popisu jednotlivych sloupcti a fadkli ndzvy
prvki baze. Vybérem patticného pole provede uzivatel vybér Lieovy zdvorky, kterou bude
definovat. Jednotlivé fadky odpovidaji levému prvku v Lieové zdvorce. Sloupce
odpovidaji pravému prvku. Tak naptiklad pokud by mél uZivatel tabulku jako je na
obréazku, tak vybranim faddku s popiskem X6 a sloupce s popiskem X1 dd programu
najevo, Ze chce definovat Lieovu zdvorku [X6, X1].

Tato zdvorka se definuje pomoci druhé jednotadkové tabulky. Vzhledem k tomu,

7e Lieovy zavorky mezi bazickymi prvky maji byt zadany ve tvaru linedrni kombinace
n

bazickych prvki, tedy Lieova zdvorka [x;, x;] = Z cj j % tak se v této tabulce
s=1
zadavaji jednotlivé koeficienty Czs' ; pro jiz vybrané i a j.
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Po piislusném zadefinovani relaci vysledek exportujeme do souboru tlac¢itkem
Exportuj.

Vystup programu je ve formatu :

PrvkyBazeExt = {X;, X5, ..., Xp}
DefRelExt = { ey [Xi, Xj] =Zﬂ=1 o Xk, .. .},
kde ;e T, X;eV, ie {1, ..., n}.

m Nacteni prikladu ze souboru a ovéreni identity

V programu predstaveném v predeslém odstavci jsem vytvoril jednoduchou
definici algebry, kterou jsem uloZil do souboru "C:/algebra". Jednoduchym zptisobem ji
nactu a zobrazim proménné, které jsou v ni obsazeny. To znamend proménné
PrvkyBazeEx a DefRelExt.

<< "C:/algebra";
A zobrazime nactenou definici algebry

Print ["PrvkyBazeExt = ", PrvkyBazeExt]
Print ["DefRelExt = ", DefRelExt]

PrvkyBazeExt = {A, B, C}
DefRelExt = {k[B, A] =2B+C, k[C, A] =0, k[C, B] = A}

Opét jako v ptipadé€ algebry g vytvoiim cely soubor Lieovych zdvorek mezi vS§emi
prvky baze.
pKomRelExt =
{DefRelExt /. {Equal[X_ , Y_] » Rule[X, Y]},
(#1. Ca&st mnoZiny - tady se jen prevedou definicni
vztahy do formy pravidelx)
DefRelExt /. {Equal[k[X_, Y_], C_] -» Rule[k[Y, X], -C]}}
(x2. Cast mnoZiny - vytvotreni antisymetrickych pravidelx) //
Flatten;

A zkontroluji, jestli tato algebra nactend z externiho souboru, je, ¢i neni Lieovou.

ZkontrolujPlatnostJacobiholdentity[PrvkyBazeExt, pKomRelExt,
1]

1:k[A, k[B, C]] +k[B, k[C, A]] +k[C, k[A, B]] = -2A

Soucet je 2 Abs[A]. Jacobiho identita neplati.
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2. Exponencialni zobrazeni a
Baker-Campbell-Hausdorffova formule

2.1. Baker-Campbell-Hausdorffova formule

2.1.1. Obecny tvar Baker-Campbell-Hausdorffovy formule

s Baker-Campbell-Hausdorffova (BCH) formule ([3])

Bud’ ¢ libovolnd Lieova algebra a G pfislusnd souvisld a jednoduSe souvisla
Lieova grupa . Bud exp:g9 > G exponencidlni zobrazeni. Definujme
Z :=X*Y =1og (exp X exp Y) . Pak Baker-Campbell-Hausdorffova formule pro

vypocet Z ma tvar:

-1 D (ri+sq)) L
z =3 (=" > (25 (F5+55)) (ad X)¥1 (ad ¥)SI1 ... (adX)Tn (ad¥)Sn-1 v,
n ri!lsql...rn!lsp!

n>0 r;+s;>0
Isis<n

kde zobrazeni (ad A) : g — g je definovdno vztahem (ad A) B = [A, B]. A pokud
sy = 0, tak se posledni tfi ¢leny interpretuji jako (ad X)*n~! x. Tato formule plati,
pokud suma na pravé strané konverguje. A ta konverguje vzdy pro X a Y z jistého okoli
pocatku (pro X, Y z vektorového prostoru se pocatkem mysli okoli nulového vektoru).

Poznamka : Prvnich n€kolik ¢lent formule ma tvar :

1 1 1
Z:X+Y+§[X/ Y] + E[X/ [X/ Y]] _E[Y/ [X/ Y]] -
1 1
4—8[Y, [X/ [X/ Y]]]_TS[X/ [Y/ [X/ Y]]] ..

2.1.2. Baker-Campbell-Hausdorffova formule pro
maticovou Lieovu grupu

V ptipadé, Ze Lieova grupa z BCH formule je maticovou Lieovou grupou
G ¢ GL (n, R) (tj. mnozina reguldrnich redlnych matic typu n x n) , pak pfislusna
Lieova algebra coby te¢ny prostor ke G v bodé¢ I (nyni jednotkova matice) je rovnéz
tvofena maticemi n x n a Lieova zdvorka je ddna komutitorem [X, Y] = XY - YX.
Exponencidlni relace je v tomto piipad¢ definovana nasledovné.
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m Definice 2:

Bud’ G ¢ GL (n, R) Lieova grupa a g k ni pfislusnd Lieova algebra.Zobrazeni
exp : g - G definované predpisem:

(V X €9) expX =X =1+ Z % x*| nazveme exponencidlnim
k=1
zobrazenim.

S maticovymi Lieovymi grupami se budu v praci déle setkdvat a budu také
pouzivat této exponencidlni relace pro konkrétni vypocty v systému Mathematica. Proto si
tyto definice zapisi do formy, s nimiZ budu déle pracovat.

m Prevedeni definice do systému Mathematica

Nejprve zapiSi kritkou funkci pro ziskdni vyrazu nekomutativni mocniny. Pro
nekomutativni ndsobeni se v systému Mathematica uziva oznaceni #x*.

ncPower[x_, n_Integer] :=
If[n==0, 1, Block[{y =%}, Do[y=y**x, {n-1}]; yIlI;

Ukazka pouziti.
ncPower [X, 5]
X oxx X kx X sk X ox X
Nyni jiz zadefinuji exponencidlni relaci z definice 3.
expRelace[X_ , MAX ] :=II+Sum[(1/i!) *ncPower[X, i], {i, MAX}];
Opét mala ukdzka pouziti.

expRelace[X, 3]

X xx X X *xx X x* X
+
2 6

IT+X+

Pokud bychom do BCH formule dosadili za G maticovou Lieovu grupu, pak by se
tato formule zjednodusila a obdrzeli bychom néasledujici vyraz.

m Specialni pripad Baker-Campbell-Hausdorffovy formule pro
maticovou Lieovu grupu G

r;+s; >0
l<sisn

(-1)2-1 XT1 ys: ,,, X%n YSn
2oy L0 5 -
5 n rl!s_l!...rn!s_n!
n>
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Pozndmka: Vyrazy prvniho, druhého, tietiho a ¢tvrtého fddu maji néasledujici tvary:
z;1 =X+Y
Zy = % (XY - YX)
z3:% (X°Y + XY? - 2XYX + Y?°X + YX° - 2YXY)

Z4 = i (X Y2 - 2XYXY - Y2 X° + 2 YXYX)

2.2. Vyjadreni Baker-Campbell-Hausdorffovy formule
do urcitého rfadu

Mym tkolem bylo vytvofit n¢jakou funkci, kterd by dokdzala vypsat vzorec
Baker-Campbell-Hausdorffovy formule z definice 4, ktery budu déle v této praci
oznacovat jako formule. Chtél jsem tedy vyjadrit formuli pro maticové Lieovy algebry do
urcitého fadu presnosti.

S timto problémem jsem se vypotadal ndsledovné. Nejprve jsem napsal funkci v
systému Mathematica, kterou jsem ale z diivodu rychlosti vypoctu mohl testovat jen do
patého fadu presnosti.

Pak jsem se zajimal o to, jakych rychlostnich zlepSeni bych dosahl, pokud bych tu
samou funkci napsal v néjakém nizkouroviiovém jazyce. Pfi tom jsem zjistil, Ze systém
Mathematica je schopen vyuzivat urcité externi aplikace napsané v jazyce C. Takovou
externi aplikaci se mi podafilo napsat a nakonec jsem ji umistil do baliku, ktery je
bod mé préce.

Pomoci aplikace nakonec vyjddiim formuli do 11. tého fadu pfesnosti.
Limitujicim faktorem pii vypoctu je alespoil v piipadé mého pocitace spiSe velikost
opera¢ni paméti, neZ jeho rychlost.

Neupravenou formu formule, ktera je Cisté¢ vystupem mé funkce napsané v jazyce
C, jsem schopen vyjadfit piibliZzn€ po tficeti minutdch vypocti a s pouzitim asi 300 MB
operacni paméti az do fadu 13 (AMD Mobile Sempron 1,8 GHz, 640 MB RAM).
Odhaduji, Ze vypocet 14. tého fadu by vyzadoval asi 1,2 GB pam¢ti a trval by kolem ti{
hodin.

Jesté zminim, Ze pfi hleddni informaci o tomto tématu jsem na internetu narazil na
clanek [2], kde je uveden jiny, efektivni algoritmus pro vyjadreni formule. Tento ¢lanek
jsem ale objevil aZ po naprogramovani své funkce.
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2.2.1. Vyjadreni formule v systému Mathematica

Po mnoha hodinidch premysleni a ladéni jsem naprogramoval funkci v systému
Mathematica na jehoZ vstupu byly pravé proménné X a Y a fad presnosti. Proménné X a
Y odpovidaji X a Y z formule. Vystupem funkce byl vyraz, ktery reprezentoval formuli
vyjadienou s piesnosti do zadaného fadu. Tento vyraz bylo mozno béZnymi algebraickymi
operacemi s vyuZitim vlastnosti z definice Lieovy algebry upravit do skutecné
pozadovaného tvaru.

YVV oW

Nejtézsi ¢ast problému spocivala v druhé sumé ve formuli. Jedna se totiz o
vicendsobnou sumu, jejiZ ndsobnost je zavisld na s¢itacim indexu n prvni sumy. Pro
pfipomenuti zde formuli znovu uvedu.

YVV oW

Nejtézsi ¢ast problému spocivala v druhé sumé ve formuli. Jedna se totiz o
vicendsobnou sumu, jejiZ ndsobnost je zavisld na s¢itacim indexu n prvni sumy. Pro
pfipomenuti zde formuli znovu uvedu:

7 - (-1)n-1 XxT1 yS1... x¥n ySn
n ri1l/s;!/...rpn!sp!

n>0 r;+s;>0

l=<i=n

V prvni fadé€ v tomto vzorci neni nikde explicitni zavislost na poZadované
piesnosti. Musel jsem ji tedy nalézt a pomoci ni omezit obé sumy. Oznacim si M jako
pozadovany tad presnosti hledané formule. Prvnim omezenim je Ze n vystupujici jako
s€itaci index ve vnéjsi sume je mensi nebo roven M. DalSim omezenim je, Ze vnitini suma
je omezena shora nésledujicim faktem. Suma ptes vSechny dvojice s;a r; je mensi nebo
rovna M. To znamend, Ze kdyZ seCtu vSechna s; a pfictu k vysledku jesté soucet vSech r;,
tak tento celkovy soucet je shora omezen M. Pokud bych totiz tyto hranice piekrocil, tak
by se uvnitf vnitini sumy objevilo ndsobeni vice neZ M prvkil. Tim padem bych ptekrocil
stanoveny fad pfesnosti, coz by bylo zbytecné.

Celkem je omezeni nasledujici. Na zacatku zadam M. Pro dané M volim
n = 1. .. M.Didle pro dané n vyplyv4, Ze indexi ; je n a stejn¢ tak indext s; je n. Za
tyto indexy mohu volit libovolné¢ tak, aby vzdy r; + s; > 0 a zdroven

Z?:l ri +Z?:1 Si < M.

Zpusob, kterym formuli v programu vyjadfuji vychdzi pfimo ze vzorce a
uvedenych omezeni. Podstatou algoritmu bylo iterovani pies vSechny moZné hodnoty
indexl s; a r; od nuly aZ po stanovend omezeni. Téchto kombinaci, jak indexy s; a r;
zvolit, je ovSem velmi mnoho a implementace v systému Mathematica nebyla piilis
efektivni. Jazyk systému Mathematica je totiZ interpretovany a proto jsou rozsahlé iterace
v jeho nekompilovaném kédu docela neefektivni. Formuli vyjaddienou s pfesnosti patého
faddu jsem obdrZel po n¢kolikahodinovém béhu programu.
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2.2.2. Vyjadreni formule pomoci jazyka C

Z ptedeslych diivodii pomalého behu funkce v systému Mathematica jsem se tedy
rozhodl napsat tuto funkci v néjakém nizkotroviiovém jazyce. Zdrojovy kéd programu je
obsazen v dodatku 2.

Zacal jsem se zajimat o to, zda by systém Mathematica néjakym zplsobem
neumozioval kompilaci funkci psanych napiiklad v jazyce C++. Pfi studiu této
problematiky jsem objevil jednu moznost jak toto v podstaté¢ provést. Mathematica umi
pouzivat externi aplikace pomoci rozhrani, které se nazyvad Mathlink. AvSak tyto
programy musi byt pro rozhrani Mathlink fadn¢ uzplisobeny. Omezenim napiiklad je, Ze
neni mozné vyuZzivat jazyk C++, ale pouze jeho predchidce, jazyk C.

Nyni zde popisi, jakym zplisobem jsem pfti vytvareni aplikace v jazyce C, kterou
lze v systému Mathematica vyuZzivat, postupoval. Hlavnim vykonnym kédem programu
byla funkce z piedchazejici kapitoly piepsand do jazyka C. Tento program jsem se pak
jesté snazil zoptimalizovat. Hledal jsem zptsoby, jak zrychlit algoritmus nejen samotného
generovani kombinaci indexll s; a r; ale i ¢asti kddu pfistupujici k paméti a zapisujici
do ni jednotlivé ¢asti formule (To znamend Cleny sum a pak i fetézce pfi vytvareni
nekomutativnitho soucinu uvnitf formule). Nakonec jsem dosdhl celkem velkého
zrychleni. V piijatelném case jsem na svém pocitaci dosahl vyjadieni formule s piesnosti
do 13. tého fadu. Limitem pro vyjadieni formule s vyssi pfesnosti uZ nebyla rychlost
vypoctu, ale velikost operacni paméti mého pocitace. Béhem vypoctu je totiZ vzorec
neupravovany a obsahuje mnoho ¢lent, které by se m¢li nakonec odecist. Z tohoto
dtivodu vzorec 13. té€ho faddu zabira piiblizn¢ 300 MB.

Velmi dulezitym byl odhad velikosti potiebné paméti pro uchovani vyraza
jednotlivych casti formule a odhad délky celkového vysledku. Pro tento odhad je dulezité
spocitat, ptes kolik rtiznych kombinaci indexti s; a r; se musi pfi vypoctu scitat. To
znamend, kolik takovych kombinaci vyhovuje hrani¢nim podminkdm uvedenym v
predchdzejici kapitole 2.2.1. Jakmile jsou totiZ hrani¢ni podminky splnény, zacne se v
programu vytvaret dalsi ¢len formule, ktery samoziejmé zabere néjaké to misto v paméti.

Nésleduje rekurentni vzorec pro urCeni poctu téchto kombinaci. M znaci fad
piesnosti. Malé n znaci n z formule.

M
P(n, M) = S'P(n-1,M-k) (k+1), P (0, 1) =1
k=1

V tomto vzorci je skrytd ndsledujici véc. Jedna se o to, Ze si predstavim
posloupnosti indexil s; a r; jakoby ve dvou fadcich psanych pod sebou. Nahoie necht’
jsou psdny indexy r; a pod nimi indexy s;. Tim tedy vznikne dvoufddkova tabulka s n
sloupci, protoZze i = 1. .. n .Z predpisu druhé sumy formule vyplyva, Ze v kazdém
sloupci musi byt soucet minimélné jedna a zaroven (z omezujicich podminek) maximalné
M.

Pocet moznosti, jak dostat ve sloupecku soucet pravé k, je roven (k + 1) . Necht
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se zajimam o i-ty sloupecek. Za indexy s; a r; musim volit jednu z nésledujicich
kombinaci.

r; =

r Ly ; ...r k-1, Kk
Si 0

0, 1 2
k, k-1, k-2, ..., 1,

Predstavme si, Ze z nas$i tabulky vynechdm pravé p-ty sloupec. Pak vlastné zbytek
sloupcti tvoii novou tabulku s n - 1 sloupci a novym maximem, které je ted’ rovno
M - k. Protoze k jsem jiz rozdé€lil mezi indexy s, a r. Celkovy pocet moznosti,
kterymi Ize tedy navolit indexy s; a r; je pak roven souctu vS§ech moznosti pro rtizné
varianty pevn¢ voleného k = 1. .. M.

Nésledujici blok kédu vycisluje prvnich M hodnot tohoto rekurentniho vztahu. V
podstaté se jednd o jiny zdpis vztahu a to takovy, ktery napocitiva hodnoty od nejnizSich
pii k = 1 aZ po nejvyssi pii k = M.

MAX = 5;
p = Table[0, {i, 1, MAX}, {j, 1, MAX}];
Do|[
{Do[
{
Do [
{If[(n-1) =0, {p[[n, M]] += (k+1);},
(xpoCdtecni podminkysx)
If[(n-1) > (M-k), {(*xnic se nepfictex)},
pl[n, M]] +=p[[n-1, M-k]] (k+1);
1:1:},
{k, 1, M}];
Y,
{n, 1, M}]},
{M, 1, MAX}];
p = Transpose|[p];

Pole, které je timto kratkym programem vygenerovdno jsem pouZil pii
programovani programu Formule.exe pro odhad potfebného mnoZstvi paméti pfti
vyjadifovani jednotlivych séitancii vnéjs$i sumy formule. Za odhad jsem pouZil nejveétsi
hodnotu, kterd miZze pfi daném maximu M nastat. Tuto hodnotu jsem korigoval s
prihlédnutim na primérnou odchylku skute¢né spotfebované paméti od této maximalni
hodnoty tim, Ze ji ndsobim konstantou 0.6, abych usSetfil jest¢ néjaké, jinak zbytecné
alokované, misto.

Vysledkem odhadu je, Ze alokace paméti pro vyslednou formuli se pohybuje
kolem 115 procent skute¢né spotiebované paméti.
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» Jak napsat a zkompilovat kéd jazyka C, aby byl zkompilovany
kod pristupny v systému Mathematica ?

Jak jsem jiz uvedl, systém Mathematica mize pouZivat externi aplikace pomoci
rozhrani Mathlink, ale nemohou to byt aplikace ledajaké. UZ pii jejich tvorbé se musi
dodrZet urcité postupy, které umozni spojeni aplikace s rozhranim Mathlink. Tyto postupy
se v prvni fad¢ dotknou samotného zdrojového kédu.

m Zdrojovy kédu programu

Prvni podminkou je, Ze pokud chceme kéd psiat v néjakém jazyce z rodiny
céckovskych jazykli, pak musime pouZzit jazyk C. Integrace s jazykem C++ neni
podporovana, alespoii co se tyCe systému Mathematica ve verzi 5.0. Na zacatku
zdrojového kédu (soubor Formule.c) musi byt uveden, kromé jinych, fadek #include
""mathlink.h" .

Déle musi kod obsahovat deklaraci funkce, kterou budeme chtit pouzivat.
Deklarace musi byt typu extern. V mém piipad¢ tedy kéd obsahuje fadek: extern char *
Formule (char *strX, char *strY, int Max);. Definice této funkce je uvedena az ke
konci zdrojového kédu.

Tady se pozastavim nad tim, jaké typy v systému Mathematice odpovidaji typim
jazyka C. Napiiklad int v jazyce C je Integer v systému Mathematica. Pro moji funkci
Formule chci v systému Mathematica pouZzit jako prvni dva parametry fetézce tvara "X" a
"Y". Retézec se v Mathematice oznauje jako String a k nému odpovidajici typ v jazyce C
je char* (tedy ukazatel do paméti na prvni znak fetézce).

Nakonec kéd musi obsahovat definici funkce main v nasledujicim tvaru:

int main(int argc, char* argv|[])
{

return MLMain (argc, argv);

Pres tuto funkci pfistupuje Mathlink k nasi exportované funkci. Kéd v dodatku
obsahuje jeste jiné tvary funkce main, které jsou jen specidlnimi piipady této pro riizné
typy systémi (MACITOSH, WINDOWS, LINUX).

= Vytvoreni souboru s priponou .tm, ktery obsahuje informace o nasi
exportované funkci (tedy jen o funkci Formule)

Po napséani zdrojového kédu je nutné vytvofit soubor s pifiponou .tm. V tomto
souboru musi byt obsazeny funkce, které chceme pfimo zpfistupnit ptes rozhrani Mathlink.
Takto vypadd obsah souboru Formule.tm pro moji aplikaci:

char *Formule P(( char *, char *, int));

:Begin:
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:Function: Formule

:Pattern: Formule[strX_String,strY_String,Max_Integer]
:Arguments: { strX, strY, Max}

:ArgumentTypes: { String, String, Integer }

:ReturnType: String

:End:

:Evaluate: Funkcel::usage = ""Formule[X_String, Y_String, M_Integer] gives the
expression of Baker-Campbell-Hausdorff formula of elements X and Y to M-th
order."

Soubor zacind uvedenim deklarace funkce Formule ve tvaru jazyka C. P( ) je
jakési makro, jehoz Gplny vyznam neni pro zdkladni princip dulezité znat.

Mezi titulky :Begin: a :End: jsou uvedeny vSechny dulezité vlastnosti funkce,
které systém Mathematica potiebuje pro jeji volani a pro manipulaci s jeji vracenou
hodnotou. Nejprve je za poloZkou :Function: uveden ndzev funkce. Za :Pattern: (Cesky
vzor) je jeji tvar v Mathematice. Tim je ddno jakym zplisobem potom bude mozné funkci
ze systému Mathematica volat. Dédle jsou uvedeny ndzvy jejich argument a jejich
prislusné typy v systému Mathematica. A nakonec jesté jakého typu je vracend hodnota.

Na dplném konci souboru je znacka :Evaluate: :usage = " ". Kde je v
uvozovkéch uvedena zprava o tom, jak se ma funkce pouZivat a co provadi. Ta se objevi
napiiklad pfi nespravném pouziti funkce.

= Kompilace pripravenych souborii a finalni vytvoreni aplikace

Poté, co jsou pfipraveny soubory Formule.c a Formule.tm, miiZeme kone¢né
vytvofit spustitelny soubor aplikace. Uvedu zde sekvenci piikazl, které z téchto dvou
souborii nakonec vytvofi spustitelny soubor. V této sekvenci jsou postupné volany tfi
programy. Nejprve MPREP, ktery je soucasti systému Mathematica, dale pak kompilator
jazyka C a linker.

Pro vytvofeni spustitelného souboru aplikace jsem v adresifi se soubory
Formule.c a Formule.tm spustil nasledujici piikazy:

"..\Microsoft Visual Studio 8\VC\bin\VCVARS32" x86
SET CL=/nologo /c /DWIN32 /D_WINDOWS /W3 /ML /02 /Oi /Ob2 /Ot
/DNDEBUG
SET LINK=/NOLOGO /SUBSYSTEM:windows /INCREMENTAL:no /PDB:NONE
kernel32.1ib user32.1lib gdi32.1ib
MPREP Formule.tm -o Formuletm.c
CL Formule.c Formuletm.c

LINK Formule.obj Formuletm.obj ml32i2m.1lib /OUT:Formule.exe

Pomoci piikazl na prvni tfech fadcich se nastavi vlastnosti kompildtoru a linkeru,
které budou pii piekladu zdrojového koédu pouzity. SET CL nastavuje parametry
kompildtoru. Napiiklad /O2 znamend, Ze se bude vysledny program optimalizovat pro
rychlost. SET LINK nastavuje parametry linkeru, mezi nimiz jsou i knihovny, které se
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maji pti kompilaci pfilinkovat.

Ctvrty tadek osahuje pitkaz pro spusténi programu MPREP, ktery vytvoii
zdrojovy kdéd v jazyce C ze souboru Formule.tm. Tim vznikne soubor Formuletm.c, ktery
obsahuje kéd pro spolupraci aplikace s rozhranim Mathlink. Nakonec se oba zdrojové
soubory zkompiluji a slinkuji.

Vystupem je spustitelny soubor. V tomto piipadé Formule.exe.

» Priklad pouziti aplikace Formule.exe v systému Mathematica

Nasledujici piikazy predpokladaji, Ze soubor Formule.exe je umistény v
kotfenovém adreséti disku D. PouZiti tohoto souboru v systému Mathematica pak vypada
ndsledovné.

link = Install["D:/Formule.exe"];

LinkPatterns[link]

{Formule[strX_ String, strY_ String, Max_Integer]}

Formule["A", "B", 2]

+1/1x (+A*1/1+A%x*A*1/2+B*1/1+Ax*B*1/1+Bx*Bx*
1/2)-1/2% (+Ax*xA*1/1+Ax*B*1/1+Bx*A*x1/1+B**«Bx1/1)

LinkClose[link]

Je vidét, Ze nejprve je nutné aplikaci nainstalovat. To znamend, pfipravit ji k
tomu, aby mohl systém Mathematica pouzivat jeji funkce. K aplikacise tedy vytvorii
takzvany link. K tomu slouzi funkce Install, jejiz parametrem je cesta k souboru aplikace
v souborovém systému. V nékterych ptipadech 1ze dokonce uvést pouze ndzev souboru
bez cesty, ale to ukdzi az pozdéji v této kapitole.

Funkce Linkpatterns[link] vypiSe funkce, které jsou z aplikace uzivateli k
dispozici.

Pak spustim jedinou funkci z aplikace, kterou je funkce Formule. Je zde vidét, ze
na vstupu funkce jsou dva fetézce "A" a "B" a pozadovany fad formule, ktery je v tomto
prikladu 2. Vystupem této funkce je fetézec, ktery obsahuje zdpis souctu dvou clent
vnéjsi sumy vyjadfenych z formule. Tento vystup zde jeSté neni upraveny, obsahuje Cleny
navic, které lze dalSimi Upravami spolu seCist a vyraz celkové zkritit. Témito
dodate¢nymi Upravami se zabyv4 balicek, o kterém budu psat déle v ndsledujici kapitole.

Nakonec se spojeni s aplikaci ukon¢i pomoci funkce LinkClose[link].

2.2.3. Vytvoreni baliku s aplikaci

Pottebné soubory jsou k nalezeni v dodatku 3.
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Package (Cesky balik) je v Mathematice oznaCeni pro samostatny soubor, ktery
obsahuje funkce, které spolu né&jakym zpiisobem souvisi. Pokud pak v systému
Mathematica tento package otevieme (nahrajeme), mizeme vSechny funkce z tohoto
souboru jednoduse pouzivat.

Mym cile bylo upravit vysledek z externi funkce psané v jazyce C do pfijatelncjsi
podoby. Chtél jsem, aby uzivatel obdrZel co nejkratsi zapis formule a sdm uz ho nemusel
nijak upravovat. Tedy, svoji externi aplikaci jsem vloZil do package spolu s funkci, ktera
vystup z aplikace zjednodusi. UZivatel pak vola tuto funkci z baliCku, kterd jiz vraci

upraveny a zkraceny tvar formule.

Jak tedy postupovat pii vytvareni package? Nejprve se vytvoii typicky soubor v
Mathematice s ptiponou .nb. V tomto souboru je v mém piipadé€ nasledujici text a kod.

This packgage mediates an access to the external program Formule.exe, that is
programmed in C and contains a function Formule [A, B, m]. It returns the
Baker-Campbell-Hausdorff formula of the elements A and B computed to the m-th order
of precision.

~

BeginPackage["Propagator BCHfle "]
BCHfle: :usage =
"BCHfle[A_String, B_String,RAD_Integer] gives the
expression of the Baker-Campbell-Hausdorff formula
calculated to the RAD-th order."
Begin[" Private "]
BCHfle[A_, B_, RAD_Integer] n:Module[{fle},
link = Install["Propagator/Formule.exe"];
fle =
ToExpression[StringReplace[Formule["X", "Y", RAD],
{"X" » StringJoin[" (", ToString[A], ")"],
"Y" » StringJoin[" (", ToString[B], ")"1}1]1 // Expand;
fle = fle // Expand //. {X2 - xz};

LinkClose[link];
fle];
End[]

EndPackage][]

Tento soubor se pak uloZi pomoci volby menu File—Save As Special>Package
Format. Tim se vytvoii soubor s pfiponou .m, kde budou vSechny buiikky zakomentovany.
Jako vykonny kod se do tohoto package formatu uloZi pouze buiiky, které jsou oznaceny
jako inicializac¢ni. Polozka menu Cell-Cell Properties—Initialization Cell.

Prvni Cést textu az pred BeginPackage je pouze informativni, tedy neni oznacena
jako inicializa¢ni. Zde by mélo byt uvedeno, které funkce balik nabizi.

Zbyvajici cast textu musi byt oznaCena jako inicializaCni, protoze se jednd o
vykonny kod.

Na této vykonné Casti je videét zdkladni struktura souboru package v systému

25



Mathematica. Kod zac¢ind funkci BeginPackage[''Propagator BCHfle '], jejimz
parametrem je ndzev balicku zakoneny zpétnym apostrofem °. Takova je konvence
znaceni pro package. Nazev mého balicku je BCHfle. Je obvyklé nazyvat package stejné
jako funkci, kterou obsahuje, piipadné né€jak piiznacné funkcim, které by obsahoval. Pied
nazvem BCHfle je jeSt€ ndzev Propagator’, coZz znaci jakousi hierarchii, Ze balik BCHfle
je podstrom kotfenu Propagator. To intuitivné odpovidd adresafové hierarchii. Systém
Mathematica podle toho také balik nalezene, pokud bychom chtéli package nacist a pouZit
v jakémkoliv dal§im souboru v systému Mathematica, tak, Ze v adresafi Propagator hleda
balik BCHfle. V systému Mathematica se tekne, ze balik BCHfle je v kontextu
Propagator.

Dile je zde kratkd instrukce o tom, jak se funkce obsaZend v balicku pouZziva,
BCHfle::usage. Néasleduje samotnd definice funkci. Ta je uvedena uvnitf bloku
Begin['""Private ''] a End[]. Tento blok urcuje Ze uvnitf se pracuje v takzvaném kontextu
Private. A cely kéd konci funkei End[]. Takové je tedy struktura souboru package.

A co vlastn¢ dela hlavni funkce kédu, tedy funkce BCHfle? Jejimi vstupnimi
parametry jsou A a B libovolné a RAD typu celé Cislo. Uvniti této funkce se vold muj
program Formule.exe. Protoze jsem sviij package umistil v kontextu Propagator a tedy
tento balik je pak hleddn v adresaii Propagator, tak je pithodné umistit i soubor
Formule.exe do tohoto adresafe. Kde ma ale byt umistén adresat Propagator uréeno neni.
Proto musi byt umistén v nékterém z adresait uvedenych v proménné prostiedi $Path.

Program Formule.exe v baliku nainstaluje. Ddle je zavoldna funkce Formule s
pevnymi parametry typu String "X" a "Y" a privé RAD typu Integer, ktery znaci
pozadovany tad ptesnosti, s kterym chceme formuli vypsat. Tim se tedy formule vyjadii v
neupraveném tvaru fetézce, v kterém se ndsledné provede nahrazeni pevnych symboli
"X" a"Y" za pozadované vyrazy A a B a cely tento fetézec se prevede do formétu vyrazu
piikazem ToExpression. Timto pievodem se vyraz ¢astecné automaticky upravi. Odectou
se nckteré Cleny a celkové se tedy zkréti. Pak se jesté provede dprava piikazem Expand a
spoji se nasobky do mocnin. Funkce nakonec vrati celkem pfijatelnou podobu formule s
elementy A a B s poZadovanou ptfesnosti fadu RAD.

Svij balik jsem tedy uloZzil v Package forméatu pod nazvem BCHfle.m v
podadresafi Propagator v jednom z adresdid proménné $Path . Na tento balik se pak
mohu odvolat z jiného souboru piikazem <<Propagator' BCHfle" a tim nahraju funkce,
které jsou v ném obsazené.

Konkrétné jsem vse provedl takto. \" adresari
../mathematica/5.0/AddOns/ExtraPackages jsem vytvoril podadresat Propagator, do
kterého jsem presunul soubory BCHfle.m a Formule.exe.
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2.2.4. Prace s package

Nasledujicim piikazem <<Propagator BCHfle® se baliCek v systému
Mathematica inicializuj a dal$im piikazem, ?BCHfle, se zobrazi instruktdz k funkci.

<< Propagator BCHfle"
? BCHfle

BCHfle[A_String, B_String,RAD_Integer]
gives the expression of the Baker-Campbell-
Hausdorff formula calculated to the RAD-th order.

Balicek je pfipraven k pouziti. Vyzkousim funkcénost balicku pozadavkem na
vygenerovani BCH formule pro prvky X a Y do ¢tvrtého fadu.

BCHfle[X, Y, 4]

X*xxY Y xx X X*xx Xx*xY X*x Y x% X X*xxY x* Y
X+Y+ - + - +

+
2 2 12 6 12
Y %% X x#x X Y xx X *xY Y x% Y %% X 1
_ + + —— X x%x X **x Y x%x Y —
12 6 12 24

LX**Y**X**Y+ LY**X**Y**X— LY**Y**X**X
12 12 24

Pro kontrolu, Ze vysledny vzorec pro formuli opravdu odpovidd skuteCnosti
pfikldddm znovu €leny prvnich ¢tyfech fadt z poznadmky z kapitoly 2.1.2. (za vyrazem
specidlniho tvaru BCH formule).

z; =X+Y
22:% (XY - YX)
L (x?Yy + XY? - 2XYX + Y?X + YX? - 2YXY)

12
Z4 = é (X Y2 - 2XYXY - Y2 X° + 2 YXYX)

Z3

2.3. Test funkénosti programu vypisujiciho formuli

Nyni ovéiim, Ze formule, které generuji v pfipraveném baliku pomoci mnou
naprogramované funkce jsou skutecné spravné. Ptritom budu vychédzet z toho, Ze musi
platit nésledujici identita.

expXexpY =expZ (1)

Levou stranu tohoto vztahu vyjadiim béZznym zpiisobem a to jako soucinu dvou
rozvojit exponencidlnich funkci do urcitého fadu. Pravou stranu vyjadiim pravé pomoci
svého baliku, ktery vyjadiuje formuli. Tu vyjadiim do stejného fddu jako levou stranu.

Necht’ vyjadiim formuli s piesnosti fadu M, pak se musi vSechny ¢leny od nultého az po
M-ty fad shodovat na levé a pravé strané vztahu. Za X budu dosazovat € A a za Y budu
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dosazovat € B, kde € je konstanta, pomoci niZ identifikuji jednotlivé fady pfesnosti ve
vztahu.

Pro tento test pouZziji kratkych funkci vyjadfujicich nekomutativni mocninu a
exponencidlni relaci, které jsem zavedl v kapitole 2.1.2. za definici 2 a jeSt¢ zavedu dalsi
pravidla, pomoci nichz budu vztah upravovat a ovéfovat jeho platnost.

2.3.1. Pravidla slouzici k upravé vyrazu

pSpojMocniny = {
(X_**xX_) > (X2) ’
(X_ %% X ™) > (Xm+1) ,
(X ™ %xX ) > (Xm+1) ,
(X_**X_*%xY ) > (X2 * % Y) ,
(X_*%Y_**xY_ ) > (X * % Y2)

}i
vy

Toto pravidlo zkracuje zdpis nekomutativniho ndsobeni do piehlednéj$i podoby
mocnin. Tato spiSe estetickd funkce tohoto pravidla vSak neni jedinou. Dulezit&jsi je, Ze
se zapis zkrati a vyraz je pak pfipraven pro rychlejsi manipulaci zaokrouhlovaciho
pravidla pRound, které je uvedeno dale. To totiZ zanedbd ¢leny obsahujici mocniny € s
nadbytecné vysokym exponentem, tedy s exponentem vyS$im nez je poZadovany fad
piesnosti pii kontrole vztahu.

pSpojStejnaEpsUvnitrMocniny = { (A_)™ :» (Collect[A, €])™};

Pravidlo, které upravi mocnénce ve vyrazu do piehlednéjsi podoby tim, Ze k sobé
"sesbird" ¢leny obsahujici stejné mocniny . Toto pravidlo slouzi podobné¢ jako pfedchozi
k upravé vyrazu pied pouzitim pravidla pRound, které pak jednodusSeji nalezne Cleny s
pfili§ vysokym exponentem u e.

pRound[M_] = {
em_/;m>MA -0,
(A__ +e™~cCc_ +B yP—) /; (m+n-1>M) » (A+B)™

}i

Zaokrouhlovaci pravidlo pRound zanedba ve vyrazu €leny vyssiho fddu, nez je
M. Prvni ¢ast pravidla je velmi jednoduchd. Vyraz se prohledd a naleznou se vSechny
¢leny obsahujici €, jehoZ exponent je vétSi nezZ M a tyto Cleny se z vyrazu odstrani. Druhd
¢ast pravidla zanedbd urcité ¢leny rovnou v mocning a to ty, které by po rozndsobeni této
mocniny zaru¢ené vytvorily vyrazy fadu vyssiho nez M. Pred timto krokem je potfeba
praveé pouzit predchozich pravidel pSpojMocniny a pSpojStejnaEpsUvnitrMocniny,
kterd vyraz pfevedou do tvaru mocnin a zjednodusi naslednou manipulaci s nimi.
Zanedbani nadbyte¢nych clenti se déla hlavné kviali dalSimu prabéhu vypoctu, které
spo¢ivd v rozndsobovani této mocniny. Pro vysoké fady piesnosti by po rozndsobeni
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vzniklo mnoho s¢itancii a dalsi vypocet, zejména pro vyssi faddy, by byl velmi pomaly.
Proto je dobré se nadbyte¢nych ¢lent zbavit jeSté pred rozndsobenim.

pPRoznasobMocniny =
{(A_**B_**C Y 5 (A %% B**C) %% (A %% B**C)m_l,

(X: (A|B) c_.)™ 5 (Xc) *x (Xc)™ 1},

Toto je prvni z rozndsobovacich pravidel. PouZiji ho hlavné proto, Ze spojovani
mocnin pomoci pravidla pSpojMocniny neni jednoznacné. Abych tedy mohl upravit
vyrazy tvaru (A ## B)Z #% A — A ## (B ## A)Z, musim oba séitance tohoto vyrazu

nejprve roznasobit do stejného tvaru A =+ B % A ++ B #+ A.

pExpandCR:{
(A_+B_) ** (C_) > (A**xC+BxxC) ,
(A_) *» (B_+C_) » (A*»*B+A*xxC),
(A_+B_) ** (C_+D_) » (A**C+B**xC+Ax*xD+Bx*xD) ,

(A_+B_+C m_, (A+B+C) %% (A+B+C)™1

Pravidlo pExpandCR je druhé z rozndsobovacich pravidel. Jednd se o

nekomutativni roznasobovani zavorek.

PII = {II %% II™ 5 II, II™ **xX_->X, X_** II™ 5 X,
II™ X_ > IIX};

Jednoduché pravidlo pro nasobeni jednotkovym prvkem.

KK = (_Integer | _Rational | ¥ | ¥*q Integer |t | t*q Integer |
s | s*q _Integer | ¢l | 1 *gq Integer | 92 | 2~ q Integer |
_Real | e | e*q Integer |a | a”*q Integer | ¥y | ¥y*q _Integer |
B|B*q Integer | £ | £*q Integer | £ | £~q Integer |7 |
n*qg Integer | -1 |1 |1/2|1/w);

pVytkniKonstanty = {
(-X_) **Y¥Y > -X*xxY,
((m:KK) X ) *%x (Y_) » (m) (X**xY),
(X_ ) *%* ((m:KK) Y ) > (m) (X**xY),
((N:KK)X )**x ((mMm:KK)Y ) > (nm) (X**xY)

}i

Do proménné KK jsou uloZeny vSechny druhy konstant, které v mé praci v
podobnych vyrazech vystupuji. Pravidlo pVytkniKonstanty pak neni nic jiného nez
vytykani konstant z nekomutativnich soucint pted tyto souciny. Je velmi dulezité pro

dalsi prici s vyrazy.
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2.3.2. Vlastni testovaci procedura

Ukazi postup testovani funkce BCHfle z baliku na kontrole vztahu (1) do fadu
piesnosti 2. Na tomto nizkém fddu bude vysledek formule jesté¢ pomérny kratky a upravy,

Vev s

které na ném budu provadét budou proto viditeln€jsi a bude na nich jasné€ patrny vyznam
piedchazejicich pravidel.

m Ukazkovy test pro formuli druhého radu
Nejprve do proménné RAD uloZim poZadovany fad piesnosti.
RAD = 2;
m Vyjadieni levé strany vztahu (1)
LS = expRelace[e A, RAD] ** expRelace[e B, RAD]

1 1
II+A€+? (AE) ** (Ae)) * % (II+B€+? (Be) »x (Be€)

Tento zakladni tvar upravim vytknutim konstant.
% //. pVytkniKonstanty

1 o 1 o
II+A€+?€ A**A) * % (II+B6+?€ BxxB

Poté rozndsobim zdvorky.
% // . pExpandCR

1
IT % IT + I1 % (B€)+II**(56 B**B)+(A6) *% 1T +

1
S B**B) + (E 62A**A> *%x IT +

2

1
EG Axx A **(B€)+( 2

€ A**A) * * (%6 B**B)

A pouZiji pravidlo o ndsobeni jednotkovym prvkem. A znovu vytknu konstanty.

% //.pII //. pVytkniKonstanty
TT+Ac+Bes - 2nssnse2AssBr — c2BaxB+
2 2

1 3 1 3 1 4
Ee A**A**B+E€ A**B**B+Z€ AxxAxxB*xxB

A z4pis jesté zkratim pouZzitim pravidla pSpojMocniny a spojim ¢leny obsahujici
stejné mocniny € ( tzn. ¢leny stejnych fadu).
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Collect[% //. pSpojMocniny, €]

5 (a2 B?
IT+ (A+B)e+e — + — +Axx B| +
2 2
2 2
A B A B 1
e3 xx + xx ) + = e4na% s B2
2 2 4

A nakonec zanedbdm c¢leny, které obsahuji € v mocniné vétsi nez je pozadovany

rad.
Print["LS = ", LS =% /. pRound[RAD] ];
A?  B?
LS = IT+ (A+B) € +€” St tAxxB

m Vyjadieni pravé strany vztahu (1) pomoci formule

PS = expRelace[BCHfle[e A, € B, RAD], RAD]
1
II+A€+B6+E(A6)** (Be) - (Be) »*x (Ae) +

1 1
= (A€+B6+E (Ae) % (BE) - = (Be) xx (Ae)) o

N*"‘l\)}n—\l\)“—l

(A€+Be+%(Ae)** (Be) - (B€E) ** (Ae))

Na tento vyraz nejprve aplikuji pravidlo, které ho zkrati do tvaru mocnin. Déle
budu sméfovat k tomu, abych mohl zanedbat nékteré Cleny jesté pred rozndsobenim. Nyni
se zaméfim na posledni nekomutativni soucin. Vezmu-li posledni ¢len prvniho soucinitele
% (A e) x» (Be), pak je zfejmé Ze tento Clen je jiz fadu € a tedy pfi roznasobeni s
kterymkoliv ¢lenem druhého soudinitele (ten obsahuje ¢leny nejméné fddu !) dostanu
vyraz nejméné fddu &7, ktery jiz prekracuje stanovenou piesnost a tudiZ by toto
rozndsobovani bylo zbyte¢né.

% // . pSpojMocniny

1
II+A€+B6+E (Ae) »x (Be) +

2

1 1 1 1
> A€+B€+E<A€) **<B€>_E<Be>** (Ae) _E(Be)** (Ae)

Opét vytknu konstanty. Nejen z estetickych divodu, ale hlavné pro dalsi
manipulaci s pravidly. A pak znovu spojim mocniny. V tomto ptipad€ nizkého fddu nema
toto pravidlo uplatnéni, ale pti vysSich uz ano.

% //. pVytkniKonstanty //. pSpojMocniny
1 2 1 2
II+A€+B€+E€ A**B_Ee B**x A+

1 1 - 1 - 2
— |AeE+Be+ —€e“A*x*xB- —€“Bxx A
2 2 2
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Nyni spojim mocniny € stejnych fadt uvnitf mocnin souctti. Tim piipravim vyraz
do podoby, s kterou pracuje zaokrouhlovaci pravidlo mnohem efektivnéji.

% //. pSpojStejnaEpsUvnitrMocniny

1
II+A€+B6+E~62A**B+

1 2 (AxxB  BxxA\\2 1
> (A+B) e+e 5 - 5 )) - — E“B#**xA

Ted mzu kone¢n¢ zanedbat Cleny, které by po rozndsobeni utvofili vyrazy s € ve
vys$§i mocnin€ nez je fdd RAD.
% //. pRound [RAD]

1 1 1
IT+Ae+Be+ (A+B)262+?€2A**B—?€2B**A

Je tedy vidét, Ze zmizel ¢len €2 ( % - ]3’*2—*A ) v druhé mocniné souétu.

Nyni vyraz rozndsobim a vytknu konstanty. Zde se toto pravidlo opét neuplatni,
protoZe roznidsobovand mocnina obsahovala jen € fddu 2, ale kdyby obsahovala vice druht
mocnin, pak by se pravidlo uplatnilo. A jesté zapis zkratim spojenim mocnin.

% // . pExpandCR //. pVytkniKonstanty //. pSpojMocniny

1 1 1
II+Ae+Be+EezA**B—EezB**A+EeZ (A2 +B2 + A%« B+ B xx2)

Nésledujici dpravy nejsou pro tento fad nutnd, ale pro vyssi fddy ano, protoze
vyraz v takovych chvilich jeSt€ obsahuje nerozndsobené cleny. Néasledujici sekvenci
pravidel se vyraz upravi podobné jako v pfedchozim do podoby, v které pak zanedbam
nekteré zbyteCné Cleny. Pak vSe rozndsobim a znovu nadbytec¢né ¢leny zanedbam.

Collect[%, €]

2 [AxxB Bxx A 1 2 2
II+ (A+B) e+e S +5(A +B +A**B+B**A))

% //. pRound[RAD] //. pVytkniKonstanty //. pExpandCR //.
pRound [RAD] //. pVytkniKonstanty //.
pSpojStejnaEpsUvnitrMocniny //. pSpojMocniny //. pRound[RAD]
2 (A*xB Bxx A

~ 1 /2. 42
II+ (A+B) e+e + (A +B” +AxxB+BxxA)
2 2 2

Dale je tfeba rozndsobit ¢leny v zdvorkach tim, co stoji pred nimi. Tim dostanu
situaci, kdy se nékteré Cleny sectou dohromady, ptipadné se tpln¢ odectou. Pozor!
Pravidlo Expand by mohlo zpiisobit chybu, pokud bych jej pouZzil na vyraz obsahujici
mocninu. V téchto vyrazech se vyskytuji nekomutativni mocniny, zatimco pravidlo
Expand by je rozndsobilo komutativné (A + B) 2 # AZ + 2 AB + B.
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Collect[% // Expand , €]

5 (a2 B?
— 4+ — +Axx B

IT+ (A+B)e+e >

Nakonec jest¢ rozndsobim zkridcené zdpisy mocnin. Tato zkrdceni jsou totiZ
nejednoznacnd a tudiz se ve vyrazu mohou vyskytovat  napiiklad cleny
(A% B)? %% A — A% (B*xA)?, které se automaticky neodectou, i kdyZ by mély.
Poté, co se tyto ¢leny odectou mohu zapis zbyvajicich ¢lent opét zkratit.

Print["PS = ", PS = % //. pRoznasobMocniny //. pSpojMocniny];
a2 B?
PS = II+ (A+B) € +€? —-+ - +AxxB

V tomto piipad¢ jiz ihned vidime, Ze levd i prava strana je po zanedbani
nadbytecnych ¢lentl stejna.
LS - PS

0

= Test pro formuli obechého radu

s Nz

Postup je stejny jako v ukdzce pro druhy fad. Proto zdpis zkratim. V rozumném
Case se mi podafilo otestovat platnost formule do devatého tddu. Vyssi fady se jiz
rozvinou do pfili§ dlouhych vyrazii a Gpravy s nimi trvaji déle.

RAD = 6;
m Vyjadieni levé strany vztahu (1)
LS = expRelace[e A, RAD] ** expRelace[e B, RAD];

% //. pVytkniKonstanty //. pExpandCR //. pII //. pVytkniKonstanty //.

pSpojMocniny;
Print["LS = ", LS = Collect[%, €] /. pRound[RAD] ]
A% B?
LS = IT+ (A+B) €+e’ (7 + - +A**B) +

s (A3 B> AxxB? A’«%B
€ — + — + + +

6 6 2 2
s (2% B A«xB> A%?xxB? A% ««B
€ —_—+ — + +

4 4 6 4 6
.5 A° B° Ax+«B?* A?xxB> A3xxB? A%««B

+

120 120 24 12 12 24
6 Al B® AxxB% A?4«B* A¥xxB> A% «xB? ASxxB

720 720 120 48 36 48 120

33



m Vyjadreni pravé strany pomoci formule

PS = expRelace[BCHfle[e A, € B, RAD], RAD];

% //. pSpojMocniny //. pVytkniKonstanty //. pSpojMocniny //.

pSpojStejnaEpsUvnitrMocniny //. pRound[RAD] //.

pExpandCR //. pVytkniKonstanty //. pSpojMocniny //.
pSpojStejnaEpsUvnitrMocniny //. pRound[RAD] //.

pVytkniKonstanty //. pExpandCR;

% //. pRound[RAD] //. pVytkniKonstanty //.
pSpojStejnaEpsUvnitrMocniny //. pSpojMocniny //.
pRound [RAD] // Expand ;

Print ["PS=",
PS = Collect[%, €] //. pRoznasobMocniny //. pSpojMocniny];
a2 g?
PS:II+(A+B)€+€2 7+7+A**B)+
s (A3 B> AxxB? A’«%B
€ —_—+ — + + +
6 6 2 2
s (A% B AxxB> A?4«B? A3xxB
€ —_—+ — + + + +
24 24 6 4 6
&5 A° B> A % B4 A% %« B3 A3 %« B2 . AY %% B .
120 120 24 12 12 24
i A° B® AxxB> A?%«B?* A3xxB> A'xxB? A’ «%B
720 720 120 48 36 48 120

A nakonec ob¢ strany srovndm a vidim, Ze formule je vyjadfena spravné.

LS -PS

0
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3. Aplikace formule pro upravu
propagatoru

3.1. Vybrané pojmy kvantové mechaniky

3.1.1. Teorie - propagator harmonického oscilatoru

= Casové nezavisly kvantovy harmonicky oscilator

Kvantovy harmonicky oscilétor je pln€ popsdn Hamiltonovym operatorem.
Piipad casové nezdvislého harmonického oscildtoru odpovidd nésledujicimu
Hamiltonidnu.

2 2 2
Hy(t) = - 1= 05+ M2

Pro dalsi préaci poloZme bez ijmy na obecnosti konstanty m = 1, h = 1. Tedy

= Casové zavisly kvantovy harmonicky oscilator

Dale se ovSem budu zabyvat ¢asové zavislym harmonickym oscildtorem, v jehoz
Hamiltonidnu se objevuje jesté praveé ¢asove zavisly Clen.

Tento operétor si zadefinuji v systému Mathematica nasledovné:

1
Hw[ff ] := - d(x,2) £ + ££;

2
H[ff ] :=Hw[£ff] + £[t] x ££;
= Schrédingerova rovnice

Casovy vyvoj systému je v kvantové mechanice popsan Schrodingerovou rovnict,
ktera m4 nasledujici tvar:

1A 0 T (t, x) =H (t) T (t, x)

A opét zjednoduSme polozenim 7 = 1.
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16¢ T (t, x) =H (t) T (t, x)

Vysvétlivky:
P (t, x) -Casove zavisla vlnova funkce popisujici stav kvantového systému

H (t) - Hamiltonliv operator zkoumaného systému
h - redukovana Planckova konstanta (Diracova konstanta)

Pro pfipad Casové€ zdvislého harmonického oscilatoru ma Schrédingerova rovnice
tvar:

10 T (t, x) = -1 023 (t, x) + ©X0 @ (t, x) + £ (t) xT (t, x)

SchroedingerEq[& , H ] :=10¢ T -H[Z];

= Propagator

Hleddme teSeni Schrodingerovy rovnice. Necht je pro systém zaddna pocatecni
podminka ¢ (x). Pak €asovy vyvoj systému z Casu s do Casu t urcuje vlnova funkce
o (t, s, x).Lzepsat:

& (t/ Sy X) =U (t/ S) @ <X>’
kde U (t, s) je unitarni operator, ktery se nazyva propagator.

Je znamo, jak vypadaji propagditory pro kvantovy harmonicky oscildtor. V
piipadé, Ze se jednd o Casové nezavisly, ma propagator nésledujici snadno odvoditelny
tvar:

Up (t, s) = e (s
A pro vlnovou funkci v ptipadé¢ ¢asoveé nezavislého harmonického oscilatoru plati:
g (t/ Sy, X) = Uy (t/ S) ¢ (X) s

vvvvvv

propagétor tvar:

t, . )
U (t, s) = e 1¢1(t,s) x @W2(a/ 2! Ix o1 Hy (t-s) -1 v(t,s)

kde ¢ (t, s) =[fcos ((t-u) w) f (u) du,
vz (t, s) = [[sin ((t-u) w) £ (v) du,
Y (t, ) =5 [T (e (v, $)2 -2 (v, 5)?) dv.

V naésledujici kapitole 3.2. se budu zabyvat pravé timto vyrazem pro propagator.
Cilem bude pfepsat tento vyraz do tvaru s jedinym exponentem, tedy do tvaru e?.

Zkombinovanim piedchozich vztaht Ize psat:
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. @2(t15> .
T(t, s, x) metor(ts) xe= G Oxe-iU(ts) g (¢, 5, x).

V nésledujicim odstavci 3.1.2. budu opravnénost tohoto tvaru vinové funkce
ovéfovat s tim, ze funkce &p (t, s, x) spliuje Schrodingerovu rovnici pro ¢asoveé
nezavisly ptipad.

3.1.2. Spliuje feseni podle Ennse a Veseli¢e
Schrodingerovu rovnici?

m Priprava vztahi

Nejprve upravim tvar vinové funkce, kterou poté dosadim do Schrodingerovy
rovnice a oveéfim jeji platnost.

K tomu budu potfebovat védét, jakd je funkce operdtorti typu (e % £) (x) a
(e?”7%* f) (x). Z formélniho rozvoje téchto operdtori do fad lze odvodit, Ze
(e % f) (x) je takzvany operdtor posunuti a plati pro néj
(e % f) (x) =f (x+&) a (el”7*f) (x) je operitor ndsobeni a plati
(el7% f) (x) =e®7% f(x). Nyni tyto operdtory zadefinuji do systému
Mathematica.

ExpT[n_, £ ] :=eX® f; (xoperdtor ndsobenis)
ExpM[E_, £.] :

f/. {x->x+ &} (xoperdtor posunutix);
Jeste také zadefinuji funkce vyskytujici se ve vyrazu pro propagéator.

pIntFunkce = {
¢o1[t_, s_] +» Integrate[f[u] Cos[w (t-u)], {u, s, t}],
¢o2[t_, s_] +» Integrate[f[u] Sin[w (t-u)], {u, s, t}],

1
Y[t_, s_ 1> — Integrate[ (<p1 [v, s]2 -@z[v, s]2) v, s, t}] };
2
A samotny ovéfovany tvar vinové funkce.

T(t_, s_, x_]:=

®2 [t, S]

e 1¥It:s] mxpT[- o [t, s], ExpM| , 2olt, s, x]]]

Po aplikaci operatorti dostane vinova funkce tvar:
T[t, s, x]

e t¥lt,sl-ixorlt,slgqle, s, x+ M}
w

m Dosazeni do Schrodingerovy rovnice

SchroedingerEq[&[t, s, x] //. pIntFunkce, H];
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Nasledné pouZziji piedpoklad, Ze @ splituje Schrodingerovu rovnici v piipadé
casove nezédvislého harmonického oscildtoru. Tedy o, ¢y = -1 H, @p.

$//. {21 %O [t, s, xx_ ] -iHo[o[t, s, x]] /. x> xx} //
Simplify

SHI

jstf[u] Sin[(t -u) w] du

w

200D [¢, 5, x+

S tdpravou integralt je bohuZel nutno systému Mathematica pomoci. Nasleduje
tedy vytknuti parametru w pfed integrdly a z toho ihned vyplyne platnost ovéfovaného

t t
3 /. {r—wf_dlu:e —wj £ du, rwf_dlu:e wj fdlu}
S S S S

0

reseni.

3.2. Uprava vyrazu analogického k tvaru propagatoru

3.2.1. Pouzivané pojmy a funkce

Nyni se vratim k Lieové algebie ¢ uvedené v kapitole 1.1.3. Budu vysetifovat
vztah, ktery v této kapitole postupné pfiblizim. Opravnénost postupu, ktery dale
pouzivam, zarucuje nasledujici véta.
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m Véta (Poincare-Birkhoff-Witt) ([4])

Bud’ g Lieova algebra. Univerzalni obalujici algebru oznacime 7/ (g) . 7/ (g) je

nekonecnorozmérnd asociativni algebra. Je-li {x;, x,, ..., xy} libovolnd pevné
» , n n n %2
zvolend baze v g, pak prvky {xll x22 ... xNN; ni, Nz, ..., ny ez+} tvori

(algebraickou) bazi v 7/ (g) .

= Pfevedeni vyrazu s klasickym komutatorem na jednoznaény tvar

Z ptedchézejici véty vyplyva, ze libovolny polynom v Lieové algebry Ize prepsat
do jednoznaéného tvaru, polynomu v uspofddanych prvcich baze dané Lieovy algebry.

Ve zbyvajici Casti textu budu Casto vyuzivat nédsledujici funkci, kterd mi libovolny
polynom v prvcich baze Lieovy algebry pievede pravé do jednoznac¢ného tvaru. Jedna se
o to, Ze libovolny polynom ptfevedu na polynom ve tvaru, ve kterém budou prvky baze v
kazdém clenu vysledného polynomu uspotfddany podle predem urceného potadi. Diky
tomuto jednozna¢nému tvaru je pak mozné provadet zjednoduSujici Gpravy takovychto
polynomt. Ty jsou napiiklad vysledkem Baker-Campbell-Hausdorffovy formule.

Mym dal§im cilem tedy bylo naprogramovat takovy algoritmus, ktery toto
pievadéni polynomu provede.

= Definice komutaénich vztahu

Vytvoiim pravidla, kterd nahradi vyrazy zapsané ve Spatném potadi vyrazy
napsanymi ve spravném pofadi. Vyjdu z toho, Ze mdm zadany Lieovy zdvorky ve tvaru
linedrni kombinace bazicky prvkii. Necht mam dénu Lieovu zdvorku
[X, Y] =X #+Y - Y »x X, pak uréim, Ze z dvojice sCitanci, které jsou na pravé
strané, je pravé prvni zapsin v souladu s definovanym potadim bazickych prvkt a druhy
ne. Tento druhy ¢len tedy mohu vyjadfit pomoci prvniho. Nésledujici seznam pravidel
bude pravé klicem, podle kterého se budou tyto druhé Cleny vyjadfovat pomoci prvnich.

pPRel = pKomRel //. {k[X_, ¥Y_] > X**xY-Y*xX} //.
{Rule[A_+B_, C_] » Rule[B, C-A]}

{-Q**P > II-P*xQ, P**xII > II*x*P, Q++xII > II**Q,
~Ux*P > -P*x*xU, - VxxP->2Q0-P*xxV, -WxxP>P-PxxW,
~U*x*xQ—>-2P-Q#*xU, -V*xQ—>-Q*x*xV, -Wx*Q—>-0-Q*xW,
—U**II > -IIxxU, - VxxII >-II*%xV, -W+**II—>-ITxxW,

~Vxx U -2IIT+4W-U*xxV, - WxxU—>2U-Ux**W,

“Wx* V> -2V-VxxW, QxxP > -II+P*xQ, -PxxII—>-II%*xP,
“Q**xII > -II*%Q, Ux*P 5P x+xU, VxxP > -2Q+P*xV,
WrxxP > -P+P*x+«W, UxxQ>2P+Q*+xU, Vx+Q>Q %V,
WxxQ=>0+Q*xW, UxxII >IT*xU, VakxII >IT*xV, WxxII > IIxxW,
Vrk*U>2IT -4W+U**xV, WrxxU>-2U0+Ux+xW, Wx*V>2V+Vx+xW}
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m Priklad pouziti pro algebru g vzhledem uspoiadani {I,P,Q,U,V,W}
P**Q /. pRel (xspravné pofadi-vyraz zustane tokovy, jaky bylsx)

Px*xQ

Q%% P /. pRel (xSpatné potradi-vyraz se prevedex)

-IT+P **xQ

Bohuzel, takovéto jednoduché pravidlo v systému Mathematica nestati pro
prevadéni sloZitéjSich polynomii. Pro ty je nutné vytvofit program, ktery bude v daném
polynomu postupovat po jednotlivych jeho ¢lenech a kazdy ¢len zpracuje po jednotlivych

jeho Cinitelich.

m Funkce pro pievedeni polynomi do jednozna¢ného tvaru

Pro takovéto operace jsem vytvofil nasledujici tfi funkce, z nichZ kazda pracuje s
ruzné slozitymi vyrazy.
pro upravu dil¢ich ¢asti vyrazu. Tyto funkce vola, dokud se pfedchozi celkovy vysledny
tvar nerovna tomu aktudlnimu. To pak totiZ znamend, Ze ddle jiZ Zadné tpravy provadct
nelze a tedy Ze uz byl nalezen pozadovany jednoznacny tvar.

Parametry této funkce jsou: vyraz, coZ je libovolny polynom, ktery chceme
upravit a to ve tvaru podobnému a A #* B % C +b A #+ B % C + . ..; a poradnik,
coZ je seznam obsahujici prvky baze, zapsané v poradi, ve kterém chceme vyjadfit ¢leny
vysledku. Polynom se tedy rozd€li na jednotlivé sCitance a na né se vold funkce
pPrehodClen, jejiZz vystupem je onen ¢len s provedenym jednim piehozenim do
spravného potadi.

40



pPrevedNaZakladniTvar[vyraz_, poradnik List, pComRels_] :=
Block[{ven, iPoc, preved, iPocClenu, out, prev},
preved = vyraz;
Label [Preved];
out = 0;
If [Head[preved] == Plus,
{iPocClenu = Length[preved];
(xpokud je to souclet ¢&lent,
tak se bude upravovat kazdy zvl1ast«)
For[iPoc =1, iPoc < iPocClenu,
prev = preved|[ [iPoc]];
ven = pPrehodClen[prev, poradnik, pComRels] /. pII // Expand;
iPoc++; out = out + ven
1;
}, , out = pPrehodClen|[preved, poradnik, pComRels] /. pII //
Expand; ven = out; ];
(#kontrola, zda se ndm jiz vystup neopakuje,

pokud ne tak se vyraz pokusime jesté upravitx)

If[out == preved, , preved = out; Goto[Preved];, preved = out;
Goto[Preved]; ];
out

1;

Funkce pPrehodClen ma také dva vstupni parametry. Prvnim je opét vyraz, ktery
chceme upravit. Tentokrat by jim mél byt pouze jednoduchy soucin prvkii baze a druhym
parametrem je opét seznam definujici pofadi. Tato funkce je rekurzivni. Analyzuje vyraz
(ktery si nyni piedstavuji zapsany ve tvaru stromu) postupné seshora, dokud nenarazi na
podstrom, jehoZ hlavni operaci je nekomutativhim ndsobenim. A na tento vyraz pak
aplikuje funkci pPrehod, kterd provede jedno prohozeni prvk.

Pokud by byl na vstupu funkce napiiklad vyraz (1 /2) A *= B, tak by vypocet
probihal nésledovné. Nejprve by funkce zjistila, Ze vyraz je tvaru ndsobeni jednou
polovinou, konstantou. Tudiz si program zapamatuje, Ze pfi zpétném vyhodnocovani bude
nasobit 1/2 a déle zpracuje zbytek vyrazu, tedy A #» B. U A »* B je jiz hlavni operaci
nekomutativni ndsobeni, a tak je tento vyraz poslin funkci pPrehod.

Omezenim této funkce je, aby vyraz, ktery mé jako hlavni operaci nekomutativni
nasobeni, obsahoval jiZ jen soucinitele, které jsou v seznamu poradnik, jinak funkce
selze. To znamend, Ze si funkce neporadi s vyrazem tvaru A =* (B + C), ale poradi si s
kazdym ze scitancli souctu A #* B + A % C zvlast. Operace nekomutativniho nidsobeni
tedy musi byt posledni operaci, kterd se ve vyrazu vyskytuje.
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pPrehodClen[vyraz_ , poradnik List, pComRels_] :=
Block[{ven},
If [Head[vyraz] == NonCommutativeMultiply,
{ven = pPrehod|[vyraz, poradnik, pComRels];}, {},
{
If [Head[vyraz] == Symbol, ven = vyraz; Goto[Konec];];
If [Head[vyraz] == Rational, ven = vyraz; Goto[Konec];];
If [Head[vyraz] == Integer, ven = vyraz; Goto[Konec];];
If [Head[vyraz] == Real, ven = vyraz; Goto[Konec];];
If [Head[vyraz] == Complex, ven = vyraz; Goto[Konec];];
ven = Head[vyraz] [pPrehodClen[First [vyraz], poradnik,
pComRels], pPrehodClen[Take[vyraz, - (Length[vyraz] -1)],
poradnik, pComRels]];
1
Label [Konec];

ven

]

Posledni z trojice je nejzakladnéjsi funkce pro ptevod. Parametry funkce pPrehod
jsou obdobné jako u ptedchédzejicich funkci. Vyraz musi ovSem obsahovat jediny druh
operace a to nekomutativni ndsobeni. Mezi Ciniteli nesmi byt jiné prvky nez ty, které jsou
uvedeny v seznamu poradnik.

pPrehod|[vyraz_, poradnik_List, pComRels_] :=
Block[{iDelkaListu, Vystup = II, iPoc, Prohozeno = 0, cleny},
{cleny = vyraz //. NonCommutativeMultiply - List;
iDelkalistu = Length[cleny],
For[iPoc =1, iPoc < iDelkalistu,
{
If[Position[poradnik, cleny[[iPoc]]][[1]11[[1]1] >
Position[poradnik, cleny[[iPoc+1]]]1[[1]1]1[[111,
Vystup = Vystup **
((cleny[[iPoc]] ** cleny[[iPoc +1]]) /. pComRels) ;
iPoc = iPoc + 2; Goto[ZaFor];,
Vystup = Vystup ** cleny[[iPoc]]]}
iPoc++];
Label[ZaFor];
(*Prohodily se nékteré &leny. Zbytek tam pouze dopisSeme.x)
Vystup =
Vystup ** ((Take[cleny, - (iDelkalListu-iPoc+1)]) /.
{List -> NonCommutativeMultiply});
Vystup = Vystup //. pExpandCR /. pII //. pVytkniKonstanty /. pII;
};
iDelkalistu;
Label [KonecPrehod];
Vystup
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m Mala ukazka pouziti funkce pPrevedNaZakladniTvar opét na algebie g

pPrevedNaZakladniTvar[(1/2) (P**xQ-Q*xP), PrvkyBaze,
PRel]

II

3.2.2. Vlastni uprava vyrazu

Nyni budu upravovat nésledujici vyraz do tvaru jediného exponencidlniho
zobrazeni. Tento vyraz je analogicky s vyrazem pro propagator Ennse a Veselice.

@d/P@/ﬂQ @7(V_U) (2)

Pro dostateén¢ malé redlné koeficienty «, G a )y jsou ndsobky
aP, fQay (V-U) z okoli po¢atku a proto lze pro upravu tohoto vtahu pouzit
Baker-Campbell-Hausdorffovu formuli zavedenou ve druhé kapitole.

V prvni fazi dpravy pouZziji Baker-Campbell-Hausdorffovu formuli na prvni dva
soucinitele, konkrétné na soucin e “f €49 .

= Hledani Z; z rovnice ¢?F 7 9 = %1

Pomoci svého package vyjadiim Z; do sedmého radu presnosti.
<< Propagator BCHfle"

Z1 = BCHfle[a P, 3Q, 7] //. pVytkniKonstanty;

Nyni pouziji funkce, které jsem si pfipravil pro pfevod polynomi do
jednoznaéného tvaru. Timto pfevedenim se zaroven aplikuji zjednoduSujici identity a
vysledek ndm odkryva, ze fady vyssiho stupné nez dva se vyrazu nevyskytuji.

Z1 = pPrevedNaZakladniTvar[Z1l, PrvkyBaze, pRel]

ITap

Pa+Qf(+
Tedy s presnosti do sedmého tadu jsem nalezl Z; =a P +5 Q0 + ”—25 I.Z by
takto vypadalo i kdybych pocital s nekonecnou ptesnosti, protoze:

Print["[Q,P] = "k[Q, P] //. pKomRel, " a ", "[p,Q] ="
k[P, Q] //. pKomRel]

4

-[Q,P] = II a [P,Q] = II

A vSechny ¢lent vyssich fadl neZ dva disledkem toho obsahuji vyrazy tvaru
[Q, I] ¢i [P, I atyjsou v piipad¢ nasi Lieovy algebry g rovny nule.
Naptiklad:
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Print[" [P, [Q,P]] = ", k[P, k[Q, P]] //. pKomRel //. pLieAlq,
" =", k[P, k[Q, P]] //. pKomRel //. pLieAlg //. pKomRel]

[P, [Q,P]] = -k[P, II] = O
Disledkem toho Ize vztah (2) pfepsat na nasledujici vztah.

e P pBQ pr(V-U) = paP+BQ+ L1 Ly (V-U) (3)

ap
= Hledani Z z rovnice ¢? P* 29+ 21 pr(v-U) _ 2

Nejprve vyjadiim Z do sedmého fddu pomoci funkce z package.

Z = BCHfle[A, B, 7] /. {A> 21, Boy (V-U)};

Z =
Z //. pVytkniKonstanty //. pExpandCR //. pVytkniKonstanty //.
pII //. pVytkniKonstanty // Expand;

Nasleduje pfevedeni do jednoznacného tvaru, pfi kterém se vyraz opét velmi
zjednodusi a zptehledni. Vypocet pfi tomto fadu piesnosti je vSak ¢asoveé narocny.

Z = pPrevedNaZakladniTvar[Z, PrvkyBaze]

Pa+Qf(+ IIZO(B

1 1
—U)’+VY+QO{Y+EII&2Y+PBY—g1152Y+

1 2 1 2 1 2.3, 1 2.3 1 4
“Pay?i+ =0 S e +—— TI1 - — Poay?-

3 v 3 By 45 v 45 By 45 v

1 4 1 2.5 1 2.5 2 6 2 6
0 +—— ITa - = II +—_Pay®+ -0

45 By 315 ¥ 315 A™Y 945 ¥ 945 By

Vytknu prvky bédze pro piehledné;jsi identifikaci koeficientd.

Z=C°llect[z, {P, Q, U, VvV, W, II}]; Prlnt[nz = n’ Z]
7 =
2 2 2.3 2.3 25 2,5
Uy +Vy+IT aBf oty By oty BTy aty? BTy
2 6 6 45 45 315 315
2 4 6 2 4 6
ay ay 2oy By By 2By
P lo+ + - + + +oy + - +
( By 3 45 945 ) 0 (B ¥ 3 45 945
Pti pouziti celého nekone¢ného rozvoje formule by mél vyraz nésledujici tvar.
Z=-Uy+V y+
I<aﬁ+a2y_ﬁzy_azys+/j2y3+a2y5_/52y5+ >+
2 6 6 45 45 315 315 @
2 4 6
ay _ay 2ay
P<a+ﬂy+ F v T ogs +...>+
8y° _ Byt 2840
0 (B+ay+ 3 25 7 95 ey

Lze dokonce ihned fici, zZe koeficienty u prvkti U a V jsou -y a y. Protoze z
predpisu formule je zfejmé, Ze ve vysledku se vyskytuji pouze komutéatory prvkt P, O ¢i
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I sprvky U ¢i V aty lze podle definice algebry ¢ vyjadiit jako linedrni kombinaci pouze
z prvkd P, QO ¢i I. Tedy nikde ve vyssich faddech se uz nemohou vyskytovat prvky U, vV
¢i W. Z toho lze také usoudit, Ze koeficient u w je roven nule. Korektnéji tyto koeficienty
a ity uzbyvajicich prvkll P, QO a I ziskdm feSenim rovnic v kapitole 3.3.

Jednotkovy prvek I komutuje se vSemi prvky bdze. To znamend, Ze plati
e?l efX =@ 1+8X. v x e {P, O, U, V, W}, nebot ¢leny formule vyssich ¥adi
neZ jedna obsahuji vZdy komutéator [ I, X] nebo [X, I],kteryjeroven nule.

Celkové lze tedy psat findlni vztah, ktery jsem hledal:
2P pFBQ py(V-U) _ ,fI paU+bV +cW +dP+eQ (5)

Predpokladam, Ze koeficienty o, /£, ) jsou dany. Budu tedy hledat koeficienty
a, b, ¢, d, e, £ jako funkce proménnych «, 5, y. Z teorie vime, Ze tyto
koeficienty jednozna¢né existuji a Ze to jsou analytické funkce proménnych o, 5, ».
Jak tedy tyto koeficienty vypadaji?

3.3. Hledani koeficientl

V této kapitole naleznu vSechny nezndmé koeficienty vystupujici ve vztahu (5).

3.3.1. Pouzivané pojmy a identity

m Definice 3:

Necht' g a 4 jsou libovolné Lieovy algebry. Zobrazeni o : g —» 4 nazveme
homomorfismem Lieovych algeber pravé tehdy, kdyz plati:

1) o je linearni
) (VX, Yeg) (0o ([X, Y]) =[o(X), 0o(Y)])

m Definice 4:

Homomorfismus Lieovych algeber, ktery je zobrazenim o : g - gl (n, C)
(kde g1 (n, ) se jako mnozina shoduje s C"* " a Lieova zdvorka je ddna vztahem
[A, B] = AB - BA) nazveme reprezentaci Lieovy algebry g ve vektorovém prostoru C”.

Pozndmka: To znamend, Ze se kazdému prvku X € g reprezentaci pfifadi matice
© (X) e ™" (matice typu n x n, jejiz prvky jsou komplexni ¢isla).

Zapis vztahu (5) pro matice do systému Mathematica.
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MatrixEq[II_, PP_, QQ , UU_, VV_, WW_, Nula_ ] :=
MatrixExp[a PP] .MatrixExp[3 QQ] .MatrixExp[y (VV -UU)] -

MatrixExp[f II] .MatrixExp[aUU + bVV + cWW + dPP + e QQ] ==
Nula;

3.3.2. Nalezeni koeficientl a, b a ¢ pomoci 2-rozmérné
reprezentace g

I2 = {{0, O}, {0, O}}; P2 = {{0, O}, {O, O}}; Q2= {{0, O}, {0, O}};
U2 = {{0, 0}, {2, 0}}; V2= {{0, -2}, {0, 0}};
W2 = {{1, 0}, {0, -1}};

Print["I = ", I2 // MatrixForm, " P =", P2 // MatrixForm,
" Q ", Q2 // MatrixForm, " U ", U2 // MatrixForm,
" vV =", V2 // MatrixForm, " W ", W2 // MatrixForm]

B ( 0 0 ) b ( 0 0 ) o - ( 0 0 )
- \0 0 - \0 0 - \0 0
U—(O O) V—(O —2) W—(l O)
S l2 0 - \0 o0 L0 -1
Ovéfim, zda pro tuto reprezentaci plati definované Lieovy zdvorky pro Lieovu

algebru g. Nejprve pfevedu Lieovy zdvorky na klasicky komutdtor s maticovym
nasobenim.

MatrixDefRel = DefRel //. k[A_, B_] >A.B-B.A //.
{Equal[A_+B_, 0] » Equal[A, -B]}

{P.Q-Q.P=1II, -II.P==-P.II, -II.Q=-Q.II, P.U=U.P,
P.V-V.P=2Q, PW-W.P=P, Q.U-U.Q=-2P, Q.V=V.0Q,
Q.W-W.Q=-Q, IT.U=U.II, II.V=V.II, II.W=W.II,
U.V-V.U=-2II+4W, U.W-W.U=2U, V.W-W.V = -2V}

A dosadim zavedené matice.

$//.{II->I2, P>P2, Q»0Q02, U»U2, V»>V2, W- W2}

{True, True, True, True, True, True, True,

True, True, True, True, True, True, True, True}

Tedy definice komutac¢nich relaci pro tuto reprezentaci plati. A jak jsem jiz ovéfil
v kapitole 1, pro algebru definovanou témito komutacnimi relacemi plati Jacobiho
identita, tedy jedna se o reprezentaci Lieovy algebry.

Aplikace této reprezentace na vychozi vztah (5)

NulovyPrvek = {{0, 0}, {0, 0}};
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MatrixEq[I2, P2, Q2, U2, V2, W2, NulovyPrvek] // FullSimplify

csinh[V-4ab+c?]
V-4ab+c? '

{{—Cosh[\/—4ab+c2 ] +Ccosh[2y] -

2bsinh[V-4ab+c? |

-2 Cosh[y] Sinh[¥]},

V-4ab+c2
. _ )
(- W febe | 2 cosnly] sinniy], —Cosn|[\/-dabso?]
: _ 2
Cosh[2y] + cSlnh[V 4dab+c ] }}::{{O, 0}, {0, 0}}
V-4ab+c?

solsl = Solve[%, {a, b, c}]

Solve::incnst : Inconsistent or redundant transcendental equation.
After reduction, the bad equation is ArcCosh[Cosh[V<&l>>]]2
(—2 12 <1424 «<152 <1242 Sinh[y}4) == 0. More..

Solve::incnst
Inconsistent or redundant transcendental equation. After reduction,

the bad equation is ArcCosh[Cosh[\/—451b4—c2]] <<2>>

(—24—2<<1>>4A—4 <<l> <<1>>24—ZSinh[y]4> == 0. More..

Solve::ifun :
Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not
be found; use Reduce for complete solution information. More..

{{a=»-v, b>v, c>0}, {a»vy, b>-y, c>0}}

Funkce Solve nalezla dv¢ feSeni. Jedno ale musi byt Spatné. Které je to spravné
zjistim dosazenim do ptivodniho vztahu.

Print[solsl[[1]], ":",
(MatrixEq[I2, P2, Q2, U2, V2, W2, NulovyPrvek] //. solsl[[1]] //
FullSimplify), "\n", solsl[[2]], ":",

(MatrixEq[I2, P2, Q2, U2, V2, W2, NulovyPrvek] //. solsl[[2]] //
FullSimplify)];

{a-> -y, b>vy, c>0}:True

{a->vy, b>-y, c>0}:

{{0, -4 Cosh|[y] Sinh[¥]}, {-4Cosh[y] Sinh[Yy], 0}} =
{{0, 0}, {0, O}}

Spravné feseni jetedy a = -y, b=y, c=0.
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3.3.3. Nalezeni koeficientll d a e pomoci 3-rozmérné
reprezentace g

I3={{0, 0, 0}, {0, O, O}, {O, O, O}};
p3 = {{0, 0, 0}, {O, O, 1}, {O, O, O}};
Q3 = {{0, 0, 1}, {O, O, O}, {O, O, O}};
U3 = {{0, 0, 0}, {2, 0, O}, {O, O, O}};
v3={{0, -2, 0}, {0, O, O}, {0, O, O}};
w3={{1, 0, 0}, {0, -1, 0}, {O, O, 0}};

Print["I = ", I3 // MatrixForm, " P = ", P3// MatrixForm,
" Q =", 03 // MatrixForm, " U = ", U3 // MatrixForm,
" V = ", V3 // MatrixForm, " W =", W3 // MatrixForm]
0O 0 O 0O 0 O 0O 0 1
I = [ 0O 0 O P = { O 0 1 ] Q0 = { O 0 O
0O 0 O O 0 O O 0 O
0O 0 O 0O -2 0 1 0 O
U = {2 0 O] vV = O 0 O W = 0O -1 OJ
O 0 O 0 0 0 0 0 0

Opét oveiim, zda plati definované Lieovy zavorky i pro tuto reprezentaci.

MatrixDefRel //. {II » I3, P>P3, Q> 03, U>U3, V- V3, W- W3}

{True, True, True, True, True, True, True,
True, True, True, True, True, True, True, True}

Je to tedy reprezentace Lieovy algebry g. Dosazenim do vztahu (5) ziskam dalsi
rovnice pro urceni zbyvajicich koeficientl d a e.

NulovyPrvek = {{0, 0, 0}, {0, 0, 0}, {0, 0, 0}};

MatrixEq[I3, P3, Q3, U3, V3, W3, NulovyPrvek] //. solsl[[1]] //
FullSimplify

{{o, o, 2% (e‘Z V2 (-d+2By+dCosh[2Y] —e Sinh[2Y])
Y

(yCosh[Z ¥] +~/¥2 Sinh[2 y]))},
1

{o, 0, 757

2
(e_z VY% (Ce+20ay+eCosh[2y] ~dSinh[2¥])

(yCosh[Zy]+ ¥2 sinh[zy]))},
{0, 0O, 0}} = {{0, 0, 0}, {0, O, O}, {0, O, O}}

sols2 = Solve[%, {d, e}] // FullSimplify // Flatten

{d>v¥ (B+aCoth[y]), e>Y (x+[BCoth[y])}

Celkové tfeSeni az na koeficient f je tedy:
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sols = {solsl[[1]], sols2} // Flatten
{fa=>-¥v, b>vy, c>0,d->vy (B+aCoth[y]), e>¥ (x+BCoth[Yy])}
Vztah (5) 1ze tedy zapsat ve tvaru:
@aP @ﬁQ@y(VfU) :@fI@aU+bV+dP+eQ,

(6)
a=-y,b=y,d =y (f+aCothl[y]), e = y (a+LCoth[y])

3.3.4. Nalezeni koeficientu f pomoci
nekoneénorozmérné reprezentace g

m Zavedeni reprezentace

V této reprezentaci jsou jednotlivé prvky baze reprezentovany ndsledujicimi
operdtory: I =1, P =0, OQ=x, U=P?, V=0°, W=POQ.

Iinf = #1 &; Pinf =0x#1&; Qinf=x#1&; Uinf = a{xlz} #1 &;
Vinf = x2 #1 &, Winf = Composition[Pinf, Qinf];

Pravidlo, které aplikuje uvedenou reprezentaci:

pUseInfRepre = {II » Iinf, P > Pinf, Q> Qinf, U-> Uinf, V> Vinf,
W -> Winf};

Opét oveéiim, Ze pro tuto reprezentaci plati dané Lieovy zdvorky algebry g.
Nejprve si upravim definice komutacnich vztaha. V této reprezentaci je Lieova zdvorka
komutdtorem, v némZz operace AB je skldddni zobrazeni. Definice upravim tak, Ze
vSechny ¢leny z rovnosti v porménné DefRel zapiSi na levou stranu a prava strana tak
bude nulova. V dal$i prici tedy tuto nulovou pravou stranu ze zdpisu vynechdm. Na
upravené komutacéni relace se budu divat jako na operdtory tvofené souctem operatort

definovanych vyse.

DefRelToOperators =
DefRel //. k[A_, B_] » Composition[A, B] - Composition[B, A] //.
{Equal[A_, C_]->A - C};

Dosadim konkrétni operatory této reprezentace.
MyOperators = DefRelToOperators //. pUseInfRepre;

V proménné MyOperators se tedy skryvd seznam operatort a nyni kazdy jeden
operator z tohoto seznamu aplikuji na libovolnou funkci fce (x) . Budu tedy ovéiovat,
zda aplikaci téchto operatort na libovolnou funkci fce (x), dostanu ve vysledku nulu.
Pomoci vestavéné funkce systému Mathematica Through zajistim aplikaci kazdého z
¢lent operatoru na tuto funkci. Aplikaci jednoho operatoru ukdZzi na néasledujicim piikladu.
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MyOperators[[1]] [fce[x]]

(Composition[Ox#1 &, x #1 &] - Composition[x #1 &, Ox#1 &] - (#1 &)) [
fce[x]]

Through[%, Plus]
fce[x] + (-Composition[x #1 &, Ox#1 &]) [fce[x]] +

(- (#1 &)) [fce[x]] + x fce’ [x]

Jak je patrné, Mathematica si bohuzel neporadila s operdtorem (-Composition),
stejné tak si neporadi pokud je operator tvaru (cOperator, kde c je konstanta). Musim
tedy jeSt¢ vytknout konstanty pred operator.

%$//. {(a_IntegerA )[x_] -»aA[x]}

0

Vysledkem aplikace operdtoru je tedy skute¢né nula. Nyni pfedchozi postup
aplikuji na vSechny prvky ze seznamu operitort. JeSt¢ upravim aplikaci nulového
operatoru a nakonec rozndsobenim dostanu o¢ekavané vysledky.

Table [Through[MyOperators[[i]] [fce[x]]],
{i, 1, Length[MyOperators]}] //.
{(a_IntegerA_)[x_] »aA[x]} //. {Through[O0[fce[x]]] » 0} //
Expand

{6, o, ¢, 0, 0, 0, 0, 0, O, O, O, O, O, O, O}

Pro dals$i postup (odvozeni tvaru propagitoru) jesSt¢ reprezentaci preskaluji

parametrem w nésledovné:

I=1, P=-0,, 0=~wx, U=P?, V=0% W=POQ

1
IinfW = Iinf; PinfW = —— Ox#1 &; QinfW=Vow x #1 &;
w

UinfW = Composition[PinfW, PinfW];
VinfW = Composition[QinfW, QinfW];
WinfW = Composition[PinfW, QinfW];

pUseInfWRepre = {II » IinfW, P » PinfW, Q » QinfW, U - UinfW,
V> VinfW, W-» WinfW};

Nésleduje ovétenti:

MyOperatorsW = DefRelToOperators //. pUseInfWRepre;
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Table[Through[MyOperatorsW[[i]] [fce[x]]],
{i, 1, Length[MyOperators]}] //.
{(a_IntegerA_ )[x ] »adA[x]} //. {Through[0O[fce[x]]] » 0} //
Expand

{0, 6, 0, 0, 0, 0, O, O, O, O, O, O, O, O, O}

Tato reprezentace tedy také spliiuje definované komutacni relace.

m Hledani koeficientu f
m Piepsani vztahu (6) pomoci substituce a pouziti nekone¢norozmeérné
reprezentace

Vyjdu ze vztahu (6), ve kterém provedu nasledujici substituce:
a=¢,L8=17, y=1¢, £f=1i¢g, d=yu, v=-ie
Nasledujici piikazy provedou substituci v koeficientech d a e vztahu (6).
pSubstFirstCoeffs := {a-» &, B in, y» 18, £- i¢};
d=vy (B+aCoth[y]); e = ¥ (a+BCoth[¥y]);

Print["u = ", u=Collect[d //. pSubstFirstCoeffs // Simplify, &],
";v = ", v=Collect[-1ie //. pSubstFirstCoeffs // Simplify, £]]

=8 (-n+<&Cot[Ll]);v = L (£+nCot[l])
Nyni vytvoiim kompletni substitu¢ni pravidla.

Clear|[d, e, u, v];
pSubstCoeffs =
List [pSubstFirstCoeffs,

{d->u, e>»> iv, u»> £ (-n+&Cot[L]), v» E(§+nCot[L&])}]//
Flatten; Clear[d, e, £, ¥, a, n, v, u]

Zapfisi vztah (6) a provedu v ném kompletni substituci.

Eq=e®P sxxePQuxe¥ (V7U) oo o IT 4, @dP+e Q+¥[V-U] ,/ ogsubstCoeffs
eP <€ * * ej Qn * % ejl (-U+v) € ==

el IT¢ ., 1QL (§+nCot[L])+P L (-n+ECot[L])+ (1 &) [-U+V]

Po substituci tedy piejde vztah (6) na nasledujici vztah.

e<P ei70 @Iil(VU) _ gi¢ gi£(V-U) + 4P +ivQ
(7)
u =5 (s Cot[S] -7), v=C (& +7Cot[l])

Hledani koeficientu £ se pfevedlo na hledani koeficientu #. A k jeho nalezeni
pouZziji nekone¢norozmérnou reprezentaci s parametrem «'.
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A po pouziti nekone¢norozmérné reprezentace s parametrem « dostanu:

StylePrint[Eq //. pUseInfWRepre //. {Composition -» C},
FontSize » 7]

£ (2sths

B o[ [ Ox#l . Oy#l — —
EE )Hef”? T x $18) Heng( o[ Oxtl, Ox¥l o] clu x 415, Vo x #18]

Vo Ve ) Lol (#1s)

* %

¢ (-n+Ecot[C]) (%ji&)ﬂig (E+nCot [E]) (Vo x #1&)+ (i L) }c[ﬁs@ﬁ&, Qx%i&]w[\ﬁx#l&,\/ﬁx#l&]}

5 Ja J

2

e RN

< 5 . (_dx v 2]
eV X@j\/ZVX@1§ wTCE) Celd e

A po pouziti nekone¢norozmérné reprezentace bez parametru dostanu:

StylePrint [Eq //. pUseInfRepre //. {Composition - C},
FontSize -» 8]

of (Oxhls) . oin (x#18) ,, 18 (-(0rx, 21#18) +(x2 #1&)) _ _io (41s) ,,

** @

oE (-N+ECOL[L]) (Ox#1&)+1i L (£+nCot[L]) (x #1&)+ (1 C) [~ (O(x, 2} #1&) +(x? #1&) ]

e Ox pl X @Jif(—dx2+x2) N @Jz;(—dx2+x2) 44 Og+1 V X (9)
m Vyjadi‘eni operatori
A Prvni dva operatory

Obg¢ strany vztahti (7),(8) a (9) jsou dobfe definovany v L? (R, dx) v piipadg, Ze

- . o . , 0.2 452 . o
koeficienty &, n a € jsou redlné. Operdtory e< 9%, e?7%, e <(-9%"**°) isou unitérni,
Vyynam prvni dvou jsem jiZ objasnil v kapitole 3.1.2.

Print[uefax f = ", ExpM[f, f[x]], "\t", ueir]x f = ",

ExpT[n, £[x]]]
€% f = f[x+¢&] et¥ £ = e X7 £[x]

. . ol 52,2
a Uprava operitoru e & (-9~ +x%)

RozepiSu operator do Taylorovy fady:

et & (-ox?x?) _ E T (16 (Opx, zy t1ex? #1)6)

k=0 k!
A dédle plati: e%9x (-0,%+x?) € %% = —9,%+ (x+a)? a
e 1PE (0Z+x?) e?PE = — (0,+1B)? + x?

ExpM[a, (— a{xlz}#l + x2 #1) & [ExpM[-a, fce[x]]]]
(x + o) 2 fce[x] - fce’’ [x]

(x+0)? fece[x] - fce’ [x]
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ExpT[—B, (—a{xlz}#l + x2 #1) & [ExpT[f, fce[x]]]] -
(—Composition[(ax#1+1'1 B#1) &, (Ox#1l+1 B#1) &] [fce[x]] +
x% #1 & [fce[x]]) // FullSimplify

Déle na zakladé ptedchozich tivah srovndm nésledujici vyrazy:

il o (-a{xlz} fce[x] + x2 fce[x]) + U Ox fce[x] +1 v x fce[x] -

ExpT[—B,
ExpM[a, 1 & (-0(x,2) #1 +x% #1) & [ExpM[-a, ExpT[B, fce[x]]11]] //

u v
{B> —, a» —} // simplify
2¢ 2¢

i (uz +v2) fce[x]

. -
Plati tedy:
18 (-0% +x°) + 44 Og+1 v X =
T eTE % (07 +x?) e TE O ef—fx—#

e

A dosadim do rozvoje vyrazu vyskytujictho se na pravé strané vztahu (9).

F 2,2
i <—@X2+x2)+;/§x+1' )/X+% _

C(,2..2) \k
o [if’ (—dX2+X2) +4 Ox +1 VX+%
Zk—O k!
Po nékolika krocich uprav:
eig"(fo”x2+x2) U Ox+1 V X _
(2,2 , . (10)
(e +v?) Iy % , v 1y
@_ 4; €_2§X62§ dxelf(*dx2+x2) @_2§dX@2§X
A po dosazeni do vztahu (9) dostanu:
of Ox pl 7% 1 & (-0x%+x?) _
(2,2 . ,
I (ue+v
( ) T xS Ok el’f(—dx2+x2) 6_22" Ox @gé X

ei? e T IC e 2C*e2¢8

p yis . Ay -4 0 \ .

A upravim pouZitim operdtori e 2% ~ a e 2T * zleva na ob¢ strany rovnosti.
e .. Lo de s o5 _dug o, LK & ,
Pfi¢emZ vyuZiji toho,7e e2¢ ~ e° %x = e 2 e 9% @2 7 nebot:
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_iupég
ExpT[:—c, ExpM[¢, fce[x]]] -e 2% ExpM[f, ExpT[ZLC, fce[x]]] //

FullSimplify

0
Nakonec tedy dostdvdm rovnost:

e S77) Ox ol (1+47) X gi & (-07+x7)

2,2 (11)
, 1 (,4/ +V oy E ; ,
@1 ¢_ Vg > + 12//\40 @l éo ( —@XZ +X2) @_% dX e g? X

A Vlastni funkce operiatoru (-90,2 +x2)

Jaky tvar maji vlastni funkce operatoru zjistim feSenim rovnice:

DSolve[{—a{xlz}zﬁ[x] +lelf[x] == lw[x]}r ¥[x], x]
X2 l
{{vlx] e "2 c[1] HermiteH[E (-1+2), x|+

x2
2

e

C[2] Hypergeometrichl[ ! ; A , i, xz] }}

vV

2
X
Proto volim vlastni funkci ¢y (x) = e 2 akni vlastni ¢islo 2p = 1.
_x2
Yolx_] :=e 2 ;

Pro tuto funkci platf, Ze (e’ (-0x7+x7) Vo) (x) = e’ <20 gy (x).

Nésledné obé strany rovnosti (11) aplikuji na funkci iy a jesté je obé vyndsobim
zleva touto funkci.

x) =
; j( 2+V2> ius , v 7
Yo (x) 0T ae EE @O maTexd) e R 0 Ky (k)

Coz lIze diky vlastnosti vlastni funkce ptepsat na:

! v : 24

et Yy (x) el e ) o (7+2;)x% (x) =
A (WEE) s .
e TTIT T gy (x) @i 107) 720 % e 20 ¥y (x)
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m ReSeni rovnice

Ob¢ strany rovnosti zintegruji. Pfi integrovani lze provést zaménu
; 2,2 . ,
= C ) Yy (%) =TS0y (x) =iy (x)

Vo (x) €' (-7

po které se zkrati ¢leny e® .

0 v H
LProd:j Yo [x] ExpM[(§——), ExpT[(n+ ], zlro[x]]]dlx
- 2¢ 2¢

Integrate::gener : Unable to check convergence. More..

) P42 1 pvavZHa & (n (u+i v) -1 E-v §)+4 82 (n?-21in &+&2)

e 16 2 Ne
RProd =
D22
o 1 (HEvE) aue
e:ll.d:t— iT + 2

(") v H . .
J Yo [x] ExpM[{-—], ExpT[(—], Yo[x]]] dx // simplify
—® 2¢ 2¢

i ((1-48) p?+(1-48) v2-2p (v-4£6)+16 £2 ¢)

e 16 ¢2 Ne

A rovnici vyfeSim vzhledem k jediné nezndmé &.

Po =
Solve [Exponent [LProd, E] == Exponent [RProd, E], ¢] //.
pSubstCoeffs // Flatten // FullSimplify

{¢%1—16 (a4n€-2(n?+3&%) cot[E] +

((-i+40)n?+2né&+ (-i+48) &%) csc[g]?)}

-7 -1 28-sin(28) 2 2 3
Tedyf_1z¢a¢_2§/7+ 5oinZ (2) (&2 + 777) , protoze

1 2¢f-8in[2¢£]
- |—&n+
2 8 Sin[£]2

(€% + nz)] //.p¢ // FullSimplify

0

3.3.5. Shrnuti ziskanych vysledku
Po nalezeni posledniho koeficientu £ = 7 @ mohu zapsat cely vztah (9).
o€ Ox el 7% eﬂ'f(—@x2+x2> s el? @15(7@{2%2) tp Ox+1 v x

A s parametrem w doplnim vztah (8):

1
& —— 0 ) ; 1 2 2 ,
e 7 Xelﬁ /wxejf(—wéx + WX ) —eld e

NPl

A obecné pro Lieovu algebru g:
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Pticemz vzdy:

U= (ctg(8) ¢ -7), v==5 (8 +ctg(S) 7).,

. (15)
_ 1 2£-8in(2¢) 2 2
¢—2§f7+ 85102 (2) (¢=+77)
A jesté po zpétné substituci £ = 7 @ dostdvam dplny vztah (5).
1 2¢-8in[2
Solve[¢==—§n+ £-Sin[2¢] (§2+r]2) //.
2 8sin[£]2
{E»a, n->-1iB, E>-1y, ¢> -1 £, u-> d, v- -ie}, f]
{{fe% (4&6—2a2stch[y]2+252chch[y]2+
o Csch[y]? sinh[2y] - 8% Csch([y]? Sinh[2¥]) }}
eP @80 er (V-U) _ ofI gy (V-U) +dP+eQ
d = y(B+aCothly]), e = y (a+/Cothly]) , (16)
_ 1 /2 _ p2\ 2y -Sinh (2y)
f= 2 apg-(as-57) 8 SinhZ (y)
3.3.6. Srovnani vztahu (4) s rozvojem ziskanych
analytickych funkci
Vztah (4) : Z2=-Uy +V y +
I<a5+a2y—52y—a2y3+52y3+a275—52y5+ ->+
2 6 6 45 45 315 315
ay2 _ ay4 2ay6
P<a+ﬂy+ 5 7 + 07e +...>+
By% _ Byt 28y°
Q<5+QY+ 3 25 " oas +>
Print["P:d = ", Series[y (B+aCoth[y]), {¥, 0, 6}11;
Print["Q:e = ", Series[y (B+aCoth[y]), {¥, 0, 6}11;
1 2y - Sinh[2
Print["I:f =", Series[—aB— (az—Bz) ¥ inh[2¥]
2 8 Sinh[y]?
{¥, 0, 6}]];
2 4 6
ay oy 20 7
P:d = - @)
arBy+—3 45 a5+ OlYl
2 4 6
ay ay 2ay 7
= - @)
Qie = axfy+ —3 a5 a5 " OLYl
O(/—?) O(2 /32 0(2 /32) 3 O(2 BZ ) 5 ;
I:f = — _— - = -—t — - O
2+(6 6)Y+(45+45Y+315 315 ) ¥ TOY]

Je vidét, Ze tyto koeficienty se do sledovanych ad opravdu shoduji.
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3.4. Hledany tvar propagatoru

3.4.1. Odvozeni

Vyjdu z tvaru propagatoru podle Ensse a Veseli¢e a upravim ho pomoci vysledkii

, vo(t,s) , ,
kapitol 3.2.a3.3.: U(t, s) = e 1¥1(t:8) x =g Ix grify (t-5) -0/ (t,s)

Ovétim nasledujici rovnost, kterou pouZziji déle.

e-1v1(t,s) x GLZ'S) Ix _ ot Lﬁ- v1(t,s) GLZ'S) Ix -1 ¢p(t,s) x
¢2[tr S]
ExpT[—(pl [t, s], ExpM[—, f[x]]] -
. (Pz[t,s] t, s
elwl[t's] w ExpM[M, ExpT[-¢1[t, s], f[x]]] //
Simplify
0
Lze tedy psat:
) t, t, , } ,
U(t, s) = e 1l WZ(M ) e@(w s) 5, el 01(t,s) x g iHy (t-s) -1 (t,s) _
. t, ) t, , )
el v1 (t, s) W—l U(t,s) ew Ox e 101 (t,s) x g-1 Hy (t-s)

vo(t,s)

. 1 2,22
A vyraz e @ Ix o1 ¢1(t,8) x g1 Z (-ox%+w? x%) (t-s)

srovnam s levou
stranou vztahu (13), ktery zni:

1 . c o0 1 52 2 1 )
@sr\/—w- axeiﬁﬁxelf<‘%dx2+wx2> :@jaﬁeﬂf( a)@X + WX )+// o dXv‘lV\/Z)vX‘
pSubstént =
1 po[t, s] —
Solve[§ == 2 &&]'lT)'\/ == -1 @1 [t, s] &&
w

w

1 g
-1'1; (t-s) =1—, {n, & §}] // Flatten
w

{e- ”2[%]—, n%;ﬂl[\%ﬂ , Q’a% (s-t) w)
Tim jsem ziskal substitu¢ni vztahy pro koeficienty &, n a £. Nyni tedy mohu
dosadit pravou stranu vztahu (13) do vyrazu pro propagitor a po substituci dostanu

hledany tvar propagatoru, ve formée jediného exponencidlniho zobrazeni.
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iop(t,s) L28) iy, 5) 1i gt By (t-s) + = Oyri v @ x

U(t, s) - e Vo ,
u =8 (ctg(&) ¢ -7), v=4 (S +ctg(L) 77)

R R A vyl CRR

(17)

3.4.2. Kone¢na uprava

Tento vyraz jesté upravim dosazenim funkci ¢1 a ¢, . Pro praci s integraly budu
potiebovat nésledujici pravidlo pro vytykani konstant pied integral.

pIntegrals =

t t
{a_. j Ta_ f [u_]du_ +B_. j "b_f [u_]du_ -
S__ S_
r (Aa + Bb) £[u] du};
S

m Koeficient u operatoru d,

U
—— //. pSubstCoeffs //. pSubsténf //. pIntFunkce //. pIntegrals //

w
FullSimplify
1 tCsc[L (s-t)w] £[ul sin[L (s+t-2u) u]
Z (s-t) a)J 2 2 du
2 s Nw
Celkové tedy oznacim:
_ X _ (t-5) t , t+s _
w (t, s) = i 2sin(%(t—s)) JS sin (a/(—Z u))f(u)a?u

m Koeficient u operatoru x

iv ‘\/Z // . pSubstCoeffs //. pSubsténg //. pIntFunkce //.
pIntegrals // FullSimplify

_ 2 2 du

s Vo

ij s-t) w3/2J~t Cos[L (s+t-2u) (u] Csc[l (s—t)w] flu]

Celkove¢ tedy oznacim:

v(t, s) = vw = -
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m A jeSté upravime zbyvajici ¢ast exponentu

(92 [tr S]
o1[t, s] ——— - ¥[t, sl + o //.pd//. pSubstént //
w

FullSimplify

(-8w (-1+Cos[(s-t)w])yY[t, s]+
(i-2sw+2tw+Sin[(s-t)w]) @1[t, s]?+
2 (-2+3Cos[(s-t)w]) e1(t, s] oa[t, s] +
(i-2sw+2tw+3sin[(s-t)w]) wa[t, s]?)/
(8w (-1 +Cos[(s-t) w]))

Celkove¢ tedy oznacim:

~ult, s+ S o1(t, s) w2(t, s) - & (t*S*(Si“(“’ (t-s))

A propagétor lze tedy zapsat v ndsledujicim tvaru:

Uu(t, s) —exp(-1H,(t -s8) +u(t, s) Ox+1 VvI(t, s) x+1o0(t, s)),

u(t, s) = ZSin((t%is()t—s)) j_f sin(w (% ~u)) £(u) du,

v(t, s) = 2512/(272%)) ;tCOS(w <% —u)) Fluydu
2 (18)
0_<t/ S) =
L, 7 e, 97 dv ek ore, 5 o, ) -

@ (t-s)-sin(w (t-5)) 2 2
Susin( 4 (t-s))2 (p1(t, s) +p2(t, s)7)

3.4.3. Kontrola tvaru propagatoru

V této kapitole ovéfim spravnost odvozeného vztahu pro propagator.

= Potiebna pravidla

m Pravidlo pro dosazeni Hamiltonianu

PHw = {Hw - (% (-0(x, 2} #1 + 0% x% #1) &)};
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m Pravidla pro praci se slozenymi operatory

pCompositionOuterLinearity = {

(A_Composition[a_, b_])[f_] » AComposition[a, b] [f],
(A_(B_)) [£_] »AB[f]};

pCompositionInnerLinearity =
{Composition[(c : (_Integer | Rational | _Real)) a_,
(d: (_Integer | _Rational | _Real)) b_] » cdComposition[a, b],
Composition[(c : (_Integer | _Rational | _Real))a_ , b_] -
c Composition[a, b],
Composition[a_, (d: (_Integer | Rational | _Real)) b_] -
d Composition[a, b]

}s
= Ovéreni tvaru propagatoru (18)

Ovéteni provedu tim, ze aplikuji ptivodni tvar propagidtoru podle Ensse a
Veselice: U (t, s) = e 1¥1(t/9) x ethu'S) Ix @-iHy (t-s) -1/ (t,s) g odvozeny
tvar (18) na stejnou libovolnou funkci fce (x). Srovndm vlastné pouze exponenty
aplikované na tuto funkci. V prvnim piipadé vyjadiim exponent pomoci
Baker-Campbell-Hausdorffovy formule vyjadiené do urcitého fddu RAD a aplikuji na
funkci fce (x) (toto vyjadieni ozna¢im LS), v druhém piipad¢ je exponent jiz dany a tak
ho rovnou aplikuji na tuto funkci fce (x) a vysledek rozvinu do fady také do fddu RAD
(oznaceni PS).

Vztahy pro koeficienty z vyrazu (18) prevedu na substitu¢ni pravidla.

(t -s) t+s
PUV® = {H[t, s] » Jt Sin[w ( —u]] £f[u] du,
2Sin[% (t-s)] Js 2
w (t-:s) t t+s
v[t, s] - - jCos[w( 2 —u]] f[u] du,
s

ZSin[% (t-s)]

1 1
o[t, s] —>-—J‘t((p1[v, s12 - g3 [v, s]2) dv +
2 Js 2w

¢1 [t, s] ®2 [t, s] -

w(t-s) -Sin[w (t -s)]

e1lt, s1?+0at, s1?)};
8wSin[%(t—s)]2 (1 2 )}

t, t, 1
p§n§={§—>u, n—»—u, E> - (s-t) w};

Vo Vo

Nastaveni poZadovaného tadu ptesnosti pro ovéieni. Korektniho vysledku jsem
doséhl pro tad 8. Vyssi fad uz nezvladl hardware mého pocitace. Nyni z divodu kratSiho
zéapisu oveéiim tad 3.

RAD = 3;
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m Vyjadieni tvaru (18) do mocninné fady v &, 7, £.

PS =
w2 x2

1
[—J'L(t—s) [-;a{xlz}#1+ #1]+u[t, s] Ox #1 +

iv[t, s]x#l+1io[t, s] #1] &[fce[x]] //. puvd //.
pIntFunkce;
PS = Normal [Series[PS, {t, s, RAD}]] // Simplify // Expand

1 1
> is x? w? fce[x] iy it x?w? fce[x] +1sxf[s] fce[x] -

2

itx£f[s] fce[x] 7%115 x fce[x] £f'[s] +istxfce[x] £ [s] -

1 1
it?xfce[x] £/ [s] + ) s3 £/[s] fce’ [x] - - s?t f/[s] fce' [x] +
2 ~7 7 1 7 ’ 1. 3 77
st® £’ [s] fce [x]—TZ—t f'[s] fce [x]+gls x fce[x] £ [s] -
2

. a4 l . 144
1s“txfce[x] f [s]+315t2xfce[x]f [s] -

SN Y e SR

. 77 1 . 77 1 . 7
1t3xfce[x]f [s]—;lsfce [x]+31tfce [x]

m Vyjadieni propagatoru pomoci formule
Clear[aOp, bOp, cOp];

2
pOp:{aOp—> -i¢lQ, bOp > — P, cOp - —itHw+ius-iz]rII};
w

zOp = BCHfle[aOp, bOp, RAD] //. pVytkniKonstanty //. pExpandCR //
Expand;
zOp = zOp /. pOp // . pVytkniKonstanty;

zOp =
pPrevedNaZakladniTvar[zOp, PrvkyBaze, pRel]

P @2 s 1II@lp2
2w

-1 Qpl +

A Cleny vyssich ada se v zOp nikdy nevyskytnou. Lze tedy psat:

III 2
zOp = € aOp + e bOPp + ———;
2

[tls] W2[t151 IT.
7

Kde pod III jsem oznadil 7 4L
Nyni vyjadiim zbyvajici ¢ast propagétoru.
BCHfle[dOp, € cOp, RAD] /. {dOp » zOp} //. pExpandCR // Expand;

% //. pVytkniKonstanty //. pRound[RAD] //. {e » 1} //.pOp //.

ol @2
{III -1
w

II} // . pVytkniKonstanty //. pExpandCR // Expand;
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Operaci nasobeni pfevedu na sloZzeni zobrazeni a pouziji nekone¢nou reprezentaci,
ktera odpovida operdtoriim v propagatoru.

% //. pVytkniKonstanty //.
{NonCommutativeMultiply -» Composition} //. pUseInfRepre //.
PHw;

Operator mam jiz piipraven a nyni ho aplikuji na funkci. Pak jest¢ dosadim
funkce z definice propagatoru a vyraz rozvinu do fady.

Through[%$[fce[x]], Plus] //. pCompositionOuterLinearity //
FullSimplify;

Jesté dosadim funkce z definice propagatoru a vyraz rozvinu do fady.
/. {el-> @1(t, s], 92> ¢2[t, s], ¥->¥[t, s]} //. pIntFunkce;

LS = Normal [Series[%, {t, s, RAD}]] // FullSimplify // Expand

1 . 1, .
Elsxsz fce[x] 751tx2w2 fce[x] +1sxf[s] fce[x] -

2

itx£f[s] fce[x] 7%115 x fce[x] £f'[s] +ist xfce[x] £ [s] -

1 1
it?xfce[x] £/ [s] + - s3 £/[s] fce’ [x] - - s?t f[s] fce'[x] +

1 1
st?f'[s] fce' [x] - 5t £/ [s] fce’[x] + - is3xfce[x] £7/[s] -
2

. 77 l . 7
1s“txfce[x] f [s]+315t2xfce[x]f [s] -

SN RS SR

. a4 l . a4 l . 144
1t3xfce[x]f [s]—;lsfce [x]+31tfce [x]

A nakonec srovndam oba ziskané vyrazy. Je vidét, Ze kontrola probéhla dspeésné.

LS -PS
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Zaver

Seznamit se systémem Mathematica se mi myslim celkem povedlo. Nakonec
jsem v tomto systému napsal i celou tuto praci.

Podafilo se mi naprogramovat funkci pro vypocet koeficienti v
Baker-Campbell-Hausdorffové formuli a tuto formuli integrovat do takzvaného package,
ktery je snadno pouzitelny v systému Mathematica. Funkci jsem s tspéchem otestoval do
devétého tadu. Vyssi fady bohuzel ptesahuji hranice vykonu mého pocitace.

Ve tieti kapitole jsem vyjadtil propagator podle Ensse a Veseli¢e v poZzadovaném
tvaru a spravnost tohoto tvaru jsem zkontroloval pomoci naprogramované formule a
dalSich funkei.

Do budoucna se naskytd moznost zefektivnit algoritmus pro vyjadieni formule a
implementovat verzi vyjadiujici formuli nejen pro maticové, ale i obecné Lieovy algebry.
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Dodatky

VSsechny potfebné materidly jsou umistény na pfiloZeném CD. Jednotlivé Césti
dodatk jsou ¢lenény do adresait.
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