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Úvod

Anyony jsou nerozlǐsitelné částice s konfiguračńım prostorem jedné částice
R2. V kvantovém popise identických částic má jejich nerozlǐsitelnost nemalé
fyzikálńı d̊usledky. Jejich popis bývá často řešen požadováńım symetrizačńıho
postulátu na vlnové funkce i pozorovatelné, který sice dává správný mo-
del, ale jeho fyzikálńı interpretace je nejasná. V této práci ukazuji zp̊usob,
jak zvolit konfiguračńı varietu v́ıce anyon̊u a odstranit t́ım symetrizačńı po-
stulát. V př́ıpadě anyon̊u se nav́ıc topologické odlǐsnosti jejich klasického
konfiguračńıho prostoru odraž́ı i ve statistice. Narozd́ıl od částic v R3 se
nemuśı jednat pouze o bosony nebo fermiony, ale anyony můžou nabývat i
zlomkových statistik. Jeden ze systémů, kde lze pozorovat anyony i se zlom-
kovou statiskou, je tzv. ”fractional quantum Hall effect”.

V prvńı kapitole této práce se seznámı́me se základńımi pojmy z dife-
renciálńı geometrie, jako je fundamentálńı grupa, univerzálńı nakrývaj́ıćı pro-
stor, fibrovaný prostor, konexe a paralelńı přenos. V odstavci 1.5 ukážeme
dva možné modely jak vybudovat kvantovou mechaniku na (i nejednoduše
souvislé) varietě.

V druhé kapitole se bĺıže zaměř́ıme na konfiguračńı prostor v́ıce anyon̊u,
předchoźı dva modely ilustrujeme na př́ıkladě dvou anyon̊u a na závěr ukáže-
me ještě jeden model, který lze použ́ıt i pro popis v́ıce anyon̊u a lze při něm
použ́ıt Schulman̊uv ansatz, který udává vztah mezi propagátory p̊usob́ıćıch
na dvou r̊uzných Hilbertových prostorech.

Třet́ı kapitola je věnována vysvětleńı Schulmanova ansatzu a jeho alespoň
formálńı obhajobě. Je zde také uveden jeden z př́ıklad̊u, kde lze Schulman̊uv
ansatz s úspěchem použ́ıt.

V závěrečné kapitole se seznámı́me s jevem Ahoronov-Bohma s jedńım
solenoidem, který byl poprvé publikován v roce 1959 a pomohl pochopit
geometrické vlastnosti poĺı a roli potenciál̊u v kvantové mechanice.
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Kapitola 1

Základńı definice a pojmy

1.1 Varieta a tečný prostor

Definice 1 : Necht’ M je množina, U, V, . . . jsou množiny takové, že M =
U ∪ V ∪ . . ., zobrazeńı φU necht’ je bijekce U do otevřné podmnožiny Rn.
Necht’ dále plat́ı, že φU(U ∩ V ) je otevřená podmnožina Rn a fV U = φV ◦
φ−1

U : φU(U ∩ V ) → Rn je diferencovatelná. Potom neprázdnou množinu
M nazýváme diferencovatelná varieta, n je dimenze variety M . Varietu o
dimenzi n budeme značit Mn. Dvojici (U, φU) budeme nazývat mapa.

Každému bodu p ∈ U ⊂ M , lze pomoćı zobrazeńı φU přǐradit lokálńı
souřadnice.

Definice 2 : Necht’ M je diferencovatenlá varieta. Řekneme, že M je tř́ıdy
Ck, pokud fV U z definice 1 je tř́ıdy Ck.

Necht’ F : Mn → R je reálná funkce na varietě M . Řekneme, že F je dife-
rencovatelná, pokud ∀(U, φU), F ◦ φ−1

U : φU(U) → R je diferencovatelná.

Definice 3 Tečný vektor X, nebo kontravariantńı vektor, nebo pouze vektor
v bodě p0 ∈ Mn je zobrazeńı, které připisuje každé mapě (U, φU) obsahuj́ıćı
p0 n-tici reálných č́ısel

(X i
U) = (X1

U , . . . , X2
U)

takové, že pokud p0 ∈ U ∩ V , pak

X i
V =

∑

j

[
∂xi

V

∂xj
U

(p0)

]
Xj

U .
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Mějme realnou funkci f definovanou na Mn. Na jistém okoĺı bodu p,
můžeme k vyjádřeńı použ́ıt lokálńıch souřadnic, tj. f = f(x1, . . . , xn) 1. Po-
kud X je tečný vektor v p, definujeme derivaci funkce f podle vektoru X
vztahem

Xp(f) := DX(f) :=
∑

j

(
∂f

∂xj

)
(p)Xj.

Tato definice nezáviśı na volbě lokálńıch souřadnic. Poznamenejme, že mezi
tečnými vektory X k Mn a diferenciálńımi operátory prvńıho řádu2 existuje
1-1 korespondence ve tvaru

Xp =
∑

j

∂

∂xj
|p

v lokálńıch souřadnićıch (x). Nebudeme tedy dělat rozd́ıl mezi tečným vek-
torem a př́ıslušným diferenciálńım operátorem.

Definice 4 Tečný prostor k varietě Mn v bodě p ∈ Mn, označme ho Mn
p je

reálný vektorový prostor všech tečných vektor̊u k M v bodě p. Pokud (x) je
lokálńı systém souřadnic, pak následuj́ıćıch n vektor̊u

∂

∂x1
|p, . . . , ∂

∂xn
|p

je báźı tohoto n-dimenzionálńıho vektorového prostoru.

Definice 5 Necht’ M je varieta. Tečný bundle, znač́ıme TM , je sjednoceńı
tečných prostor̊u přes všechny body variety M , tj. TM =

⋃
p∈M Mp a TM je

varieta.

Definice 6 Vektorové (hladké) pole na otevřené množině U ⊂ M je zobra-
zeńı, které každému bodu z U přiřad́ı nějaký tečný vektor v tomto bodě. V
lokálńıch souřadnićıch

X =
∑

j

Xj(x)
∂

∂xj
,

kde Xj jsou (hladké) funkce na M .

1Pracujeme vlastně s funkćı f ◦ φ−1
U .

2Diferenciálńı oprerátor prvńıho řádu je lineárńı zobrazeńı f → δ(f), pro které plat́ı
Leibnizovo pravidlo, tj. δ(fg) = δ(f)g + fδ(g).
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1.2 Fundamentálńı grupa, univerzálńı nakrývaćı

prostor

Definice 7 Necht’ γ je uzavřená křivka (smyčka) na souvislé množině M ,tj.
γ : [0, 1] → M , γ spojitá a γ(0) = p0 = γ(1). Řekneme, že dvě křivky γ1, γ2

splňuj́ıćı předešlé předpoklady jsou homotopicky ekvivalentńı, γ1 ∼ γ2, pokud
existuje

F : [0, 1]× [0, 1] → M,

F (0, t) = p0 = F (1, t), ∀t 0 ≤ t ≤ 1,

F (θ, 0) = γ1(θ), F (θ, 1) = γ2(θ)

Řekneme, že γ je triviálńı, pokud je homotopicky ekvivalentńı konstantě, γ ∼
p0.

Poznamenejme, že se jedná opravdu o relaci ekvivalence. Skládáńı křivek
definujeme následovně:

γ1γ2(θ) := γ1(2θ), pro 0 ≤ θ ≤ 1

2
(1.1)

:= γ2(θ), pro
1

2
≤ θ ≤ 1. (1.2)

Množina tř́ıd homotopicky ekvivalentńıch smyček na M s operaćı skládáńı
tvoř́ı grupu, kterou nazýváme fundamentálńı grupa M , znač́ıme π1(M ; p0).
Pokud je M lineárně souvislá, fundamentálńı grupy π1(M ; p0) a π1(M ; p1),
kde p1,p0 ∈ M , jsou navzájem izomorfńı a můžeme je tedy obecně značit
π1(M). M je jednoduše souvislá, pokud všechny smyčky jsou triviálńı, tj.
π1(M) = {1}.
Definice 8 Řekneme, že souvislý prostor M je nakryt́ı souvislého prostoru
M s projekćı π : M → M , pokud pro každé x ∈ M existuje okoĺı U ⊂ M
takové, že π−1(U) = {Uα ⊂ M}, Uα disjunktńı, Uα difeomorfńı s U .

Univerzálńı nakrývaćı prostor

Necht’ M je souvislá varieta. Univerzálńı nakrývaćı varieta M̃ variety M se
konstruuje následuj́ıćım zp̊usobem: Vyberme bod p0 ∈ M . Body prostoru M̃
jsou tř́ıdy ekvivalence dvojic (p, γ), kde p je bod z M a γ : [0, 1] → M je
křivka v M zač́ınaj́ıćı v p0, konč́ıćı v p a (p1, γ1) je ekvivalentńı (p2, γ2) pokud
p1 = p2 a γ1 ∼ γ2, tj. γ1γ

−1
2 ∼ 1.

Popǐsme ještě strukturu variety M̃ . Vezmeme nejdř́ıve jednoduše souvislé
okoĺı U bodu p v M . Bodu q ∈ U přǐrad́ıme křivku složenou z křivky γ
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konč́ıćı v p a křivky spojuj́ıćı p a q, γpq. Homotopická tř́ıda γγpq je nezávislá
na volbě křivky γpq. Okoĺı bodu (p, γ), Ũ , se bude skládat ze všech křivek γγpq

pro q ∈ U . Protože dvojice (q, γγpq) je až na homotopii jednoznačně určená
bodem q, body z Ũ jsou v 1-1 korespondenci s body z U . Bodu (q, γγpq)
přǐrad́ıme tedy lokálńı souřadnice bodu q z M . Nav́ıc zobrazeńı π : Ũ → U
bude difeomorfismus.

Poznámka: Univerzálńı nakrývaćı prosor variety M je souvislý prostor M ,
který je hlavńım fibrovaným bundlem nad M s fiberem π−1(p) skládaj́ıćım
se z diskrétńı množiny bod̊u a se strukturńı grupou π1(M) (viz definice 11).

1.3 Vektorový fibrovaný prostor

Definice 9 Fibrovaným prostorem (bundlem) E nad Mrozumı́me čtveřici
(E, M, π, F ), kde E, M, F jsou variety a

π : E → M

je diferencovatelné zobrazeńı takové, že pro ∀p ∈ M existuje okoĺı U takové,
že U × F je difeomorfńı s část́ı bundlu nad U π−1(U), tj. existuj́ı difeomor-
fismy

ΦU : U × F → π−1(U),

ΦU(p, y) ∈ π−1(p)

a pro p ∈ U ∩ V je Φ−1
V ◦ ΦU(p, y) lineárńı izomorfismus v proměnné y

π−1(p) = Ep nazveme fiber. E nazveme (reálný) vektorový fibrovaný prostor
nad M pokud F je izomorfńı s Rk.

Poznamenejme, že v př́ıpadě vektorového fibrovaného prostoru je fibre
nad p, π−1(p), k-dimenzionálńı vektorový prostor, který ztotožňujeme s Rk

pomoćı zobrazeńı φU , pro U z definice 9, které obsahuje p.

Definice 10 Necht’ (E, M, π, F ) je fibrovaný prostor, {Uα} je otevřené po-
kryt́ı M , φUα je zobrazeńı z definice 9. Potom (Uα, φUα) nazveme bundle atlas.

Definice 11 Hlavńı fibrovaný prostor je vektorový fibr. prostor (E, M, π, G),
kde G je Liova grupa a nav́ıc plat́ı:

• G p̊usob́ı na E volně zprava (pevné body má pouze e ∈ G)
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• E/G = M , tj. π(f.g) = π(f) pro ∀f ∈ E, ∀g ∈ G a p̊usob́ı na fibrech
tranzitivně3 (tj. ∀f1, f2 ∈ π−1(p), ∀p ∈ M ∃g ∈ G takové, že f1.g = f2)

• E je lokálně triviálńı, tj. ∀p ∈ M existuje okoĺı U , ψ(f) = (π(f), ϕ(f))
a ψ(f.g) = (π(f), ϕ(f).g)

Př́ıkladem hlavńıho fibrovaného prostoru je (M̃, M, π, π1(M)).

Definice 12 Necht’ (E, M, π, F ) je fibrovaný prostor, Fp fiber v bodě p. Zob-
razeńı S : M → E takové, že π◦S = idM nazveme řez. V př́ıpadě fibrovaného
vektorového prostoru řekneme, že je triviálńı, pokud existuje {S1, S2, . . . , Sk},
Si spojité, tak, že ∀p ∈ M je (S1(p), S2(p), . . . , Sk(p)) báze Ep.

Př́ıklad: Mějme varietu Mn, TMn jej́ı tečný bundle. Necht’ π : TMn →
Mn zobrazuje tečný vektor v bodě p na bod p. TMn je fibrovaný vektrový
prostor nad Mn, π−1(p) = TpM

n, tedy fibre je tečný prostor v daném bodě.

1.4 Kovariantńı derivace

Definice 13 Necht’ E je vektorový fibrovaný prostor nad M . Necht’ operátor
∇ (nazýváme konexe) připisuje vektorovému poli X ∈ Γ(TM) (X(p) je tečný
vektor v bodě p) a řezu v definovanému na okoĺı bodu p řez ∇Xv definovaný
také na okoĺı bodu p pro který plat́ı

∇X(av + bw) = a∇Xv + b∇Xw,

∇aX+bYv = a∇Xv + b∇Yv,

∇X(fv) = X(f)v + f∇Xv

pro každý řez v,w, funkci f a č́ısla a, b. Zároveň požadujeme, aby v př́ıpadě,
že X je hladké vektorové pole, bylo i ∇Xv hladký řez. Toto zobrazeńı nazveme
kovariantńı derivace podél vektorového pole X. Pokud E = TM nazveme toto
zobrazeńı afinńı konexe.

V př́ıpadě afinńı konexe (tedy ve speciálńım př́ıpadě E = TM) plat́ı, že
pokud X =

∑
i X

iei, potom ∇X =
∑

i X
i∇ei

. Pokud e = (e1, . . . , en) je báze
v oblasti U , potom X = ejX

j a

∇X(ekv
k) = Xjeiω

i
jkv

k + Xjej(v
k)ek,

3Důsledek: p ∈ M libovolný, zvoĺıme f0 ∈ π−1(M), pak zobrazeńı G → π−1(M) : g →
f0.g je difeomorfismus.
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kde ωi
jk je definováno vztahem

∇ej
ek = eiω

i
jk.

Protože X(vk) = dvk(X) pak

∇Xv = ei{dvi(X) + Xjωi
jkv

k}.

Č́ısla ωi
jk se nazývaj́ı koeficienty afinńı konexe vzhledem k bázi e. Použijeme-li

dualńı bázi σ, pak dostaneme

∇Xv = ei{dvi + ωi
jkσ

jvk}(X).

Použijeme-li bázi ei = ( ∂
∂xi ) a př́ıslušnou duálńı bázi σi = dxi, pak

∇Xv =
∂

∂xi

{
∂vi

∂xj
+ ωi

jkv
k

}
dxj(X),

nebo-li

∇Xv(p) = (X.v)(p) + A(p,X(p))v(p),

kde A(p,X) záviśı na p ∈ M hladce, na X lineárně, pro p pevné se jedná o
1-formu.

V lokálńıch souřadnićıch i v př́ıpadě obecného vektorového fibrovaného
prostoru je

∇X = X + A(X), (1.3)

kde A je 1-forma s hodnotami v lineárńıch zobrazeńıch.

Definice 14 Bud’te Xp,Yp tečné vektory v bodě p a vp je vektor z fibru
nad p a necht’ X,Y a v jsou libovolná hladká prodloužeńı těchto vektor̊u na
nějakém okoĺı U bodu p. Definujeme

R(X,Y)v := ∇X(∇Yv)−∇Y(∇Xv)−∇[X,Y]v

v oblasti U . R(X,Y) nazveme Riemann̊uv tenzor.

Poznámka: Hodnota vektorového pole R(X,Y)v v bodě p je nezávislá na
prodloužeńı X,Y a v. Zobrazeńı

vp → R(Xp,Yp)vp

je lineárńı zobrazeńı π−1(p) → π−1(p), které nazveme křivost́ı pro řezy X,Y.
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Paralelńı přenos

Mějme vektorový fibrovaný prostor E (fiber znač́ıme Ep) nad M s kovariantńı
derivaćı ∇, paralelńı přenos podél parametrizované křivky γ = γ(t), t ∈ [a, b]
na M je unitárńı zobrazeńı

U(t, s) : Eγ(s) → Eγ(t),∀t, s ∈ [a, b]

takové, že pro ψ z množiny hladkých řez̊u plat́ı

lim
h→0

1

h
(U(t, t + h)ψ(γ(t + h))− ψ(γ(t))) = ∇Xψ (1.4)

U(0, 0) = I,

kde X(γ(t)) = γ̇(t). V lokálńıch souřadnićıch plat́ı

∇Xψ =
d

ds
U(t, s)ψ(γ(s))|s=t =

∂

∂s
U(t, s)|s=tψ(γ(t)) + X.ψ(γ(t)).

Pokud ∇X = X + A(X), pak

∂

∂t
U(t0, t) =

∂

∂h
U(t0, t + h)|h=0 = U(t0, t)

∂

∂s
U(t, s)|s=t = U(t0, t)A(γ̇(t)).

Tedy U dostaneme jako řešeńı diferenciálńı rovnice

U(t0, t)
−1 ∂

∂t
U(t0, t) = A(γ̇(t)). (1.5)

V př́ıpadě R = 0 je paralelńı přenos nezávislý na homotopicky ekvivalentńı
křivkách. Pokud dimenze fibru je rovna 1, potom A je skalárńı 1-forma,
U(t0, t) je skalárńı funce a (1.5) je obyčejná diferenciálńı rovnice. Potom

U(t0, t) = exp(
∫ t

t0
A(γ̇(t)) dt). (1.6)

1.5 Kvantová mechanika na varietě

Porovnejme dva možné př́ıstupy k vybudováńı kvantové mechaniky na va-
rietě, která nemuśı být jednoduše souvislá:

Model 1

Necht’ M je Riemannova varita, M̃ je univerzálńı nakryt́ı M . M = π1(M)\M̃ ,
U(g) je unitárńı reprezentace fundamentálńı grupy v Hilbertově prostoru L.
Hilbert̊uv prostor definujeme vztahem

H1 = {ψ měřitelné na M̃ s hodnotami v L;∀g ∈ π1(M), ψ(g.x) = U(g)ψ(x),∫

M
|ψ(x)|2 dµ < ∞}. (1.7)
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Skalárńı součin na H1 definujeme vztahem

〈ψ1, ψ2〉 =
∫

M
〈ψ1, ψ2〉L dµ, (1.8)

kde dµ je v lokálńıch souřadnićıch rovna dµ =
√

g dx1 . . . dxn. Hamiltonián
definujeme vztahem H1 = −∆LB, kde ∆LB je Laplace-Beltramův operátor
definovaný

∆LB = g−1/2 ∂

∂xi

(gijg1/2 ∂

∂xj
), (1.9)

g = det gij a gij je metrický tenzor.

Model 2

V druhém př́ıpadě mějme Riemannovu varietu M , E necht’ je hermitovský
vektorový fibrovaný prostor nad M (F je úplný vektorový prostor je se
skalárńım součinem). 〈., .〉E =

∫
M〈., .〉dµ. H2 definujeme vztahem

H2 = {ψ řezy E;
∫

M
‖ψ(x)‖2 dµ(x) < ∞}. (1.10)

Necht’ kovariantńı derivace ∇X : hladké řezy E → hladké řezy E, kde X ∈
Γ(TM), splňuje podmı́nku4 (aby byla konexe hermitovská)

X〈ψ1, ψ2〉 = 〈∇Xψ1, ψ2〉+ 〈ψ1,∇Xψ2〉. (1.11)

Hamiltonián definujeme vztahem

H2 = −g−1/2Di(g
ijg1/2Dj), (1.12)

kde Di = ∇ ∂
∂xi

a gij je metrický tenzor. Pokud neuvažujeme dodatečné vněǰśı

pole, požadujeme nulovou křivost konexe ∇.

Ekvivalence

pull-back: Necht’ π : M̃ → M . Definujeme π∗ : C∞(M) → C∞(M̃)
následuj́ıćım zp̊usobem:

π∗F = F ◦ π, (1.13)

4〈ψ1, ψ2〉(x) je funkce na M , tedy rovnice má smysl.
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π∗ se nazývá pull-back, π∗F se nazývá lift F z M do M̃ . Zvednout lze vek-
torový fibrovaný prostor i s konex́ı:

Ẽ = π∗E, (1.14)

Ẽq = Eπ(q), ∀q ∈ M̃. (1.15)

Konexe se zvedne tak, že paralelńı přenos T̃ v Ẽ je dán

T̃ (γ) = T (π ◦ γ), (1.16)

kde γ je křivka v M̃ , T je paralelńı přenos v E. Je-li R = 0, pak je i R̃ = 0.
Protože M̃ je jednoduše souvislá, je Ẽ triviálńı5. Bud’ q0 ∈ M opěrný bod,
q̃0 = [(q0, 1)], tj. tř́ıda ekvivalence křivek konč́ıćı v q0, 1 je triviálńı křivka.
Protože M̃ je jednoduše souvislá a R̃ = 0, záviśı T̃ (γ) pouze na homotopické
tř́ıdě γ, tedy pouze na koncovém bodě a pro γ z q̃0 do q můžeme položit

T̃ (γ) =: T̃ (q). (1.17)

Při dané definici skládáńı křivek plat́ı T (γ1γ2) = T (γ2)T (γ1). Necht’ x =
[(q, γ)] ∈ M̃ , kde q ∈ M , γ je křivka v M z q0 do q. Ke křivce γ v M existuje
právě jedna nakrývaj́ıćı křivka γ̃ v M̃ s počátečńım bodem q̃0. Koncový bod
γ̃ je x a tedy T̃ (x) = T (γ).

Bud’ g = [γ1] ∈ π1(M), pak g.x = [(q, γ1γ)] a

T̃ (g.x) = T (γ1γ) = T (γ)T (γ1) = T (γ)U(g)−1, (1.18)

kde U(g) := T (γ1)
−1 pro ∀g = [γ1] ∈ π1(M). Protože R = 0 záviśı T (γ1)

pouze na tř́ıdě ekvivalence křivky. U je tedy unitárńı reprezentace π1(M) v
L = Eq0 . Ẽ je triviálńı vektorový fibrovaný prostor, ∇X = X + A(X) a lze
definovat

Ã(q,X(q)) := (π∗A)(q,X(q)) = A(π(q), dπ(q)(X(q))), (1.19)

pro q ∈ M̃ a X ∈ TM̃ .

od 2. modelu k 1. modelu Při ekvivalenci vyjdeme nejdř́ıve z 2. modelu:
V předchoźıch odstavćıch jsme nalezli unitárńı reprezentaci U grupy π1(M)

v L = Eq0 . Pomoćı U zkonstruujeme kvantový systém podle modelu 1. Bud’

ψ ∈ H1 ekvivariantńı vektorová funkce, q ∈ M , x ∈ π−1(q) ∈ M̃ , potom x =

5V jednom bodě M̃ zvoĺıme bázi řez̊u, kterou pomoćı paralelńıho přenosu přeneseme
i do ostatńıch bod̊u. Protože M̃ je jednoduše souvislá a R̃ = 0 nebude přenos záviset na
volbě křivky.
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[(q, γ)], kde γ je křivka v M spojuj́ıćı q0 a q. Položme (Uψ)(q) = T (γ)ψ(x).
Protože T (γ) : Eq0 → Eq a ψ(x) ∈ L = Eq0 , lež́ı hodnoty Uψ v Eq. Aby bylo
U dobře definované unitárńı zobrazeńı z H1 do H2, muśı být Uψ nezávislé
na volbě x: Je-li g = [γ1] ∈ π1(M), x′ = g.x ∈ π−1(q), potom x = [(q, γ′)],
kde γ′ = γ1γ a plat́ı

Tγ′ψ(x′) = T (γ1γ)ψ(g.x) = T (γ)U(g)−1U(g)ψ(x) = T (γ)ψ(x). (1.20)

od 1.modelu k 2.modelu Vyjdeme z 1. modelu:
Je dána reprezentace U . Pomoćı U lze hlavńımu fibrovanému prostoru M̃

přǐradit vektorový fibrovaný prostor E nad M : Body E jsou tř́ıdy ekvivalence
bod̊u (x, v) ∈ M̃ × L

(x, v) ∼ (x′, v′) ⇔ x′ = g.x, v′ = U(g)v pro nějaké g ∈ π1(M). (1.21)

Touto konstrukćı je dán jednoznačný vztah mezi řezy v E a ekvivariantńımi
vektorovými funkcemi na M̃ .

Na hlavńım fibrovaném prostoru M̃ nad M je dána jediná konexe (dimM =
dimM̃), která se přenese na konexi ∇ v E s nulovou křivost́ı. Paralelńı přenos
T (γ) definujeme následuj́ıćım zp̊usobem: Bud’ γ křivka v M z q0 do q, γ̃
nakrývaj́ıćı křivka v M̃ z q̃0 do x, π(x) = q. Bud’ V ∈ Eq0 , V = [(q̃0, v)], po-
tom T (γ)V := [(x, v)]. Je-li γ uzavřená, pak x = g.q̃0, kde g = [γ1] ∈ π1(M),

T (γ)V = [(g.q̃0, v)] = [(q̃0, U(g−1)v)] =: U(g)−1V. (1.22)

Je tedy dáno zobrazeńı U−1 : H2 → H1.

Př́ıklad Necht’ M̃ = R, M = R/2πZ = S1 (kružnice), π1(M) = Z. Akci
grupy π1(M) na prvky z M̃ definujeme

n.x = x + 2πn.

Dále definujeme

U(n) = exp(2πiαn),

kde α ∈]0, 1[.

H1 = {ψ(x + 2πn) = exp(2πiαn)ψ(x)},
H1 = − d2

dx2
.
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Za E voĺıme E = S1 × C a

H2 = −
(

d

dx
+ iα

)2

.

Necht’ γ : [0, 1] → S1, potom z předchoźıho výkladu vyplývá, že paralelńı
přenos podél křivky γ je dán

T (γ) = exp(−iα
∫ 1

0
γ̇(t) dt) = exp(−iα(γ(1)− γ(0))).

Pro n ∈ Z je γn(t) = 2πnt, t ∈ [0, 1] a

T (γn) = U(n)−1 = exp(−iα2πn).

Bud’ q ∈ S1, tj. q = [x], kde x ∈ R, γ(t) = xt. Potom

(Uψ)(q) = T (γ)ψ(x) = exp(−iαx)ψ(x),

kde ψ ∈ H1, Uψ je řez E, tj. funce na S1, tedy 2π-periodická funkce na R.
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Kapitola 2

Konfiguračńı varieta dvou a
v́ıce anyon̊u

2.1 Teorie nerozlǐsitelných částic

V kvantovém popisu systému identických částic má jejich nerozlǐsitelnost
hluboké d̊usledky, které ovlivňuj́ı jejich fyzikálńı chováńı. Nejčastěji se ne-
rozlǐsitelnost vyjadřuje požadováńım symetrizačńı podmı́nky na stavovou
funkci a pozorovatelné. Pro stavovou funkci n částic muśı platit

|ψ(x1, . . . , xn)|2 = |ψ(p(x1, . . . , xn))|2,

kde p znač́ı libovolnou záměnu částic (stavová funkce je bud’ symetrická, nebo
antisymetrická) a všechny pozorovatelné muśı být invariantńı v̊uči záměně
dvou libovolných částic. Výrazy uvedené v předešlé rovnici nemaj́ı rozd́ılný
fyzikálńı význam, jedná se pouze o jiný popis té samé fyzikálńı situace. Tuto
nejednoznačnost lze lehce odstranit, pokud od počátku uvažujeme klasický
konfiguračńı prostor identických částic. Tento prostor je definován takovým
zp̊usobem, aby od začátku nerozlǐsitelnost částic uvažoval.

Klasický konfiguračńı prostor n identických částic má lokálńı vlastnosti
shodné s Xn (pokud jednotlivé částice maj́ı konfiguračńı prostor X), globálńı
topologické vlastnosti jsou však odlǐsné. V následuj́ıćıch odstavćıch se bu-
deme zabývat právě t́ımto prostorem, a to pro př́ıpad dvou, resp. tř́ı anyon̊u,
tedy částic jejichž konfiguračńı prostor je R2.

2.1.1 Konfiguračńı prostor

Necht’ konfiguračńı prostor jedné částice je X. Možné konfigurace n-částicové-
ho systému bývaj́ı často popisovány jako body v Xn. Jsou-li částice identické,
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neńı žadný rozd́ıl mezi body v Xn, které se lǐśı pouze pořad́ım souřadnic, tedy
body x = (x1, . . . , xn) a x′ = p(x), kde xi ∈ X, ∀i = 1, . . . , n a p je libovolná
permutace částic. Tyto body popisuj́ı stejnou konfiguraci systému. Správný
konfiguračńı prostor, budeme ho značit Xn/Sn, dostaneme, pokud tyto body
ztotožńıme. Prostor Xn/Sn dostaneme faktorizaćı Xn podle akce symetrické
grupy Sn. Prostor Xn/Sn je kromě singularńıch bod̊u-diagonály (bod̊u kde
∃i, j takové, že xi = xj) lokálně izomorfńı s p̊uvodńım prostorem Xn. Velmi
často se z konfiguračńıho prostoru singulárńı body vyjmou, tj. předpokládá
se, že částice nemohou přej́ıt jedna přes druhou.

Fakt, že konfiguračńı prostor n identických častic neńı Xn, je možné
přehĺıžet v nekvantové teorii, kde dynamika systému záviśı pouze na lokálńıch
vlastnostech prostoru, ne však v kvantové teorii. Pod́ıvejme se bĺıže na některé
vlastnosti tohoto prostoru. Pro jednoduchost uvažujme X = Rd. Body pro-
storu můžeme popsat pomoćı souřadnice těžǐstě a pomoćı relativńıch sou-
řadnic:

z =
1

n

n∑

i=1

xi ∈ Rd, xij = xi − xj, (2.1)

kde (x1, . . . , xn) ∈ (Rd)n. Označme RREL,n = {xij|(x1, . . . , xn) ∈ (Rd)n}1. z
je invariantńı v̊uči Sn a tedy plat́ı

(Rd)n/Sn = Rd ×RREL,n/Sn. (2.2)

Konfiguračńı prostor dvou částic v R1, R2, R3

V př́ıpadě dvou částic akce grupy Sn ztotožnuje bod x = x12 = x1 − x2 s
bodem −x = x2 − x1. Ztotožněný prostor má jeden singularńı bod, x = 0.
Pokud tento bod vyjmeme, neńı již konfiguračńı prostor jednoduše souvislý.
Konfiguračńı prostor má tvar

RREL,2 − {0} = (0,∞)× Pd−1, (2.3)

kde z ∈ (0,∞) udává délku vektoru x a Pd−1 je projektivńı prostor směru
vektoru ±x/|x|. P0 je bod, P1 je kružnice, která je nekonečně souvislá na-
rozd́ıl od P2, která je dvojitě souvislá.

Zaměřme se dále pouze na dva anyony, tj. d = 2. V tom př́ıpadě je
RREL,2−{0} rovina bez počátku, kde body x a −x jsou stejné. Tento prostor
si můžeme představit jako kužel bez vrcholu. I z tohoto modelu je vidět, že
se jedná o prostor nekonečně souvislý. Univerzálńı nakrývaćı prostor tohoto
prostoru je (0,∞) × R, fundamentálńı grupou je Z, která je izomorfńı s B2

(viz následuj́ıćı kapitola).

1xij nejsou nezávislé
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2.1.2 Fundamentálńı grupa

Fundamentálńı grupa n identických částic v rovině je izomorfńı tzv. copánkové
grupě (braid group), která se označuje Bn.

Copánková grupa

Copánková grupa Bn je nekonečná grupa maj́ıćı n−1 generátor̊u σ1, . . . , σn−1,
které splňuj́ı následuj́ıćı dvě podmı́nky [5]:

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, (2.4)

pro i = 1, 2, . . . , n− 2, a

σiσj = σjσi, (2.5)

pro |i− j| ≥ 2. Inverzńı prvek k σi budeme značit σ−1
i . K lepš́ımu pochopeńı

struktury copánkové grupy nám poslouž́ı následuj́ıćı geometrická představa:
Mějme n provázk̊u, generátor σi na ně p̊usob́ı přeložeńım i-tého provázku

horem přes (i + 1)-tý. Prvek grupy tedy záviśı nejen na počátečńı a konečné
konfiguraci provázk̊u, ale také na zp̊usobu kř́ıžeńı. Z následuj́ıćıho obrázku
je vidět, že cop zapletený zp̊usobem σiσi+1σi je stejný jako σi+1σiσi+1. Ještě
jednodušš́ı je představa druhé podmı́nky.

Obrázek 2.1: a) cop zapletený zp̊usobem σiσi+1σi; b) cop zapletený zp̊usobem
σi+1σiσi+1

Poznamenejme na závěr, že v copánkové grupě nemuśı na rozd́ıl od per-
mutačńı grupy Sn platit σ2

i = id a také že Sn je konečná faktorgrupa Bn.
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2.2 Ekvivalentńı modely pro dva anyony

V předchoźıch kapitolách jsme studovali vlastnosti konfiguračńıho prostoru
systému stejných částic. V této kapitole se zaměř́ıme na kvantový popis
systému dvou anyon̊u. Připomeňme, že již nebudeme potřebovat symetrizačńı
postulát, protože nejednoznačnost v popisu jsme odstranili správnou volbou
konfiguračńıho prostoru.

Mějme vektorový fibrovaný prostor nad konfiguračńım prostorem, fiber
Fx necht’ je jednorozměrný komplexńı Hilbert̊uv prostor. Předpokládejme,
že stav systému je popsán vektory Ψ(x) ∈ Fx (Ψ je řez). Pokud χx bude
normovaný bazický vektor prostoru Fx, pak

Ψ(x) = ψ(x)χx,

kde ψ(x) je komplexńı funkce a jej́ı hodnoty zaviśı na volbě báze. Pokud
zaměńıme bázi {χx} za {χ′x}, změńı se funkce ψ(x) na funkci

ψ(x)′ = exp(iφ(x))ψ(x).

Necht’ P (x′, x) : Fx → Fx′ je operátor paralelńıho přenosu vektoru z Fx

do Fx′ podél spojité křivky spojuj́ıćı x a x′. Paralelńı přenos může záviset na
křivce spojuj́ıćı dané dva body. O infinetisimálńı paralelńım přenosu P (x +
dx, x) z bodu x do bodu x + dx můžeme ale předpokládat, že na křivce
nezáviśı. Necht’ P (x′, x) je unitárńı operátor pro ∀x, x′ a necht’ lze zvolit bázi
{χx} takovou, aby platilo

P (x + dx, x)χx = (1 + i dxkbk(x))χ
x+dx

. (2.6)

Potom bude platit

∇k = ∂/∂k − ibk(x). (2.7)

Funkce bk jsou určeny dynamikou systému a také volbou báze v prostoru
řez̊u a nav́ıc muśı být reálné, aby P (x+ dx, x) byl unitárńı. Předpokládejme,
že

Rkl = i[∇k,∇l] = 0. (2.8)

Potom vektor Ψ ∈ Fx z̊ustane nezměněn při paralélńım přenosu podle libo-
volné uzavřené křivky, která nebude ob́ıhat žádnou singularitu. Pokud nao-
pak bude vektor ob́ıhat m-krát kolem singularity, bude Ψ změněn na Pm

x Ψ,
kde Px je lineárńı unitárńı operátor p̊usob́ıćı v Fx. Protože je Fx jednodimen-
zionálńı, muśı platit Px = exp(iα).

17



V našem př́ıpadě lze vhodnou volbou bazických vektor̊u doćılit toho,
že bk(x) = 0. V jednom bodě zvoĺıme χx libovolně a bazické vektory v
ostatńıch bodech dostaneme paralelńım přenosem tohoto vektoru. Pokud
bude exp(iα) 6= 1, pak komplexńı funkce φ(x) bude v́ıcehodnotová, protože
vektory χx, exp(±iα)χx, . . . v bodě x dostaneme paralelńım přenosem vek-
toru χx podél r̊uzných křivek ob́ıhaj́ıćıch singularitu.

Nadále se budeme zabývat pouze stavovou funkćı pro relativńı souřadnici,
tj. x12 = x1 − x2. Protože ztotožňujeme x12 s −x12, hodnoty x12 jsou z I. a
II. kvadrantu. Při volbě sferických souřadnic tedy voĺıme

x1
12 = r cos(

φ

2
),

x2
12 = r sin(

φ

2
), (2.9)

kde φ ∈ [0, 2π]. T́ım dostaneme požadované ztotožněńı. Potom Hamiltonián
je dán rovnićı

H = − h̄2

m
(

∂2

∂r2 +
1

r

∂

∂r
+

4

r2

∂2

∂φ2
), (2.10)

kde vlnové funkce splňuj́ı podmı́nku2

ψ(r, φ + 2π) = exp(iα)ψ(r, φ). (2.11)

Různé hodnoty α, určuj́ı r̊uzné zp̊usoby kvantizace systému.
Unitárně ekvivalentńı model dostaneme, pokud definujeme vlnovou funkci

vztahem

ψ(r, φ)′ = exp(
−iα

2π
φ)ψ(r, φ) (2.12)

a př́ıslušný Hamiltonián bude

H ′ = exp(
−iα

2π
φ)H exp(

iα

2π
φ) =

h̄2

m
((

∂2

∂r2 +
1

r

∂

∂r
+

4

r2
(

∂

∂φ
+

iα

2π
)2). (2.13)

2.3 Model pro dva a v́ıce anyon̊u

Pod́ıvejme se ještě na daľśı model, jak popsat n identických částic v rovině,
[1]. Výhodou je, že při tomto popisu lze, alespoň principiálně, použ́ıt Schul-
man̊uv Ansaz k nalezeńı př́ıslušného propagátoru.

2V př́ıpadě anyon̊u neńı hodnota α omezená. V př́ıpadě dvou částic žij́ıćıch v R3 je
kv̊uli dvojité souvislosti jejich konfiguračńıho prostoru hodnota α omezena na 0 (bosony)
a π (fermiony).
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Necht’ δN ⊂ R2N je diagonála (singulárńı body), tj. pozice nejméně dvou
částic je stejná, a necht’ SN je grupa permutaćı p̊usob́ıćı přirozeně v R2N .
Konfiguračńı prostor N nerozlǐsitelných částic je

MN = (R2N − δN)/SN . (2.14)

Fundamentálńı grupa π1(MN) variety MN je copánková grupa BN , která
určuje univerzálńı nakryt́ı M̃N . Různé zp̊usoby kvantizace odpov́ıdaj́ı r̊uzným
volbám unitárńı reprezentace U grupy BN . Z vlastnosti (2.4) pro jedno-
rozměrné reprezentace plyne, že

U(σ1) = . . . = U(σ2) = exp(2πiα).

Předpokládejme, že α ∈]0, 1[. Volný Hamiltomián je dán strukturou MN ,
resp. M̃N pomoćı Laplace-Beltramova operátoru. Mějme nav́ıc potenciál V
na MN a necht’ Ṽ je jeho lift do M̃N . Hamiltonián

H̃U := ∆̃ + Ṽ , (2.15)

p̊usob́ı na prostoru U -ekvivariantńıch funkćı

HU = {ψ, kvadraticky integrovatelné, ψ(g.x) = U(g)ψ(x)∀g ∈ BN}, (2.16)

kde integrujeme přes libovolnou fundamentálńı oblast3 M̃N a ∆̃ je Lapace-
Beltramův operátor na M̃N .

Rozřežme dále varietu MN takovým zp̊usobem, abychom dostali jed-
noduše souvislou fundamentálńı oblast D. D můžeme také chápat jako je-
den list univerzálńıho nakrývaćıho prostoru M̃N . Označme souřadnice bodu
u = (u1, u2) u ∈ RN a necht’ Ejk jsou nadroviny určené rovnicemi x2

j = x2
k,

kde x ≡ (x1, x2, . . . , xN) ∈ R2N . Definujme E := ∪j<kEjk ⊃ δN , potom
RN\E je sjednoceńı otevřených jednoduše souvislých oblast́ı. Zvolme jednu,
D, určenou rovnićı

x2
1 < x2

2 < . . . < x2
N .

D můžeme ztotožnit s jistou podmnožinou MN . Rozdělme dále ∂D\δN na
2(N − 1) buněk, Cj,ε, j = 1, . . . , N − 1, ε = ±, určené rovnicemi

x2
1 < . . . < x2

j = x2
j+1 < . . . < x2

N , ε(x1
j − x1

j+1) < 0. (2.17)

Potom D bude fundamentálńı oblast M̃.

3Fundamentálńı oblast D ⊂ M̃ je taková oblast, že g.D jsou disjunktńı (g ∈ π1(M)) a
jejich sjednoceńı pokrývá M̃ až na množinu mı́ry 0.
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Jedńım ze zp̊usob̊u, jak vytvořit kvantovou mechaniku, je zúžeńım z M̃N

na D. Hilbert̊uv prostor bude tedy L2(D). Muśıme ještě definovat správné
hraničńı podmı́nky:

Necht’ x ∈ Cj,+. Z podmı́nky (2.16) dostáváme okrajové podmı́nky

ψ(. . . , xj+1, xj, . . .) = exp(−2πiα sgn(x1
j+1 − x1

j))ψ(. . . , xj, xj+1, . . .),

v limitě (x2
j+1 − x2

j) ↓ 0.(2.18)

Hamiltonián dostaneme zúžeńım z M̃N na D.
Obdobně jako v př́ıpadě dvou anyon̊u je výhodné oddělit težǐstě soustavy

a to následuj́ıćı volbou souřadnic:

z =
1

N
(x1 + . . . + xN) a y1 = xj+1 − xj, j = 1, . . . , N − 1.

V d̊usledku vyjmut́ı diagonály z R2N je třeba z R2(N−1) vyjmout body y
splňuj́ıćı:

yj + yj+1 + . . . + yk 6= 0, pro j ≤ k. (2.19)

Generátory grupy SN budou p̊usobit následuj́ıćım zp̊usobem:

σj(y) = y′, s y′k = yk, pro |k − j| > 1

= yk + yj, |k − j| = 1

= −yj, k − j = 0. (2.20)

Souřadnici z nechává SN nezměněnou.
Laplacián vyjádřený v nových souřadnićıch má tvar:

∆x =
1

N
∆z + 2∆y − 2

N−2∑

j=1

∇yj
· ∇yj+1

. (2.21)

Stejným zp̊usobem můžeme definovat nové souřadnice na D. D ∼= R2×Dred,
Dred ≡ R2

+ × . . . × R2
+, kde R2

+ := R × R+ a R+ :=]0, +∞[. Zároveň ∂D ∼=
R2 × ∂Dred. Budeme se dále zabývat pouze redukovanou část́ı. Označme
souřadnice Dred jako (ξ, η) ≡ (ξ1, . . . , ξN−1, η1, . . . , ηN−1), ξj ∈ R, ηj > 0, ∀j.
Okrajová podmı́nka (2.18) bude mı́t tvar:

ψ(ξ′, η)|ηj=0+ = exp(−2πiαξj)ψ(ξ, η)|ηj=0+ , j = 1, . . . , N − 1, (2.22)

kde

ξ′k = ξk, pro k 6= j − 1, j, j + 1,

ξj±1 = ξj±1 + ξj a ξ′j = −ξj.

20



Na závěr této části zmı́ńıme ještě jednu možnost vybudováńı kvantové
mechaniky v př́ıpadě 3 anyon̊u. Je založen na použit́ı 2. modelu: Mějme
vektorový fibovaný prostor nad konfiguračńım prostorem, fiber necht’ je jed-
norozměrný komplexńı Hilbert̊uv prostor, konexe necht’ je ve tvaru ∇X =
X + A(X), kde A voĺıme podle [9] ve tvaru

A = iα d(θ(y) + θ(z) + θ(y + z)), (2.23)

kde y, z jsou relativńı souřadnice, θ(y) = arctan
(

y2

y1

)
(dolńımi indexy znač́ıme

jednotlivé indexy souřadnic). Plat́ı:

dθ(y) =
−y2 dy1 + y1 dy2

y2
1 + y2

2

, (2.24)

dθ(y + z) =
−(y2 + z2) dy1 − (y2 + z2) dz1 + (y1 + z1) dy2 + (y1 + z1) dz2

(y1 + z1)2 + (y2 + z2)2
.

Použit́ım (2.24) dostáváme A v souřadnićıch y, z ve tvaru:

A = iα(
−y2 dy1 + y1 dy2

y2
1 + y2

2

+
−z2 dy1 + z1 dy2

z2
1 + z2

2

+

−(y2 + z2) dy1 − (y2 + z2) dz1 + (y1 + z1) dy2 + (y1 + z1) dz2

(y1 + z1)2 + (y2 + z2)2
). (2.25)

Z tohoto tvaru je jednoduchým vypočtem zřejmé, že A je invariantńı v̊uči
záměně y ↔ −y a z ↔ (y + z), což je nezbytná podmı́nka správné volby
konexe. Hamiltonián relativńı části bude ve tvaru

H = − h̄2

m
(∇ ∂

∂y
.∇ ∂

∂y
+∇ ∂

∂z
.∇ ∂

∂z
−∇ ∂

∂y
.∇ ∂

∂z
). (2.26)

Do H lze dosadit za kovariantńı derivace a dostaneme explicitńı předpis,
který je ovšem poměrně složitý.
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Kapitola 3

Schulman̊uv ansatz

Schulman̊uv ansatz udává vztah mezi dvěma Hamiltoniány, nebo přesněji
řečeno mezi jejich propagátory p̊usob́ıćıch na dvou r̊uzných Hilbertových pro-
storech. Mějme jednoduše souvislou varietu M̃ a diskrétńı grupu Γ p̊usob́ıćı
volně (tj. pouze jednotka má pevné body v M)1 na M̃ , U bud’ unitárńı
reprezentace Γ a Γ ekvivalentńı potenciál Ṽ na M̃ . Necht’ M = M̃/Γ, po-
tom π1(M) = Γ. Definujme H̃ := L2(M̃), H̃ := −∆̃ + Ṽ definován na
H̃ a K̃t(., .) je př́ıslušný propagátor. Dále definujme HU Hilbert̊uv prostor
U -ekvivariantńıch funkćı na M̃ , H̃U = −∇̃ + Ṽ a necht’ KU

t (., .) je př́ıslušný
propagátor. Integruje se, narozd́ıl od H̃, pouze přes libovolnou fundamentálńı
oblast akce Γ na M̃ . Schulman̊uv ansatz zńı:

KU
t (x, x0) =

∑

g∈Γ

U(g−1)K̃t(g.x, x0). (3.1)

Zvoĺıme-li jedoduše souvislou oblast D, zúžeńı M̃ → D určuje unitárńı
ekvivalenci HU

∼= L2(D). Označme H obraz operátoru H̃U při této ekviva-
lenci a Kt(., .) př́ıslušný propagátor. Potom zřejmě

Kt(., .) = KU
t (., .)|D ×D. (3.2)

Př́ıklad 1 Volná částice na kružnici
Mějme volnou částici pohybuj́ıćı se na kružnici, obdobně jako v př́ıkladu

z kapitoly 2.2. Tedy M̃ = R, Γ = 2πZ, M = S1. Hamiltonián částice je
dán H = − d2

dx2 , H̃ = L2(R), U je násobeńı komplexńı jednotkou, tj. U(n) =
exp(iαn), ∀n ∈ Γ. Propagátor volné částice na př́ımce je roven

K̃t(x, x0) =
(

1

πit

)1/2

exp
(

i

t
(x− x0)

2
)

. (3.3)

1Pro každý bod q ∈ M muśı být zobrazeńı Γ → Γ : g → g.q vzájemně jednoznačné.
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Nav́ıc x− x0 = ϕ− 2πn, kde ϕ ∈ [0, 2π[. Potom pro Kt(ϕ, x0) plat́ı

Kt(ϕ, x0) =
∞∑

n=−∞
exp(inα)

(
1

πit

)1/2

exp
(

i

t
(ϕ− x0 − 2nπ)2

)
. (3.4)

Použit́ım vzorce pro Jacobiho theta funkci

θ3(z, t) =
∞∑

n=−∞
exp(iπtn2 + i2nz)

a Poissonovy sumačńı formule

θ3(z, t) = (−it)−1/2 exp(
z2

iπt
)θ3(

z

t
,−1

t
)

dostáváme výsledek:

Kt(x, x0) =
(

1

πit

)1/2

exp(
iϕ2

t
)θ3

(
2πϕ

t
− α

2
,
4π

t

)
. (3.5)

Schulman̊uv ansatz lze s úspěchem použ́ıt i při hledáńı proparátoru dvou
volných anyon̊u viz [1].

3.1 Formálńı odvozeńı

Pokusme se, alespoň formálně, obhájit Schulman̊uv ansatz. Pro propagátor
v L2(M̃) d́ıky invariantnosti Hamiltoniánu v̊uči akci grupy Γ plat́ı

K̃t(x, x0) = K̃t(g.x, g.x0),

tj.

K̃t(g.x, x0) = K̃t(x, g−1x0). (3.6)

Nav́ıc z obecných vlastnost́ı propagátoru plat́ı

lim
t→0+

K̃t(x, x0) = δ̃(x, x0),

K̃t(x, x0) = K̃−t(x0, x),∫

M̃
K̃s(x, y)K̃t(y, z) dṼ (y) = K̃s+t(x, z),

(i
∂

∂t
+∇LB)ϑ(t)K̃t(x, x0) = iδ(t)δ̃(x, x0).
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Propagátor na HU muśı splňovat následuj́ıćıch pět vlastnost́ı:

KU
t (g.x, x0) = U(g)KU

t (x, y), (3.7)

KU
t (x, g.y) = U(g−1)KU

t (x, y), (3.8)

KU
t (x, x0) = KU

−t(x0, x), (3.9)∫

D
KU

s (x, y)KU
t (y, z) dV (y) = KU

s+t(x, z), (3.10)

(i
∂

∂t
+∇LB)ϑ(t)KU

t (x, x0) = iδ(t)δU(x, x0). (3.11)

Ukažme nejdř́ıve, že δ̃(x, g.y) = δ̃(g−1.x, y).

∫

M̃
δ̃(x, g.y)ϕ(y) dṼ (y) =

∫

M̃
δ̃(x, y)ϕ(g−1.y) dṼ (y) = ϕ̃(g−1.x)

=
∫

M̃
δ̃(g−1.x, y)ϕ(y) dṼ (y).

Potom δU(x, y) =
∑

g∈Γ U(g−1)δ̃(g.x, y) bude splňovat podmı́nky pro jádro
identity v H:

∫

M
δU(x, y)ϕ(y) dV =

∫

D
δU(x, y)ϕ(y) dṼ (y) =

∑

g∈Γ

U(g−1)
∫

D
δ̃(g.x, y)ϕ(y) dṼ

=
∑

g∈Γ

U(g−1)
∫

g−1.D
δ̃(g.x, g.z)ϕ(g.z) dṼ (z) =

∑

g∈Γ

∫

g−1.D
δ̃(x, z)ϕ(z) dṼ (z)

=
∫

M̃
δ̃(x, z)ϕ(z) dṼ (z) = ϕ(x).

Z výše zmı́něné definice vyplývá, že:

δU(g.x, y) = U(g)δU(x, y) (3.12)

a

δU(x, g.y) = U(g−1)δU(x, y), (3.13)

protože plat́ı

∫

D
δU(g.x, y)ϕ(y) dṼ = ϕ(g.x) = U(g)ϕ(x) = U(g)

∫

D
δU(x, y)ϕ(y) dV,

∫

D
δU(x, g.y)ϕ(y) dṼ = ϕ(g−1.x) = U(g−1)

∫

D
δU(x, y)ϕ(y) dṼ .

Formálně ověř́ıme vlastnosti (3.7)-(3.11):
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Vlastnost (3.7):

KU
t (a.x, y) =

∑

g∈Γ

U(g−1)K̃t(g.a.x, x0) = U(a)
∑

g∈Γ

U(a−1)U(g−1)K̃t(g.a.x, x0)

= U(a)
∑

g∈Γ

U(g−1)K̃t(x, x0) = U(a)KU
t (x, x0).

Vlastnost (3.8):

KU
t (x, a.y) =

∑

g∈Γ

U(g−1)K̃t(g.x, a.y) =
∑

g∈Γ

U(g−1)K̃t(a
−1g.x, y)

= U(a−1)
∑

g∈Γ

U(a)U(g−1)K̃t(a
−1.g.x, y) = U(a−1)KU

t (x, y).

Vlastnost (3.9):

KU
t (x, x0) =

∑

g∈Γ

U(g−1)K̃t(g.x, x0) =
∑

g∈Γ

U(g)K̃−t(x0, g.x)

=
∑

g∈Γ

U(g)K̃−t(g
−1.x0, x) = KU

−t(x0, x).

Vlastnost (3.10):

∫

D
KU

s (x, y)KU
t (y, z) dṼ (y) =

∫

D

∑

g∈Γ

U(g−1)K̃s(g.x, y)
∑

g′∈Γ

U(g′−1)K̃t(g
′.y, z) dṼ (y)

=
∑

g∈Γ

∑

g′∈Γ

U(g−1)U(g′−1)
∫

D
K̃s(g.x, y)K̃t(g

′.y, z) dṼ (y)

=
∑

h∈Γ

∑

g′∈Γ

U(h−1)
∫

D
K̃s(g

′−1.h.x, y)K̃t(g
′.y, z) dṼ (y)

=
∑

h∈Γ

U(h−1)
∑

g′∈Γ

∫

D
K̃s(h.x, g′.y)K̃t(g

′.y, z) dṼ (y)

=
∑

h∈Γ

U(h−1)
∫

M̃
K̃s(h.x, y)K̃t(y, z) dṼ (y)

=
∑

h∈Γ

U(h−1)K̃s+t(h.x, z)

= KU
t+s(x, z).

Ve třet́ı rovnosti jsme použili substituci h = g−1g′−1.
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Vlastnost (3.11):

(i
∂

∂t
+∇LB)ϑ(t)KU

t (x, x0) = (i
∂

∂t
+∇LB)ϑ(t)

∑

g∈Γ

U(g−1)K̃t(g.x, x0)

=
∑

g∈Γ

U(g−1)(i
∂

∂t
+∇LB)ϑ(t)KU

t (x, x0)

=
∑

g∈Γ

U(g−1)iδ(t)δ̃(x, x0)

= iδ(t)δU(x, x0).
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Kapitola 4

Jev Aharonova-Bohma

Ahronov-Bohmův jev si můžeme představit následuj́ıćım zp̊usobem: Mějme
nekonečně dlouhý solenoid protékaný proudem I, který bud́ı uvnitř solenoidu
magnetický tok Φ = KI, kde konstanta K záviśı na uspřádáńı solenoidu.
Vně solenoidu je magnetické pole nulové. Koherentńı svazek elektron̊u je
rozdělen na dva, které obcházej́ı solenoid z opačných stran. Přestože elektrony
neprocházej́ı magnetickým polem, budou j́ım ovlivněni. Tento jev je čistě
kvantovým jevem, klasická mechanika něco takového nepřipoušt́ı.

Konfiguračńı prostor elektron̊u budeme volit M = R2 − (0, 0). Na M je

nulové magnetické pole, ale nenulový elektromagnetický potenciál
−→
A .

V klasické kvantové mechanice je Hamiltonián nabité částice v elektro-
magnetickém poli dán vztahem:

H =
1

2

(
−→p − e

c

−→
A

)2

+ eΦ, (4.1)

kde −→p je operátor hybnosti volné částice,
−→
A , resp. Φ je vektorový, resp.

skalárńı potenciál elektromagnetického pole. V př́ıpadě jevu Ahronova-Bohma
s jedńım solenoidem bude

−→
A ve tvaru:

−→
A =

Φ

2π(x2
1 + x2

2)
(−x2, x1), (4.2)

H bude mı́t tvar:

H = − h̄

2m

[
(∂1 − ieA1)

2 + (∂2 − ieA2)
2
]
, (4.3)

kde Dom(H) = {φ ∈ AC2(R2), druhé derivace kvadraticky integrovatelné}.
Přejděme ke sférickým souřadnićım:

x1 = r cos ϕ

x2 = r sin ϕ
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a položme α = − eΦ
2πh̄

. Pak bude mı́t H tvar:

H = − h̄2

2m


 ∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

(
∂

∂ϕ
+ iα

)2

 . (4.4)

Řeš́ıme-li úlohu na vlastńı č́ısla operátoru H, tj. rovnici

− h̄2

2m


 ∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

(
∂

∂ϕ
+ iα

)2

+ k2


 ψ = 0,

dostáváme obecné řešeńı

ψ =
+∞∑

m=−∞
exp(imϕ)[amJm+α(kr) + bmJ−(m+α)(kr)], (4.5)

kde am, bm, jsou konstatny a Jm+α(kr) jsou Besselovy funkce.
Besselovy funkce se záporným indexem maj́ı singularitu pro r = 0. Pro

m = 0 a α ∈]0, 1[ jsou J±α kvadraticky integrovatelné s mı́rou r dr, i pro m =
−1 jsou J−(m+α) kvadraticky integrovatelné. V ostatńıch př́ıpadech nejsou
J−|m+α| kvadraticky integrovatelné, a tedy nenálež́ı do definičńıho oboru H.
Vhodnou volbou okrajových podmı́nek pro r = 0 můžeme vyloučit všechna
řešeńı se singularitou v r = 0 a dostáváme pro danou hodnotu energie k2

řešeńı ve tvaru

ψ =
+∞∑

m=−∞
exp(imϕ)cm(k)J|m+α|(kr). (4.6)

Spektrum operátoru H je tedy interval [0,∞[, je čistě absolutně spojité a je
nekonečně degenerované. Obecná vlnová funkce bude ve tvaru

ψ =
1√
2π

+∞∑

m=−∞
exp(imϕ)

∫ ∞

0
dm(k)J|m+α|(kr)k dk. (4.7)

Poznamenejme na závěr, že {Jβ(kr); k > 0, β > 0} je úplný systém zo-
becněných funkćı v L2(R, r dr), tj. zobrazeńı

L2(R+, k dk) → L2(R+, r dr) : a(k) → â(r) =
∫ ∞

0
a(k)Jβ(kr)k dk (4.8)

je unitárńı a

‖ψ‖2 =
∞∑

−∞

∫ ∞

0
|dm(k)|2k dk,

Hψ =
1√
2π

+∞∑

m=−∞
exp(imϕ)

∫ ∞

0
k2dm(k)J|m+α|(kr)k dk. (4.9)
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Závěr

V této práci jsem se zabývala kvantovým popisem systému v́ıce anyon̊u.
V prvńı kapitole jsem uvedla přehled základńıch definic a pojmů, v druhé
jsem ukázala zp̊usob, jak vybudovat kvantovou mechaniku identických částic
na nejednoduše souvislé varietě, a to bez použit́ı symetrizačńıho postulátu.
V kvantovém popisu tř́ı a v́ıce anyon̊u je již mnoho otázek vyřešeno, přesto
některé z̊ustávaj́ı stále otevřeny. Jednou z nich je naj́ıt propagátor pro systém
tř́ı a v́ıce volných anyon̊u.

Ve třet́ı kapitole se zabývám Schulmanovým ansatzem, na jednoduchém
př́ıkladě ilustruji jeho použit́ı a snaž́ım se o formálńı obhájeńı. Daľśı z otevře-
ných problémů je obhájit Schulman̊uv ansatz nejen formálně. T́ımto směrem
se pravděpodobně bude ub́ırat moje daľśı práce na tomto tématu.
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