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Uvod

Anyony jsou nerozlisitelné céstice s konfiguracnim prostorem jedné céstice
R?. V kvantovém popise identickych ¢astic mé jejich nerozlisitelnost nemalé
fyzikalni dusledky. Jejich popis byva ¢asto fesen pozadovanim symetrizacniho
postuldtu na vlnové funkce i pozorovatelné, ktery sice dava spravny mo-
del, ale jeho fyzikalni interpretace je nejasnd. V této praci ukazuji zptusob,
jak zvolit konfiguracni varietu vice anyonu a odstranit tim symetrizac¢ni po-
stulat. V pripadé anyontu se navic topologické odlisnosti jejich klasického
konfiguracniho prostoru odrazi i ve statistice. Narozdil od Edstic v R? se
nemusi jednat pouze o bosony nebo fermiony, ale anyony muzou nabyvat i
zlomkovych statistik. Jeden ze systému, kde lze pozorovat anyony i se zlom-
kovou statiskou, je tzv. "fractional quantum Hall effect”.

V prvni kapitole této prace se seznamime se zakladnimi pojmy z dife-
rencialni geometrie, jako je fundamentalni grupa, univerzalni nakryvajici pro-
stor, fibrovany prostor, konexe a paralelni pirenos. V odstavci 1.5 ukazeme
dva mozné modely jak vybudovat kvantovou mechaniku na (i nejednoduse
souvislé) variete.

V druhé kapitole se blize zamétime na konfiguracni prostor vice anyonu,
predchozi dva modely ilustrujeme na ptikladé dvou anyonu a na zaveér ukaze-
me jeSté jeden model, ktery lze pouzit i pro popis vice anyonu a lze pii ném
pouzit Schulmantv ansatz, ktery udavéa vztah mezi propagatory pusobicich
na dvou ruznych Hilbertovych prostorech.

Ttet{ kapitola je vénovéana vysvétleni Schulmanova ansatzu a jeho alespon
formalni obhajobé. Je zde také uveden jeden z ptikladi, kde lze Schulmanuv
ansatz s uspéchem pouzit.

V zavérecné kapitole se seznamime s jevem Ahoronov-Bohma s jednim
solenoidem, ktery byl poprvé publikovan v roce 1959 a pomohl pochopit
geometrické vlastnosti poli a roli potencidli v kvantové mechanice.



Kapitola 1

Zakladni definice a pojmy

1.1 Varieta a tecny prostor

Definice 1 : Necht M je mnoZina, U,V,... jsou mnoZiny takové, e M =
UUV U..., zobrazeni ¢y necht je bijekce U do oteviné podmnoZiny R".
Necht ddle plati, e ¢y (U N'V) je oteviend podmnoZina R" a fyy = ¢y o
¢t pu(UNV) — R™ je diferencovatelnd. Potom neprdzdnou mnoZinu
M nazyvdme diferencovatelnd varieta, n je dimenze variety M. Varietu o
dimenzi n budeme znacit M™. Dvojici (U, ¢y) budeme nazgvat mapa.

Kazdému bodu p € U C M, lze pomoci zobrazeni ¢y pritadit lokalni
soutradnice.

Definice 2 : Necht M je diferencovatenld varieta. Rekneme, ze M je tiidy
C*, pokud fyy z definice 1 je tridy C*.

Necht F : M™ — R je redlnd funkce na varieté M. Rekneme, ze F je dife-
rencovatelnd, pokud Y(U, ¢y), F o, : éy(U) — R je diferencovatelna.

Definice 3 Tecny vektor X, nebo kontravariantni vektor, nebo pouze vektor
v bodé py € M™ je zobrazent, které pripisuje kazdé mapé (U, ¢y) obsahugjici
po n-tict redlnych cisel

(Xp) = (Xp,..., Xp)

takové, Ze pokud po € UNV, pak

Xy => lava (po)] xi,.

J
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Meéjme realnou funkci f definovanou na M"™. Na jistém okoli bodu p,
muzeme k vyjaddieni pouzit lokdlnich soutadnic, tj. f = f(z!,...,2") 1. Po-
kud X je tecny vektor v p, definujeme derivaci funkce f podle vektoru X
vztahem

X,(1)i= Dx(1) = X (54 ) %7

J
Tato definice nezavisi na volbé lokalnich soufadnic. Poznamenejme, ze mezi

tecnymi vektory X k M™ a diferencidlnimi operdtory prvniho fadu? existuje
1-1 korespondence ve tvaru

v lokdlnich soutradnicich (x). Nebudeme tedy délat rozdil mezi teénym vek-
torem a prislusnym diferencidlnim operatorem.

Definice 4 Tecny prostor k varieté M™ v bodé p € M™, oznacme ho M} je
realny vektorovy prostor vSech tecnijch vektori k M v bodé p. Pokud (x) je
lokdlni systém souradnic, pak ndsledujicich n vektori

0 0

Gl

je bazi tohoto n-dimenziondlniho vektorového prostoru.

Definice 5 Necht M je varieta. Tecny bundle, znac¢ime TM, je sjednocent
tecnyjch prostori pres vsechny body variety M, tj. TM = U,epy My, a TM je
varieta.

Definice 6 Vektorové (hladké) pole na oteviené mnozine U C M je zobra-
zent, které kazZdému bodu z U priradi néjaky tecny vektor v tomto bode. V
lokdlnich souradnicich

, 0
X = ;X](x)aﬂf]’

kde X7 jsou (hladké) funkce na M.

Pracujeme vlastné s funkci f o qﬁljl.
2Diferencidlni oprerator prvnfho fddu je linedrni zobrazeni f — 6&(f), pro které plati
Leibnizovo pravidlo, tj. 6(fg) = 6(f)g + f(g)-



1.2 Fundamentalni grupa, univerzalni nakryvaci
prostor

Definice 7 Necht vy je uzaviend krivka (. smyékg ) na souvislé mnoziné M tj.

v :[0,1] — M, v spojitd a v(0) = pg = v(1). Rekneme, Ze dvé krivky 71, ¥2

splnugici predeslé predpoklady jsou homotopicky ekvivalentni, v ~ 2, pokud
existuje

F:[0,1] x [0,1] — M,
F(O,t):p():F(l,t), Vi 0<t<1,
F(Q,O) =M 6)7 F(‘gv 1) = 72(6)

Rekneme, Ze v je trividlng, pokud je homotopicky ekvivalentnd konstanté, ~ ~
Po-

Poznamenejme, ze se jedna opravdu o relaci ekvivalence. Skladani kiivek
definujeme nésledovné:

(1.1)

1
= %(0), pro 5 <0< (1.2)

N | —

Ny2(0) = 7(260), pro0 <0 <

Mnozina tiid homotopicky ekvivalentnich smycek na M s operaci skladani
tvoii grupu, kterou nazyvame fundamentalni grupa M, znacime 1 (M; po).
Pokud je M linedrné souvisld, fundamentélni grupy m (M;po) a m (M;py),
kde p1,po € M, jsou navzajem izomorfni a muzeme je tedy obecné znacit
w1 (M). M je jednoduse souvisld, pokud vSechny smycky jsou trividlni, tj.
m (M) = {1}.

Definice 8 Relm@e, Ze souvisly prostor M je nakryti souvislého prostoru
M s projekct ™ : M — M, pokud pro kazdé x € M existuje okoli U C M
takové, ze 7Y (U) = {U, C M}, U, disjunktni, U, difeomorfni s U.

Univerzalni nakryvaci prostor

Necht M je souvislé varieta. Univerzalni nakryvaci varieta M variety M se
konstruuje nésledujicim zpusobem: Vyberme bod py € M. Body prostoru M
jsou tiidy ekvivalence dvojic (p,~), kde p je bod z M a v : [0,1] — M je
kiivka v M zacinajici v po, konéici v p a (p1,71) je ekvivalentni (pq, v2) pokud
pr=pram~T,thmy ~1L

Popisme jesté strukturu variety M. Vezmeme nejdiive jednoduse souvislé
okoli U bodu p v M. Bodu ¢ € U pritradime kiivku slozenou z kiivky
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konéici v p a kiivky spojujici p a ¢, 7,,. Homotopicka tiida v,, je nezavisla
na volbe kiivky 7,,. Okoli bodu (p,7), U, se bude sklddat ze vsech kiivek YYpq
pro ¢ € U. Protoze dvojice (g, 7Ype) je az na homotopii jednoznaéné uréend
bodem ¢, body z U jsou v 1-1 korespondenci s body z U. Bodu (4, YYpq)
prifadime tedy lokaln{ soufadnice bodu ¢ z M. Navic zobrazeni « : U — U
bude difeomorfismus.

Pozndmka: Univerzalni nakryvaci prosor variety M je souvisly prostor M,
ktery je hlavnim fibrovanym bundlem nad M s fiberem 7~!(p) sklddajicim
se z diskrétni mnoziny bodu a se strukturni grupou (M) (viz definice 11).

1.3 Vektorovy fibrovany prostor

Definice 9 Fibrovanym prostorem (bundlem) E nad M rozumime ¢tverici
(E,M,n,F), kde E, M, F jsou variety a

. E—M

je diferencovatelné zobrazent takové, Ze pro Yp € M existuje okoli U takové,
ze U X F je difeomorfni s édsti bundlu nad U 7= (U), tj. existuji difeomor-
fismy

Oy :Ux F — 7 Y(U),
Oy (p,y) € mH(p)

aprop € UNV je &, o ®y(p,y) linedrni izomorfismus v proménné y
7 Y(p) = E, nazveme fiber. E nazveme (redlny) vektorovy fibrovany prostor
nad M pokud F je izomorfni s RF.

Poznamenejme, ze v ptipadé vektorového fibrovaného prostoru je fibre
nad p, 7 1(p), k-dimenziondln{ vektorovy prostor, ktery ztotoziujeme s RF
pomoci zobrazeni ¢, pro U z definice 9, které obsahuje p.

Definice 10 Necht (E, M, F) je fibrovany prostor, {U,} je oteviené po-
kryti M, ¢y, je zobrazeni z definice 9. Potom (U,, ¢y.,) nazveme bundle atlas.

Definice 11 Hlawvni fibrovany prostor je vektorovy fibr. prostor (E, M, 7, G),
kde G je Liova grupa a navic plati:

o G pusobi na E volné zprava (pevné body md pouze e € G)



o /G =M, tj n(fg)=n(f) proVf € E, Vg € G a pisobi na fibrech
tranzitione® (4. Vf1, fo € 7 X(p), Vp € M g € G takové, Ze f1.g = f3)

e FE je lokdlné trividlni, tj. Vp € M existuje okoli U, (f) = (w(f), p(f))
a(f.g) = (7(f),e(f).9)

Piikladem hlavniho fibrovaného prostoru je (M, M, 7, (M)).

Definice 12 Necht (E, M, F) je fibrovany prostor, F, fiber v bodé p. Zob-
razeni S : M — E takové, Ze moS = idy; nazveme tez. V pripadé fibrovaného
vektorového prostoru rekneme, Ze je trividlni, pokud existuje {S1,Sa, ..., Sk},
S; spojité, tak, Ze Vp € M je (S1(p), S2(p), ..., Sk(p)) bdze E,.

Piiklad: Mé&jme varietu M™, TM™ jeji tecny bundle. Necht 7w : TM"™ —
M™ zobrazuje teény vektor v bodé p na bod p. TM™ je fibrovany vektrovy
prostor nad M™, 7! (p) = T,M™, tedy fibre je tecny prostor v daném bodé.

1.4 Kovariantni derivace

Definice 13 Necht E je vektorovy fibrovany prostor nad M. Necht operdtor
V (nazgvime konexe) pripisuje vektorovému poli X € T'(T'M) (X(p) je tecny
vektor v bodé p) a Tezu v definovanému na okoli bodu p Tez Vxv definovany
také na okoli bodu p pro ktery plati

Vx(av+bw) = aVxv+bVxw,
Vuxtpyv = aVxv +bVyv,
VX(fV) = X(f)V + fVXV

pro kaZdy tez v,w, funkci f a ¢isla a,b. Zdroven poZadujeme, aby v pripadé,
Ze X je hladké vektorové pole, bylo i Vxv hladky rez. Toto zobrazeni nazveme
kovariantni derivace podél vektorového pole X. Pokud E = T M nazveme toto
zobrazeni afinni koneze.

V piipadé afinni konexe (tedy ve specidlnim piipadé E = T'M) plati, ze
pokud X = 3", X’e;, potom Vx = Y; X'V,,. Pokud e = (ey, ..., e,) je bize
v oblasti U, potom X = €;X7 a

Vx(epv®) = Xjez-w;kvk + Xe;(v¥)ey,

3Disledek: p € M libovolny, zvolime fy € 7—1(M), pak zobrazeni{ G — 7= 1(M) : g —
fo-g je difeomorfismus.



kde w, je definovéno vztahem
Ve, € = eiw§k.
Protoze X(v*) = dv¥(X) pak
Vxv = e;{dv'(X) + X/w! v*}.

Cisla wj- i se nazyvaji koeficienty afinni konexe vzhledem k bazi e. Pouzijeme-li
dualni bazi o, pak dostaneme

Vxv = e;{dv’ + w;kajvk}(X).

9. a pifslugnou dudlni bazi o = da?, pak

Pouzijeme-li bdzi e; = (5

d [ o ik ,
Vxv = o {W + wiv } dz?(X),

nebo-li

Vxv(p) = (X.v)(p) + Alp, X(p))v(p),

kde A(p, X) zavisi na p € M hladce, na X linedrné, pro p pevné se jedna o
1-formu.

V lokélnich soutradnicich i v piipadé obecného vektorového fibrovaného
prostoru je

Vx =X+ A(X), (1.3)
kde A je 1-forma s hodnotami v linedrnich zobrazenich.

Definice 14 Budte X,,Y, tecéné vektory v bodé p a v, je vektor z fibru
nad p a necht X, Y a v jsou libovolnd hladkd prodlouzeni téchto vektori na
néjakém okoli U bodu p. Definujeme

R(X, Y)V = VX(VYv) — Vy(vXV) — V[)gy]v
v oblasti U. R(X,Y) nazveme Riemanniv tenzor.

Pozndmka: Hodnota vektorového pole R(X,Y)v v bodé p je nezavisla na
prodlouzeni X,Y a v. Zobrazeni

vy = R(Xp, X)) vy
je linedrn{ zobrazeni 7! (p) — 7 !(p), které nazveme kiivosti pro fezy X,Y.
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Paralelni prenos

Méjme vektorovy fibrovany prostor E (fiber zna¢ime E,) nad M s kovariantn{
derivaci V, paralelni pfenos podél parametrizované kiivky v = v(t),t € [a, b]
na M je unitarni zobrazeni

U(t,s): Eys) — Eyp), Vt, s € [a,b]
takové, ze pro v z mnoziny hladkych tezu plati

1
lim LU+ RGER) —0G0) = Vxi (L4)
U0,0) = I,
kde X(y(t)) = 4(t). V lokdlnich soufadnicich plati
d 0

Vxtp = U )0 (1(8)ls= = 5 U 8)s=tp (v(1) + X (v(1).
Pokud Vx = X 4+ A(X), pak

0 0 .
aU(t()a ) 8h (to, t+ h)|h 0 — U(t()a t)%U(t S)|S:t = U(t(]?t)A(’Y(t))
Tedy U dostaneme jako feseni diferencialni rovnice
0 .
Ulto,t) ™ 5.U (to, 1) = A(¥(t)). (1.5)

V ptipadé R = 0 je paralelni pfenos nezavisly na homotopicky ekvivalentni
krivkach. Pokud dimenze fibru je rovna 1, potom A je skaldrni 1-forma,
Ul(to,t) je skalarni funce a (1.5) je obycejnd diferencialni rovnice. Potom

Ulto,t) = exp( | AG3(0)) di). (1.6)

to

1.5 Kvantova mechanika na varieté

Porovnejme dva mozné pristupy k vybudovani kvantové mechaniky na va-
rieté, ktera nemusi byt jednoduse souvisla:

Model 1

Necht M je Riemannova varita, M je univerzalni nakryti M. M = m (M)\M,
U(g) je unitarni reprezentace fundamentélni grupy v Hilbertové prostoru L.
Hilbertuv prostor definujeme vztahem

H, = {v méfitelné na M s hodnotami v £;Vg € (M), ¢(g.2) = U(g)(z),
[ @) dp < oo}, (L7)



Skalarni soucin na H; definujeme vztahem

(Wiin) = [ (o, vn)e dp (18)
kde dp je v lokalnich souradnicich rovna dp = /g dz'... dz™. Hamiltonidn
definujeme vztahem H; = —App, kde App je Laplace-Beltramuv operator
definovany

g .. 0
A _ -1/2 Y [ dj 1/27‘ 1.9
=9 g (9795 5); (1.9)

g = det g;; a g;; je metricky tenzor.

Model 2

V druhém piipadé méjme Riemannovu varietu M, E necht je hermitovsky
vektorovy fibrovany prostor nad M (F je tplny vektorovy prostor je se
skaldrnim soucinem). (.,.) g = [},;(., .)dp. Hs definujeme vztahem

Hy = {v fezy B; [ [[v(@)|]? du(a) < oo}, (1.10)

Necht kovariantni derivace Vx : hladké fezy E — hladké fezy E, kde X €
['(T'M), splituje podminku? (aby byla konexe hermitovska)

X (Y1, h2) = (Vxth1,92) + (Y1, Vxiba). (1.11)

Hamiltonian definujeme vztahem
Hy = —g~'/*Dy(g" 4" D;), (1.12)
kde D; =V = a gi; je metricky tenzor. Pokud neuvazujeme dodatecné vnéjsi

pole, pozadujeme nulovou kiivost konexe V.

Ekvivalence

pull-back: Nechf 7 : M — M. Definujeme 7* : C®°(M) — C>®°(M)
nasledujicim zpusobem:

mF =Fom, (1.13)

4(4p1,1h9) () je funkce na M, tedy rovnice ma smysl.
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7 se nazyvé pull-back, 7*F se nazyva lift F z M do M. Zvednout lze vek-
torovy fibrovany prostor i s konexi:

= 7w'FE, (1.14)
g = Eﬂ(q), Vg e M. (1.15)

S

Konexe se zvedne tak, ze paralelni prenos T v F je dan

T(y)=T(mo9), (1.16)

kde v je kiivka v M, T je paralelni prenos v E. Je-li R = 0, pak je i R=0.
Protoze M je jednoduse souvisld, je E trividlnf®. Bud ¢y € M opérny bod,
Go = [(qo, 1)], tj. tiida ekvivalence kiivek koncici v g, 1 je trividln{ kiivka.
Protoze M je jednoduse souvislg a R = 0, zavis T(”y) pouze na homotopické
trideé ~, tedy pouze na koncovém bodé a pro v z ¢y do ¢ muzeme polozit

() = T(q). (1.17)

Pii dané definici skldddn{ ktivek plati T(y172) = T(72)T(71). Necht z =
[(q,7)] € M, kde g € M, ~ je kiivka v M z qo do q. Ke kiivee v v M existuje
pravé jedna nakryvajici kiivka 5 v M s pocdteénim bodem . Koncovy bod
7 je x a tedy T(z) = T(v).

Bud g = [y1] € m(M), pak g.x = [(¢,717)] a

T(g.x) = T(n7y) =TT (n) =T(H)U(9) ", (1.18)

kde U(g) := T(y1)~! pro Vg = [y1] € m(M). Protoze R = 0 zavis{ T(y1)
pouze na tiidé ekvivalence kiivky. U je tedy unitérni reprezentace m (M) v
L = E,,. E je trividlni vektorovy fibrovany prostor, Vx = X + A(X) a lze
definovat

A(q, X(q)) = (7" A)(q, X (q)) = A(r(q), dm(q)(X (q))), (1.19)

prquMaXETM.

od 2. modelu k 1. modelu Pii ekvivalenci vyjdeme nejdtive z 2. modelu:

V predchozich odstavcich jsme nalezli unitérni reprezentaci U grupy m (M)
v L = E,,. Pomoci U zkonstruujeme kvantovy systém podle modelu 1. Bud
Y € H, ekvivariantn{ vektorovs funkce, ¢ € M, z € 7~'(q) € M, potom z =

5V jednom bodé M zvolime bézi fezii, kterou pomoci _paralelniho prenosu preneseme
i do ostatnich boda. Protoze M je jednoduse souvisla a R = 0 nebude pfenos zaviset na
volbé ktivky.
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[(q,7)], kde ~ je kiivka v M spojujici gy a g. Polozme (U)(q) = T () (z).
Protoze T'(v) : By, — E, a(x) € L = E,, lezi hodnoty Uy v E,. Aby bylo
U dobte definované unitarni zobrazeni z H; do Hs, musi byt U nezavislé
na volbé x: Je-li g = [y1] € m(M), 2/ = g.x € 7 (q), potom = = [(¢,7')],
kde v = vy a plati

T P(a') = T(my)v(gx) = T(v)U(9) ' U(g)v(x) = T(y)(z).  (1.20)

od 1.modelu k 2.modelu Vyjdeme z 1. modelu:

Je ddna reprezentace U. Pomoci U lze hlavnimu fibrovanému prostoru M
pritadit vektorovy fibrovany prostor £ nad M: Body E jsou tiidy ekvivalence
bodi (z,v) € M x L

(z,0) ~ (' V") & 2’ = g, v' = U(g)v pro néjaké g € m(M). (1.21)

Touto konstrukei je dan jednoznacny vztah mezi fezy v E a ekvivariantnimi
vektorovymi funkcemi na M.

Na hlavnim fibrovaném prostoru M nad M je ddna jedind konexe (dimM =
dimM), kterd se prenese na konexi V v E s nulovou kiivosti. Paralelni prenos
T(v) definujeme nésledujicim zpusobem: Bud ~ kiivka v M z ¢y do ¢, ¥
nakryvajici kiivka v M z g, do z, () = ¢. Bud V € Ey, V = [(Go,v)], po-
tom T'(7)V := [(z,v)]. Je-li v uzaviend, pak x = ¢.Gy, kde g =[] € m (M),

T()V = [(9.Go, )] = [(do, U(g~")v)] = U(g)~'V. (1.22)

Je tedy déno zobrazeni U1 : Hy — H;.

Piiklad Necht M = R, M = R/2rnZ = S (kruznice), m (M) = Z. Akci
grupy 71 (M) na prvky z M definujeme

n.o =x + 27mn.
Déle definujeme

U(n) = exp(2mian),

kde a €]0, 1].
Hi = {¢(z+2mn) = exp(2mian)y(zx)},
12
Hl - —@
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Za E volime E = S' x C a

d \°
HQ_—<dx+lOé>.

Necht v : [0,1] — S, potom z piedchoziho vykladu vyplyvd, Ze paraleln{
prenos podél kiivky v je dén

T(y) = expl(—ia [ 4(1) dt) = exp(~ia(r(1) = 7(0))).
Pron € Z je v,(t) = 2mnt, t € [0,1] a
T(v) = U(n)~! = exp(—ia2mn).
Bud ¢q € S, tj. ¢ = [z], kde x € R, ¥(t) = xt. Potom
U)(@) = T()(x) = exp(—iaa)i(a),

kde ¢ € Hy, Ut je fez E, tj. funce na S, tedy 27-periodickd funkce na R.
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Kapitola 2

Konfiguracni varieta dvou a
vice anyonu

2.1 Teorie nerozlisitelnych castic

V kvantovém popisu systému identickych ¢astic ma jejich nerozliSitelnost
hluboké dusledky, které ovliviuji jejich fyzikalni chovani. Nejcastéji se ne-
rozlisitelnost vyjadiuje pozadovanim symetrizacni podminky na stavovou
funkci a pozorovatelné. Pro stavovou funkci n ¢astic musi platit

|¢(=’E1, - 7J7n)|2 = Wj(p(xla cee >'TTZ))|2’

kde p znaéi libovolnou zdménu ¢éstic (stavovd funkee je bud symetrickd, nebo
antisymetrickd) a vSechny pozorovatelné musi byt invariantni vuéi zaméné
dvou libovolnych ¢éstic. Vyrazy uvedené v ptredeslé rovnici nemaji rozdilny
fyzikalni vyznam, jednd se pouze o jiny popis té samé fyzikalni situace. Tuto
nejednoznacnost lze lehce odstranit, pokud od pocatku uvazujeme klasicky
konfigura¢éni prostor identickych céastic. Tento prostor je definovan takovym
zpusobem, aby od zacdtku nerozlisitelnost ¢astic uvazoval.

Klasicky konfiguraéni prostor n identickych céstic mé lokalni vlastnosti
shodné s X (pokud jednotlivé ¢astice maji konfiguraéni prostor X'), globalni
topologické vlastnosti jsou vsak odlisné. V nasledujicich odstavcich se bu-
deme zabyvat pravé timto prostorem, a to pro pripad dvou, resp. ti{ anyonu,
tedy ¢astic jejichz konfiguracni prostor je R2.

2.1.1 Konfiguracni prostor

Necht konfiguraéni prostor jedné éastice je X. Mozné konfigurace n-¢ésticové-
ho systému byvaji ¢asto popisovany jako body v X™. Jsou-li ¢astice identické,
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neni zadny rozdil mezi body v X, které se lis{ pouze poradim soutadnic, tedy
body = = (z1,...,2,) a 2’ = p(z), kde x; € X,Vi=1,...,n a p je libovolna
permutace castic. Tyto body popisuji stejnou konfiguraci systému. Spravny
konfiguraéni prostor, budeme ho znacit X™/S,,, dostaneme, pokud tyto body
ztotoznime. Prostor X™/S,, dostaneme faktorizaci X" podle akce symetrické
grupy S,. Prostor X™/S,, je kromé singularnich bodu-diagonaly (bodu kde
Ji, j takové, ze x; = x;) lokdlné izomorfni s puvodnim prostorem X". Velmi
casto se z konfigura¢niho prostoru singularni body vyjmou, tj. predpokladéa
se, ze ¢astice nemohou prejit jedna pres druhou.

Fakt, Zze konfigura¢ni prostor n identickych c¢astic neni X™, je mozné
prehlizet v nekvantové teorii, kde dynamika systému zavisi pouze na lokalnich
vlastnostech prostoru, ne vsak v kvantové teorii. Podivejme se blize na nékteré
vlastnosti tohoto prostoru. Pro jednoduchost uvazujme X = R¢. Body pro-

radnic:
1 n
Z:*ZZL’Z ERd, ZL'Z']':[L'i—ij, (21)
n;3

kde (z1,...,7,) € (RY)". Oznacme Rrpr, = {zi|(z1,...,2,) € (R} 2
je invariantni vuci S,, a tedy plati

(Rd)n/sn = R% x Rrprn/Sh. (2.2)

Konfiguraéni prostor dvou &astic v R', R?, R?

V pripadé dvou ¢astic akce grupy S, ztotoznuje bod x = x5 = 1 — 29 s
bodem —x = x9 — xy. Ztotoznény prostor mé jeden singularni bod, x = 0.
Pokud tento bod vyjmeme, neni jiz konfiguraéni prostor jednoduse souvisly.
Konfigura¢ni prostor ma tvar

RREL,2 — {O} = (O, OO) X ,Pdfl, (23)

kde z € (0,00) udava délku vektoru x a Py_; je projektivni prostor sméru
vektoru +x/|x|. Py je bod, P; je kruznice, kterd je nekoneéné souvisla na-
rozdil od P,, kterd je dvojité souvisla.

Zaméime se dale pouze na dva anyony, tj. d = 2. V tom piipadé je
Rrpr2—{0} rovina bez pocatku, kde body x a —x jsou stejné. Tento prostor
si muzeme predstavit jako kuzel bez vrcholu. I z tohoto modelu je vidét, ze
se jedna o prostor nekoneéné souvisly. Univerzalni nakryvaci prostor tohoto
prostoru je (0,00) x R, fundamentdalni grupou je Z, ktera je izomorfni s By
(viz nésledujici kapitola).

'2;; nejsou nezdvislé
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2.1.2 Fundamentalni grupa

Fundamentélni grupa n identickych castic v roviné je izomorfni tzv. copankové
grupé (braid group), kterd se oznacuje B,,.

Copankova grupa

Copéankova grupa B, je nekoneénd grupa majici n—1 generatoru oy, ..., 0,_1,
které spliuji nasledujici dvé podminky [5]:

0i0i+10; = 04410041, (2-4)
prot=1,2,...,n—2 a
0;05 = 0404, (25)

pro |i — j| > 2. Inverzni prvek k o; budeme znacit o; '. K lepsfmu pochopen{
struktury copankové grupy nam poslouzi nésledujici geometricka predstava:

Méjme n provazku, generator o; na né pusobi prelozenim i-tého provazku
horem pres (i 4+ 1)-ty. Prvek grupy tedy zavisi nejen na pocatecéni a konecné
konfiguraci provazku, ale také na zpusobu ktizeni. Z néasledujiciho obrazku
je vidét, ze cop zapleteny zpusobem o;0;,10; je stejny jako 0;110;0,11. Jesté
jednodussi je predstava druhé podminky.

J
f

TN

a) b)

Obréazek 2.1: a) cop zapleteny zpusobem o,;0;,10;; b) cop zapleteny zpusobem
0i+10i0i+1

Poznamenejme na zavér, ze v copankové grupé nemusi na rozdil od per-
mutacéni grupy S, platit 0? = id a také ze S, je konecnd faktorgrupa B,,.
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2.2 Ekvivalentni modely pro dva anyony

V predchozich kapitolach jsme studovali vlastnosti konfiguraé¢niho prostoru
systému stejnych castic. V této kapitole se zamérime na kvantovy popis
systému dvou anyonu. Pripomenme, Ze jiz nebudeme potiebovat symetrizaéni
postulat, protoze nejednoznacnost v popisu jsme odstranili spravnou volbou
konfigura¢niho prostoru.

Meéjme vektorovy fibrovany prostor nad konfiguraénim prostorem, fiber
F, necht je jednorozmérny komplexni Hilbertiv prostor. Pfedpoklddejme,
ze stav systému je popsan vektory U(z) € F, (VU je fez). Pokud x, bude
normovany bazicky vektor prostoru F}, pak

U(r) = () Xa,

kde ¥ (z) je komplexni funkce a jeji hodnoty zavisi na volbé béaze. Pokud
zaménime bazi {x.} za {x.}, zméni se funkce ¢(z) na funkci

()" = exp(ig(x))i(x).

Necht P(z',z) : F, — Fy je operator paralelniho pienosu vektoru z F,
do F, podél spojité kiivky spojujici x a x’. Paralelni pfenos muze zaviset na
kiivce spojujici dané dva body. O infinetisimalni paralelnim prenosu P(z +
dx,x) z bodu x do bodu z + dr muzeme ale predpokladat, ze na kiivce
nezavisi. Necht P(z’, ) je unitarni operdtor pro Vz, ' a necht lze zvolit bazi
{x=} takovou, aby platilo

P(x+dz,z)x, = (141 dxkbk(a:))xﬁdz. (2.6)
Potom bude platit

Funkce b jsou urceny dynamikou systému a také volbou baze v prostoru
fezu a navic musi byt redlné, aby P(x+ dz, x) byl unitarni. Predpokladejme,
ze

Ry = i[Vi, V] = 0. (2.8)

Potom vektor ¥ € F, zustane nezménén pii paralélnim pienosu podle libo-
volné uzaviené krivky, ktera nebude obihat zadnou singularitu. Pokud nao-
pak bude vektor obihat m-krat kolem singularity, bude ¥ zménén na P;"W,
kde P, je linearni unitarni operator pusobici v F. Protoze je F, jednodimen-
zionélni, musi platit P, = exp(i«).
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V naSem pripadé lze vhodnou volbou bazickych vektoru docilit toho,
ze bp(x) = 0. V jednom bodé zvolime y, libovolné a bazické vektory v
ostatnich bodech dostaneme paralelnim pfenosem tohoto vektoru. Pokud
bude exp(ic) # 1, pak komplexni funkce ¢(z) bude vicehodnotova, protoze
vektory X, exp(£ia)xs, ... v bodé = dostaneme paralelnim prenosem vek-
toru y, podél ruznych kiivek obihajicich singularitu.

Nadale se budeme zabyvat pouze stavovou funkei pro relativni souradnici,
tj. 19 = 11 — x9. Protoze ztotoznujeme x5 s —x12, hodnoty x5 jsou z I. a
II. kvadrantu. Pfi volbé sferickych soutadnic tedy volime

x%z =r COS(§),

ri, = Tsin(q;), (2.9)
kde ¢ € [0,27]. Tim dostaneme pozadované ztotoznéni. Potom Hamiltonidn
je dan rovnici

m or?  ror  r2oe?”’

(2.10)

kde vlnové funkce spliuji podminku?

U(r, ¢+ 2m) = exp(ia)(r, @). (2.11)

Ruzné hodnoty «, urcuji ruzné zpusoby kvantizace systému.
Unitarné ekvivalentni model dostaneme, pokud definujeme vinovou funkci
vztahem
—ix

@Z}(T’, ¢)/ - exp(ﬁgb)@b(rv ¢) (212)
a prislusny Hamiltonidn bude

, —ia i Y0 10 4,0 i«
H = exp(ﬁqﬁ)HeXP(*ﬁb) = —((5=

1o 2 0 ag,
27 m o’ +r0r+r2(8gb+27r) ). (2.13)

2.3 Model pro dva a vice anyonu

Podivejme se jesté na dalsi model, jak popsat n identickych ¢éstic v roviné,
[1]. V¥hodou je, Ze pii tomto popisu lze, alespon principidlné, pouzit Schul-
manuv Ansaz k nalezeni ptislusného propagétoru.

“ees

kvuli dvojité souvislosti jejich konfiguraéniho prostoru hodnota « omezena na 0 (bosony)
a 7 (fermiony).
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Necht 6y C R* je diagonala (singularni body), tj. pozice nejméné dvou
¢astic je stejnd, a necht Sy je grupa permutaci puisobici pfirozené v R*V.
Konfigura¢ni prostor N nerozlisitelnych castic je

My = (R*™ — 6x)/Sn. (2.14)

Fundamentélni grupa 7 (My) variety My je copankova grupa By, kterd
uréuje univerzaln{ nakryt{ My. Ruzné zpusoby kvantizace odpovidajf riznym
volbdm unitarni reprezentace U grupy By. Z vlastnosti (2.4) pro jedno-
rozmérné reprezentace plyne, ze

U(oy) =...=U(o9) = exp(2mic).

Predpokladejme, ze o €]0, 1[. Volny Hamiltomidn je dén strukturou My,
resp. My pomoci Laplace-Beltramova operatoru. Méjme navic potencidl V'
na My a necht V je jeho lift do My. Hamiltonidn

Hy :=A+V, (2.15)
pusobi na prostoru U-ekvivariantnich funkci
Hy = {9, kvadraticky integrovatelné, ¢ (g.z) = U(g)¢(z)Vg € Bn}, (2.16)

kde integrujeme pres libovolnou fundamentdlni oblast® My a A je Lapace-
Beltramuv operdtor na My.

Roziezme déle varietu My takovym zpusobem, abychom dostali jed-
noduse souvislou fundamentalni oblast D. D muzeme také chépat jako je-
den list univerzélniho nakryvaciho prostoru My. Oznaéme soufadnice bodu
u = (u',u”) u € R anecht Ej, jsou nadroviny urcené rovnicemi z7 = 23,
kde z = (x1,29,...,2n) € R*. Definujme FE := U;1Ej; D dn, potom
RM\FE je sjednoceni otevienych jednoduse souvislych oblasti. Zvolme jednu,

D, uréenou rovnici

R R
D muzeme ztotoznit s jistou podmnozinou My. Rozdélme déle D\dy na
2(N —1) bunek, Cj,j=1,...,N —1,e = &, urCené rovnicemi

i <...<ai=a, <. <ay ez —aj,) <0 (2.17)

Potom D bude fundamentalni oblast M.

*Fundamentélni oblast D C M je takové oblast, ze ¢g.D jsou disjunktni (g € my(M)) a
jejich sjednoceni pokryva M az na mnozinu miry O.
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Jednim ze zpusobi, jak vytvoiit kvantovou mechaniku, je zizenim z My
na D. Hilbertuv prostor bude tedy L?*(D). Musime jesté definovat spravné
hrani¢ni podminky:

Necht x € C; ;. Z podminky (2.16) dostdvdme okrajové podminky

(oo g, g, ) = exp(—2miasgn(ay — ) (. . 25, 24, ),

v limité (23, —23) | 0.(2.18)

Hamiltonidn dostaneme ztizenim z M ~v na D.
Obdobné jako v pripadé dvou anyonu je vyhodné oddélit tezisté soustavy
a to nasledujici volbou souradnic:

1
Z:N(ﬂfl‘i‘---‘i‘i[;N)aylzijrl_xjaj:la"'?N_l‘

V dusledku vyjmuti diagonaly z R* je tieba z R2™V-1 vyjmout body y
splnujici:
Yi +Yj+1+ ...y #0, proj < k. (2.19)

Generatory grupy Sy budou pusobit nasledujicim zpusobem:

oi(y) =y, sy, = uk pro|k—j[>1
Soutadnici z nechdva Sy nezménénou.
Laplacian vyjadreny v novych soutadnicich ma tvar:

1 N-2
A= A +24, -2 > Vi Vi (2.21)

=1

Stejnym zptisobem muzeme definovat nové soufadnice na D. D = R? x D¢,
Dred = R2 x ... x R%, kde R% := R x Ry a Ry :=|0,+o00[. Zéroveii 0D =
R? x 9D"*?. Budeme se dale zabyvat pouze redukovanou ¢asti. Oznacme
soufadnice D¢ jako (f, 77) = (51, L. ,fN_l, m,... ,7’]N_1), gj € R, n; > 0, \V/j
Okrajova podminka (2.18) bude mit tvar:

¢(£,7 n)|77j:0+ = exp(_27ria£j)¢(£a 77)|77j:0+7 j = 17 ) N — 17 (222)

kde

gllq = fkv pro}{#]_lal]a]_'_l?
Eimn = Guit+&al;=—¢;
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Na zavér této casti zminime jesté jednu moznost vybudovani kvantové
mechaniky v pripadé 3 anyontu. Je zalozen na pouziti 2. modelu: Méjme
vektorovy fibovany prostor nad konfiguraénim prostorem, fiber necht je jed-
norozmérny komplexni Hilbertiv prostor, konexe necht je ve tvaru Vx =
X + A(X), kde A volime podle [9] ve tvaru

A=iad@(y)+0(z)+0(y+2)), (2.23)

kde y, z jsou relativni souradnice, #(y) = arctan (%) (dolnimi indexy znac¢ime
jednotlivé indexy souradnic). Plati:
doy) = —tundy (2.24)
Y1+ 2
—(y2 + 22) dyr — (Y2 + 22) dza + (y1 + 21) dya + (y1 + 21) d2o
(1 +21)% + (y2 + 22)? .

do(y +z2) =

Pouzitim (2.24) dostdvame A v soutradnicich y, z ve tvaru:

—y2 dy1 + 31 dys L T2 dyy + 21 dye N
Yyt + 3 2t + 23
—(y2 + 22) dyr — (y2 + 22) dzy + (y1 + 21) dya + (1 + 21) d2y
(y1 +21)? + (y2 + 22)?

A =iaf

). (2.25)

7 tohoto tvaru je jednoduchym vypocCtem ziejmé, ze A je invariantni vuci
zdmeéné y <> —y a z <> (y + 2), coz je nezbytnd podminka spravné volby
konexe. Hamiltonian relativni ¢asti bude ve tvaru

h?

H:—f(Vg.V@—I—Vg.Vg—Vg.Vg). (2.26)

m dy Oy Oz Oz oy Oz
Do H lze dosadit za kovariantni derivace a dostaneme explicitni predpis,
ktery je ovSem pomérné slozity.
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Kapitola 3

Schulmanuv ansatz

Schulmanuv ansatz udava vztah mezi dvéma Hamiltonidny, nebo presnéji
FeCeno mezi jejich propagatory pusobicich na dvou ruznych Hilbertovych pro-
storech. Méjme jednoduse souvislou varietu M a diskrétni grupu I' pusobici
volné (tj. pouze jednotka ma pevné body v M ) na M, U bud unitérni
reprezentace I' a I' ekvivalentni potencial V na M. Nechf M = M /T, po-
tom w1 (M) = T. Definujme H := L*(M), H := —A 4+ V definovdn na
H a l@t( .) je prislusny propagator. Déle definujme Hy Hilbertuv prostor
U-ekvivariantnich funkef na M, Hy = —V + V a nechf KV(.,.) je pifslusny
propagator. Integruje se, narozdil od H, pouze pies libovolnou fundament4ln{
oblast akce I na M. Schulmantv ansatz znf:

(v,20) = >_U(g " )Ki(g.7, 20). (3.1)

gel

Zvolime-li jedoduse souvislou oblast D, ztzen{ M — D urcuje unitarni
ekvivalenci Hy = L?(D). Oznaéme H obraz operdtoru Hy pri této ekviva-
lenci a /Cy(., .) prislusny propagator. Potom zfejmeé

Ki(.,.)=KY(.,.)|D x D. (3.2)

Priklad 1 Volna ¢astice na kruznici

Meéjme volnou ¢astici pohybujici se na kruznici, obdobné jako v prikladu
z kapitoly 2. 2 Tedy M = R, I = 2xZ, M = S'. Hamiltonidn éstice je
déan H = d L H = L2(R), U je nasobeni komplexni jednotkou, tj. U(n) =
exp(ian), Vn € I'. Propagator volné ¢astice na piimce je roven

Ki(x, o) = <1_)1/2 exp (Z(x - m0)2> . (3.3)

it t

'Pro kazdy bod ¢ € M musi byt zobrazeni I' — I' : g — ¢.q vzdjemné jednoznaé¢né.
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Navic x — zg = ¢ — 2mn, kde ¢ € [0, 27[. Potom pro K;(y,xq) plati

Ki(p, o) = i exp(ina) (1)1/2 exp (Z(cp — 1z — 2n7r)2> : (3.4)

e oo it t

Pouzitim vzorce pro Jacobiho theta funkci

03(z,t) = > exp(imtn® +i2nz)
a Poissonovy sumacni formule
bu(,1) = (=it) 2 exp( 2o 2, —)
2,t) = (—1 exp(—)03(—, ——
e PUrt’\ 0 1
dostavame vysledek:
1\/? ip? 2o« 4w
K =|(— L0, (=2 — = ' '
@, 20) (m’t) (=) 3( t 2 t) (3:5)

Schulmanuv ansatz lze s uspéchem pouzit i pii hledani proparatoru dvou
volnych anyonu viz [1].

3.1 Formalni odvozeni

Pokusme se, alespon formalné, obh4jit Schulmantuv ansatz. Pro propagator

v L*(M) diky invariantnosti Hamiltonidnu vuéi akei grupy I’ plati

Ki(z, x0) = Ki(g.x, g.70),
£,
Kilg.z,x0) = Ky(x, g o). (3.6)
Navic z obecnych vlastnosti propagatoru plati
tl_igl+ Ki(z,z0) = d(z,z0),
Kz, z) = K_i(xo, ),
| K@ n)Kily.2) aV(9) = Keale,2),

M

(i;—l—VLB)l?(t)l@t(x,xo) = i6(t)d(z, xp).
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Propagator na Hy musi splnovat nasledujicich pét vlastnosti:

Ki(g-x.20) = U(g)K{ (w,y), (3.7)
Ki(zr,99) = Ulg K/ (2,y), (3.8)
KV (z,z) = KY. (20, 2), (3.9)
[ @)kl (.2) Vi) = K (.2), (3.10)
(zg—l—VLB)ﬁ( K (z,20) = i6(t)0Y (x, 20). (3.11)

ot

Ukazme nejdiive, ze 6(z, g.y) = 6(g~ .z, y).

[0 gv)ew) aVly) = [ 3ay)eey) V) = @lg )

Potom 6Y(z,y) = Y ger U(g~")0(g.x,y) bude spliiovat podminky pro jédro
identity v 'H:

/8@ w)e(w) av = [ 6% (x.y)el =Sl [ dgay)ety) av
_ ZFU ) / L dlgg.2)elg-2) V() = z; /g 3 2)e(z) AV (2)

= [ 3@ 2)p(2) AV (2) = p(a).
Z vyse zminéné definice vyplyva, ze:

8V (g.x,y) = U(g)d”(z,y) (3.12)

6% (x,g9.y) =U(g~")d" (z,y), (3.13)

protoze plati

0@ )e(v) AV = plgw) = Ulglp(a) = Ulg / 8" (. y)ely) V.

/D5U(:r,g-y)s0(y) AV = ¢(g ' ) /5U z,y)ply) dV.

Formalné ovérime vlastnosti (3.7)-(3.11):
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Vlastnost (3.7):

K (a.x,y) = Y U(g7H)Ki(g.a.x,30) = U(a) > U(a" YU (37K (g-a.7, 7o)
gEF ger’
a) Y U(g Kz, v0) = U(a)KY (2, z0).
gel

Vlastnost (3.8):

K (z,ay) = Y U(gHKi(g-r,ay) = Ulg HKi(a ' g.2,y)

geF gel

= Ula™) X U@U(gH)Ki(a"g.2,y) = Ula™ K ().

gel

Vlastnost (3.9):

KV (z,20) = > _Ulg~ WK (g.2, 20) = > U(g)K_i(zo, g.2)

— Z:ZZU(g)/c_t(g—l.xo,x) :geléUt(xo,x)'

Vlastnost (3.10):

/D/Cf(af,y)’Cf(y,Z) dV(y) = /gleU s(g.z, y)g/Ze:FU(g"l)/@t(g’-yaZ) v (y)
— gGZFgZE:FU(g— )U(g—l)/Dlés(g.x,y)lit(g’.y, 2) dV(y)
_ ’; g% Uh) / Ko(g ™" h,y)Kelg .y, 2) AV (y)
_ };m gzer/ Ka(ha, g 9)Kil(g y, 2) dV (y)
_ her / Ka(h.z,y)Ki(y, 2) dV (y)
= S UG YRosi(ha, 2)
_ ;c()

Ve tfeti rovnosti jsme pouzili substituci h = g~ 1¢'~*

25



Vlastnost (3.11):

<i§t + Vip)I(OK] (2,20) = <@'§t +Vip)d(t) > Ulg™)Kilgw, o)

= 2; U(g_l)(iaat + Vi) (K (z, 20)

= > Ulg ")id(t)d(x, o)

gel

= i6(t)0Y (x, xp).
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Kapitola 4

Jev Aharonova-Bohma

Ahronov-Bohmuv jev si muzeme predstavit nasledujicim zpusobem: Mé&jme
nekonecné dlouhy solenoid protékany proudem I, ktery budi uvnitf solenoidu
magneticky tok & = K, kde konstanta K zavisi na uspiradani solenoidu.
Vné solenoidu je magnetické pole nulové. Koherentni svazek elektronu je
rozdélen na dva, které obchdazeji solenoid z opacnych stran. Prestoze elektrony
neprochéazeji magnetickym polem, budou jim ovlivnéni. Tento jev je cisté
kvantovym jevem, klasickd mechanika néco takového neptipousti.

Konfiguraéni prostor elektroni budeme volit M = R? — (0,0). Na M je
nulové magnetické pole, ale nenulovy elektromagneticky potencial A,

V klasické kvantové mechanice je Hamiltonidn nabité c¢astice v elektro-
magnetickém poli dan vztahem:

1 2
H =3 <ﬁ . eZ) +ed, (4.1)
&

kde P je operdtor hybnosti volné ¢dstice, X, resp. @ je vektorovy, resp.
skalarni potencial elektromaénetického pole. V pripadé jevu Ahronova-Bohma
s jednim solenoidem bude A ve tvaru:

N d
A - @@ _ 4.2
27]'(1}%4—,%‘%)( .’,172,1'1), ( )
H bude mit tvar:
h ) .
H =~ [0 — iedy) + (0 — ieAy)?] (43)

kde Dom(H) = {¢ € AC?*(R?), druhé derivace kvadraticky integrovatelné}.
Piejdéme ke sférickym soutadnicim:

T = TCosp

Ty = TSine
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a polozme o = —% Pak bude mit H tvar:

(o 10 1,0 .\
H__m(aﬂ+r(%~+ﬂ<&p+la>>' (44)

Resime-li ilohu na vlastni ¢isla operatoru H, tj. rovnici

(o2 10 1/(/0 2
_ i ) R k2 =
o2m <8r2+7“8r+7‘2 <8g0+m> + )w 0,
dostavame obecné reSeni

+00
b= S explim)anmralkr) + b e (k1)) (45)

m=—00

kde ay,, by, jsou konstatny a Jy,(kr) jsou Besselovy funkce.

Besselovy funkce se zapornym indexem maji singularitu pro » = 0. Pro
m = 0aa«a €]0,1] jsou Jy, kvadraticky integrovatelné s mirou r dr, i pro m =
—1 jsou J_(+a) kvadraticky integrovatelné. V ostatnich pripadech nejsou
J_|m+a| kvadraticky integrovatelné, a tedy nendlezi do definicniho oboru H.
Vhodnou volbou okrajovych podminek pro r = 0 muzeme vyloucit vSechna
fesen{ se singularitou v r = 0 a dostdvédme pro danou hodnotu energie k?
fesSeni ve tvaru

+oo

b= 3 explim)en(k) Jmra (kr). (4.6)

m=—0Q

Spektrum operatoru H je tedy interval [0, 00|, je ¢isté absolutné spojité a je
nekonecné degenerované. Obecna vlnova funkce bude ve tvaru

b= \/1_ S explimy) / " (K)o (k) d. (4.7)

m=—0o0

Poznamenejme na zaver, ze {Jg(kr);k > 0,5 > 0} je uplny systém zo-
becnénych funkef v L*(R,r dr), tj. zobrazen{

L*(Ry,k dk) — L*(Ry,r dr) : a(k) — a(r) = /Ooo a(k)Jg(kr)k dk  (4.8)
je unitarni a
ol = % / B) Pk d,

Hy = Z exp(imy / 52d, () Ty () d. (4.9)

m*—oo
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Z.aver

V této praci jsem se zabyvala kvantovym popisem systému vice anyonu.
V prvni kapitole jsem uvedla prehled zdkladnich definic a pojmu, v druhé
jsem ukéazala zpusob, jak vybudovat kvantovou mechaniku identickych ¢astic
na nejednoduse souvislé varieté, a to bez pouziti symetriza¢niho postulatu.
V kvantovém popisu tii a vice anyonu je jiz mnoho otazek vyreseno, presto
nékteré zustavaji stale otevieny. Jednou z nich je najit propagdtor pro systém
t¥1 a vice volnych anyonu.

Ve treti kapitole se zabyvam Schulmanovym ansatzem, na jednoduchém
prikladé ilustruji jeho pouziti a snazim se o formalni obhajeni. Dalsi z otevie-
nych problémi je obhgjit Schulmanuv ansatz nejen formalné. Timto smérem
se pravdépodobné bude ubirat moje dalsi prace na tomto tématu.

29



Literatura

1]

[9]

P. Sfovicek: Anyons Defined by Boundary Conditions, Proceeding of
the Workshop on Singular Schroedinger Operators, Triest (1994)

P.Stovicek: The Green Function for the Two-Solenoid Aharonov-
Bohma Effect, Phys. Lett. A 142,5-10 (1989)

J.M.Leinaas, J. Myrheim: On the Theory of Identical Particals, Il nuovo
cimento, Vol. 37 B,N.1, 1-23 (1977)

A. Boéna: Kvantova tedria kvazi-dvojrozmernych sustav, Diplomova
préace, Fjfi, Cvut v Praze (1997)

A. Lerda: Anyons: Quantum Mechanics of Particles with Fractional
Statistics, Springer-Verlag, Berlin (1992)

Y.Ahoronov, D.Bohma: Significance of Electromagnetic Potentials in
the Quantum Theory, Phys. Rev., Vol. 115, No. 3, 485-491 (1959)

L. Schulman: Techniques and Applications of Path Integration, Wiley
Classics Library (1996)

T. Frankel: The Geometry of Physics:An Introduction,Cambridge Uni-
versity Press (2003)

K. H. Cho, Ch. Rim, D. S. Sho: Exact wavefunctions for free anyons:
ladder operator approach, Phys. Lett. A 164, 65-69 (1992)

30



