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Úvod

Ovládnutí termojaderné reakce je velkým p°íslibem pro energetickou budoucnost lidstva.
Nejpokro£ilej²ím za°ízením pro výzkum termojaderné reakce v plazmatu je tokamak. Zna-
lost tvaru sloupce plazmatu b¥hem výboje je pro jeho kontrolu nezbytná. S problémem
rekonstrukce vlastností plazmatu jsou spjaty parciální diferenciální rovnice, jejichº °e²ení
lze vyjád°it dekompozicí magnetického toku pomocí toroidálních harmonik. Tato práce se
zabývá práv¥ tímto zp·sobem modelování plazmatu a jeho okraje. B¥hem jeho optimalizace
je pouºita pokro£ilá technika odhadu stavového modelu, postavená na varia£n¥ bayesovských
principech.

Cílem této práce je prozkoumat existující p°ístup k této problematice, popsaný v [7]. K
tomu je t°eba nejprve porozum¥t fungování tokamaku a speci�k·m tokamaku COMPASS, na
n¥mº je zkoumaná metoda testována. Posléze je t°eba navrhnout stavový model, popisující
chování plazmatu b¥hem výst°elu, a metodu jeho odhadu. Posledním úkolem je srovnání
vlastních výsledk· s výsledky konkuren£ních postup· rekonstrukce plazmatu.

V první kapitole je stru£n¥ p°edstaven princip fungování tokamaku. Podrobn¥ji jsou po-
psány parametry tokamaku COMPASS. Dále je uveden fyzikální popis chování plazmatu
b¥hem výst°elu a p°íslu²né rovnice, jejichº °e²ení popisuje jeho elektromagnetické charakte-
ristiky. Zmín¥no je n¥kolik r·zných p°ístup· k rekonstrukci plazmatu. Na konci první ka-
pitoly jsou p°edstavena data, nam¥°ená na tokamaku COMPASS, a výsledky rekonstrukce
pomocí kódu EFIT, který v dal²ích £ástech slouºí k validaci výsledk·.

Ve druhé kapitole je podrobn¥ popsána metoda rekonstrukce plazmatu pomocí °ady to-
roidálních harmonik. Nejprve je uvedeno analytické °e²ení udávající prostorové rozloºení
magnetického toku ψ. Dále je rozebrána numerická metoda, která toto °e²ení aproximuje
posloupností kone£né délky pomocí údaj·, nam¥°ených na magnetických sondách v okolí
komory tokamaku. Ve druhé £ásti kapitoly je ukázáno, jak se znalostí magnetického toku
nalézt okraj plazmatu. Zvlá²tní d·raz je kladený na metodu hledání x-bodu. Ta byla oproti
p·vodnímu algoritmu upravena pro pot°eby pouºití na COMPASSu. Ukázány jsou výsledky
upravené metody identi�kace okraje, srovnané s p·vodní implementací a s výsledky získa-
nými pomocí EFIT.

Sou£ástí numerické metody je výpo£et koe�cient· rozvoje metodou nejmen²ích £tverc·.
Ve druhé kapitole je nazna£ena nutnost získané °e²ení regularizovat. Proto se t°etí kapitola
zabývá regulariza£ní technikou odhadu, která je zaloºena na varia£n¥ bayesovských princi-
pech, a která má nahradit metodu nejmen²ích £tverc·. Nejprve je nastín¥n princip varia£n¥
bayesovského p°ístupu k modelování sm¥sí neznámých rozd¥lení pravd¥podobnosti. Je uve-
dena hlavní v¥ta VB metody, dávající návod k její aplikaci. Stru£n¥ je popsáno praktické
pouºití této metody a je uveden jednorozm¥rný p°íklad, ilustrující d°íve popsané postupy.
Podle popsaných princip· a tvaru zvoleného regresního modelu jsou odvozeny p°edpisy pro
itera£ní algoritmus, hledající °e²ení lineárního problému z druhé kapitoly. Na konci t°etí ka-
pitoly jsou ukázány n¥které výsledky aplikace VB metody na datech z tokamaku COMPASS.
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V poslední kapitole jsou ukázány výsledky kompletního kódu, sloºeného z £ásti z p·vodní
metody a z £ásti z postup· popsaných v kapitolách 2 a 3, získané jeho aplikací na data
z tokamaku COMPASS. Srovnání výsledk· rekonstrukce je provedeno oproti p·vodní im-
plementaci a oproti výsledk·m EFIT. Z n¥kolika r·zných nastavení kódu je vybráno jedno,
nejvíce se blíºící výsledk·m EFIT. Ve stru£nosti je rozebrán £asový vývoj VB modelu a je
ukázáno, jak je moºné vyuºít jeho pomalé zm¥ny k optimalizaci výpo£tu.
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Kapitola 1

Tokamak COMPASS

V této kapitole se nejd°íve seznámíme s principem fungování tokamaku a se speci�ky za°ízení
COMPASS. Poté bude rozebrán problém m¥°ení a rekonstrukce vlastností plazmatu a fyzi-
kální popis jeho chování. Budou zmín¥ny existující algoritmy rekonstruující plazma. Nakonec
budou p°edstaveny výsledky rekonstrukce pomocí jednoho z nich na datech, nam¥°ených na
tokamaku COMPASS.

1.1 Popis tokamaku

Tokamak (TOroidalnaja KAmera i MAgnitnyjne Katu²ki - toroidální komora a magnetické
cívky) je experimentální za°ízení slouºící k tvorb¥ a kontrolování vysokoteplotního plazmatu
pomocí magnetického pole. Hlavní termonukleární reakcí pro budoucí vyuºití jako fúzní
elektrárny je slu£ování deuteria a tricia, p°i n¥mº vzniká helium a rychlý neutron, který je
primárním nositelem výstupní energie. Pokud by se poda°ilo plazma v tokamaku efektivn¥
udrºet a tuto reakci kontrolovat, p°ebyte£nou tepelnou energii by bylo moºné vyuºít k vý-
rob¥ energie elektrické. Takovýto zp·sob získávání energie by byl vysoce ú£inný, ekologický a
s prakticky nevy£erpatelnou zásobou paliva. P°ekáºkou ke kontrolované termonukleární fúzi
je podmínka vysoké teploty plazmatu a dostate£né doby udrºení. Podle Lawsonova kritéria,
které ur£uje podmínky pro samoudrºitelnou termonukleární fúzi, je k p°ekonání Coulom-
bovské hranice (p·sobení odpudivých elektromagnetických sil mezi £ásticemi) nutná teplota
v °ádu 108 K [12]. Protoºe p°ímý kontakt s jakýmkoliv jiným materiálem je p°i takovýchto
teplotách vylou£en, v tokamaku se k udrºení a tvarování sloupce plazmatu vyuºívá silného
magnetického pole.

Tokamak COMPASS (COMpact ASSembly, [17]) se nachází v Ústavu fyziky plazmatu
AV �R v Ládví. P·vodn¥ byl spu²t¥n a provozován v anglickém Culhamu, kde slouºil ang-
lické výzkumné agentu°e UKAEA k výzkumu plazmatu. Parametry plazmatu v tokamaku
COMPASS jsou v n¥kterých ohledech podobné t¥m v tokamaku ITER, nejambiciózn¥j²ím
projektu výzkumu termojaderné fúze. COMPASS je jedním z nejmen²ích tokamak·, schop-
ných dosahovat H-módu1 pouhým ohmickým oh°evem2. Je tedy vhodným kandidátem pro
studium speci�ckých jev· (ELM, pedestal, atd., viz [12], [16]), jeº jsou d·leºité pro pocho-
pení chování plazmatu a jeho udrºení v rovnováze.

Komora tokamaku COMPASS má tvar toroidu, na pr·°ezu ve tvaru písmena D. Pri-
márním zp·sobem vytvo°ení plazmatu je ohmický oh°ev. V tokamaku se nachází centrální

1Plazma ve vy²²ím energetickém stavu, kdy je snadn¥j²í dosáhnout samoudrºitelného plazmatu.
2Oh°ev plazmatu je zp·soben elektrickým proudem, procházejícím ionizovaným plynem.
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Obrázek 1.1.1: Pr·°ez tokamakem COMPASS.

solenoid, napojený na primární vinutí. V komo°e je pak rozptýlen slab¥ ionizovaný plyn,
tvo°ící sekundární závit transformátoru. P°i zm¥n¥ proudu v primárním vinutí se v plynu
indukuje proud, coº má za následek velmi rychlý oh°ev plynu na teploty v °ádu desítek mi-
lion· K a vznik plazmatu. Ohmický oh°ev ale není dostate£ný pro oh°ev na teploty pot°ebné
pro efektivní fúzní reakci. Je nutné pouºít dal²í zp·soby oh°evu, jako vst°ikování proudu ne-
utrálních £ástic (neutral beam injection, NBI) £i oh°ev pomocí mikrovln. Schematický pr·°ez
tokamakem COMPASS je na Obr. 1.1.1.

Základním stavem plazmatu je tzv. ekvilibrium, p°i jehoº dosaºení na plazma nep·sobí
ºádná síla. K dosaºení ekvilibria v tokamaku je t°eba vytvo°it dodate£né vertikální magne-
tické pole pomocí vn¥j²ích, tzv. poloidálních cívek. K vytvo°ení ur£itého tvaru plazmatu,
typicky elipsy nebo D-tvaru, a také vzhledem k nestabilit¥ plazmatu a nutnosti jeho udrºení
v dostate£né vzdálenosti od st¥n komory (s ohledem na její erozi a na energetické ztráty) je
nutné pouºití systému více poloidálních cívek, umíst¥ných kolem tokamaku. Na tokamaku
jsou také cívky toroidální, které ov²em zasahují do magnetické rovnováhy jen nep°ímo. Názvy
jsou dané sm¥rem vytvá°eného magnetického pole vzhledem ke geometrii komory. Toroidální
cívky udrºují plazma v ob¥hu v komo°e tokamaku, poloidální pak slouºí k jeho tvarování
v poloidálním sm¥ru a udrºování v dostate£né vzdálenosti od st¥n. K stabilizaci plazmatu
ve vertikálním sm¥ru slouºí horizontální magnetické pole, tvo°ené proudy indukovanými
v komo°e a aktivními poloidálními cívkami.

1.2 Rekonstrukce plazmatu

Pro optimalizaci provozu tokamaku je nezbytné zavedení zp¥tnovazebného °ízení tvarujících
cívek v pr·b¥hu výst°elu. Zp¥tné °ízení v tokamaku COMPASS v sou£asnosti vychází ze
základních údaj· o vý²ce, ²í°ce a poloze barycentra plazmatu [10]. Moºnost v reálném £ase
dostate£n¥ p°esn¥ rekonstruovat tvar okraje plazmatu by zlep²ila robustnost kontrolního sys-
tému a roz²í°ila moºnosti studia fyzikálních jev·, které závisí na tvaru plazmatu. K zji²t¥ní
aktuálního stavu plazmatu je v okolí tokamaku umíst¥no mnoºství cívek, m¥°ících bu¤
lokální magnetické pole B, nebo £asovou zm¥nu magnetického toku ψ. Na tokamaku COM-
PASS existuje pom¥rn¥ velké mnoºství magnetických diagnostik, pro rekonstrukci tvaru
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Obrázek 1.2.1: Schéma pr·°ezu tokamakem spolu s rozmíst¥ním m¥°ících a tvarujících cívek.
B probe je ozna£ení cívky m¥°ící velikost magnetického pole, �ux loop je cívka m¥°ící mag-
netický tok ψ a ΩCk

je ozna£ení poloidální cívky tvarující plazma. Dále jsou nazna£eny
r·zné k°ivky, vztahující se k problému rekonstrukce plazmatu. Limiter je vnit°ní povrch ko-
mory tokamaku. Mnoºina ozna£ená Ωp je samotné plazma, ohrani£ené £árkovanou hranicí.
Ve spodní £ásti se hranice k°íºí, toto místo se nazývá x-bod. Jeho sledování je d·leºité pro
udrºení stability plazmatu. P°evzato z [7].

plazmatu se ale pouºívá jen 16 Rogowského cívek m¥°ících poloidální B a 4 sedlové cívky
m¥°ící ψ [25].

Krom¥ cívek, m¥°ících B a ψ, jsou na tokamaku COMPASS instalovány dal²í diagnos-
tiky, umoº¬ující p°ibliºný odhad okraje plazmatu. Konkrétn¥ se jedná o m¥°ení vlastností
plazmatu Thomsonovým rozptylem laserového svazku [6] a svazkem lithiových iont· [2].
Pouºití t¥chto údaj· k p°ibliºnému ur£ení okraje plazmatu je v principu moºné, jejich ne-
výhodou je ale ur£ení vzdálenosti plazmatu od okraje komory jen v jednom bodu.

Nyní bude popsán stru£ný postup rekonstrukce vlastností plazmatu b¥hem výst°elu. Bu-
deme pouºívat cylindrické sou°adnice (r, φ, z). Díky symetrii plazmatu v toroidálním sm¥ru
se m·ºeme omezit pouze na dvojici kartézských sou°adnic (r, z). P°i znalosti magnetického
toku ψ(r, z) m·ºeme ur£it Cauchyho okrajové podmínky na uzav°ené k°ivce Γ (viz Obr.
1.2.1)

g = ψ, (1.2.1)

h = ∂nψ, (1.2.2)

kde ∂n je hodnota parciální derivace ve sm¥ru normály Γ. Zadání okrajových podmínek
je p°itom netriviální z d·vodu moºné asymetrie k°ivky Γ, na které se nalézají m¥°ící cívky,
a z toho vyplývající nemoºnosti prosté interpolace m¥°ení. P°edpokládáme p°itom, ºe k°ivka
Γ se nachází v oblastiD (ohrani£ené vnit°ní stranou komory a k°ivkou ∂Ω), která neobsahuje
ani poloidální cívky, ani plazma, a ve které tedy platí Gauss·v zákon ve tvaru (viz nap°.
[11])

−∆∗ψ = 0. (1.2.3)
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Diferenciální operátor ∆∗ má tvar

∆∗ =
∂

∂r

(
1

µ0r

∂

∂r

)
+

∂

∂z

(
1

µ0r

∂

∂z

)
, (1.2.4)

kde µ0 je permeabilita vakua. Pro ostatní oblasti v tokamaku platí podobné vztahy, modi-
�kované podle p°ítomnosti zdroj· proudu, ve tvaru

−∆∗ψ = jp(ψ, r)χΩp , v Ω, (1.2.5)

−∆∗ψ = jp(ψ, r)χΩp +
∑
k

jCk
χΩCk

, v Ω0, (1.2.6)

kde jp je proudová hustota v plazmatu, jCk
je proudová hustota v k-té poloidální cívce ΩCk

(kterou umíme m¥°it) a χ je indikátorová funkce.
Okrajové podmínky g, h jsou spolu se znalostí jCk

, v dal²ím kroku pouºity pro vy°e²ení
Grad-Schafranovovy rovnice [22],

∆∗ψ = −µ0r2p′(ψ)− µ20ff
′(ψ) (1.2.7)

která ur£uje prostorové rozmíst¥ní jp pomocí neznámých funkcí p′, ff ′, identi�kovaných
programem rekonstruujícím ekvilibrium. Zde ′ je parciální derivace podle ψ, p(ψ) je tlak
a f = rBp ur£uje magnetické pole. Se znalostí °e²ení rovnice (1.2.7) je pak dostupná kom-
pletní znalost magnetické kon�gurace plazmatu.

K °e²ení úlohy rekonstrukce vlastností plazmatu existuje n¥kolik kód·. P°íkladem je
Equinox [5] nebo EFIT [13]. K p°ímému výpo£tu pak slouºí nap°íklad kód FREEBIE [1].
Nás bude dále zajímat kód VacTH [7], p·vodn¥ slouºící k ur£ení okrajových podmínek
(1.2.1),(1.2.2) jako vstupu pro Equinox. VacTH k rekonstrukci ψ(r, z) pouºívá explicitní
°e²ení rovnice ∆∗ψ = 0 pomocí rozkladu toroidálními harmonikami. Vedlej²ím produktem
VacTH je ur£ení okraje plazmatu, jehoº ur£ení je ale hlavním cílem této práce. V dal²í ka-
pitole bude algoritmus VacTH popsán podrobn¥ji. V²echny zmi¬ované kódy jsou pouºívány
pro tokamak COMPASS [24].

1.3 Data z tokamaku COMPASS a rekonstrukce pomocí EFIT

Data pouºívaná dále v této práci pochází z výst°elu £íslo 9339. EFIT rekonstrukce byla
provedena v 330 okamºicích, mezi nimiº je £asová prodleva 1 ms. Nás budou zajímat i vstupní
údaje, které pocházejí p°ímo z magnetické diagnostiky, pro EFIT jsou ale je²t¥ �ltrovány,
aby se odstranil vysokofrekven£ní ²um. Konkrétn¥ se jedná tyto m¥°ení - údaje o proudech
v poloidálních vinutích IPF , údaje z magnetických cívek m¥°ících lokální magnetické pole
B, ze sedlových cívek m¥°ících magnetický tok ψ a údaje o velikosti proudu v plazmatu Ip.
Aktuální pouºívané rozmíst¥ní m¥°ících cívek je na Obr. 1.3.2. Krom¥ m¥°ení jsou vstupem
pro plazma rekonstruující kód geometrické údaje tokamaku � poloha m¥°ících a tvarujících
cívek a tvar vnit°ního okraje nádoby.

Výstupem rekonstrukce EFIT je kompletní diagnostika stavu plazmatu, spo£ítaná z �l-
trovaných m¥°ení IPF ,B, ψ a Ip. Její sou£ástí je výpo£et okraje plazmatu. EFIT mimo jiné
�tuje m¥°ení, popsaná vý²e, vlastními hodnotami. Krom¥ toho je moºné pomocí výstup·
EFIT nasimulovat syntetické m¥°ení i v místech, kde se ºádné m¥°ící cívky nenacházejí.
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Obrázek 1.3.1: �asové pr·b¥hy veli£in pouºitých p°i rekonstrukci plazmatu, nam¥°ených na
tokamaku COMPASS. B je velikost magnetického pole, nam¥°ená na magnetických cívkách.
ψ je velikost magnetického toku, nam¥°ená na sedlových cívkách. Ip je proud v plazmatu a
IPF jsou proudy v poloidálních vinutích.

V dal²ích £ástech práce budeme rekonstrukci okraje plazmatu pomocí EFIT srovnávat
s výsledky vyvinuté metody. Vzhledem k tomu, ºe EFIT je v sou£asnosti na COMPASSU
pouºíván k rekosntrukci okraje plazmatu a jeho výsledky byly validovány, bude jeho rekon-
strukce povaºována za etalon p°i pouºití stejných vstup· obou kód·.

Vizualizace m¥°ení získaných p°i výst°elu 9339 je Obr. 1.3.1. Na n¥kterých m¥°eních je
moºné pozorovat zm¥nu p°i p°echodu plazmatu mezi stavy (z kruhového do plazmatu ve
tvaru D a zp¥t) a ustálený stav p°i udrºování elongovaného plazmatu. Ozna£me relativní
rozdíl mezi m¥°ením B a hodnotou rekonstruovanou pomocí EFIT B̂ jako

∆B = |(B − B̂)/B|, (1.3.1)

a stejn¥ pro magnetický tok ψ. Na Obr. 1.3.3 je pak dána do souvislosti velikost relativní
chyby rekonstrukce EFIT v £ase a poloha m¥°ící cívky. Obecn¥ platí, ºe nejv¥t²í chyby jsou
na cívkách, které se nacházejí na horním a dolním okraji komory, kde se nacházejí £ásti
okraje plazmatu necitliv¥j²í na p°esnost rekonstrukce, jako nap°íklad x-bod. K p°esn¥j²í re-
konstrukci by tedy mohlo vést zp°esn¥ní m¥°ení v t¥chto £ástech £i p°idání dal²ích m¥°ících
cívek. Dále je z grafu patrné, ºe p°i p°echodech plazmatu mezi stavy vykazuje rekonstrukce
pomocí EFIT nejv¥t²í relativní chyby v·£i m¥°ení na magnetických a sedlových cívkách.
M·ºe zde nap°íklad docházet k £asovému zpoºd¥ní n¥kterého z m¥°ení a následné syste-
matické chyb¥ zp·sobené nekonzistencí ve fyzikálním modelu, který je na pozadí metody
rekonstrukce.
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Obrázek 1.3.3: Vývoj tvaru okraje plazmatu a relativní rozdíl mezi hodnotami magnetického
pole B a magnetického toku ψ nam¥°enými na cívkách a hodnotami zrekonstruovanými kó-
dem EFIT v £ase. Vybarvená plocha je p°ímo úm¥rná velikosti relativní chyby. Pr·m¥rná
chyba rekonstrukce B je 5%, u ψ jsou to 4%, v okamºicích, kdy se v plazmatu tvo°í x-
bod, v²ak chyba stoupá aº do °ádu 103%. �ernou linkou je vyzna£en vnit°ní okraj komory
tokamaku.
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Kapitola 2

Rekonstrukce plazmatu toroidálními
harmonikami

V této kapitole bude uveden popis metody rekonstrukce plazmatu kódem VacTH, který je
popsaný v [7], a který vyuºívá reprezentaci magnetického toku toroidálními harmonikami.
Nejprve se seznámíme s matematickým pozadím problému a posléze bude p°edstavena nu-
merická metoda. Budeme se zabývat výsledky rekonstrukce plazmatu pomocí VacTH, jehoº
vstupy jsou data z tokamaku COMPASS, p°edstavená na konci p°edchozí kapitoly, a srovná-
ním s rekonstrukcí pomocí EFIT. Protoºe se ukázalo, ºe p·vodní implementace nedosahovala
p°i p°enesení VacTH na COMPASS dostate£n¥ kvalitní rekonstrukce okraje plazmatu, bude
navrºena její modi�kace. Záv¥rem kapitoly srovnáme výsledky upravené identi�kace okraje
plazmatu s výsledky EFIT.

2.1 Dekompozice magnetického toku ψ pomocí toroidálních

harmonik

2.1.1 Analytický popis problému

K ur£ení okrajových podmínek (1.2.1) a (1.2.2) magnetického toku ψ(r, z) vyuºijeme analy-
tického °e²ení rovnice s Dirichletovou okrajovou podmínkou

−∆∗ψ = 0 v D, (2.1.1)

ψ = u na ∂D, (2.1.2)

kde D je oblast, popsaná v p°edchozí kapitole. �e²ení t¥chto rovnic lze vyjád°it ve tvaru

ψTH(x) = ψextTH(x) + ψintTH(x), (2.1.3)

ψextTH(x) =
r0 sinh ζ√

cosh ζ − cos η
×{ ∞∑

n=0

aenQ
1
n−1/2(cosh ζ) cos(nη) +

∞∑
n=1

benQ
1
n−1/2(cosh ζ) sin(nη)

}
,

(2.1.4)
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ψintTH(x) =
r0 sinh ζ√

cosh ζ − cos η
×{ ∞∑

n=0

ainP
1
n−1/2(cosh ζ) cos(nη) +

∞∑
n=1

binP
1
n−1/2(cosh ζ) sin(nη)

}
,

(2.1.5)

kde Q1
n−1/2(cosh ζ), P

1
n−1/2(cosh ζ) jsou toroidální harmoniky (A.4.4), (A.4.5), (ζ, η) jsou

bipolární sou°adnice (A.5.2),(A.5.3) a aen, b
e
n, a

i
n, b

i
n jsou koe�cienty rozvoje. Dále v této

kapitole se drºíme zna£ení x = (r, z). �len ψintTH p°edstavuje magnetický tok, generovaný
proudy, tekoucími uvnit° oblasti D, ψextTH je magnetický tok ze zdroj· leºících mimo D.

K úplnému ur£ení ψ(x) je pot°eba k magnetickému toku ur£eném toroidálními harmo-
nikami p°i£íst p°ísp¥vek, generovaný známými proudy, tekoucími poloidálními cívkami. Ten
získáme integrací a sou£tem p°es jednotlivé poloidální cívky Ck,

ψC(x) =
∑
k

ˆ
Ck

jCk
G(y, x)dy, (2.1.6)

kde jCk
je hustota proudu v cívce a G(y, x) je Greenova funkce, spl¬ující −∆∗G(y, x) =

δ(y − x), r > 0 a G(y, x) → 0 kdyº ‖x‖ → ∞ nebo r → 0. Celková hodnota magnetického
toku je pak dána prostým sou£tem

ψ(x) = ψTH(x) + ψC(x). (2.1.7)

2.1.2 Numerická metoda

Obecn¥ lze tento postup uplatnit, pokud jsou k dispozici 3 druhy m¥°ení:

1. Nf m¥°ení z cívek m¥°ících magnetický tok v bodech xfi = (rfi , z
f
i ), ψ

meas
i ≈ ψ(xfi ),

2. Ns m¥°ení ze sedlových cívek m¥°ících gradient magnetického toku mezi dv¥ma body
x1i , x

2
i , δiψ

meas = ψ(x1i )− ψ(x2i ),

3. NB m¥°ení z cívek magnetického pole v bodech xBi a sm¥rech di, Bmeas
i ≈ B(xBi )di.

Odhad p°ísp¥vku poloidálních cívek ψC(x) spo£teme numerickou integrací

ψ̂C(x) =
∑
k

nk∑
l

Ik
nk
G(ck,l, x), (2.1.8)

kde Ik je celkový proud, protékající cívkou k, nk je po£et závit· cívky a ck,l = (rk,l, zk,l) je
poloha st°edu jednoho závitu. Greenova funkce G(ck,l, x) je pak spo£ítána jako

G(ck,l, x) =
µ0
π

√
rk,lr

m

((
1− m2

2

)
K(m2)− E(m2)

)
, (2.1.9)

m =

√
4rk,lr

(rk,l + r)2 + (z − zk,l)2
. (2.1.10)

Zde K(m), E(m) jsou úplné eliptické integrály prvního a druhého druhu, (A.3.6) a (A.3.7).
Od hodnot na m¥°ících cívkách je ode£ten, pro kaºdou cívku zvlá²´, p°ísp¥vek ψ̂C(x).

Získáme tak veli£iny ψ̃i
meas

, δiψ̃
meas a B̃meas

i . V dal²ím kroku sestavíme odhad rozkladu
magnetického toku ψ̂TH(x) pomocí kone£né °ady toroidálních harmonik ve tvaru

ψ̂TH(x) = ψ̂extTH(x) + ψ̂intTH(x), (2.1.11)
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ψ̂extTH(x) =
r0 sinh ζ√

cosh ζ − cos η
×

ne
a∑

n=0

aenQ
1
n−1/2(cosh ζ) cos(nη) +

ne
b∑

n=1

benQ
1
n−1/2(cosh ζ) sin(nη)

 ,

(2.1.12)

ψ̂intTH(x) =
r0 sinh ζ√

cosh ζ − cos η
×

ni
a∑

n=0

ainP
1
n−1/2(cosh ζ) cos(nη) +

ni
b∑

n=1

binP
1
n−1/2(cosh ζ) sin(nη)

 .

(2.1.13)

Finálním krokem je °e²ení normální rovnice spojené s minimalizací cenové funkce

J(u) =

Nf∑
i=1

(ψ̂i(u)− ψ̃measi )2

σ2f
+

Ns∑
i=1

(δiψ̂(u)− δiψ̃
meas)2

σ2s
+

NB∑
i=1

(B̂i(u)− B̃meas
i )2

σ2B
, (2.1.14)

kde σ2f , σ
2
s a σ

2
B jsou známé (p°edpokládané) m¥°ící chyby na p°íslu²ných cívkách. Optima-

lizace je p°itom provedena pro vektor u neznámých koe�cient· v rozvoji (2.1.12), (2.1.13)

u = (ae0, . . . , a
e
ne
a
, be1, . . . , b

e
ne
b
, ai0, . . . , a

i
ni
a
, bi1, . . . , b

i
ni
b
). (2.1.15)

Problém minimalizace (2.1.14) se p°ekládá do hledání neznámého vektoru u v rovnici

diag(w)y(ψ,B)T = diag(w)a(ψ,B)u+ e, (2.1.16)

kterou pro dal²í uºití p°epí²eme do tvaru

Y = Au+ e. (2.1.17)

Platí, ºe y(ψ,B) ∈ RN je vektor hodnot (pro N = Nf +Ns+NB), nam¥°ených jednotlivými
cívkami a ztransformovaných pomocí

B(r, z) =
1

r

(
−∂ψ
∂z
,
∂ψ

∂r

)
(2.1.18)

jednotn¥ do hodnot magnetického toku. Dále platí, ºe

w = (σ−1
f , · · · , σ−1

f︸ ︷︷ ︸
Nf

, σ−1
s , · · · , σ−1

s︸ ︷︷ ︸
Ns

, σ−1
B , · · · , σ−1

B︸ ︷︷ ︸
NB

) (2.1.19)

je vektor p°esností m¥°ících cívek (diag(.) je diagonální matice s prvky argumentu na di-
agonále). Kaºdý °ádek matice a(ψ,B) ∈ RN×M ,M = nea + neb + nia + nib obsahuje vy£íslení
toroidálních harmonik (2.1.12) a (2.1.13) v bod¥, kde se nalézá jedna m¥£ící cívka. Chy-
bový £len e ∈ RN je bílý ²um (normáln¥ rozd¥lená veli£ina s nulovou st°ední hodnotou a
konstantním rozptylem nap°í£ m¥°eními).

Rovnice 2.1.17 je v p·vodní implementaci VacTH °e²ena oby£ejnými nejmen²ími £tverci.
Numerická °e²itelnost této úlohy je zna£n¥ citlivá na po£et stup¬· rozvoje nia, n

i
b, jejichº

po£et je vhodné volit obecn¥ men²í neº po£et externích harmonik nea, n
e
b. Dal²ím faktorem

ovliv¬ujícím p°esnost rekonstrukce je volba pólu F1 bipolárních sou°adnic, viz (A.5.1), na
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Obrázek 2.1.1: Výsledek modelování magnetického toku ψ(r, z) toroidálními harmonikami.

n¥mº závisí vy£íslení p°evodu (r, z) → (ζ, η). Typicky by m¥l p°edstavovat magnetickou osu
plazmatu.

Výsledný vektor u lze pouºít k rekonstrukci ψ(x) v libovolném bod¥ sou°adnicového
systému (r, z). Primárn¥ slouºí k rekonstrukci okrajových podmínek (1.2.1) a (1.2.2) na
k°ivce Γ, v dal²í £ásti této kapitoly bude uvedeno jeho vyuºití k identi�kaci okraje plazmatu.

Numerická metoda rekonstrukce magnetického toku toroidálními harmonikami, popsaná
v této £ásti, byla implementována v jazyku Python mimo p·vodní kód VacTH, napsaný v
C++. To umoº¬uje snadn¥j²í kontrolu výstup· a jednodu²²í úpravu ostatních £ástí kódu,
jako je identi�kace okraje plazmatu £i hledání regularizovaného vektoru u. K výpo£tu toro-
idálních harmonik je pouºita FORTRANovská procedura DTORH1 [21]. P°íklad �nálního
výstupu této implementace v podob¥ magnetického toku ψ(r, z) je na Obr. 2.1.1. Pouºit byl
nejprve model °ádu M = 20 pro r·zné £asové okamºiky, kdy lze pozorovat postupné tva-
rování ekvipotenciál. Posléze byly pouºity modely r·zného °ádu v jednom £ase s p°idáním
syntetických m¥°ení, spo£ítaných pomocí EFIT (proto, aby byl dob°e podmín¥n problém
(2.1.16)).

Zajímavá je oblast kolem barycentra F1 = (0.56, 0.0), kde vidíme charakteristickou
vlastnost rekonstrukce toroidálními harmonikami, zp·sobenou jejich limitním chováním v
blízkosti barycentra. Simulovaný magnetický tok rapidn¥ p°echází mezi velmi vysokými a
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nízkými hodnotami a pozorujeme charakteristické �vln¥ní� v této oblasti. Pro rekonstrukci
okraje plazmatu £i ur£ení hodnot ψ(r, z) na k°ivce Γ toto chování nemá velký význam, do-
kud se s rostoucím M neza£ne zv¥t²ovat i diskutovaná singulární oblast. V takovém p°ípad¥
je výsledný tvar okraje plazmatu zna£n¥ nepravidelný £i nelze sestavit.

S ohledem na tato zji²t¥ní, navíc podpo°ené omezeným po£tem 20 m¥°ení v reálné kon-
�guraci COMPASSu, se nabízí moºnost zlep²ení rekonstrukce regularizací °e²ení rovnice
(2.1.16). Vnesením penalizace za sloºitost modelu m·ºeme po£ítat s modelem vy²²ího °ádu
a z n¥j vybrat jen nejvíce informativní £leny. Navíc regularizace penalizuje velikost prvk·
odhadu u, £ímº se m·ºe efektivn¥ sníºit velikost oblasti, postiºené singulárním chováním
toroidálních harmonik. Auto°i p·vodního £lánku mluví o regularizaci pouze v souvislosti s
výb¥rem kone£ného po£tu toroidálních harmonik. V dal²í kapitole se pokusíme o p°edstavení
regulariza£ní techniky, která nahradí odhad u metodou nejmen²ích £tverc·.

2.2 Hledání ekvipotenciály v plazmatu

Okraj plazmatu je de�nován jako nejv¥t²í ekvipotenciála ψ(r, z) neprotínající st¥nu komory
[19, 7]. Ur£ujícím bodem hledané ekvipotenciály je bu¤ bod doteku plazmatu s vnit°kem
komory nebo x-bod. X-bod se p°itom vyskytuje jen u elongovaného plazmatu ve tvaru D.
Po nalezení bodu, de�nujícího ekvipotenciálu, lze okraj plazmatu nalézt r·znými zp·soby.
Jeden ze zp·sob·, vyuºívající Newtonovu metodu hledání ko°enu funkce, bude popsán dále.

P°i volb¥ mezi pouºitím x-bodu a bodu dotyku plazmatu s komorou má vºdy p°ednost
x-bod, pokud je nalezen. Pokud x-bod není nalezen, jako místo dotyku plazmatu s komorou
je vybrán ten bod komory, na kterém je nejniº²í (nejvy²²í záporná) hodnota ψ(r, z). Jelikoº
nalezení ψ(r, z) na bodech de�nujících vnit°ek komory je triviální, dále se zam¥°íme na
nalezení x-bodu.

2.2.1 Hledání x-bodu

Existují kon�gurace tokamak·, ve kterých je p°i výst°elu v plazmatu x-bod· více [12]. V
tokamaku COMPASS se x-bod vyskytuje jen jeden, ve spodní £ásti komory. X-bod lze nalézt
jako sedlový bod v ψ(r, z). V sedlovém bodu funkce f : Rn → R platí ∇f = 0, hessián

∇2f =


∂2f
∂x21

∂2f
∂x1∂x2

· · · ∂2f
∂x1∂xn

∂2f
∂x2∂x1

∂2f
∂x22

· · · ∂2f
∂x2∂xn

...
...

. . .
...

∂2f
∂xn∂x1

∂2f
∂xn∂x2

· · · ∂2f
∂x2n

 (2.2.1)

má záporná i kladná vlastní £ísla a jeho determinant je tedy pro p°ípad n = 2 záporný.
V²echny tyto vlastnosti, spolu se vztahem (2.1.18), nám pomohou p°i hledání x-bodu. Hle-
dání sedlového bodu v ψ(r, z) je ekvivalentní s hledáním minima B(r, z), k £emuº existuje
°ada postup·.

2.2.2 Gradientní sestup

Jedním z nich je gradientní sestup (anglicky gradient descent) [3]. Vyuºívá geometrickou
interpretaci gradientu k iterativnímu hledání minima funkce f : Rn → R. Po zadání výcho-
zího bodu x0∈Rnpostupuje v kaºdém kroku proti sm¥ru gradientu do vzdálenosti de�nované
γn ∈ R. Jeden krok algoritmu lze popsat rovnicí
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Algoritmus 2.1 Gradientní sestup

1. Inicializace x0, po£ítadla iterací n = 0, volba zastavovací podmínky ε a mnoºiny G
prohledávaných hodnot parametru γn .

2. Spo£tení ∇f(xn).

3. Volba γn= argminγ∈G {f (xn − γ∇f (xn))}.

4. Nová hodnota xn+1 = xn − γn∇f(xn), n = n+ 1.

5. Konec, pokud platí ‖∇f(xn+1)‖ < ε, jinak návrat do bodu 2.

xn+1 = xn − γn∇f(xn), (2.2.2)

p°i£emº tento krok je opakován do dosaºení konvergence. P°i spln¥ní p°edpoklad·, kla-
dených na funkci f (f musí být konvexní a ∇f Lipschitzovská) a vhodn¥ zvolené velikosti
parametru γn je garantováno nalezení lokálního minima [18].

Tento relativn¥ jednoduchý návod k nalezení minima vícerozm¥rné funkce má výhodu
rychlosti. Velká pozornost musí být v¥nována volb¥ γn. Pokud je parametr �xní po celou
dobu b¥hu algoritmu, algoritmus bu¤ konverguje velmi dlouho (p°i volb¥ p°íli² malé hod-
noty), nebo hledané minimum p°ekro£í a nikdy do n¥j nezkonverguje (p°i volb¥ p°íli² velké
hodnoty). Proto budeme v rámci jednoho kroku hledat optimální vzdálenost, po níº máme
sm¥r daný −∇f(xn) sledovat. V literatu°e je tento postup nazýván exact line search a
spl¬uje tzv. Goldsteinovu podmínku [15]. Podrobný popis gradientního sestupu je shrnut v
algoritmu 2.1.

Optimalizace hledání γn p°iná²í výpo£etní zrychlení a p°esn¥j²í konvergenci. V na²em
p°ípad¥ budeme optimalizovat normu vektoru magnetického pole ‖B(r, z)‖, které má v
sedlovém bod¥ ψ(r, z) minimum o hodnot¥ 0. Toto minimum je námi hledaný x-bod. K
výpo£tu gradientu ψ(r, z) pouºijeme teoretické vztahy z oddíl· 2.1.2, A.4 a A.5 pro výpo£et
∇ψTH(r, z) a numerickou derivaci pro výpo£et ∇ψC(r, z).

Na Obr. 2.2.1 je demonstrována ukázka aplikace gradientního sestupu k hledání x-bodu
na magnetickém toku ψ(r, z) nalezeném pomocí rozkladu do toroidálních harmonik. K jeho
sestavení byla pouºita m¥°ení, simulovaná pomocí EFIT. Nejprve je na 2.2.1a vyzna£ena
oblast hledání x-bodu. Zárove¬ je barevn¥ vyzna£ena intenzita magnetického toku ψ(r, z)
a vnit°ní okraj komory tokamaku. M·ºeme pozorovat, ºe magnetický tok sm¥rem k okraji
komory tokamaku monotónn¥ roste, s výjimkou spodního okraje, kde se za okrajem ko-
mory nachází lokální minimum. Jak uvidíme dále, tato skute£nost m·ºe zt¥ºovat identi�kaci
x-bodu, potaºmo okraje plazmatu.

Dále na 2.2.1b je nakreslen samotný postup gradientního sestupu. Pozorujeme r·zn¥
velké kroky v závislosti na hodnot¥ γn pouºité v kaºdém kroku. Její hledání zna£n¥ zrychluje
nalezení x-bodu, který je v tomto p°ípad¥ nalezen jiº po 6 krocích. Jako mnoºina G z
algoritmu 2.1 byla pouºita posloupnost 10 hodnot, rozmíst¥ných logaritmicky daleko od sebe
na intervalu (10−1, 10−5). V n-tém kroku algoritmu je sice navíc iterováno mezi hodnotami z
mnoºiny G, vy£íslování hodnoty hledané funkce ve známém sm¥ru je ale levn¥j²í operace neº
samotný výpo£et gradientu. Pro praktickou implementaci je z°ejm¥ velmi d·leºitá výchozí
hodnota x0 a volba prohledávané mnoºiny vah G tak, aby byla konvergence zaji²t¥na ve
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Obrázek 2.2.1: Na Obrázku 2.2.1a je obdélníkem vyzna£ena oblast hledání x-bodu, pouºitá
v dal²ích dvou p°íkladech v·£i geometrii komory tokamaku, s pozadím vybarveným podle
intenzity magnetického toku ψ(r, z), simulovaného rozkladem do toroidálních harmonik. Na
obrázku 2.2.1b je vykreslena velikost magnetického pole ‖B(r, z)‖ a postup algoritmu gra-
dientního sestupu. Vyzna£en je p·vodní odhad x0 a nalezený x-bod x6. Na Obr. 2.2.1c je
pak kontura ψ(r, z), vyzna£ený x-bod nalezený pomocí EFIT a x-bod nalezený rekonstrukcí
magnetického toku toroidálními harmonikami a gradientním sestupem.

v²ech p°ípadech.
Kone£n¥ na Obr. 2.2.1c je zakreslena kontura ψ(r, z) v prohledávané oblasti. Podle tvaru

kontury je o£ividné, ºe nalezený x-bod leºí v sedlovém bodu magnetického toku, navíc velmi
blízko x-bodu nalezeném algoritmem EFIT, ze kterého pochází simulované m¥°ení pro tento
experiment.

2.2.3 Newtonova metoda hledání x-bodu

V p·vodním návrhu kódu VacTH byla k hledání x-bodu pouºita modi�kovaná Newtonova
metoda hledání ko°enu funkce [3]. Newtonova metoda je podobná gradientnímu sestupu. P°i
hledání ko°enu funkce f : R → R, tedy bodu x : f(x) = 0 iterujeme podle pravidla
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xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
, (2.2.3)

p°i£emº z°ejm¥ musí platit f ′(xn) 6= 0. Geometrická interpretace je taková, ºe xn+1

hledáme na pr·se£íku te£ny grafu v bod¥ xn s osou x. Metoda konverguje ke ko°enu podle
volby po£áte£ní hodnoty x0. V p°ípad¥ hledání x-bodu v plazmatu se m·ºe stát, ºe metoda
dokonverguje k jinému ko°enu, neº který hledáme.

P°i hledání x-bodu je Newtonova metoda pouºita k nalezení ko°enu rovnice∇ψ(r, z) = 0,
jelikoº v sedlovém bodu je gradient nulový. Roz²í°ením vzorce (2.2.3) do dvou rozm¥r· je
pak

xn+1 = xn −
(
∇2ψ(xn)

)−1∇ψ(xn), (2.2.4)

kde ∇2ψ je hessián (2.2.1) a xn = (rn, zn). Pro zjednodu²ení výpo£tu je pouºito vztah·

∇2ψ(xn) =

(
∂2ψ
∂r2

∂2ψ
∂r∂z

∂2ψ
∂z∂r

∂2ψ
∂z2

)
=

(
a c
c b

)
, (2.2.5)

(
∇2ψ(xn)

)−1
=

1

det (∇2ψ(xn))

(
b −c
−c a

)
=

1

ab− c2

(
b −c
−c a

)
. (2.2.6)

Takto upravená Newtonova metoda iteruje podle (2.2.4) do dosaºení konvergence, tedy
za platnosti podmínky ‖∇ψ(xn)‖ < ε. Jak bude dále ukázáno, tento zp·sob hledání x-bodu
nebyl p°i pouºití na dostupných datech p°íli² úsp¥²ný.

2.2.4 Newtonova metoda hledání ekvipotenciály

Poté, co známe bod xb, de�nující ekvipotenciálu (a´ uº je de�nována dotykem plazmatu s
komorou nebo x-bodem), m·ºeme se pustit do její identi�kace. K nalezení diskrétní reprezen-
tace ekvipotenciály vyuºijeme Newton·v algoritmus, popsaný v p°edchozí £ásti. Podrobn¥ji
je celý postup popsán v algoritmu 2.2. Nejprve je okolí barycentra plazmatu F0 rozd¥leno
rovnom¥rn¥ na výse£e, ohrani£ené polop°ímkami ve sm¥ru vektor· ūk, k ∈ K̂. Algoritmus
pak ve sm¥ru vektor· ūk hledá ko°en rovnice

y(x) = ψ(x)− ψ(xb). (2.2.7)

Díky �xovanému sm¥ru hledání se dvourozm¥rný problém p°evede do rozm¥ru jednoho. New-
tonovou metodou hledáme vzdálenost αk, ur£ující polohu hledaného bodu od barycentra v
prohledávaném sm¥ru. Vyuºíváme p°itom projekci gradientu do sm¥ru normálového vektoru
ūk.

Jak jiº bylo °e£eno v p°edchozí £ásti, nejd·leºit¥j²í kritériem konvergence ke správnému
°e²ení je jeho dostate£ná blízkost prvního odhadu. To je zde °e²eno parametrem L, udávají-
cím v jaké vzdálenosti od barycentra se má hledat první odhad bodu náleºejícímu k hranici
plazmatu. Jak bylo ukázáno na Obr. 2.2.1a, ve velké £ásti tokamaku je magnetický tok ve
sm¥ru od barycentra k okraji komory i za ním monotónní, Newtonova metoda má tedy dobré
p°edpoklady pro nalezení správného °e²ení. Výjimkou je okolí x-bodu, jehoº sm¥rem se za
vnit°ním okrajem tokamaku nalézají lokální minima. V tomto sm¥ru se proto musí L volit
s opatrností.
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Algoritmus 2.2 Hledání ekvipotenciály v plazmatu Newtonovou metodou

1. Vstupy: de�nující bod xb = (rb, zb)
T , barycentrum F0 = (r0, z0)

T , po£et bod· repre-
zentujících ekvipotenciálu K, vzdálenost prvního odhadu L, p°esnost ε.

2. Výpo£et ψb = ψ(xb), dΘ = 2π/K, u0 = L(xb − F0).

3. k = 1

4. Sm¥r hledání uk = (cos (kdΘ)u0r − sin (kdΘ)u0z, sin (kdΘ)u0r + cos (kdΘ)u0z)
T .

5. Normalizace ūk =
uk

‖uk‖ .

6. První odhad x0 = F0 + uk, α0 = 0.

7. Newtonova metoda:

(a) Skalární sou£in gradientu a sm¥rového vektoru g = ∇ψ(xn)T ūk.

(b) Jeden krok Newtonovy metody αn+1 = αn − ψ(xn)−ψb

g .

(c) xn+1 = x0 + αn+1ūk.

(d) Konec, pokud | ψ(xn+1)− ψb |< ε, jinak návrat do (a).

8. Nalezený bod hranicexk = xn+1, k = k + 1.

9. Konec, pokud k>K, jinak návrat do 4.

Na Obr. 2.2.2 vidíme srovnání p·vodního p°ístupu, implementovaného ve VacTH a vyu-
ºívající k hledání x-bodu Newtonovu metodu s hessiánem, a vylep²eného algoritmu, vyuºíva-
jící k hledání x-bodu gradientní sestup. Oba p°ístupy k následné rekonstrukci ekvipotenciály
pouºívají algoritmu popsaného v této £ásti. Vidíme, ºe v p°ípad¥ kruhového plazmatu oba
p°ístupy shodn¥ nenaleznou x-bod. Za bod, de�nující ekvipotenciálu, ur£í podobné body na
vnit°ní st¥n¥ komory, a i výsledný tvar plazmatu je podobný, navíc shodný se simulovanou
hranicí EFITu. V p°ípad¥ elongovaného plazmatu má ale p·vodní algoritmus problém s na-
lezením x-bodu. Následná rekonstrukce okraje plazmatu je pak velice nep°esná. Jak bylo
jiº komentováno, nejv¥t²í odchylka se nachází v okolí x-bodu, kde má Newtonova metoda
problém nalézt optimální °e²ení kv·li tvaru funkce ψ(r, z). Gradientní sestup naopak x-bod
nalézá a rekonstruované plazma je tvarem velice blízké simulaci.
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Obrázek 2.2.2: P·vodní a nov¥ implementovaná identi�kace okraje plazmatu. Limiter je
vnit°ní okraj komory tokamaku, EFIT je simulovaná hranice, jíº se chceme identi�kací
p°iblíºit. VacTH ozna£uje výsledek p·vodního algoritmu a �TH + GS� pak implementaci
gradientního sestupu k hledání x-bodu. K°íºky jsou pak body, de�nující ekvipotenciálu. Data
pouºitá k rekonstrukci toroidálními harmonikami jsou syntetická, spo£ítaná modelem EFIT.

26



Kapitola 3

Regularizace a varia£ní Bayes

V této kapitole bude p°edstaveno regularizované °e²ení problému lineární regrese, postavené
na varia£n¥ bayesovském (VB) odhadu. Bude uvedena základní v¥ta VB, popsán postup
její aplikace a itera£ní algoritmus, vedoucí k nalezení VB °e²ení. Dále bude odvozen tvar
pouºitého VB modelu a jeho vlastnosti. Na konci kapitoly budou uvedeny výsledky aplikace
zvoleného modelu na data z tokamaku COMPASS.

K problému regularizace existuje mnoho p°ístup·. Nejzákladn¥j²ím z nich je takzvaná Ti-
chonovská regularizace [8], kdy je do minimalizované cenové funkce rovnice (2.1.17) zahrnut
penaliza£ní £len s parametrem λ ∈ R,

J(u) = ‖Au− Y ‖2 + λ‖u‖2, (3.0.1)

tedy je penalizována L2 norma odhadu. Jiným zp·sobem je takzvaná LASSO metoda [23],
minimalizující

J(u) = ‖Au− Y ‖2 + λ‖u‖1. (3.0.2)

V této kapitole p°edstavíme regularizaci, postavenou na aplikaci bayesovských princip·.
Vnesením apriorní informace do odhadovaného modelu se nám poda°í z dat vyt¥ºit více
informací neº b¥ºnými metodami, p°i dosaºení regularizovaného °e²ení. Vyuºijeme p°itom
znalosti Bayesova teorému,

p(θ|y) = p(y|θ)p(θ)
p(y)

∝ p(y|θ)p(θ), (3.0.3)

kde θ je vektor hledaných parametr· modelu a y jsou nam¥°ená data. Poslední £ást vz-
tahu se interpretuje jako �rovno aº na normaliza£ní konstantu� . p(y|θ) je pravd¥podobností
funkce parametr· modelu θ, tedy pravd¥podobnost, ºe p°i dané hodnot¥ parametr· budeme
pozorovat práv¥ data y. Druhý sou£initel v (3.0.3) je pak apriorní odhad tvaru parametr· θ.
Práv¥ vnesením apriorního £initele se li²í bayesovská od klasické statistiky. Zárove¬ je tím
ale do na²ich odhad· vná²eno jakési o£ekávání, které od modelu máme, coº je bayesovskému
p°ístupu £asto vy£ítáno. Z tohoto d·vodu se snaºíme apriornímu rozd¥lení pravd¥podob-
nosti dát takové parametry, které jsou co nejmén¥ informativní. Zárove¬ zkreslení dané
volbou apriorna m·ºeme omezit tím, ºe modelujeme i rozd¥lení samotných odhadovaných
parametr· - zavádíme hyperparametry a hierarchický bayesovský model. Tím se je²t¥ sníºí
citlivost výsledku na volbu apriorna.
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3.1 VB metoda

Metodu VB (angl. Variational Bayes) lze jednodu²e shrnout jako odhad aposteriorního
rozd¥lení parametr· (3.0.3) sm¥sí distribucí navzájem nezávislých podmnoºin parametru
θ = (θ1, · · · , θq)T . Díky p°edpokladu nezávislosti lze toto shrnout do zápisu

p(θ|y) ≈
q∏
i=1

p̂(θi|y). (3.1.1)

Pro m¥°ení vzdálenosti dvou hustot pravd¥podobnosti p(x), q(x) náhodné veli£iny X
budeme pouºívat Kullbeck-Leiblerovu divergen£ní míru (dále KLD). De�nujme ji jako

KL (p(x)‖q(x)) =
ˆ
x∗
p(x) ln

p(x)

q(x)
dx. (3.1.2)

Zjevn¥ platí
p(x) = q(x) s.v. ⇔ KL (p(x)‖q(x)) = 0, (3.1.3)

KL (p(x)‖q(x)) ≥ 0, (3.1.4)

obecn¥ KL (p(x)‖q(x)) 6= KL (q(x)‖p(x)) . (3.1.5)

V na²em kontextu, kdy budeme odhadovat neznámou aposteriorní distribuci s hustotou
pravd¥podobnosti p(θ|y), budeme KLD pouºívat jako ztrátovou funkci p°i volb¥ aproximace
p̂(θ|y). Vzdálenost odhadu p̂(θ|y) od p(θ|y) budeme tedy m¥°it jako

KL (p̂(θ|y)‖p(θ|y)) =
ˆ
θ∗
p̂(θ|y) ln p̂(θ|y)

p(θ|y)
dθ. (3.1.6)

Vra´me se zp¥t k rozboru vztahu (3.0.3). Zjevn¥ platí
´
θ∗ p(y, θ)dθ = p(y) = p(y|θ)p(θ),

kde p(y) je hustota pravd¥podobnosti pozorování nam¥°eného vektor· výstup· a p(y|θ) lze
interpretovat jako pravd¥podobnost nam¥°ených dat p°i znalosti parametr· θ. Dále víme

ln p(y) = ln

ˆ
θ∗
p(y, θ)dθ = ln

ˆ
θ∗

p̂(θ|y)
p̂(θ|y)

p(θ|y)p(y)dθ

≥
ˆ
θ∗
p̂(θ|y) ln p(θ|y)p(y)

p̂(θ|y)
dθ

= ln p(y)−KL(p̂(θ|y)||p(θ|y)) = ln p̂(y),

(3.1.7)

ln p(y) = ln p̂(y) +KL(p̂(θ|y)||p(θ|y)) = L(p̂) +KL(p̂(θ|y)||p(θ|y)), (3.1.8)

kde jsme pouºili Jensenovu nerovnost [4] a de�nici KL divergence (3.1.6). L(p̂) je spodním
odhadem v¥rohodnosti modelu p°i pozorování y, kterého je dosaºeno pro p̂(θ|y) = p(θ|y).
L(p̂) je pro model de�novaný parametrem θ zna£n¥ d·leºitá veli£ina. Lze ji vyuºít nap°íklad
p°i selekci modelu - £ím vy²²í je jeho hodnota, tím lépe model vysv¥tluje data y [3]. Po-
drobn¥ji bude p°ínos L(p̂) rozebrán dále.

Pro snadn¥j²í po£ítání L(p̂) ukáºeme, ºe platí

L(p̂) =

ˆ
θ∗
p̂(θ|y) ln p(y, θ)

p̂(θ|y)
dθ

= E[ln p(y, θ)]p̂(θ|y) − E[ln p̂(θ|y)]p̂(θ|y).
(3.1.9)

Index p̂(θ|y) zna£í, p°es jakou hustotu pravd¥podobnosti po£ítáme st°ední hodnotu.
Na vý²e uvedené úvahy naváºeme hlavní v¥tou VB metody [26].
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V¥ta 3.1 (Varia£ní Bayes). Nech´ p(θ|y) je aposteriorní rozd¥lení vícerozm¥rného vektoru

parametr· θ, který je dále rozd¥len do q subvektor· θi podle

θ = [θT1 , θ
T
2 , · · · , θTq ]T . (3.1.10)

Nech´ p̂(θ|y) je odhad distribuce p(θ|y) pomocí odhad· distribucí nezávislých parametr·

θ1, θ2, · · · , θq, který má tvar

p̂(θ|y) =
q∏
i=1

p̂(θi|y). (3.1.11)

Pak je minimum (3.1.6), tedy

p̃(θ|y) = argmin
p̂(.)

KL (p̂(θ|y)||p(θ|y)) (3.1.12)

dosaºeno pro

p̃(θi|y) ∝ exp
(
E [ln p(θ, y)]p̃(θ/i|y)

)
, i = 1, · · · , q. (3.1.13)

Zde θ/i je dopl¬kem θi do θ a p̃(θ/i|y) =
∏q
j=1,j 6=i p̃(θj |y).

D·kaz. Z de�nice (3.1.6)

KL (p̂(θ|y)‖p(θ|y)) =
ˆ
θ∗
p̂(θ/i|y)p̂(θi|y) ln

p̂(θ/i|y)p̂(θi|y)
p(θ|y)

p(y)

p(y)
dθ

=

ˆ
θ∗
p̂(θ/i|y)p̂(θi|y) ln p̂(θi|y)dθ+

+

ˆ
θ∗
p̂(θ/i|y)p̂(θi|y)

{
ln p̂(θ/i|y) + ln p(y)

}
dθ−

−
ˆ
θ∗
p̂(θ/i|y)p̂(θi|y) ln p(θ, y)dθ

=

ˆ
θ∗i

p̂(θi|y) ln p̂(θi|y)dθi + ln p(y) + ηi−

−
ˆ
θ∗i

p̂(θi|y)

{ˆ
θ∗
/i

p̂(θ/i|y) ln p(θ, y)dθ/i

}
dθi

=

ˆ
θ∗i

p̂(θi|y) ln p̂(θi|y)dθi + ln p(y) + ηi−

−
ˆ
θ∗i

p̂(θi|y)
{
ln

[
ζi
ζi

exp
(
E [ln p(θ, y)]p̃(θ/i|y)

)]}
dθi

=

ˆ
θ∗i

p̂(θi|y) ln
p̂(θi|y)

1
ζi
exp

(
E [ln p(θ, y)]p̃(θ/i|y)

)dθi + ln p(y) + ηi − ln(ζi),

(3.1.14)

coº platí pro libovolné nenulové £íslo ζi 6= 0, ζi ∈ R, i = 1, · · · , q a

ηi = E
[
ln p̂(θ/i|y)

]
p̂(θ/i|y)

. (3.1.15)

�íslo ζi m·ºeme proto volit jako normaliza£ní konstantu

ζi =

ˆ
θ∗i

exp
(
E [ln p(θ, y)]p̃(θ/i|y)

)
dθi, i =, · · · , q. (3.1.16)
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Poslední rovnost v (3.1.14) lze pak p°epsat jako

KL (p̂(θ|y)‖p(θ|y)) = KL

(
p̂(θi|y)‖

1

ζi
exp

(
E [ln p(θ, y)]p̃(θ/i|y)

))
+ (3.1.17)

+ ln p(y) + ηi − ln(ζi). (3.1.18)

V rovnici (3.1.18) je na odhadu p̂(.) závislý pouze £len, vyjád°ený jako KLD. Minimalizace
(3.1.18) vzhledem k p̂(θi|y), i = 1, · · · , q, je proto rovna minimalizaci prvního £lenu pravé
strany. Díky vlastnosti (3.1.4) víme, ºe toto minimum je rovno nule. Dále díky (3.1.4) platí,
ºe toto minimum nastává pro

p̂(θi|y) = p̃(θi|y) ∝ exp
(
E [ln p(θ, y)]p̃(θ/i|y)

)
. (3.1.19)

VB metoda nám dává návod k analytickému vyjád°ení aproximace aposteriorního hustoty
pravd¥podobnosti p(θ|y). Pokud se blíºe podíváme na tvar aproximace (3.1.11), uvidíme,
ºe takto zvolený tvar zcela opomíjí vzájemnou korelaci mezi sloºkami θi. �ím v¥t²í stupe¬
d¥lení q pouºijeme, tím více vzájemných korelací opomíjíme a je v¥t²í ²ance, ºe se vzdalujeme
skute£nému tvaru odhadované distribuce. Základním principem je tedy pouºít dostate£n¥
velké q, pro které dosáhneme analyticky vyjád°itelného tvaru (3.1.13), ale ne v¥t²í, neº je
nezbytn¥ pot°eba. Dále je z°ejmé, ºe metodu lze pouºít pouze pro vícerozm¥rnou veli£inu θ.

D·leºité je zmínit fakt, o kterém p°edchozí v¥ta v·bec nemluví. K dosaºení analyticky
vyjád°itelných tvar· aposteriorních hustot pravd¥podobnosti

p̂(θ|y) =
q∏
i=1

p̂(θi|y) (3.1.20)

je t°eba volit vhodný (konjugovaný) tvar apriorních hustot pravd¥podobnosti, ze kterých se
skládá

p(θ, y) = p(y|θ)
q∏
i=1

p(θi). (3.1.21)

Jejich volba pak ovliv¬uje tvar výsledných aposteriorních rozd¥lení.
P°edchozí v¥ta navíc nedává jistotu unikátnosti °e²ení (3.1.12). Naopak, v praxi se lze

setkat s p°ípady, kdy metoda konverguje v lokálním minimu. Vzhledem ke tvaru rovnic
(3.1.13) je navíc z°ejmé, ºe p°ímé analytické vy£íslení poºadované hustoty pravd¥podobnosti
p̃(θi|y) (tzv. VB marginály) nemusí být vºdy moºné, jelikoº její parametry jsou závislé na
parametrech q − 1 distribucí p̃(θ/i|y). Proto se k výpo£tu pouºívá iterativní algoritmus,
ozna£ovaný jako IVB algoritmus.

IVB algoritmus funguje na principu postupného sniºování KL divergence (a s tím spo-
jeného navy²ování hodnoty L(p̂). Pro p°ípad, kdy platí q = 2, se v n-tém kroku algoritmu
po£ítá nejprve

p̂n(θ1|y) ∝
ˆ
θ∗2

p̂n−1(θ2|y) ln p(θ1, θ2, y)dθ2 (3.1.22)

a následn¥
p̂n(θ2|y) ∝

ˆ
θ∗1

p̂n−1(θ1|y) ln p(θ1, θ2, y)dθ1. (3.1.23)
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Prvotní nastavení p̂0(θi|y) je p°itom tak°ka libovolné. Konvergence algoritmu k danému
minimu (3.1.12) je dokázána v [20], algoritmus nikdy nekonverguje k maximu £i do in�exního
bodu KLD. Konvergenci algoritmu sledujeme na hodnotách parametr· p̂n(θi|y) £i na hodnot¥
L(p̂).

3.2 Aplikace VB metody

V první °ad¥ je pot°eba pro daný model zvolit vhodný tvar pravd¥podobností funkce p(y|θ) a
apriorního rozd¥lení p(θ). Dále je t°eba zvolit stupe¬ q a tvar separace θ = (θ1, · · · , θq)T . Aby
výsledek byl analyticky vyjád°itelný, musí být rozd¥lení p(θ, y) separovatelné v parametrech.
Pro p°ípad q = 2, θ = (θ1, θ2)

T to znamená, ºe musí platit

ln p(θ1, θ2, y) = f1(θ1, y)
T f2(θ2, y). (3.2.1)

Pokud nelze rozd¥lení p(θ, y) zapsat v tomto tvaru, tedy pomocí sou£inu funkcí závislých
pouze na jednom ze separovaných parametr· θi, VB metodu nelze aplikovat.

Dále aplikujeme (3.1.13) z v¥ty 3.1 na (3.2.1). V praxi to znamená rozepsání ln p(θ, y)
pomocí tvaru (3.2.1). V potaz potom bereme jen ty £leny rovnice, které mají funk£ní zá-
vislost na θi. Tak dostaneme p°ímý p°edpis pro p̂(θi|y). V tuto chvíli je nutné identi�ko-
vat p°íslu²nou tabulkovou distribu£ní funkci, coº nemusí být vºdy proveditelné. Parametry
p̂(θi|y) pak mohou záviset na parametrech a momentech rozd¥lení p̂(θj |y), j 6= i. Pokud
toto provedeme pro v²echny θi, dostaneme sadu implicitních rovnic pro parametry jednotli-
vých aposteriorních distribucí. Pokud n¥které z nich m·ºeme spo£ítat p°ímo, spo£ítáme je a
vy°adíme je. Zbylé pak spo£ítáme pomocí IVB algoritmu. Výsledkem je souhrn parametr·
a n¥kterých moment· rozd¥lení p̂(θi|y), ∀i, pln¥ ur£ující tvar °e²ení.

3.3 Skalární dekompozice pomocí VB metody

VB metodu si nejprve p°edstavíme na p°íkladu skalární dekompozice. M¥jme následující
model

y = m+ e, (3.3.1)

e ∼ p(e) = Ne(0, w
−1). (3.3.2)

Z tohoto plyne p(y|m,w) = Ny(m,w
−1). Na²ím úkolem je nyní odhadnout tvar parametr·

m,w z jednoho m¥°ení y. Volme následující apriorní rozd¥lení

p(m|w) = Nm

(
0, (γw)−1

)
, (3.3.3)

p(w) = Gw(α, β). (3.3.4)

Nulová st°ední hodnota v (3.3.3) zna£í na²í neznalost o polarit¥ m, γ omezuje velikost roz-
ptylu. Pouºitím gamma rozd¥lení v (3.3.4) pak p°edpokládáme kladnou polaritu w. Z°ejm¥
platí θ = (m,w)T . Aposteriorní hustota pravd¥podobnosti má podle (3.0.3) tvar

p(m,w|y, α, β, γ) ∝ Ny(m,w
−1)Nm

(
0, (γw)−1

)
Gw(α, β)

∝ wα exp

(
−1

2
m2γw − 1

2
(y −m)2w − βw

)
.

(3.3.5)
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Tuto úm¥ru lze p°epsat ve stejném tvaru i pro spole£né rozd¥lení v²ech veli£in
p(m,w, y|α, β, γ). Z rovnice (3.2.1) pak dostaneme tvar separace, tedy funkce

f1(m, y) =

(
α,−1

2
(y2 + 2β),my,−1

2
(1 + γ)m2

)T
, (3.3.6)

f2(w, y) = (lnw,w,w,w)T . (3.3.7)

Takový tvar separace je vhodný pro dal²í analytické vyjád°ení.
Na (3.3.5) aplikujeme marginalizaci (3.1.13). Pro parametr m pak platí

p̂(m|y) ∝ exp

(
ŵ

(
ym− 1

2
m2(γ + 1)

))
. (3.3.8)

Veli£ina ŵ je prvním momentem rozd¥lení p(w|d),

ŵ = E [w]p̂(w|y) . (3.3.9)

Tento tvar lze získat také p°ímo z (3.3.5) zakrytím £len· nezávislých na m £i na parametrech
rozd¥lení p(m). Podobn¥ pro w

p̂(w|y) ∝ exp

(
w

(
ym̂− 1

2
(γ + 1)m̂2 − 1

2
(y2 + 2β)

)
+ αw

)
, (3.3.10)

kde
m̂ = E [m]p̂(m|y) , (3.3.11)

m̂2 = E
[
m2
]
p̂(m|y) . (3.3.12)

Nyní identi�kujeme rozd¥lení parametr· m,w. N¥kolika úpravami a srovnáním s tvarem
hustoty pravd¥podobnosti (A.1), (A.2) získáme

p̂(m|y) = Nm

(
y

(1 + γ)
,

1

(1 + γ)ŵ

)
, (3.3.13)

p̂(w|y) = Gw
(
α+ 1, β − ym̂+

1

2
y2 +

1

2
(γ + 1)m̂2

)
. (3.3.14)

Ze znalosti moment· gamma a normálního rozd¥lení m·ºeme p°ímo zapsat soustavu
rovnic

ŵ =
α+ 1

β − ym̂+ 1
2y

2 + 1
2(γ + 1)m̂2

. (3.3.15)

m̂ =
y

(1 + γ)
, (3.3.16)

m̂2 =
1

(1 + γ)ŵ
+

y2

(1 + γ)2
, (3.3.17)

Rovnice (3.3.15) a (3.3.17) lze upravit do explicitního tvaru

m̂2 =
y2(1 + γ + 2α) + β(1 + γ)

(1 + γ)2(1 + 2α)
, (3.3.18)

ŵ =
(1 + 2α)(1 + γ)

y2γ + 2β(1 + γ)
. (3.3.19)
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Tím dostáváme kompletní °e²ení celého problému. Pokud by soustava rovnic (3.3.15)�(3.3.17)
nebyla explicitn¥ °e²itelná, k jejímu °e²ení by byl pouºit IVB algoritmus. To nastává nap°íklad
v p°ípad¥

p(m) = Nm

(
0, φ−1

)
. (3.3.20)

Po uvedení jednoduchého p°íkladu v jednom rozm¥ru bude nyní rozvedeno vyuºití VB me-
tody v lineární regresi.

3.4 Varia£ní Bayes a lineární regrese

VB metodu lze úsp¥²n¥ pouºít ve chvíli, kdy °e²íme úlohu odhadu parametru u lineárního
modelu (2.1.17). Dává nám moºnost volby apriorního rozd¥lení p(Y |θ) v jiném tvaru neº
pouze pomocí

p(Y |u, β) = N (Y |Au, β−1I), (3.4.1)

který p°edpokládá klasická metoda nejmen²ích £tverc·. P°edpokládejme p°itom Y ∈ RN , A ∈
RN×M , u ∈ RM , β ∈ R, I je jednotková matice °ádu N . V p°edchozím p°íkladu jsme byli
schopni z jednoho m¥°ení odhadnout (skrze zavedení apriorní informace) rozd¥lení 2 para-
metr·. Tato vlastnost VB metody je uºite£ná v p°ípadech, kdy není dostupný dostate£ný
po£et dat £i p°íli² velký po£et odhadovaných parametr·. V takovém p°ípad¥ VB metoda
funguje jako regularizace a sniºuje efektivní po£et odhadovaných parametr·. Ve chvíli, kdy
odhad parametru p°i procházení IVB algoritmem konverguje k apriorní hodnot¥, m·ºeme
ho vy°adit z modelu jako nadbyte£ný. Tato vlastnost se nazývá ARD (automatic relevance

determination), viz [26].

3.4.1 Volba VB modelu

Dále budeme dodrºovat zna£ení moment· funkcí z p°edchozího jednorozm¥rného p°ípadu,
viz (3.3.9). K pozorovacímu modelu (3.4.1) p°idejme apriorna

p(β) = G(c0, d0), (3.4.2)

p(u|α) = N (0, α−1), (3.4.3)

α = diag(α1, α2, · · · , αM ), (3.4.4)

p(α) =

M∏
i=1

p(αi), (3.4.5)

p(αi) = G(a0, b0), (3.4.6)

kde diag(.) je diagonální matice s prvky argumentu na diagonále. Budeme odhadovat p°es-
nost β s gamma apriornem, hledanému vektoru u p°i°azujeme normální rozd¥lení a navíc
modelujeme jeho kovarian£ní matici skrz jednotlivé diagonální prvky, kaºdý s vlastním ga-
mma apriornem. Práv¥ odhad jednotlivých prvk· kovarian£ní matice α uvaluje na výsledný
odhad u silnou regularizaci.

V kontextu v¥ty 3.1 platí θ = (u, α, β) . Na²ím cílem je získat odhad rozd¥lení neznámých
parametr· podmín¥né znalostí nam¥°ených dat, p̂(u, α, β|Y ). Pro spln¥ní (3.1.11) p°edpo-
kládejme rovnost p̂(u, α, β|Y ) = p̂(u|Y )p̂(α|Y )p̂(β|Y ). Sdruºená pravd¥podobnostní funkce
je tvaru
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p(Y, θ)=p(Y, u, β, α) = p(Y |u, β)p(u|α)p(β)p(α). (3.4.7)

3.4.2 Odvození aposteriorních rozd¥lení parametr· modelu

Pro parametr β p°epí²eme rovnost (3.1.13) do tvaru

ln p̂(β|Y ) = Ep̂(u|α)p̂(α) [ln p(Y |u, β) + ln p(u|α) + ln p(β) + ln p(α)] + konst. (3.4.8)

�leny z p(u|α) a p(α) jsou nezávislé na β a spadají do integra£ní konstanty. Dále vy£íslíme
pomocí p°edpis· pro normální (A.1.1) a gamma (A.2.1) rozd¥lení

ln p̂(β|Y ) =
N

2
lnβ − β

2
(Y −Aû)T (Y −Aû) + (c0 − 1) lnβ − doβ + konst.

= (c0 +
N

2
− 1) lnβ − β

(
d0 +

1

2
Y TY − Y TAû+

1

2
ûTATAû

)
+ konst.

(3.4.9)

V posledním vztahu uº rozpoznáváme gamma rozd¥lení

p̂(β|Y ) = G(aβ, bβ), (3.4.10)

s parametry

aβ = c0 +
N

2
, (3.4.11)

bβ = d0 +
1

2
Y TY − Y TAû+

1

2
ûTATAû. (3.4.12)

Pro parametr u postupujeme totoºn¥. Nejprve vy°adíme nepot°ebné £leny a poté vztah
dopodrobna rozepí²eme tak, abychom identi�kovali aposteriorní rozd¥lení.

ln p̂(u|Y ) = Ep̂(β)p̂(α) [ln p(Y |u, β) + ln p(u|α)] + konst.

= − β̂
2
(Y −Au)T (Y −Au)− 1

2
α̂uTu+ konst.

= −1

2
uT (α̂I + β̂ATA)u+ β̂Y TAu+ konst.

(3.4.13)

V²imn¥me si zm¥ny oproti p°edchozímu odvození, kdy jsou nyní zna£kou .̂ ozna£eny veli£iny,
p°es jejichº rozd¥lení po£ítáme st°ední hodnotu. Tento rozdíl bude velmi d·leºitý p°i im-
plementaci IVB algoritmu, kdy budeme p°es rovnice udávající momenty rozd¥lení iterovat.
Dopln¥ním na £tverec a pozorným srovnáním identi�kujeme hledané rozd¥lení jako normální,

p̂(u|Y ) = N (mu, Su), (3.4.14)

s parametry
mu = β̂SuA

TY, (3.4.15)

Su = (α̂+ β̂ATA)−1. (3.4.16)
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Pro získání aposteriorních rozd¥lení jednotlivých αi postupujeme stejn¥ jako dosud. Platí

ln p̂(αi|y) = Ep̂(u|α)p̂(β)p̂(α/i) [ln p(u|α) + ln p(αi)] + konst.

= (a0 − 1) lnαi − b0αi +
1

2
lnαi −

1

2
αiû2i + konst.

= (a0 +
1

2
− 1) lnαi − (b0 +

1

2
û2i )αi + konst.

(3.4.17)

V tomto p°edpisu op¥t rozpoznáváme gamma rozd¥lení

p̂(αi|y) = G(aαi, bαi), (3.4.18)

aαi = a0 +
1

2
, (3.4.19)

bαi = b0 +
1

2
û2i . (3.4.20)

Hledané momenty, pot°ebné ke spu²t¥ní IVB algoritmu, dohledáme snadno, pomocí
vztah· z £ástí A.1 a A.2. Jsou to ty, které se vyskytují v p°edpisu parametr· ur£ující rozd¥lení
jiného, neº práv¥ zkoumaného parametru. Konkrétn¥ se jedná o

û = mu, (3.4.21)

ûTu = mT
umu +Tr(Su), (3.4.22)

û2i = (Su)ii +m2
u,i, (3.4.23)

β̂ =
aβ
bβ
, (3.4.24)

kde Tr(.) je stopa matice, tedy suma diagonálních prvk·. Odhad α̂ je sloºen z odhad·
diagonálních prvk·, tedy α̂ = diag(α̂1, α̂2, · · · , α̂M ), pro které platí

α̂i =
aαi
bαi

. (3.4.25)

3.4.3 Spodní odhad v¥rohodnosti modelu L(p̂)

Odhad v¥rohodnosti modelu L(p̂) slouºí k porovnávání r·zných model· mezi sebou. Tato
veli£ina v sob¥ zahrnuje jak p°esnost shody modelu s daty, tak penalizaci p°íli² komplexních
model·. Výpo£et L(p̂) je v IVB algoritmu pouºit pro kontrolu konvergence.

Veli£ina L(p̂) je podle (3.1.9) dána následujícími vztahy

L(p̂) = E[ln p(Y, u, β, α)]p̂(u,β,α|Y ) − E[ln p̂(u, β, α|Y )]p̂(u,β,α|Y )

= E[ln p(Y |u, β)]p̂(u,β,α|Y ) + E[ln p(u|α)]p̂(u,β,α|Y ) + E[ln p(α)]p̂(u,β,α|Y )+ (3.4.26)

+ E[ln p(β)]p̂(u,β,α|Y ) +H(u) + H(α) + H(β),

kde jsme vyuºili aditivity st°ední hodnoty,H(.) je entropie parametr· (A.1.6) podle p°íslu²ných
aposteriorních rozd¥lení pravd¥podobnosti. Dále si budeme pamatovat, ºe v²echny st°ední
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hodnoty jsou po£ítané podle aposteriorního rozd¥lení parametr· p̂(u, β, α|y) a zahodíme
spodní index. Pokra£ujeme

E[ln p(Y |u, β)] =− N

2
ln(2π) +

N

2
E[lnβ]− 1

2
E[β(Y −Au)T (Y −Au)]

=− N

2
ln(2π) +

N

2
(ψ(aβ)− ln bβ)−

aβ
2bβ

Y TY +
aβ
bβ
Y TAmθ

−
aβ
2bβ

Tr
(
ATA(mum

T
u + Su)

)
, (3.4.27)

kde jsme vyuºili vztah· z p°ílohy A a tvar· moment· odvozených vý²e. Rozepí²eme
dal²í £len rovnice 3.4.26, p°i£emº si pamatujeme, ºe platí p(α) =

∏M
i=1 G(a0, b0) a p̂(α|y) =∏M

i=1 G(aαi, bαi).

E[ln p(θ|α)] = −M
2

ln(2π) +
1

2

M∑
i=1

E[lnαi]−
1

2
E[θTαθ]

= −M
2

ln(2π) +
1

2

M∑
i=1

(ψ(aα,i)− ln bα,i)− (3.4.28)

−1

2
Tr
(
E[α](mum

T
u + Su)

)
, (3.4.29)

kde jsme vyuºili aditivity Tr(.) a rovností

θTαθ = Tr(αθθT ), (3.4.30)

E[α] = diag

(
aαi
bαi

, · · · , aαM
bαM

)
. (3.4.31)

Dále

E[ln p(α)] =
M∑
i=1

{a0 ln b0 + (a0 − 1)E[lnαi]− ln Γ(a0)− b0E[αi]}

=

M∑
i=1

{
a0 ln b0 + (a0 − 1)(ψ(aαi)− ln bαi)− ln Γ(a0)−

b0aαi
bαi

}
,(3.4.32)

Poslední z hledaných st°edních hodnot apriorních rozd¥lení je

E[ln p(β)] = c0 ln d0 + (c0 − 1)E[lnβ]− ln Γ(c0)− d0E[β]

= c0 ln d0 + (c0 − 1)(ψ(aβ)− ln bβ)− ln Γ(c0)−
d0aβ
bβ

. (3.4.33)

Ke kompletnímu dopo£tení zbývá podle známých p°edpis· ur£it entropie jednotlivých
aposteriorních odhad·.

H(u) =
1

2
ln |Su|+

M

2
(1 + ln(2π)), (3.4.34)
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Algoritmus 3.1 IVB algoritmus pro lineární regresi

1. Inicializace apriorních parametr· a0, b0, c0, d0.

2. Inicializace α̂, β̂.

3. Do dosaºení konvergence opakujeme tuto sérii výpo£t·:

• u - výpo£ty podle rovnic 3.4.15, 3.4.16, (3.4.21), (3.4.22) a (3.4.23).

• α - rovnice (3.4.19),(3.4.20) a (3.4.25).

• β - rovnice (3.4.11), (3.4.12) a (3.4.24).

• V kaºdém kroku navíc výpo£et L(p̂).

4. Analýza výsledných parametr· po dosaºení konvergence L(p̂).

H(α) =

M∑
i=1

H(αi) =

M∑
i=1

{ln Γ(aαi)− (aαi − 1)ψ(aαi)− ln bαi + aαi} , (3.4.35)

H(β) = lnΓ(aβ)− (aβ − 1)ψ(aβ)− ln bβ + aβ. (3.4.36)

3.4.4 IVB algoritmus pro lineární regresi

Samotná implementace IVB algoritmu byla nazna£ena v sekci 3.1. Popis IVB algoritmu
pro vý²e popsaný varia£n¥ bayesovský model je ve schématu 3.1. Pro dosaºení co nejmén¥
informativního apriorna volíme a0 = b0 = c0 = d0 = 1010. Díky vztahu (A.2.3) mají gamma
apriorna s t¥mito hodnotami velký rozptyl a jsou tém¥° uniformní. Vzhledem ke zvolenému
po°adí iterací v IVB algoritmu, kdy za£ínáme první výpo£tem rovnic pro u, je pot°eba
algoritmu ur£it výchozí hodnoty α̂i = α0, β̂ = β0. Pokud nebude °e£eno jinak, v²echny
výsledky budou inicializovány s hodnotami α0 = 104, β0 = 1. Tyto hodnoty byly zvoleny
blízko °ád·m, ke kterým ob¥ veli£iny typicky konvergují (viz Obr. 3.4.1). Výsledky b¥hu
IVB na datech z tokamaku COMPASS, popsaných v první kapitole, jsou na Obr. 3.4.1 a
3.4.2.

Na Obr. 3.4.1 je konvergence r·zných odhadovaných veli£in na jednom ekvilibriu s mo-
delem speci�kovaným indexy nia = nib = 5, nea = neb = 4. Na prvních dvou grafech vidíme
srovnání konvergence vybraných prvk· vektoru û s konvergencí p°íslu²ných diagonálních
prvk· matice α̂. Zde vidíme, pro£ VB odhad funguje jako ú£inná metoda regularizace. Fun-
guje zde intuitivní pravidlo, kdy neinformativním prvk·m odhadu je p°isuzována vysoká
p°esnost α̂i a malá st°ední hodnota. Naopak t¥m, u nichº algoritmus odhalí, ºe jsou v rámci
modelu p°ínosné, se p°esnost redukuje a st°ední hodnota roste.

Na Obr. 3.4.2 vidíme konvergenci odhadu spodní hranice pravd¥podobnosti modelu L(p̂)
pro modely r·zného °ádu M . P°ipome¬me, ºe platí ln ˆp(Y ) = L(p̂), tedy tato veli£ina
reprezentuje logaritmus pravd¥podobnosti pozorovaných dat p°i daném modelu. Vidíme,
ºe s rostoucím °ádem modelu je jeho pravd¥podobnost niº²í, navíc se zpomaluje rychlost
konvergence IVB algoritmu.
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Obrázek 3.4.1: Konvergence odhad·, získaných IVB algoritmem.
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Kapitola 4

Výsledky

Ve druhé kapitole byla p°edstavena p·vodní struktura kódu VacTH rekonstruujícího magne-
tický tok v tokamaku pomocí toroidálních harmonik. Z d·vod· nedostate£né kvality naleze-
ného okraje plazmatu byla upravena metoda hledání x-bodu. Ve t°etí kapitole byla ukázána
regulariza£ní metoda, °e²ící lineární problém hledání koe�cient· báze toroidálních harmonik
pomocí varia£n¥ bayesovského odhadu. Nyní budou ukázány výsledky spole£né implemen-
tace obou vylep²ení p·vodního kódu. Bude ukázáno srovnání s p·vodní implementací, kon-
krétn¥ srovnání rekonstruovaného plazmatu získaného s pouºitím OLS (metodou nejmen²ích
£tverc·) a VB odhadu. Dále bude provedeno srovnání s kódem EFIT, jenº je na tokamaku
COMPASS pouºíván k rekonstrukci plazmatu a proto jeho výsledky budeme pouºívat jako
etalon. Budou p°itom pouºita data, popsaná v první kapitole. Nam¥°ené údaje o Ip, B, ψ
a IPF o£i²t¥né o vysokofrekven£ní ²um, budeme dále ozna£ovat jako reálná m¥°ení. Údaje
o stejných veli£inách, rekonstruovaných na základ¥ reálných m¥°ení pomocí EFIT, budeme
ozna£ovat jako syntetická m¥°ení.

Celý algoritmus hledání okraje plazmatu má mnoho r·zných parametr·, které ovliv¬ují
kvalitu výsledné rekonstrukce. Dále se budeme snaºit nalézt nastavení, dávající nejlep²í
výsledek. Pro srovnání podobnosti dvou 2D k°ivek pouºijeme Hausdor�ovu vzdálenost DH

DH(B1, B2) = max

(
max
a ∈B1

min
b∈B2

‖a− b‖2,max
b∈B2

min
a ∈B1

‖a− b‖2
)
, (4.0.1)

kde ‖.‖2 je L2 norma na R2,B1 = {a1, ..., an}, B2 = {b1, ..., bm}, ai, bi ∈ R2, ∀i jsou dis-
krétní reprezentace nalezeného okraje plazmatu. Tato veli£ina je £asto pouºívaná v rozpo-
znávání obrazu [9]. P°edpis (4.0.1) aplikovaný na srovnávání dvou rekonstruovaných okraj·
plazmatu udává maximální odchylku mezi ob¥ma hranicemi. V na²em p°ípad¥ budeme
Hausdor�ovou vzdáleností srovnávat okraj plazmatu spo£ítaný pomocí EFIT (ten je eta-
lonem) a rekonstruovaný pomocí vlastní metody.

Úsp¥²nost °e²ení regresní úlohy (2.1.17) budeme hodnotit st°edním odhadem £tverce
chyby MSE (mean squared error), jeº je dán jako

MSE =
1

N

N∑
i=1

(
Yi − Ŷi

)2
, (4.0.2)

kde Ŷ = Aû je odhad daný °e²ením û rovnice (2.1.17) a Y je p°eváºený vektor m¥°ení
magnetického toku. Vzhledem k tomu, ºe nás nejvíce zajímá p°esnost výsledné rekonstrukce
okraje plazmatu, bude pro nás st¥ºejní hodnota DH metriky. Jak bude dále ukázáno, p°i
pouºití regularizace se hodnota DH sníºí i za cenu zhor²ení �tu podle MSE metriky.
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4.1 Srovnání VB a OLS, £asový vývoj VB odhadu
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Obrázek 4.1.1: St°ední kvadratická chyba �tu m¥°ení MSE a Hausdor�ova vzdálenost DH

nalezené hranice plazmatu a EFITem spo£tené hranice v £ase t pro modely r·zných °ád·
M . Pouºita byla reálná m¥°ení.

Pokud není °e£eno jinak, v²echny výsledky jsou spo£ítány na reálných m¥°eních z výst°elu
9339.

Nejprve byly srovnávány výsledky rekonstrukce p°i pouºití VB a OLS odhadu. IVB
algoritmus byl inicializován hodnotami z p°edchozí kapitoly, tedy a0 = b0 = c0 = d0 =
1010, α0 = 104, β0 = 1. Na Obr. 4.1.1 vidíme srovnání výsledk· pro modely dekompozice
r·zného °ádu, speci�kované £ísly ne = nea = neb, n

i = nia = nib, viz (2.1.12) a (2.1.13).
Ukázán je £asový vývoj chyby �tu pro OLS a pro VB °e²ení a DH mezi nalezeným okrajem
plazmatu a okrajem spo£ítaným v daný £as pomocí EFIT. Na první pohled je z°ejmé, ºe
výsledný tvar plazmatu získaný pomocí regularizovaného VB °e²ení je EFIT rekonstrukci
tém¥° ve v²ech okamºicích bliº²í. A to i p°esto, ºe �t lineárního problému (2.1.17) VB
°e²ením je podle MSE metriky mén¥ p°esný neº pomocí OLS, coº je dáno penalizací velikosti
odhadu za cenu men²í p°esnosti �tu. V p°ípad¥, kdy M = 20, tzn. ºe �tujeme stejný po£et
parametr· jako je dostupných pozorování (m¥°ení ze sedlových a magnetických cívek), se v
MSE statistice projevuje markantní rozdíl mezi OLS A VB °e²ením. Zatímco OLS °e²ení je
p°eparametrizované a �tuje m¥°ení p°esn¥ (coº ale nutn¥ neznamená kvalitní �t), VB °e²ení
si zachovává stejnou charakteristiku jako v p°edchozích p°ípadech. Toto pozorujeme i pro
modely vy²²ího °ádu neº 20, u nichº metodou nejmen²ích £tverc· °e²ení v·bec nalézt nelze,
ale VB metodou ano.
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û3

OLS VB

1.0 1.1 1.2 1.3
−0.02

−0.01

0.00

0.01
û6
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Obrázek 4.1.2: �asový vývoj r·zných prvk· odhadu û pro nejmen²í £tverce (OLS) a VB
odhad.

Na Obr. 4.1.1 lze pozorovat chování obou odhad· b¥hem výst°elu. Jak v MSE, tak v DH

pozorujeme p°echod plazmatu mezi r·znými stavy. Víme, ºe plazma se postupn¥ elonguje
a v £ase 1.05 s p°echází do tvaru s x-bodem, aby se v £ase 1.22 s za£alo op¥t deformovat do
kruhového tvaru. Oba tyto p°echodové jevy se promítají do rapidní zm¥ny ve sledovaných
veli£inách.

Lep²í výsledky VB metody, m¥°ené Hausdor�ovou vzdáleností DH , lze vysv¥tlit men²ím
vlivem singularit toroidálních harmonik, nalézajících se ve st°edu plazmatu p°i výpo£tu s
regularizovaným °e²ením. Krom¥ tohoto p°ínosu nám VB metoda umoº¬uje zahrnout do
modelu i £leny vy²²ích °ád·, které mohou skrývat p°ínos d·leºitý pro rekonstrukci.

Na Obr. 4.1.2 je srovnání £asového vývoje OLS a VB odhadu pro model de�novaný
ne = 5, ni = 3. ARD regulariza£ní princip se projevuje �stla£ením� n¥kterých prvk· odhadu k
nule, coº je dob°e vid¥t srovnáním s hodnotou spo£ítanou nejmen²ími £tverci (viz i = 1, 6, 7).
Oproti tomu u ostatních prvk· odhadu se ARD neuplatní a oba druhy odhadu jsou si
podobné. Op¥t vidíme zm¥nu v pozorovaných veli£inách p°i p°echodu plazmatu mezi stavy.
Obecn¥ se dá tvrdit, ºe v ur£itém stavu plazmatu se struktura VB modelu p°íli² nem¥ní.
�asový vývoj modelu mezi sousedními okamºiky výst°elu je z°ejm¥ pomalý a dá se vyuºít
pro optimalizaci IVB algoritmu.

Ta spo£ívá v p°edávání výstup· IVB algoritmu (û, α̂,β̂) jako výchozích hodnot pro IVB
algoritmus v dal²ím £asovém kroku. Hlavním p°ísp¥vkem této my²lenky je zrychlení b¥hu
IVB algoritmu, coº potvrzuje graf na Obr. 4.1.3, který byl spo£ítán na modelu ne = 6, ni = 3
s pouºitím reálných m¥°ení. Ukazuje po£et iterací IVB algoritmu pot°ebných k dosaºení kon-
vergence v jednotlivých okamºicích výst°elu. V p°ípad¥ ozna£eném jako �online� byly odhady
p°edávány, opa£ný p°ípad je ozna£en jako �o�ine�. V prvním p°ípad¥ sta£í ke konvergenci
v pr·m¥ru 7 iterací, v druhém je to 88, navíc byl b¥h algoritmu um¥le omezen na maxi-
máln¥ 100 iterací. Toto zji²t¥ní je velmi d·leºité pro p°ípadnou implementaci algoritmu pro
výpo£ty a °ízení v reálném £ase, b¥hem výst°elu. Navíc se ukazuje, ºe v o�ine p°ípad¥ IVB
algoritmus £asto konverguje do jiného lokálního minima KLD neº v online p°ípad¥ (pokud
srovnáváme p°ípady, kdy nebyl IVB algoritmus zastaven po 100 iteracích). To znamená, ºe
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Obrázek 4.1.3: Po£et iterací N pot°ebný k dosaºení konvergence IVB algoritmu v £ase t
podle zp·sobu výpo£tu.

výsledný nalezený vektor û má jiný tvar a i výsledná rekonstrukce okraje plazmatu se m·ºe
li²it. Z toho d·vodu se jako bezpe£n¥j²í jeví online p°ístup, který zaru£í konzistenci výsledk·
nap°í£ výst°elem.

4.2 Výb¥r optimálního VB modelu

Nyní se pokusíme vybrat nejoptimáln¥j²í model pro rekonstrukci okraje plazmatu. I p°es
pouºití VB regularizace se totiº ukazuje, ºe volba odhadovaných koe�cient· rozvoje toro-
idálními harmonikami ovliv¬uje kvalitu výsledné rekonstrukce. Takovouto selekci by bylo
moºné provést iterací p°es co nejvíce moºných model·, ale to je vzhledem k výpo£etní
náro£nosti zamítnuto. Místo toho m·ºeme vyuºít ARD principu VB odhadu.

Nejprve byl proveden experiment, vedoucí k výb¥ru nejinformativn¥j²ích prvk· od-
hadu. Hypotéza p°i jeho sestavování byla taková, ºe výb¥rem nejv¥t²ích prvk· odhadu
û, spo£ítaných regulariza£ním VB algoritmem, získáme model s nejinformativn¥j²ími, tedy
nejd·leºit¥j²ími prvky rozvoje toroidálními harmonikami. Pomocí EFIT byla získána synte-
tická m¥°ení na 64 magnetických a 64 sedlových cívkách. Posléze byl celý výst°el p°epo£ítán
s pouºitím modelu velmi vysokého °ádu, parametrizovaným £ísly ne = 50, ni = 13,M = 128.
Výst°el byl dále rozd¥len na 3 fáze, popsané vý²e, odd¥lené £asy t = 1, 06 s a t = 1, 22 s.
V kaºdé fázi pak byly spo£ítány pr·m¥rné velikosti jednotlivých prvk· odhadu. Pro dru-
hou fázi výst°elu jsou tyto pr·m¥rné velikosti vykresleny na Obr. 4.2.1 podle p°íslu²nosti
k jednotlivým sumám rozvoje (2.1.12) a (2.1.13). Zatímco v p°ípad¥ interních toroidálních
harmonik, zobrazených ve spodní °ad¥, je velikost nep°ímo úm¥rná po°adí £lenu rozvoje v
p°íslu²né sum¥, u externích tomu tak z°ejm¥ není a jejich velikost klesá zhruba aº od °ádu
13.

Na základ¥ této analýzy byly vybrány 3 modely °ádu M = 20, kaºdý pro jeden úsek
výst°elu, do kterých bylo vybráno 20 pr·m¥rn¥ nejv¥t²ích prvk· odhadu û. Tyto modely
jsou speci�kované v Tab. 4.2.1 pomocí index· odhadovaných £len· rozvoje ea, eb, ia, ib. Pro
názornost je uveden i zápis standardního modelu ne = 6, ni = 3 v tomto formátu. Jak
v tabulce vidíme, struktura nejv¥t²ích prvk· odhadu se mezi jednotlivými fázemi výst°elu
p°íli² nem¥ní. Zajímavé je zji²t¥ní, ºe interní harmoniky o£ividn¥ nemají do �tu tak velký
p°ísp¥vek.

K t¥mto vybranýmmodel·m bylo p°idáno n¥kolik dal²ích s rostoucím °ádemM . Srovnání
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Obrázek 4.2.1: Pr·m¥rná velikost prvk· vektoru û podle °ádu rozvoje n, podrobn¥ji viz
(2.1.12) a (2.1.13).

model ea eb ia ib
standardní (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6) (1, 2, 3, 4, 5, 6) (0, 1, 2, 3) (1, 2, 3)
sparse 1 (2, 4, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13) (1, 3, 5, 6, 7, 9, 12, 13) (0, 1) (1)
sparse 2 (2, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 13) (1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 11, 13) (0, 1) (1)
sparse 3 (2, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 13) (3, 4, 5, 6, 7, 11, 12, 13, 14) (0, 1) (1)

Tabulka 4.2.1: Speci�kace °ídkých model· °ádu M = 20.

výsledk· 22 r·zných model·, aplikovaných na reálná m¥°ení, je v Tab. 4.2.2, mezi kterými
jsou i t°i °ídké modely vybrané vý²e. Vidíme zde pr·m¥rné hodnoty maximálního rozdílu
(Hausdor�ovy vzdálenosti) mezi okrajem plazmatu získaným vlastní metodou a okrajem
spo£teným EFITem a po£tu iterací nutných ke konvergenci IVB algoritmu, rozd¥lené podle
3 fází výst°elu. Nejvíce je pro nás zajímavá hodnota DH v druhé £ásti výst°elu. Ze t°í model·
vybraných podle velikosti odhadu je nejlep²í model 2.

Zajímavé je to, ºe p°estoºe kon�gurace t¥chto t°í model· je velmi podobná, jejich vý-
sledky co do p°esnosti rekonstrukce okraje plazmatu jsou zna£n¥ odli²né. Celkov¥ mají
nejv¥t²í podobnost s výsledkem EFIT modely s nízkým po£tem interních harmonik, kon-
krétn¥ ni = 2, a to aº do °ádu ne = 12. Zárove¬ zji²´ujeme, ºe manuální výb¥r modelu
podle velikosti odhadu vede spí²e ke zhor²ení situace a je z°ejm¥ lep²í po£ítat s modelem
co nejv¥t²ího °ádu a spoléhat se na ARD vlastnost VB odhadu. P°i rozdílu v rekonstruo-
vané hranici proti EFIT hranici v¥t²ím neº 30 mm nastává v¥t²inou chyba p°i identi�kaci
x-bodu vlivem posunutí sedlového bodu v magnetickém toku mimo nádobu tokamaku. To
znamená, ºe i malá chyba v rekonstrukci magnetického toku m·ºe zap°í£init velký rozdíl ve
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výsledném tvaru hranice. Výsledná hranice je v takovém p°ípad¥ v¥t²inou zcela nesmyslná a
takové modely nelze dále uvaºovat. Vidíme, ºe se toto chování vyskytuje s rostoucí velikostí
parametru ni.

model M (ne, ni) DH1 [mm] DH2 [mm] DH3 [mm] N1 N2 N3

1 16 (5, 2) 19,12 13,11 18,83 6,08 3,42 6,44
2 18 (5, 3) 16,25 20,25 20,72 6,76 5,11 8,74
3 20 sparse1 54,92 28,34 27,38 5,28 3,13 5,17
4 20 sparse2 46,77 22,03 22,90 5,61 2,83 5,47
5 20 sparse3 141,45 136,93 187,69 14,44 7,40 6,20
6 20 (6, 3) 16,19 20,41 22,08 8,49 5,13 8,86
7 20 (7, 2) 21,10 12,22 20,17 5,82 3,65 6,24
8 22 (6, 4) 21,89 19,92 17,29 9,89 8,88 10,93
9 22 (8, 2) 21,08 12,20 20,15 5,57 3,45 6,02
10 24 (7, 4) 22,80 19,56 20,48 11,97 9,06 12,34
11 24 (9, 2) 21,08 12,21 20,43 5,47 3,32 5,78
12 26 (8, 4) 75,17 29,81 43,25 14,39 11,91 22,13
13 26 (10, 2) 21,07 12,21 19,87 5,33 3,23 5,33
14 28 (9, 4) 153,12 148,59 130,93 27,39 30,09 31,30
15 28 (11, 2) 122,45 97,41 97,92 18,26 15,70 20,44
16 30 (11, 3) 25,90 22,61 28,39 11,16 4,47 9,61
17 30 (12, 2) 21,08 12,25 19,47 5,01 3,02 4,36
18 30 (13, 1) 110,16 128,71 79,69 16,00 13,19 17,14
19 32 (10, 5) 72,74 66,19 66,95 22,81 20,66 42,07
20 40 (12, 7) 107,46 100,12 98,11 66,16 63,73 67,51
21 40 (17, 2) 172,23 156,50 180,68 8,91 6,31 9,87
22 40 (18, 1) 98,31 78,15 64,22 14,49 9,79 10,61

Table 4.2.2: Srovnání výsledk· r·zných model·, odhadnutých VB metodou, zpr·m¥rovaných
p°es v²echny okamºiky výst°elu. M je °ád modelu, (ne, ni) model dále speci�kuje, p°i£emº
modely ozna£ené jako �sparse i� jsou speci�kované v Tab. 4.2.1. DH je Hausdor�ova vzdá-
lenost spo£tené hranice a EFIT výsledku, N je po£et iterací nutný k dosaºení konvergence
IVB algoritmu, dolní index ozna£uje £ást výst°elu. Pouºita byla reálná m¥°ení.

Naopak prakticky v²echny modely s ni = 2 mají srovnatelnou p°esnost kolem 12 mm,
coº je p°i vý²ce plazmatu v °ádu 600 mm a ²í°ce 300 mm chyba 2,0%, respektive 4,0%.
Model 17 °ádu M = 30 má také druhou nejrychlej²í konvergenci a vzhledem k vysokému
po£tu odhadovaných harmonik je pro nás dále zajímavý z optimaliza£ního hlediska. Proto
se na podrobn¥j²í výsledky rekonstrukce zam¥°íme práv¥ u n¥j.

Pro detailn¥j²í srovnání rekonstrukce r·znými zp·soby jsou na Obr. 4.2.2 vykresleny
£asové pr·b¥hy r·zných geometrických parametr· VB modelu 17, výsledk· EFIT a OLS
odhadu °ádu M = 18, ukázaném na Obr. 4.1.1, který má ze v²ech zkou²eným OLS odhad·
nejlep²í výsledky DH metriky. Tyto výsledky byly spo£ítány pomocí reálných m¥°eních.
Nejv¥t²í rozdíl v rekonstrukci VB a OLS metodou vidíme ve výpo£tu x-bodu. Zatímco v
horizontální poloze (v sou°adnici r) je £asový pr·b¥h polohy x-bodu u VB modelu velmi
podobný EFIT, ve vertikální je rozdíl asi 4,5 mm (v prost°ední £ásti výst°elu). P°esnost
ur£ení polohy x-bodu je p°itom zásadní pro kvalitní rekonstrukci ostatních charakteristik
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Obrázek 4.2.2: Srovnání geometrie rekonstruovaných okraj· plazmatu pomocí dvou vybra-
ných model· s rekonstrukcí získanou EFITem. První dva obrázky ukazují polohu x-bodu,
dal²í pravý, levý, respektive horní okraj hranice plazmatu.

plazmatu. Zajímavé je, ºe v²echny 3 srovnávané zp·soby rekonstrukce zachycují stejné �uk-
tuace ve vertikální poloze x-bodu.

Výsledky OLS a VB rekonstrukce jsou si podobné nebo je VB podobn¥j²í výsledk·m
EFIT. Pro úplnost jsou na Obr. 4.2.3 ukázány r·zné £asové okamºiky, v r·zných fázích
výst°elu, a p°íslu²né okraje plazmatu, rekonstruované EFIT, OLS a VB metodami. Zjevn¥
je vid¥t vliv regularizace na tvar výsledné hranice p°i srovnání VB a OLS výsledku, kdy
VB odhad tolik nepodléhá deformacím vlivem pouºitých toroidálních harmonik i p°esto, ºe
k VB rekonstrukci je v tomto p°ípad¥ pouºito o 12 toroidálních harmonik více neº k OLS
rekonstrukci.
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Obrázek 4.2.3: Srovnání rekonstrukcí p°i pouºití OLS a VB odhadu s rekonstrukcí EFIT.
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Záv¥r

V první kapitole byl p°edstaven princip fungování tokamaku a speci�ka tokamaku COM-
PASS. Dále bylo nastín¥no fyzikální pozadí problému rekonstrukce plazmatu a zmín¥no
n¥kolik existujících postup· jeho °e²ení. Nakonec byly p°edvedeny výsledky jednoho z nich,
pouºitého v dal²ích £ástech k validaci vlastních výsledk·, spolu s p°ehledem pouºívaných
dat. V této £ásti by stálo za zváºení provedení podrobn¥j²í statistické analýzy pouºívaných
dat, která by mohla odhalit jejich vzájemné interakce. V sou£asnosti totiº není z°ejmé, zda
existuje korelace mezi m¥°eními v sousedních magnetických cívkách £i zda je p°ítomné £asové
zpoºd¥ní mezi r·znými druhy m¥°ení. Zahrnutí t¥chto jev· by mohlo vést k p°esn¥j²í de�nici
stavového modelu, odhadovaného pomocí aparátu ze t°etí kapitoly.

Druhá kapitola se zabývá analytickým °e²ením rovnic pro magnetický tok v plazmatu,
p°edstavených v první kapitole, které se skládá z °ady toroidálních harmonik. Je p°edstavena
numerická metoda, vedoucí k sestavení prostorové reprezentace magnetického toku pomocí
m¥°ení, popsaných v p°edchozí kapitole. Dále je popsáno vyuºití této znalosti k identi�kaci
okraje plazmatu. Ukazuje se, ºe nejd·leºit¥j²í podmínkou p°esné rekonstrukce je korektní
nalezení takzvaného x-bodu, tedy sedlového bodu v magnetickém toku. K jeho nalezení je
navrºeno pouºití gradientního sestupu, coº se ukázalo jako spolehliv¥j²í zp·sob neº p·vodn¥
pouºívaná Newtonova metoda. Finální £ástí druhé kapitoly je popsání vyuºití Newtonovy
metody k identi�kaci okraje plazmatu s d°íve spo£teným x-bodem. Srovnání s p·vodními vý-
sledky ukazuje výrazné zlep²ení. Kvalitní rekonstrukce je ale stále podmín¥na tím, ºe sedlový
bod v magnetickém toku se nachází na správném míst¥. Pokud je jiº rekonstrukce magnetic-
kého toku toroidálními harmonikami nep°esná, ani upravená metoda hledání x-bodu nemusí
být úsp¥²ná.

Ve t°etí kapitole je uvedena metoda odhadu stochastického stavového modelu pro výpo£et
okraje plazmatu. Konkrétn¥ je odhadován vektor parametr· báze toroidálních harmonik,
pouºitých v p°edchozí kapitole. Nejprve je zbudován matematický aparát, zaloºený na va-
ria£n¥ bayesovské aproximaci sm¥sí neznámých rozd¥lení. Posléze je navrºen tvar apriorních
distribucí modelu pro lineární regresi, z nichº je odvozen tvar distribucí aposteriorních. Uve-
den je itera£ní algoritmus, který hledá momenty t¥chto distribucí. Aplikací algoritmu na
dostupná data je ukázána jeho regulariza£ní vlastnost, kdy je ú£inn¥ redukována velikost
neinformativních prvk· odhadu. Tato skute£nost je výhodná p°i aplikaci VB aproximace
na problém z kapitoly 2. Krom¥ toho, ºe pouºití sloºit¥j²ího modelu umoº¬uje p°esn¥ji mo-
delovat zákonitosti, skryté v datech, tak vlivem regularizace je výsledný tvar ekvipotenciál
magnetického toku pravideln¥j²í (oproti odhadu klasickými nejmen²ími £tverci). To se poté
p°ízniv¥ projevuje na nalezeném tvaru okraje plazmatu. Moºné zlep²ení rekonstrukce v rámci
VB aproximace by mohlo p°inést implementování modelu, modelujícího sloºit¥j²ím zp·so-
bem varianci m¥°ení. Ta byla uvaºována jako homogenní nap°í£ v²emi pozorováními, coº
jist¥ nemusí být pravda ani po normalizaci.

V poslední kapitole byly ukázány výsledky implementace celého postupu identi�kace
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okraje plazmatu, od sestavení magnetického toku toroidálními harmonikami s pouºitím VB
odhadu, p°es identi�kaci x-bodu aº po �nální výpo£et samotného okraje. Tyto výsledky
byly spo£teny s pouºitím originálních m¥°ení a srovnány s výsledky dal²í rekonstruk£ní
metody. Byl proveden pokus o ur£ení optimální struktury odhadovaného modelu. Ukázalo
se, ºe nejlep²í výsledky co do shody tvaru plazmatu s kontrolní metodou podávají modely s
nízkým po£tem toroidálních harmonik druhého druhu.

V celé poslední kapitole také naráºíme na to, ºe p°esnost �tu regresního modelu a p°es-
nost výsledné rekonstrukce okraje plazmatu jsou spolu sice svázané, ale není mezi nimi p°ímá
úm¥ra. Sloºitost celého problému a existence n¥kolika nelineárních proces· mezi t¥mito kroky
zp·sobuje to, ºe úsp¥²n¥j²í regresní metoda nezaru£uje lep²í p°esnost ve tvaru plazmatu. Vý-
sledky je proto nutné srovnávat podle r·zných geometrických charakteristik. Nap°íklad srov-
návání podle Hausdor�ovy vzdálenosti dvou okraj· plazmatu mnoho informace o skute£ném
rozdílu tvar· zastírá, jelikoº uvaºuje jen maximální rozdíl na celém obvodu plazmatu. Je ale
dobrým globálním m¥°ítkem pro obecné srovnání. Pro komplexn¥j²í p°edstavu jsou proto u
vybraných model· ukázány dal²í geometrické charakteristiky rekonstrukce.

Dále byla v¥nována pozornost £asovému vývoji struktury odhadovaného modelu. Ta se
m¥ní spolu s tím, jak plazma prochází jednotlivými fázemi výst°elu. B¥hem st°ední fáze
výst°elu, kdy je plazma elongováno, je pom¥rn¥ nem¥nná. To bylo vyuºito k razantnímu
zrychlení výpo£tu. Zárove¬ je zde nutné zmínit, ºe by bylo vhodné £asovému vývoji v¥novat
dal²í výzkum. P°ínos by to m¥lo pravd¥podobn¥ p°edev²ím v p°echodových fázích, kdy se
zkoumané charakteristiky plazmatu rapidn¥ m¥ní. Zárove¬ by se daly detekovat p°ípadné
anomálie b¥hem výst°elu, jako nap°íklad ELMy.

P°es v²echny tyto výhrady lze prohlásit, ºe byl úsp¥²n¥ aplikován zkoumaný postup
rekonstrukce plazmatu na tokamaku COMPASS. Do²lo k výraznému zlep²ení p°esnosti
výpo£tu jeho okraje a byly navrºeny dal²í sm¥ry, kterým se zkoumání tohoto problému
m·ºe ubírat. Po cest¥ jsme se také seznámili s velice zajímavým varia£n¥ bayesovským apa-
rátem pro odhad struktury komplexních stochastických model·, vyuºitelném na velké ²kále
dal²ích problém·.
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P°íloha A

Pouºitá rozd¥lení pravd¥podobnosti a
speciální funkce

A.1 Gaussovo n-rozm¥rné rozd¥lení

Náhodný vektorX má Gaussovo (normální) rozd¥lení pravd¥podobnosti se st°ední hodnotou
µ ∈ Rn, symetrickou a pozitivn¥ de�nitní kovarian£ní maticí Σ ∈ Rn×n, je-li jeho hustota
pravd¥podobnosti pro x ∈ Rn funkce tvaru

p(x|µ,Σ) = N (µ,Σ) = (2π)−
n
2 |Σ|−

1
2 exp

(
−1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)
. (A.1.1)

N¥kdy je pouºíván tvar zápisu s �p°esnostní� (angl. precision) maticí Λ = Σ−1. Pouºití je
vhodné p°i komplexn¥j²ích manipulacích. První a druhý moment rozd¥lení mají tvar

E[X] = µ, (A.1.2)

E[XXT ] = Σ + µµT . (A.1.3)

Krom¥ t¥chto dvou základních moment· nás zajímají dal²í vlastnosti normálního rozd¥lení,
které nacházejí vyuºití p°i odvozování vztah· ve VB aproximaci.

E[XTX] =
n∑
i=1

E
[
X2
i

]
= µTµ+Tr(Σ), (A.1.4)

H[X] =
1

2
ln |Σ|+ n

2
(1 + ln 2π). (A.1.5)

Zde Tr(.) je stopa argumentu a H[X] je entropie veli£iny X s hustotou pravd¥podobnosti
p(x), daná vztahem

H[X] = E[− ln p(x)]. (A.1.6)

A.2 Gamma rozd¥lení

Dále uve¤me v tomto textu pouºívanou konvenci zápisu Gamma rozd¥lení jednorozm¥rné
náhodné veli£iny X s parametry α, β ∈ R+. Jeho hustota pravd¥podobnosti má pro x ∈ R+

tvar

p(x|α, β) = G(α, β) = βαxα−1

Γ(α)
exp(−βx). (A.2.1)
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Zde Γ(.) je gamma funkce (A.3.1). Jeho d·leºité momenty a st°ední hodnoty jsou

E[X] =
α

β
, (A.2.2)

var(X) =
α

β2
, (A.2.3)

E[lnX] = ψ(a)− ln b, (A.2.4)

H[X] = ln Γ(a)− (a− 1)ψ(a)− ln b+ a. (A.2.5)

Zde ψ(.) je digamma funkce (A.3.3).

A.3 Speciální funkce

Gamma funkce je reálná funkce, de�novaná pro x ∈ R+ jako

Γ(x) =

ˆ ∞

0
tx−1e−tdt. (A.3.1)

Generalizací gamma funkce do více dimenzí je n-rozm¥rná gamma funkce. Její p°edpis
je dán produktem jednorozm¥rných gamma funkcí.

Γn(x) = π(n−1)/2
n∏
i=1

Γ

(
x+

1− i

2

)
. (A.3.2)

Digamma funkce je de�nována jako derivace logaritmu gamma funkce, tedy

ψ(x) =
d

dx
ln Γ(x) =

Γ′(x)

Γ(x)
. (A.3.3)

Její integrální vyjád°ení má pro x ∈ R+ tvar

ψ(x) =

ˆ ∞

0

(
e−t

t
− e−xt

1− e−t

)
dt. (A.3.4)

Gaussova hypergeometrická funkce 2F1(a, b; c;x) je de�nována jako [14]

2F1(a, b; c;x) =
Γ (c)

Γ (b) Γ (c− b)

ˆ 1

0
tb−1 (1− t)c−b−1 (1− tx)−a dt, (A.3.5)

kde 0 < b < a, c, x ∈ R.
Úplný eliptický integrál prvního druhu K(m) je pro m ∈ R de�nován jako

K(m) =

ˆ π/2

0

(
1−m sin2(t)

)−1/2
dt. (A.3.6)

Úplný eliptický integrál druhého druhu E(m) je pro m ∈ R de�nován jako

E(m) =

ˆ π/2

0

(
1−m sin2(t)

)1/2
dt. (A.3.7)
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A.4 P°idruºené Legendrovy funkce P µ
ν (x), Q

µ
ν(x)

P°idruºené Legendrovy funkce prvního a druhého druhu [14] pat°í do t°ídy takzvaných
sférických harmonik. Jsou °e²ením diferenciální rovnice

(1− x2)u′′ − 2xu′ +

[
ν(ν + 1)− µ2

1− x2

]
u = 0. (A.4.1)

Jsou de�novány mnoha zp·soby, v oboru x > 1 je lze vyjád°it analytickým p°edpisem
tvaru

Pµν (x) =
Γ (ν + µ+ 1)

2µΓ (µ+ 1)Γ (ν − µ+ 1)

(
x2 − 1

)
µ/2

2F1

(
µ− ν, 1 + ν + µ;µ+ 1;

1− x

2

)
, (A.4.2)

Qµν (x) =
(−1)µ

√
πΓ (ν + µ+ 1)

2ν+1Γ
(
ν + 3

2

)
xν+µ+1

(
x2 − 1

)
µ/2

2F1

(
µ+ ν + 2

2
,
1 + ν + µ

2
; ν +

3

2
;
1

x2

)
, (A.4.3)

platným pro µ ∈ N0, ν ∈ R, kde 2F1(a, b; c;x) je Gaussova hypergeometrická funkce
(A.3.5).

Toroidálními harmonikami budeme ozna£ovat p°idruºené Legendrovy funkce s para-
metry µ = 1 a ν = n− 1

2 , n ∈ N0, vy£íslené v bipolárních sou°adnicích (A.5.2) jako

P 1
n− 1

2

(cosh(ζ)) =
Γ
(
n+ 3

2

)
2Γ
(
n− 1

2

) sinh(ζ)
2F1

(
3

2
− n, n+

3

2
; 2;

1− cosh(ζ)

2

)
, (A.4.4)

Q1
n− 1

2

(cosh(ζ)) = −
√
πΓ
(
n+ 3

2

)
2n+

1
2Γ (n+ 1) coshn+

3
2 (ζ)

sinh(ζ)

2F1

(
n

2
+

5

4
,
n

2
+

3

4
;n+ 1;

1

cosh2(ζ)

)
. (A.4.5)

Toroidální harmoniky prvního druhu P 1
n− 1

2

(cosh(ζ)) jsou rovny nule pro ζ = 0 a pro |ζ| →
∞ rostou do +∞. Toroidální harmoniky druhého druhu pak mají v bod¥ nula singularitu a
pro |ζ| → 0 klesají k −∞, naopak pro |ζ| → ∞ se limitn¥ blíºí nule. Na vzorce (A.4.4),(A.4.5)
se odkazujeme v ostatních £ástech této práce. Zárove¬ slouºí jako základ k výpo£tu derivací
podle ζ, které mají podle [7] tvar

∂

∂ζ
P 1
n− 1

2

(cosh(ζ)) =

(
n− 1

2

)
cosh(ζ)

sinh(ζ)
P 1
n− 1

2

(cosh(ζ))−

−
(
n+

1

2

)
1

sinh(ζ)
P 1
n− 3

2

(cosh(ζ)), n > 0, (A.4.6)
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Obrázek A.4.1: Srovnání hodnoty analytické a numerické derivace toroidálních harmonik
P 1
n− 1

2

(cosh(ζ)), Q1
n− 1

2

(cosh(ζ)) pro ζ = 1, n = 2. Vidíme, ºe s klesající velikostí dx (diference)

numerická derivace konverguje k analytickému výsledku.

∂

∂ζ
P 1
− 1

2

(cosh(ζ)) = −1

2

cosh(ζ)

sinh(ζ)
P 1
− 1

2

(cosh(ζ))−

−1

2

1

sinh(ζ)
P 1

1
2

(cosh(ζ)). (A.4.7)

Totoºné vztahy platí pro Q1
n− 1

2

(cosh(ζ)). Ov¥°ení t¥chto vztah· numerickou derivací je

na Obr. A.4.1.

A.5 Bipolární sou°adnice

K °e²ení Laplaceovy rovnice ∇2ψ = 0 pomocí Legendrových funkcí vede p°echod od kartéz-
ských sou°adnic (r, z) k bipolárním sou°adnicím (ζ, η) [14]. Systém bipolárních sou°adnic je
de�nován dv¥ma póly

F0 = (−r0, z0), F1 = (r0, z0), r0 > 0. (A.5.1)

Sou°adnice ζ ∈ R je rovna p°irozenému logaritmu pom¥ru vzdáleností bodu x = (r, z) od
pól·,

ζ = ln
‖x− F0‖
‖x− F1‖

= ln
d1
d2
. (A.5.2)

Sou°adnice η ∈ 〈−π, 0) ∪ (0, π〉 je de�nována jako úhel, který svírají úse£ky F0x a xF1.
Podle kosinové v¥ty

η = sgn(z − z0) arccos

(
d21 + d22 − 4r20

2d1d2

)
= sgn(z − z0) arccos

(a
b

)
. (A.5.3)

Izolinie ζ p°i za�xovaném η jsou v (r, z) kruºnice se st°edem posouvajícím se na ose
r ve vý²ce z0, pro ζ < 0 nalevo od osy z, pro ζ > 0 napravo. S rostoucí velikostí |ζ| se
polom¥r kruºnic zv¥t²uje, body s ζ = 0 leºí na ose z. Izolinie η jsou kruºnice se st°edem na
ose z, leºícím podle polarity η nad nebo pod osou r. S rostoucí hodnotou η se st°ed izolinie
p°ibliºuje (0, z0) a polom¥r kruºnice se zmen²uje. Izolinie bipolárních sou°adnic v (r, z) jsou
zobrazeny na Obr. A.5.1.

Vztah pro zp¥tný p°evod sou°adnic je dán rovnicemi
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Obrázek A.5.1: Izolinie bipolárních sou°adnic (ζ, η) kolem pól· (−1, 0) a (1, 0), vykreslené
v kartézských sou°adnicích (r, z).

r =
r0 sinh ζ

cosh ζ − cos η
, (A.5.4)

z = z0 +
r0 sin η

cosh ζ − cos η
. (A.5.5)

Parciální derivace bipolárních sou°adnic podle r a z jsou pot°ebné k výpo£tu magnetic-
kého pole B(r, z) a k výpo£tu gradientu ∇ψ. Nejprve spo£teme pomocné vzorce.

∂d1
∂r

=
∂

∂r

√
(r + r0)2 + (z − z0)2 =

r + r0
d1

,

∂d2
∂r

=
∂

∂r

√
(r − r0)2 + (z − z0)2 =

r − r0
d2

,

∂di
∂z

=
z − z0
di

, i = 1, 2,

∂a

∂r
= −4r,

∂a

∂z
= −4r(z − z0),

∂b

∂r
=

2(r + r0)d2
d1

+
2(r − r0)d1

d2
,

∂b

∂z
=

2(z − z0)

d1d2

(
d22 + d21

)
.

(A.5.6)

Ty vyuºijeme dále a z p°edpis· (A.5.2) a (A.5.3) získáme rovnice
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∂ζ

∂r
=
d2
d1

∂d1
∂r d2 − d1

∂d2
∂r

d22
=
r + r0
d21

− r − r0
d22

,

∂ζ

∂z
=
d2
d1

∂d1
∂z d2 − d1

∂d2
∂z

d22
= (z − z0)

(
1

d22
− 1

d22

)
,

(A.5.7)

a

∂η

∂r
= − sgn(z − z0)

1√
1− a2

b2

∂a
∂r b− a ∂b∂r

b2
, (A.5.8)

∂η

∂z
= − sgn(z − z0)

1√
1− a2

b2

∂a
∂z b− a ∂b∂z

b2
. (A.5.9)
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