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A.5 Bipolarni soufadnice



Uvod

Ovladnuti termojaderné reakce je velkym piislibem pro energetickou budoucnost lidstva.
Nejpokrocilejsim zafizenim pro vyzkum termojaderné reakce v plazmatu je tokamak. Zna-
lost tvaru sloupce plazmatu béhem vyboje je pro jeho kontrolu nezbytnd. S problémem
rekonstrukce vlastnosti plazmatu jsou spjaty parcidlni diferencidlni rovnice, jejichz reSeni
lze vyjadrit dekompozici magnetického toku pomoci toroidalnich harmonik. Tato prace se
zabyva pravé timto zptusobem modelovani plazmatu a jeho okraje. Béhem jeho optimalizace
je pouzita pokro¢ila technika odhadu stavového modelu, postavena na varia¢né bayesovskych
principech.

Cilem této prace je prozkoumat existujici pfistup k této problematice, popsany v [7]. K
tomu je tieba nejprve porozumét fungovani tokamaku a specifikiim tokamaku COMPASS, na
némz je zkoumané metoda testovana. Posléze je tfeba navrhnout stavovy model, popisujici
chovéni plazmatu b&hem vystielu, a metodu jeho odhadu. Poslednim tkolem je srovnani
vlastnich vysledki s vysledky konkurenc¢nich postupt rekonstrukce plazmatu.

V prvni kapitole je stru¢né predstaven princip fungovani tokamaku. Podrobnéji jsou po-
pséany parametry tokamaku COMPASS. Dale je uveden fyzikalni popis chovani plazmatu
bé&hem vystrelu a prislusné rovnice, jejichz feseni popisuje jeho elektromagnetické charakte-
ristiky. Zminéno je nékolik riznych pfistupu k rekonstrukci plazmatu. Na konci prvni ka-
pitoly jsou pfedstavena data, naméfend na tokamaku COMPASS, a vysledky rekonstrukce
pomoci kédu EFIT, ktery v dalsich ¢astech slouzi k validaci vysledkii.

Ve druhé kapitole je podrobné popsana metoda rekonstrukce plazmatu pomoci fady to-
roidélnich harmonik. Nejprve je uvedeno analytické feseni udavajici prostorové rozlozeni
magnetického toku . Déle je rozebrana numerickd metoda, kterd toto feseni aproximuje
posloupnosti kone¢né délky pomoci tidajii, naméfenych na magnetickych sondach v okoli
komory tokamaku. Ve druhé ¢asti kapitoly je ukdzano, jak se znalosti magnetického toku
nalézt okraj plazmatu. Zvl4stn{ diraz je kladeny na metodu hledani x-bodu. Ta byla oproti
pivodnimu algoritmu upravena pro potieby pouziti na COMPASSu. Ukéazéany jsou vysledky
upravené metody identifikace okraje, srovnané s puvodni implementaci a s vysledky ziska-
nymi pomoci EFIT.

Soucasti numerické metody je vypocet koeficienti rozvoje metodou nejmengich Ctverci.
Ve druhé kapitole je naznacena nutnost ziskané feSeni regularizovat. Proto se tieti kapitola
zabyva regulariza¢ni technikou odhadu, které je zalozena na varia¢né bayesovskych princi-
pech, a kterd ma nahradit metodu nejmensich ¢tvercti. Nejprve je nastinén princip variacné
bayesovského piistupu k modelovani smési nezndmych rozdéleni pravdépodobnosti. Je uve-
dena hlavni véta VB metody, davajici ndvod k jeji aplikaci. Stru¢né je popséno praktické
pouziti této metody a je uveden jednorozmérny piiklad, ilustrujici diive popsané postupy.
Podle popsanych principt a tvaru zvoleného regresntho modelu jsou odvozeny piedpisy pro
itera¢ni algoritmus, hledajici feSeni linedrniho problému z druhé kapitoly. Na konci tieti ka-
pitoly jsou ukdzany nékteré vysledky aplikace VB metody na datech z tokamaku COMPASS.



V posledni kapitole jsou ukdzany vysledky kompletniho kédu, slozeného z ¢asti z ptivodni
metody a z Casti z postupl popsanych v kapitolach 2 a 3, ziskané jeho aplikaci na data
z tokamaku COMPASS. Srovnani vysledkt rekonstrukce je provedeno oproti pivodni im-
plementaci a oproti vysledkim EFIT. Z nékolika riznych nastaveni kédu je vybrano jedno,
nejvice se blizici vysledktim EFIT. Ve strucnosti je rozebran ¢asovy vyvoj VB modelu a je
ukdzano, jak je mozné vyuzit jeho pomalé zmény k optimalizaci vypoctu.
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Kapitola 1

Tokamak COMPASS

V této kapitole se nejdiive sezndmime s principem fungovani tokamaku a se specifiky zatizeni
COMPASS. Poté bude rozebran problém méfeni a rekonstrukce vlastnosti plazmatu a fyzi-
kalni popis jeho chovani. Budou zminény existujici algoritmy rekonstruujici plazma. Nakonec
budou predstaveny vysledky rekonstrukce pomoci jednoho z nich na datech, naméfenych na
tokamaku COMPASS.

1.1 Popis tokamaku

Tokamak (TOroidalnaja KAmera i MAgnitnyjne Katuski - toroidalni komora a magnetické
civky) je experimentélni zafizeni slouzici k tvorbé a kontrolovani vysokoteplotniho plazmatu
pomoci magnetického pole. Hlavni termonukledrni reakci pro budouci vyuziti jako fazni
elektrarny je slucovani deuteria a tricia, pfi némz vznika helium a rychly neutron, ktery je
primarnim nositelem vystupni energie. Pokud by se podafilo plazma v tokamaku efektivné
udrzet a tuto reakci kontrolovat, prebytecnou tepelnou energii by bylo mozné vyuzit k vy-
robé energie elektrické. Takovyto zpusob ziskdvani energie by byl vysoce ucinny, ekologicky a
s prakticky nevycéerpatelnou zasobou paliva. Piekidzkou ke kontrolované termonuklearni fuzi
je podminka vysoké teploty plazmatu a dostate¢né doby udrzeni. Podle Lawsonova kritéria,
které ur¢uje podminky pro samoudrzitelnou termonuklearni fuzi, je k prekonani Coulom-
bovskeé hranice (ptisobeni odpudivych elektromagnetickych sil mezi ¢asticemi) nutné teplota
v fadu 10® K [12]. Protoze pfimy kontakt s jakymkoliv jinym materidlem je p¥i takovychto
teplotach vyloucen, v tokamaku se k udrzeni a tvarovani sloupce plazmatu vyuziva silného
magnetického pole.

Tokamak COMPASS (COMpact ASSembly, [17]) se nachazi v Ustavu fyziky plazmatu
AV CR v Ladvi. Pitvodng byl spustén a provozovén v anglickém Culhamu, kde slouzil ang-
lické vyzkumné agentuie UKAEA k vyzkumu plazmatu. Parametry plazmatu v tokamaku
COMPASS jsou v nékterych ohledech podobné tém v tokamaku ITER, nejambiciéznéjsim
projektu vyzkumu termojaderné fiize. COMPASS je jednim z nejmensich tokamak, schop-
nych dosahovat H-mo6du' pouhym ohmickym ohfevem?. Je tedy vhodnym kandidatem pro
studium specifickych jevii (ELM, pedestal, atd., viz [12], [16]), jez jsou dulezité pro pocho-
peni chovani plazmatu a jeho udrzeni v rovnovaze.

Komora tokamaku COMPASS ma tvar toroidu, na priifezu ve tvaru pismena D. Pri-
marnim zplsobem vytvofeni plazmatu je ohmicky ohfev. V tokamaku se nachézi centrélni

!Plazma ve vyssim energetickém stavu, kdy je snadné&jsi dosahnout samoudrzitelného plazmatu.
2Ohfev plazmatu je zpisoben elektrickym proudem, prochézejicim ionizovanym plynem.
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Obréazek 1.1.1: Prifez tokamakem COMPASS.

solenoid, napojeny na primérni vinuti. V komofe je pak rozptylen slabé ionizovany plyn,
tvorici sekundarni zavit transformatoru. P¥i zméné proudu v primarnim vinuti se v plynu
indukuje proud, coz ma za nasledek velmi rychly ohfev plynu na teploty v fadu desitek mi-
liond K a vznik plazmatu. Ohmicky ohiev ale neni dostate¢ny pro ohiev na teploty potiebné
pro efektivni fizni reakci. Je nutné pouzit dalsi zptisoby ohfevu, jako vstfikovani proudu ne-
utralnich ¢astic (neutral beam injection, NBI) ¢i ohfev pomoci mikrovin. Schematicky prufez
tokamakem COMPASS je na Obr. 1.1.1.

Zakladnim stavem plazmatu je tzv. ekvilibrium, pfi jehoz dosaZeni na plazma neptisobi
z4dné sfla. K dosazeni ekvilibria v tokamaku je t¥eba vytvofit dodate¢né vertikidlni magne-
tické pole pomoci vnéjsich, tzv. poloidalnich civek. K vytvoreni uréitého tvaru plazmatu,
typicky elipsy nebo D-tvaru, a také vzhledem k nestabilité plazmatu a nutnosti jeho udrzeni
v dostate¢né vzdalenosti od stén komory (s ohledem na jeji erozi a na energetické ztraty) je
nutné pouziti systému vice poloidélnich civek, umisténych kolem tokamaku. Na tokamaku
jsou také civky toroidalni, které ovsem zasahuji do magnetické rovnovahy jen nep¥imo. Nazvy
jsou dané smérem vytvafeného magnetického pole vzhledem ke geometrii komory. Toroidaln{
civky udrzuji plazma v ob&hu v komoie tokamaku, poloidalni pak slouzi k jeho tvarovani
v poloidalnim sméru a udrzovani v dostatecné vzdélenosti od stén. K stabilizaci plazmatu
ve vertikdlnim sméru slouzi horizontalni magnetické pole, tvofené proudy indukovanymi
v komote a aktivnimi poloidalnimi civkami.

1.2 Rekonstrukce plazmatu

Pro optimalizaci provozu tokamaku je nezbytné zavedeni zpétnovazebného fizeni tvarujicich
civek v prubéhu vystielu. Zpétné fizeni v tokamaku COMPASS v soucCasnosti vychazi ze
zékladnich udaju o vysce, ifce a poloze barycentra plazmatu [10]. MoZnost v redlném case
dostatecné presné rekonstruovat tvar okraje plazmatu by zlepsila robustnost kontrolniho sys-
tému a rozsitila moznosti studia fyzikalnich jevi, které zavisi na tvaru plazmatu. K zjisténi
aktudlniho stavu plazmatu je v okoli tokamaku umisténo mnozstvi civek, méFficich bud
lokalni magnetické pole B, nebo ¢asovou zménu magnetického toku . Na tokamaku COM-
PASS existuje pomérné velké mnozstvi magnetickych diagnostik, pro rekonstrukeci tvaru
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Obrézek 1.2.1: Schéma prifezu tokamakem spolu s rozmisténim méficich a tvarujicich civek.
B probe je oznaceni civky méfici velikost magnetického pole, flux loop je civka méFici mag-
neticky tok v a ¢, je oznaceni poloidalni civky tvarujici plazma. Dale jsou naznaceny
ruzné kiivky, vztahujici se k problému rekonstrukce plazmatu. Limiter je vnit¥ni povrch ko-
mory tokamaku. MnoZina oznacend (2, je samotné plazma, ohranic¢ené ¢arkovanou hranici.
Ve spodni ¢ésti se hranice kiizi, toto misto se nazyva z-bod. Jeho sledovani je dilezité pro
udrzeni stability plazmatu. Prevzato z [7].

plazmatu se ale pouziva jen 16 Rogowského civek méticich poloidalni B a 4 sedlové civky
métici ¢ [25].

Kromé civek, méficich B a 1, jsou na tokamaku COMPASS instalovany dalsi diagnos-
tiky, umoznujici pfiblizny odhad okraje plazmatu. Konkrétné se jednd o méfeni vlastnosti
plazmatu Thomsonovym rozptylem laserového svazku [6] a svazkem lithiovych iontu [2].
Pouziti téchto tidaju k p#ibliznému urceni okraje plazmatu je v principu mozné, jejich ne-
vyhodou je ale urc¢eni vzdalenosti plazmatu od okraje komory jen v jednom bodu.

Nyni bude popséan stru¢ny postup rekonstrukce vlastnosti plazmatu béhem vystielu. Bu-
deme pouzivat cylindrické soutadnice (r, ¢, z). Diky symetrii plazmatu v toroidalnim sméru
se milZzeme omezit pouze na dvojici kartézskych soufadnic (r, z). Pfi znalosti magnetického

toku (7, z) muzeme urcit Cauchyho okrajové podminky na uzaviené kiivce I' (viz Obr.
1.2.1)

g="1, (1.2.1)

h = O, (1.2.2)
kde 0, je hodnota parcidlni derivace ve sméru normély I'. Zadéni okrajovych podminek
je pritom netrivialni z divodu mozné asymetrie k¥ivky I', na které se nalézaji méfici civky,
a z toho vyplyvajici nemoznosti prosté interpolace méteni. Pfedpokladame pfitom, ze k¥ivka
I" se nachéazi v oblasti D (ohrani¢ené vnitini stranou komory a kiivkou 0€2), ktera neobsahuje
ani poloidalni civky, ani plazma, a ve které tedy plati Gaussiv zédkon ve tvaru (viz napf.

[11])
—A*)p = 0. (1.2.3)
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Diferencialni operator A* ma tvar

1 1
A= (LO), 01 0 (1.2.4)
or \ uor Or 0z \ por 0z
kde po je permeabilita vakua. Pro ostatni oblasti v tokamaku plati podobné vztahy, modi-
fikované podle piitomnosti zdroji proudu, ve tvaru

—A*¢ = jp(wa T)Xﬂp’ v Qa (125)

A% = jp(,m)xq, + ZjCkXQCk, v Qo, (1.2.6)
%

kde j, je proudova hustota v plazmatu, jc, je proudova hustota v k-té poloidalni civce )¢,
(kterou umime méfit) a x je indikatorova funkce.

Okrajové podminky g, h jsou spolu se znalosti jo, , v dalsim kroku pouZity pro vyfeSeni
Grad-Schafranovovy rovnice [22],

A% = —por?p' (V) — ug f () (1.2.7)

ktera urcuje prostorové rozmisténi j, pomoci neznamych funkei p', ff/, identifikovanych
programem rekonstruujicim ekvilibrium. Zde ’ je parcialni derivace podle ¢, p(¢) je tlak
a f = rB, uruje magnetické pole. Se znalosti feSeni rovnice (1.2.7) je pak dostupna kom-
pletni znalost magnetické konfigurace plazmatu.

K feSeni ulohy rekonstrukce vlastnosti plazmatu existuje nékolik kodu. Prikladem je
Equinox [5] nebo EFIT [13]. K pfimému vypo¢tu pak slouzi napiiklad kod FREEBIE [1].
Nés bude dale zajimat kod VacTH |[7], piuvodné slouzici k urceni okrajovych podminek
(1.2.1),(1.2.2) jako vstupu pro Equinox. VacTH k rekonstrukci (r, z) pouziva explicitni
feSeni rovnice A*y = 0 pomoci rozkladu toroidalnimi harmonikami. Vedlejsim produktem
VacTH je urceni okraje plazmatu, jehoz urceni je ale hlavnim cilem této prace. V dalsi ka-
pitole bude algoritmus VacTH popsan podrobnéji. VSechny zmihované kody jsou pouzivany
pro tokamak COMPASS [24].

1.3 Data z tokamaku COMPASS a rekonstrukce pomoci EFIT

Data pouzivana dale v této praci pochézi z vystielu ¢islo 9339. EFIT rekonstrukce byla
provedena v 330 okamZzicich, mezi nimiz je ¢asové prodleva 1 ms. Nas budou zajimat i vstupni
udaje, které pochézeji piimo z magnetické diagnostiky, pro EFIT jsou ale jesté filtrovany,
aby se odstranil vysokofrekven¢ni Sum. Konkrétné se jedna tyto méreni - udaje o proudech
v poloidalnich vinutich Ipp, tdaje z magnetickych civek méticich lokalni magnetické pole
B, ze sedlovych civek méficich magneticky tok ¢ a tudaje o velikosti proudu v plazmatu I,.
Aktualni pouzivané rozmisténi mé¥icich civek je na Obr. 1.3.2. Kromé méfeni jsou vstupem
pro plazma rekonstruujici kod geometrické tidaje tokamaku — poloha méficich a tvarujicich
civek a tvar vnitiniho okraje nadoby.

Vystupem rekonstrukce EFIT je kompletni diagnostika stavu plazmatu, spocitana z fil-
trovanych méteni Ipp,B,v a Ip. Jeji soucasti je vypocet okraje plazmatu. EFIT mimo jiné
fituje méreni, popsana vyse, vlastnimi hodnotami. Kromé toho je moZné pomoci vystupt
EFIT nasimulovat syntetické méfen{ i v mistech, kde se zadné méfici civky nenachazeji.
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Obrézek 1.3.1: Casové pribéhy velic¢in pouzitych pii rekonstrukci plazmatu, naméfenych na
tokamaku COMPASS. B je velikost magnetického pole, namérend na magnetickych civkach.
1 je velikost magnetického toku, naméiené na sedlovych civkach. I, je proud v plazmatu a
Ipr jsou proudy v poloidalnich vinutich.

V dalsich ¢astech prace budeme rekonstrukci okraje plazmatu pomoci EFIT srovnévat
s vysledky vyvinuté metody. Vzhledem k tomu, ze EFIT je v soucasnosti na COMPASSU
pouzivan k rekosntrukci okraje plazmatu a jeho vysledky byly validovany, bude jeho rekon-
strukce povazovana za etalon pfi pouziti stejnych vstupt obou kéodda.

Vizualizace méfeni ziskanych pii vystielu 9339 je Obr. 1.3.1. Na nékterych méfenich je
mozné pozorovat zménu pii piechodu plazmatu mezi stavy (z kruhového do plazmatu ve
tvaru D a zpét) a ustéleny stav pii udrzovani elongovaného plazmatu. Oznacme relativni
rozdil mezi méfenim B a hodnotou rekonstruovanou pomoci EFIT B jako

AB = |(B- B)/B|, (1.3.1)

a stejné pro magneticky tok . Na Obr. 1.3.3 je pak dédna do souvislosti velikost relativni
chyby rekonstrukce EFIT v ¢ase a poloha mé¥ici civky. Obecné plati, Ze nejvétsi chyby jsou
na civkach, které se nachézeji na hornim a dolnim okraji komory, kde se nachézeji ¢asti
okraje plazmatu necitlivéjsi na presnost rekonstrukce, jako napiiklad x-bod. K presnéjsi re-
konstrukci by tedy mohlo vést zpresnéni méreni v téchto ¢astech ¢ pridani dalsich méricich
civek. Déle je z grafu patrné, ze pii prechodech plazmatu mezi stavy vykazuje rekonstrukce
pomoci EFIT nejvétsi relativni chyby vicéi méfeni na magnetickych a sedlovych civkach.
Miize zde napfiklad dochézet k casovému zpozdéni nékterého z méfeni a néasledné syste-
matické chybé zpusobené nekonzistenci ve fyzikalnim modelu, ktery je na pozadi metody
rekonstrukce.
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vnitinimu okraji nddoby. P g jsou poloidélni tvarujici civky, B jsou magnetické civky a 1 jsou
sedlové civky méfici magneticky tok.
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Obrézek 1.3.3: Vyvoj tvaru okraje plazmatu a relativni rozdil mezi hodnotami magnetického
pole B a magnetického toku v naméfenymi na civkach a hodnotami zrekonstruovanymi ko-
dem EFIT v ¢ase. Vybarvena plocha je pfimo timérna velikosti relativni chyby. Primérna
chyba rekonstrukce B je 5%, u v jsou to 4%, v okamzicich, kdy se v plazmatu tvoii x-
bod, vak chyba stoupé az do fadu 103%. Cernou linkou je vyznacen vnitini okraj komory
tokamaku.
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Kapitola 2

Rekonstrukce plazmatu toroidalnimi
harmonikami

V této kapitole bude uveden popis metody rekonstrukce plazmatu kédem VacTH, ktery je
popsany v [7], a ktery vyuZiva reprezentaci magnetického toku toroidalnimi harmonikami.
Nejprve se seznamime s matematickym pozadim problému a posléze bude predstavena nu-
merickd metoda. Budeme se zabyvat vysledky rekonstrukce plazmatu pomoci VacTH, jehoz
vstupy jsou data z tokamaku COMPASS, pfedstavena na konci piedchozi kapitoly, a srovné-
nim s rekonstrukci pomoci EFIT. Protoze se ukazalo, Ze piivodni implementace nedosahovala
pii preneseni VacTH na COMPASS dostate¢né kvalitni rekonstrukce okraje plazmatu, bude
navrzena jeji modifikace. Zavérem kapitoly srovname vysledky upravené identifikace okraje
plazmatu s vysledky EFIT.

2.1 Dekompozice magnetického toku iy pomoci toroidalnich
harmonik
2.1.1 Analyticky popis problému

K urceni okrajovych podminek (1.2.1) a (1.2.2) magnetického toku (7, z) vyuzijeme analy-
tického feSeni rovnice s Dirichletovou okrajovou podminkou

~A*p=0v D, (2.1.1)

¢ =una dD, (2.1.2)
kde D je oblast, popsana v predchozi kapitole. Regenf téchto rovnic lze vyjadrit ve tvaru
Yrm(x) = PFh (x) + Pif (), (2.1.3)

et ro sinh

7 () :\/coshg“— (:osn>< ( )
oo 0 2.1.4
{Z ale}l_l/z(cosh ¢) cos(nn) + Z ble}l_l/Q(cosh Q) sin(nn)} ,

n=0 n=1
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ro sinh ¢

v/cosh ¢ — cosnx
(2.1.5)
{Zan 1—1/2(cosh () cos(nn) —|—an ol 1/2((:oshC)s.in(7”m)},

Q/)mt ( )

n=1

kde Q! I/Q(COShC) ol 1/2(coshC) jsou toroidalni harmoniky (A.4.4), (A.4.5), ({,n) jsou
bipolarni soufadnice (A.5.2),(A.5.3) a a,bS,a’, b, jsou koeficienty rozvoje. Dale v této

n’ n» 'n’
kapitole se drzime znaleni z = (r,z2). Clen wmt pfedstavuje magneticky tok, generovany

proudy, tekoucimi uvniti oblasti D, 954, je magneticky tok ze zdroji lezicich mimo D.

K dplnému urceni ¢(x) je potfeba k magnetickému toku urc¢eném toroidalnimi harmo-
nikami pFicist piispévek, generovany zndmymi proudy, tekoucimi poloidalnimi civkami. Ten
ziskdme integraci a souCtem pies jednotlivé poloidalni civky Cp,

= Z/C jo, Gy, x)dy, (2.1.6)
k k

kde jc, je hustota proudu v civce a G(y,z) je Greenova funkce, spliujici —A*G(y,z) =
(y—=z),r>0aG(y,z) — 0 kdyz ||| — oo nebo r — 0. Celkova hodnota magnetického
toku je pak dana prostym souctem

w(ac) = wTH(‘T) + 1/)0(33) (2.1.7)

2.1.2 Numericki metoda
Obecné lze tento postup uplatnit, pokud jsou k dispozici 3 druhy méfeni:
1. Ny méfeni z civek méficich magneticky tok v bodech a:{ = (! ], %] 2, Pers s ap(x {)

2. Ng méteni ze sedlovych civek méficich gradient magnetického toku mezi dvéma body
aj, @, 0 = (o)) — v(af),
3. Np mé&feni z civek magnetického pole v bodech 2P a smérech d;, BI¢* ~ B(xP)d;.

Odhad piispévku poloidalnich civek 1o (x) spoc¢teme numerickou integraci

=3 ) —Glerg ), (2.1.8)
w1k

kde I}, je celkovy proud, protékajici civkou k, ny je pocet zavitt civky a cg; = (riy, zx,1) je
poloha stifedu jednoho zavitu. Greenova funkce G(cy, x) je pak spocitana jako

Gleny, ) = % VIR ((1 . m2> K(m?) - E<m2)) , (2.1.9)

m

4ryr
= : . 2.1.1
\/(Tk,z +7)% + (2 — 2k0)? (21.10)

Zde K(m), E(m) jsou tiplné eliptické integraly prvniho a druhého druhu, (A.3.6) a (A.3.7).

Od hodnot na méfFicich civkach je odecten, pro kazdou civku zvlast, ptispévek o(z).

Ziskdme tak veli¢iny zﬁimeas,éid}meas a Bime“s . 'V dalgim kroku sestavime odhad rozkladu

magnetického toku @TH(x) pomoci kone¢né Ffady toroidalnich harmonik ve tvaru

dri(x) = P55 (@) + P (@), (2.1.11)
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ro sinh ¢

Text

(o) —— e
" ng (2.1.12)
Za Q- 1/2(cosh ¢) cos(nn) 4—21)e n—1/2(cosh ¢) sin(nn) o,
n=0 n=1

wint ro sinh ¢

VER(®) = Joahe — o
" n (2.1.13)
ZanPn 1/2(cosh ¢) cos(nn) +anPn 1/2(cosh ¢) sin(nn)
n=0 n=1

Finalnim krokem je feSeni normalni rovnice spojené s minimalizaci cenové funkce

Ny - 5
(¢ ( ) ¢meas _ l,¢’meas B Bmeas)
J(u) = g
(u) Z — +Z +Z . (2.1.14)
=1 !
kde 0]20, 02 a 0% jsou znamé (predpokladané) mé¥ici chyby na pifslusnych civkach. Optima-
lizace je pfitom provedena pro vektor u neznamych koeficienti v rozvoji (2.1.12), (2.1.13)
u = (ag,...,azg, i,...,bgg,ag,...,a;é, i,,b;i) (2.1.15)

Problém minimalizace (2.1.14) se pfeklada do hled4ani neznamého vektoru w v rovnici
diag(w)y (v, B)T = diag(w)a(y, B)u + e, (2.1.16)
kterou pro dalsi uziti prepiS§eme do tvaru
Y =Au+e. (2.1.17)

Plati, Ze y(v, B) € RY je vektor hodnot (pro N = Ny + N+ Np), naméfenych jednotlivymi
civkami a ztransformovanych pomoci

1 oY oY
B =—|-—=,= 2.1.18
o) =1 (-50.50) (2.118)
jednotné do hodnot magnetického toku. Dale plati, ze
w = (O-;lv e 70-]717 Ugla e )0;1)051) T UBl) (2119)
\—v—/ \~
Nf N NB

je vektor pfesnosti méficich civek (diag(.) je diagonalni matice s prvky argumentu na di-
agondle). Kazdy fadek matice a(, B) € RV*M M = n¢ + nf + n’ + ni obsahuje vy¢isleni
toroidalnich harmonik (2.1.12) a (2.1.13) v bodé, kde se naléza jedna mécici civka. Chy-
bovy ¢len e € RY je bily sum (normélné rozdélena veli¢ina s nulovou stfedni hodnotou a
konstantnim rozptylem nap¥i¢ méfenimi).

Rovnice 2.1.17 je v ptivodni implementaci VacTH feSena obycejnymi nejmensimi ¢tverci.
Numericka Fesitelnost této tlohy je znacné citlivi na pocet stupit rozvoje nz,né, jejichz
pocet je vhodné volit obecné mensi nez pocet externich harmonik ng, ny. Dal§im faktorem
ovliviwjicim pfesnost rekonstrukce je volba polu Fj bipolarnich soufadnic, viz (A.5.1), na
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Obrézek 2.1.1: Vysledek modelovani magnetického toku ¢ (r, z) toroidalnimi harmonikami.

némz zavisi vycisleni pievodu (r, z) — (¢,n). Typicky by mél pfedstavovat magnetickou osu
plazmatu.

Vysledny vektor w lze pouzit k rekonstrukei ¢(z) v libovolném bodé soutradnicového
systému (7, z). Primarné slouzi k rekonstrukci okrajovych podminek (1.2.1) a (1.2.2) na
kiivce I', v dalsi ¢asti této kapitoly bude uvedeno jeho vyuziti k identifikaci okraje plazmatu.

Numerickd metoda rekonstrukce magnetického toku toroidélnimi harmonikami, popsané
v této Casti, byla implementovana v jazyku Python mimo ptivodni k6d VacTH, napsany v
C++. To umoznuje snadnéjsi kontrolu vystupt a jednodus§§i upravu ostatnich ¢asti kodu,
jako je identifikace okraje plazmatu ¢i hledani regularizovaného vektoru u. K vypoctu toro-
idalnich harmonik je pouzita FORTRANovskd procedura DTORHI [21]. Pfiklad finélniho
vystupu této implementace v podobé magnetického toku (7, z) je na Obr. 2.1.1. Pouzit byl
nejprve model fadu M = 20 pro rizné casové okamziky, kdy lze pozorovat postupné tva-
rovani ekvipotencial. Posléze byly pouzity modely rtizného fadu v jednom case s ptridanim
syntetickych mé¥eni, spo¢itanych pomoci EFIT (proto, aby byl dobf¥e podminén problém
(2.1.16)).

Zajimava je oblast kolem barycentra F; = (0.56,0.0), kde vidime charakteristickou
vlastnost rekonstrukce toroidalnimi harmonikami, zpisobenou jejich limitnim chovinim v
blizkosti barycentra. Simulovany magneticky tok rapidné pfechézi mezi velmi vysokymi a
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nizkymi hodnotami a pozorujeme charakteristické ”vinéni” v této oblasti. Pro rekonstrukci
okraje plazmatu ¢i urceni hodnot ¢ (r, z) na kiivce I" toto chovani nema velky vyznam, do-
kud se s rostoucim M nezacne zvétSovat i diskutovana singulérni oblast. V takovém ptipadé
je vysledny tvar okraje plazmatu zna¢né nepravidelny ¢i nelze sestavit.

S ohledem na tato zjiSténi, navic podpofené omezenym poctem 20 méfeni v redlné kon-
figuraci COMPASSu, se nabizi moznost zlepSeni rekonstrukce regularizaci FeSeni rovnice
(2.1.16). Vnesenim penalizace za slozitost modelu mizeme poé&itat s modelem vyssiho fadu
a z néj vybrat jen nejvice informativni ¢leny. Navic regularizace penalizuje velikost prvku
odhadu w, ¢imz se muze efektivné snizit velikost oblasti, postizené singuldrnim chovanim
toroidalnich harmonik. Autofi pivodniho ¢lanku mluvi o regularizaci pouze v souvislosti s
vybérem kone¢ného poctu toroidalnich harmonik. V dalsi kapitole se pokusime o piedstaveni
regulariza¢ni techniky, kterda nahradi odhad u metodou nejmensich ¢tverci.

2.2 Hledani ekvipotencialy v plazmatu

Okraj plazmatu je definovén jako nejvétsi ekvipotenciala ¢ (r, z) neprotinajici sténu komory
[19, 7]. Urcujicim bodem hledané ekvipotencialy je bud bod doteku plazmatu s vnitikem
komory nebo x-bod. X-bod se pfFitom vyskytuje jen u elongovaného plazmatu ve tvaru D.
Po nalezeni bodu, definujiciho ekvipotencialu, 1ze okraj plazmatu nalézt riznymi zptsoby.
Jeden ze zpiisobi, vyuzivajici Newtonovu metodu hledani kofenu funkce, bude popsan déle.

Pti volbé mezi pouzitim x-bodu a bodu dotyku plazmatu s komorou méa vzdy prednost
x-bod, pokud je nalezen. Pokud x-bod neni nalezen, jako misto dotyku plazmatu s komorou
je vybréan ten bod komory, na kterém je nejnizsi (nejvyssi zaporna) hodnota ¢ (r, z). Jelikoz
nalezeni (7, z) na bodech definujicich vnitiek komory je trividlni, déle se zaméfime na
nalezeni x-bodu.

2.2.1 Hledani x-bodu

Existuji konfigurace tokamaki, ve kterych je pfi vyst¥elu v plazmatu x-bodu vice [12]. V
tokamaku COMPASS se x-bod vyskytuje jen jeden, ve spodni ¢asti komory. X-bod Ize nalézt
jako sedlovy bod v 9 (r, z). V sedlovém bodu funkce f : R™ — R plati V f = 0, hessidn

2f of ... _9f
27 0x10x2 0x10%n
2f 2f .. 9%
2
V2f _ Oxo0x1 23 O0x20xn (221)
0xndr1  Oxndx2 ox2

mé zapornd i kladnd vlastni ¢isla a jeho determinant je tedy pro piipad n = 2 zéporny.
Vsechny tyto vlastnosti, spolu se vztahem (2.1.18), nam pomohou pii hledani x-bodu. Hle-
déani sedlového bodu v ¥ (r, z) je ekvivalentni s hledanim minima B(r, z), k ¢emuz existuje
fada postupd.

2.2.2 Gradientni sestup

Jednim z nich je gradientni sestup (anglicky gradient descent) [3]. Vyuziva geometrickou
interpretaci gradientu k iterativnimu hleddni minima funkce f : R®™ — R. Po zadani vycho-
ziho bodu zg€R"postupuje v kazdém kroku proti sméru gradientu do vzdalenosti definované
¥n € R. Jeden krok algoritmu lze popsat rovnici
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Algoritmus 2.1 Gradientni sestup

1. Inicializace xg, pocCitadla iteraci n = 0, volba zastavovaci podminky ¢ a mnoziny G
prohledavanych hodnot parametru -, .

2. Spocteni V f(x,).
3. Volba y,=argmin,eq {f (xn, — YV f (2n))}.
4. Nova hodnota zp41 = 2, — VWV f(zy), n =n+ 1.

5. Konec, pokud plati ||V f(zn+1)|| < €, jinak névrat do bodu 2.

Tnt1 = Tn — WV (2n), (2.2.2)

pricemz tento krok je opakovian do dosazeni konvergence. Pfi splnéni predpokladi, kla-
denych na funkci f (f musi byt konvexni a V f Lipschitzovskd) a vhodné zvolené velikosti
parametru 7y, je garantovano nalezeni lokalniho minima [18].

Tento relativné jednoduchy navod k nalezeni minima vicerozmérné funkce ma vyhodu
rychlosti. Velkd pozornost musi byt vénovana volbé ~,. Pokud je parametr fixni po celou
dobu béhu algoritmu, algoritmus bud konverguje velmi dlouho (pfi volbé p#ili§ malé hod-
noty), nebo hledané minimum piekro¢i a nikdy do né&j nezkonverguje (pii volbé pfilis velké
hodnoty). Proto budeme v ramci jednoho kroku hledat optimélni vzdalenost, po niz méame
smér dany —V f(x,) sledovat. V literatufe je tento postup nazyvan ezact line search a
spliiuje tzv. Goldsteinovu podminku [15]. Podrobny popis gradientniho sestupu je shrnut v
algoritmu 2.1.

Optimalizace hledéni ~, pfindsi vypocetni zrychleni a presnéjsi konvergenci. V naSem
pfipadé budeme optimalizovat normu vektoru magnetického pole ||B(r,z)||, které ma v
sedlovém bodé (7, z) minimum o hodnoté 0. Toto minimum je nami hledany x-bod. K
vypoctu gradientu ¥ (r, z) pouzijeme teoretické vztahy z oddila 2.1.2, A.4 a A.5 pro vypocet
Vg (r, z) a numerickou derivaci pro vypocet Vipo(r, 2).

Na Obr. 2.2.1 je demonstrovana ukéazka aplikace gradientniho sestupu k hledéni x-bodu
na magnetickém toku ¢ (r, z) nalezeném pomoci rozkladu do toroidalnich harmonik. K jeho
sestaveni byla pouzita méfeni, simulovana pomoci EFIT. Nejprve je na 2.2.1a vyznafena
oblast hledéni x-bodu. Zarovei je barevné vyznalena intenzita magnetického toku (r, 2)
a vnitini okraj komory tokamaku. MiZeme pozorovat, Zze magneticky tok smérem k okraji
komory tokamaku monoténné roste, s vyjimkou spodniho okraje, kde se za okrajem ko-
mory nachdazi lokalni minimum. Jak uvidime déle, tato skutec¢nost muze ztézovat identifikaci
x-bodu, potazmo okraje plazmatu.

Déle na 2.2.1b je nakreslen samotny postup gradientniho sestupu. Pozorujeme rizné
velké kroky v zévislosti na hodnot€ ~, pouzité v kazdém kroku. Jeji hledani zna¢né zrychluje
nalezeni x-bodu, ktery je v tomto pfipadé nalezen jiz po 6 krocich. Jako mnozina G z
algoritmu 2.1 byla pouzita posloupnost 10 hodnot, rozmisténych logaritmicky daleko od sebe
na intervalu (107!,107%). V n-tém kroku algoritmu je sice navic iterovano mezi hodnotami z
mnoziny G, vy¢islovini hodnoty hledané funkce ve zndmém sméru je ale levnéjsi operace nez
samotny vypocet gradientu. Pro praktickou implementaci je ziejmé velmi dilezitd vychozi
hodnota xg a volba prohleddvané mnoziny vah G tak, aby byla konvergence zajisténa ve
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(c) kontura v (r,z) a nalezeny x-bod (oznaceny
TH+GS) proti simulaci pomoci EFIT

Obréazek 2.2.1: Na Obrazku 2.2.1a je obdélnikem vyznacena oblast hleddni x-bodu, pouzita
v dal§ich dvou piikladech vici geometrii komory tokamaku, s pozadim vybarvenym podle
intenzity magnetického toku v (r, z), simulovaného rozkladem do toroidalnich harmonik. Na
obréazku 2.2.1b je vykreslena velikost magnetického pole || B(r, )| a postup algoritmu gra-
dientniho sestupu. Vyznacen je puvodni odhad x(p a nalezeny x-bod zg. Na Obr. 2.2.1c je
pak kontura v (r, z), vyznaceny x-bod nalezeny pomoci EFIT a x-bod nalezeny rekonstrukei
magnetického toku toroidalnimi harmonikami a gradientnim sestupem.

v8ech pripadech.

Kone¢né na Obr. 2.2.1c je zakreslena kontura ¢ (r, z) v prohleddvané oblasti. Podle tvaru
kontury je o¢ividné, ze nalezeny x-bod lezi v sedlovém bodu magnetického toku, navic velmi
blizko x-bodu nalezeném algoritmem EFIT, ze kterého pochézi simulované méfeni pro tento
experiment.

2.2.3 Newtonova metoda hledani x-bodu

V pavodnim navrhu kédu VacTH byla k hledani x-bodu pouzita modifikovand Newtonova
metoda hledani kofenu funkce [3]. Newtonova metoda je podobné gradientnimu sestupu. Pfi
hledani kofenu funkce f: R — R, tedy bodu z : f(x) = 0 iterujeme podle pravidla
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— f(fUn)
Tn+l = Tn f,( )7 (223)

Tn

pficemz z¥ejmé musi platit f/'(z,) # 0. Geometrickd interpretace je takova, 7e xpi1
hleddme na priseciku te¢ny grafu v bodé x, s osou x. Metoda konverguje ke kofenu podle
volby pocatec¢ni hodnoty zg. V piipadé hledani x-bodu v plazmatu se miize stat, ze metoda
dokonverguje k jinému kotenu, nez ktery hledame.

Pii hledani x-bodu je Newtonova metoda pouzita k nalezeni kofenu rovnice Vi(r, z) = 0,
jelikoz v sedlovém bodu je gradient nulovy. Rozsifenim vzorce (2.2.3) do dvou rozméru je
pak

Tri1 = 2 — (V2(20)) " Vib(2n), (2.2.4)
kde V21 je hessian (2.2.1) a z,, = (5, 2n)- Pro zjednoduseni vypoctu je pouzito vztahii
v2¢(x):<?)?5 gng):(“ C> (2.2.5)
n % 327%, c b ) 2.
(V2(2n)) " = det(v;zp(xn)) ( _bc ac ) = ﬁ < _bc ac ) . (2.2.6)

Takto upravend Newtonova metoda iteruje podle (2.2.4) do dosazeni konvergence, tedy
za platnosti podminky ||V (z,)| < e. Jak bude dale ukazano, tento zptusob hledani x-bodu
nebyl pii pouziti na dostupnych datech p#lis tspésny.

2.2.4 Newtonova metoda hledani ekvipotencialy

Poté, co zname bod z3, definujici ekvipotencialu (at uz je definovana dotykem plazmatu s
komorou nebo x-bodem), miZeme se pustit do jeji identifikace. K nalezeni diskrétni reprezen-
tace ekvipotencidly vyuzijeme Newtontv algoritmus, popsany v predchozi ¢asti. Podrobnéji
je cely postup popséan v algoritmu 2.2. Nejprve je okoli barycentra plazmatu Fy rozdéleno
rovhomérné na vysecCe, ohrani¢ené polopiimkami ve sméru vektort uy, k € K. Algoritmus
pak ve sméru vektoru u hledd kotfen rovnice

y(z) = ¥(2) = P(p). (2.2.7)

Diky fixovanému sméru hledani se dvourozmérny problém pievede do rozméru jednoho. New-
tonovou metodou hledame vzdéalenost «y, uréujici polohu hledaného bodu od barycentra v
prohleddvaném sméru. Vyuzivame ptitom projekci gradientu do sméru normélového vektoru
UL .

feSeni je jeho dostate¢nd blizkost prvniho odhadu. To je zde feSeno parametrem L, udévaji-
cim v jaké vzdalenosti od barycentra se ma hledat prvni odhad bodu nalezejicimu k hranici
plazmatu. Jak bylo ukédzdno na Obr. 2.2.1a, ve velké Casti tokamaku je magneticky tok ve
sméru od barycentra k okraji komory i za nim monoténni, Newtonova metoda mé tedy dobré
predpoklady pro nalezeni sprdvného Feseni. Vyjimkou je okoli x-bodu, jehoz smérem se za
vnitinim okrajem tokamaku nalézaji lokalni minima. V tomto sméru se proto musi L volit
s opatrnosti.
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Algoritmus 2.2 Hledani ekvipotencidly v plazmatu Newtonovou metodou

1. Vstupy: definujici bod a3, = (13, 2,)", barycentrum Fy = (79, 20)”, po¢et bodi repre-
zentujicich ekvipotencialu K, vzdélenost prvniho odhadu L, pfesnost €.

2. Vypocet v, = ¥(x3), d© = 27/ K, ug = L(xp — Fp).
3. k=1
4. Smér hledanf uy, = (cos (kd©) ug, — sin (kdO) ugs, sin (kdO©) ug, + cos (kdO) ug)" .

Uk
lluell”

5. Normalizace uy =
6. Prvni odhad x¢g = Fy + ug, ag = 0.

7. Newtonova metoda:

a) Skalarni soucin gradientu a smérového vektoru g = Vp(x, )T iy,

(a)
(b) Jeden krok Newtonovy metody a1 = ay, — Yl@n)=vy
(c)

)

9
Tptl = To + Qpt1Uk-
(d) Konec, pokud | ¢(zn+1) — ¢ |< €, jinak navrat do (a).

8. Nalezeny bod hranicexy = zp41, k =k + 1.

9. Konec, pokud k> K, jinak névrat do 4.

Na Obr. 2.2.2 vidime srovnani pivodniho p¥istupu, implementovaného ve VacTH a vyu-
zivajici k hledani x-bodu Newtonovu metodu s hessidnem, a vylepseného algoritmu, vyuziva-
jici k hledani x-bodu gradientni sestup. Oba pfistupy k néasledné rekonstrukci ekvipotencialy
pouzivaji algoritmu popsaného v této ¢asti. Vidime, Ze v piipadé kruhového plazmatu oba
pristupy shodné nenaleznou x-bod. Za bod, definujici ekvipotenciédlu, ur¢i podobné body na
vnitini sténé komory, a i vysledny tvar plazmatu je podobny, navic shodny se simulovanou
hranici EFITu. V ptipadé elongovaného plazmatu méa ale pivodni algoritmus problém s na-
lezenim x-bodu. Nasledné rekonstrukce okraje plazmatu je pak velice nepfesna. Jak bylo
jiz komentovano, nejvétsi odchylka se nachazi v okoli x-bodu, kde m& Newtonova metoda
problém nalézt optimalni FeSeni kvili tvaru funkce 9 (r, z). Gradientni sestup naopak x-bod
naléza a rekonstruované plazma je tvarem velice blizké simulaci.
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Obréazek 2.2.2: Pivodni a nové implementovana identifikace okraje plazmatu. Limiter je
vnitfni okraj komory tokamaku, EFIT je simulovand hranice, jiz se chceme identifikaci
pfiblizit. VacTH oznacuje vysledek pivodniho algoritmu a "TH + GS” pak implementaci
gradientniho sestupu k hledani x-bodu. K#izky jsou pak body, definujici ekvipotencidlu. Data
pouzita k rekonstrukci toroidalnimi harmonikami jsou synteticka, spoc¢itanid modelem EFIT.
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Kapitola 3

Regularizace a variacni Bayes

V této kapitole bude piedstaveno regularizované feSeni problému linearni regrese, postavené
na variatné bayesovském (VB) odhadu. Bude uvedena zékladni véta VB, popsan postup
jeji aplikace a itera¢ni algoritmus, vedouci k nalezeni VB feSeni. Déale bude odvozen tvar
pouzitého VB modelu a jeho vlastnosti. Na konci kapitoly budou uvedeny vysledky aplikace
zvoleného modelu na data z tokamaku COMPASS.

K problému regularizace existuje mnoho piistupt. Nejzakladnéjsim z nich je takzvana Ti-
chonovska regularizace (8], kdy je do minimalizované cenové funkce rovnice (2.1.17) zahrnut
penaliza¢ni ¢len s parametrem )\ € R,

J(u) = [[Au = Y}z + Allull2, (3.0.1)

tedy je penalizovana Lo norma odhadu. Jinym zptsobem je takzvana LASSO metoda [23],
minimalizujici

J(u) = [[Au =Yz + Alfull1. (3.0.2)

V této kapitole prfedstavime regularizaci, postavenou na aplikaci bayesovskych principi.
Vnesenim apriorni informace do odhadovaného modelu se ndm podaii z dat vytézit vice
informaci nez bé&nymi metodami, p¥i dosaZeni regularizovaného feSeni. VyuZijeme piitom
znalosti Bayesova teorému,

p(Oly) = W o p(y]0)p(0), (3.0.3)

kde 6 je vektor hledanych parametri modelu a y jsou naméfena data. Posledni ¢ast vz-
tahu se interpretuje jako ,,rovno az na normaliza¢ni konstantu®. p(y|@) je pravdépodobnosti
funkce parametri modelu 0, tedy pravdépodobnost, Ze pfi dané hodnoté parametri budeme
pozorovat pravé data y. Druhy souéinitel v (3.0.3) je pak apriorni odhad tvaru parametri 6.
Pravé vnesenim apriorniho cinitele se lisi bayesovska od klasické statistiky. Zaroven je tim
ale do nagich odhadi vnaseno jakési o¢ekavani, které od modelu mame, coz je bayesovskému
pristupu casto vycitdno. Z tohoto divodu se snazime apriornimu rozdéleni pravdépodob-
nosti dat takové parametry, které jsou co nejméné informativni. Zaroven zkresleni dané
volbou apriorna muzeme omezit tim, Ze modelujeme i rozdéleni samotnych odhadovanych
parametra - zavadime hyperparametry a hierarchicky bayesovsky model. Tim se jeSté snizi
citlivost vysledku na volbu apriorna.
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3.1 VB metoda

Metodu VB (angl. Variational Bayes) lze jednoduse shrnout jako odhad aposteriorniho
rozdéleni parametri (3.0.3) smési distribuci navzajem nezavislych podmnozin parametru
0= (61,---,0,)7T. Diky predpokladu nezévislosti lze toto shrnout do zapisu

q
p(0)y) zH (0;]y). (3.1.1)

Pro méfeni vzdélenosti dvou hustot pravdépodobnosti p(z),¢(xz) nadhodné veli¢iny X
budeme pouzivat Kullbeck-Leiblerovu divergen¢ni miru (dale KLD). Definujme ji jako

KLp@)lat) = [ ooy de (312)
Zjevné plati
p(z) = q(z) s.v. & KL (p(x)|q(z)) =0, (3.1.3)
KL (p(z)|q(x)) >0, (3.1.4)
obecnt KT (p() la(2)) # KL (¢(z) |p(z)). (3.1.5)

V naSem kontextu, kdy budeme odhadovat nezndmou aposteriorni distribuci s hustotou
pravdépodobnosti p(|y), budeme KLD pouzivat jako ztratovou funkci pii volbé aproximace
p(0)y). Vzdéalenost odhadu p(fly) od p(f|y) budeme tedy méfFit jako

5 _ [ 5 p(0ly)
L(p(ely)llp(ﬂly))—/e*p(ﬂl ) In (0l )dﬁ

Vrafme se zpét k rozboru vztahu (3.0.3). Zjevné plati [, p(y,0)dd = p(y) = p(y|0)p(9),
kde p(y) je hustota pravdépodobnosti pozorovani naméfeného vektort vystupi a p(y|f) lze
interpretovat jako pravdépodobnost naméfenych dat pii znalosti parametri 6. Dale vime

Inp(y) =In / p(y,0)dd = In /9 2?(my)pwly)p(y)d9

(3.1.6)

p(0]y)
) LG (3.1.7)
> [ o 2
= Inp(y) — KL(H(0]y)|[p(0ly)) = Inp(y),
Inp(y) = Inp(y) + KLpOy)|[p(0ly)) = L) + KLHOy)|p(0]y)), (3.1.8)

kde jsme pouzili Jensenovu nerovnost [4] a definici KL divergence (3.1.6). L(p) je spodnim
odhadem vérohodnosti modelu pii pozorovani y, kterého je dosazeno pro p(f|y) = p(0y).
L(p) je pro model definovany parametrem 6 zna¢né dulezita veli¢ina. Lze ji vyuZit nap¥iklad
pii selekci modelu - &m vyssi je jeho hodnota, tim lépe model vysvétluje data y [3]. Po-
drobnéji bude p¥inos L(p) rozebran dale.

Pro snadnéjsi pocitani L(p) ukidzeme, Ze plati

L(ﬁ)z/e*ﬁ(m ) In p((z’,e))d“) (3.1.9)
= E[lnp(y, 0)]pep) — ElnpO01y)lsen)-

Index p(f|y) znaci, pies jakou hustotu pravdépodobnosti poéitame stfedni hodnotu.
Na vyse uvedené uvahy navazeme hlavni vétou VB metody [26].
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Véta 3.1 (Variacni Bayes). Necht p(6|y) je aposteriorni rozdéleni vicerozmérného vektoru

parametri 0, ktery je ddle rozdélen do q subvektori 6; podle

0= [0{7057 703]T'

(3.1.10)

Necht p(0|y) je odhad distribuce p(0ly) pomoci odhadi distribuci nezdvislych parametri

01,02, ,0,, ktery md tvar
q

p0ly) = [ p(0:ly).

i=1
Pak je minimum (8.1.6), tedy

p(Oly) = arg r&l? KL (p(0y)llp0y))

dosaZeno pro

H(0i]y) o exp (E [1np(9,y)]ﬁ(9/i|y)) =10
Zde 0); je dopliikem 0; do 6 a ﬁ(H/i]y) = ;1‘:1,]';&@'13(91“9)-
Diikaz. 7 definice (3.1.6)

do

A oo OO o)
L@M@M@M)Lﬂmmmm@wml T

P(05ly)p(0:]y) In p(0;]y)do+

>

+
—
=B

(0ily)p(Oily) {Inp(0ily) + Inp(y) } db—

(0/ily)p(0:]y) Inp(8, y)do

Qs\
S

(6;]y) Inp(6;|y)db; + Inp(y) + ni—

[
3>

p(0/ily) Inp(0, y)de/i} dao;
é B(61ly) I p(6,]y)ds +In ply) + me—

(6:]y) { [gz exp (E [lnp(6, Z/)]p(e/i|y)>] } db;
_ [ 56, p(0:ly)
/;‘ PO é exp <E [In p(0, y)]ﬁ(f)/i\y))

3>

df; + Inp(y) +n;

coz plati pro libovolné nenulové ¢islo ; # 0, € R, e =1,--- ;g a
=E [lnp(e/z’y)] ©:ly)

Cislo ¢; mizeme proto volit jako normaliza¢ni konstantu
Q’i = /0’.k exXp (]E [lnp(ea y)]ﬁ(O/l‘y)) d@hz =, ,q.
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- ln(CZ)v

(3.1.14)
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Posledni rovnost v (3.1.14) lze pak prepsat jako

KL (p0y)llp(0ly)) = KL <ﬁ(9i\y)lléexp (E [lnp(ﬁay)]ﬁ(a/”y))) + (3.1.17)
+Inp(y) +n; — In(G). (3.1.18)

V rovnici (3.1.18) je na odhadu p(.) zéavisly pouze ¢len, vyjadieny jako KLD. Minimalizace
(3.1.18) vzhledem k p(0;|y),i = 1,--- ,q, je proto rovna minimalizaci prvniho ¢lenu pravé
strany. Diky vlastnosti (3.1.4) vime, Ze toto minimum je rovno nule. Déle diky (3.1.4) plati,
Ze toto minimum nastava pro

P0ily) = P(6ly) o< exp (E [mp(0, 9)]j0,1)) - (3.1.19)
O

VB metoda ndm dava ndvod k analytickému vyjadieni aproximace aposteriorniho hustoty
pravdépodobnosti p(f|y). Pokud se blize podivame na tvar aproximace (3.1.11), uvidime,
7e takto zvoleny tvar zcela opomiji vzajemnou korelaci mezi slozkami 6;. Cim v&tsi stupei
déleni g pouZzijeme, tim vice vzajemnych korelaci opomijime a je vétsi Sance, Ze se vzdalujeme
skute¢nému tvaru odhadované distribuce. Zékladnim principem je tedy pouzit dostatecné
velké ¢, pro které dosdhneme analyticky vyjadfitelného tvaru (3.1.13), ale ne vétsi, nez je
nezbytné potieba. Dale je zfejmé, ze metodu lze pouzit pouze pro vicerozmérnou veli¢inu 6.

Dulezité je zminit fakt, o kterém predchozi véta viibec nemluvi. K dosazeni analyticky
vyjadfitelnych tvart aposteriornich hustot pravdépodobnosti

q

p(0ly) = [ [ #(0:ly) (3.1.20)
=1

je tfeba volit vhodny (konjugovany) tvar apriornich hustot pravdépodobnosti, ze kterych se

sklada
q

p(0,y) = p(yl9) [ [ p(6:)- (3.1.21)
i=1
Jejich volba pak ovliviiuje tvar vyslednych aposteriornich rozdéleni.

Piedchozi véta navic nedavé jistotu unikétnosti feSeni (3.1.12). Naopak, v praxi se lze
setkat s pripady, kdy metoda konverguje v lokidlnim minimu. Vzhledem ke tvaru rovnic
(3.1.13) je navic ziejmé, Ze piimé analytické vycisleni pozadované hustoty pravdépodobnosti
p(6ily) (tzv. VB marginaly) nemusi byt vzdy mozné, jelikoZ jeji parametry jsou zavislé na
parametrech ¢ — 1 distribuci p(6/;|y). Proto se k vypoctu pouziva iterativni algoritmus,
oznacovany jako IVB algoritmus.

IVB algoritmus funguje na principu postupného snizovani KL divergence (a s tim spo-
jeného navySovani hodnoty L(p). Pro pfipad, kdy plati ¢ = 2, se v n-tém kroku algoritmu
pocita nejprve

P (01]y) / 5" (0]y) I p(61, 0, )b (3.1.22)
0
a nasledng
7 (Baly) o / L0 |y) In p(6s, o, y)d6;. (3.1.23)
0;
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Prvotni nastaveni p°(6;|y) je pfitom takika libovolné. Konvergence algoritmu k danému
minimu (3.1.12) je dokazana v [20], algoritmus nikdy nekonverguje k maximu ¢ do inflexniho
bodu KLD. Konvergenci algoritmu sledujeme na hodnotéach parametri p"(6;|y) ¢i na hodnoté

L(p)-

3.2 Aplikace VB metody

V prvni fadé je potfeba pro dany model zvolit vhodny tvar pravdépodobnosti funkce p(y|6) a
apriornfho rozdéleni p(#). Déle je tieba zvolit stupeii g a tvar separace § = (61, -+ ,0,)T. Aby
vysledek byl analyticky vyjadfitelny, musi byt rozdéleni p(6, y) separovatelné v parametrech.
Pro piipad ¢ = 2, = (01,602)" to znamen4, Ze musi platit

Inp(61,02,y) = f1(01,y)" f2(02, ). (3.2.1)

Pokud nelze rozdéleni p(6,y) zapsat v tomto tvaru, tedy pomoci sou¢inu funkei zéavislych
pouze na jednom ze separovanych parametri 6;, VB metodu nelze aplikovat.

Déle aplikujeme (3.1.13) z véty 3.1 na (3.2.1). V praxi to znamena rozepséani Inp(6,y)
pomoci tvaru (3.2.1). V potaz potom bereme jen ty ¢leny rovnice, které maji funkéni za-
vislost na 6;. Tak dostaneme piimy piedpis pro p(6;|y). V tuto chvili je nutné identifiko-
vat piislugnou tabulkovou distribu¢ni funkci, coz nemusi byt vzdy proveditelné. Parametry
p(0;ly) pak mohou zaviset na parametrech a momentech rozdéleni p(6;|y),j # i. Pokud
toto provedeme pro vSechny 6;, dostaneme sadu implicitnich rovnic pro parametry jednotli-
vych aposteriornich distribuci. Pokud nékteré z nich mizeme spocitat pfimo, spocitame je a
vyfradime je. Zbylé pak spocitdéme pomoci IVB algoritmu. Vysledkem je souhrn parametri
a nékterych momenti rozdéleni p(6;|y), Vi, plné urujici tvar feseni.

3.3 Skalarni dekompozice pomoci VB metody

VB metodu si nejprve ptredstavime na piikladu skaldrni dekompozice. Mé&jme nésledujici
model
y=m+e, (3.3.1)

e~ ple) = No(0,w™h). (3.3.2)
Z tohoto plyne p(y|m,w) = Ny(m,w™1). Nagim tikolem je nyni odhadnout tvar parametri
m,w z jednoho méfeni y. Volme nésledujici apriorni rozdéleni

p(m|w) = Ny (0, (yw) ™), (3.3.3)

p(w) = Gy(a, B). (3.3.4)

Nulova st¥edni hodnota v (3.3.3) znaci nasi neznalost o polarité m, v omezuje velikost roz-
ptylu. PouZitim gamma rozdéleni v (3.3.4) pak piedpokladame kladnou polaritu w. Ziejmé
plati @ = (m,w)T. Aposteriorni hustota pravdépodobnosti ma podle (3.0.3) tvar

p(m, wly, o, B,7) o< Ny(m, w™" )Ny (0, (yw) ™) Gu (e, B)

1 1

o w* exp <_2m27w — (y— m)Qw B ﬂw) ' (3.3.5)

2
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Tuto timéru lze prepsat ve stejném tvaru i pro spolecné rozdéleni vSech veli¢in
p(m,w,yla, B,7). Z rovnice (3.2.1) pak dostaneme tvar separace, tedy funkce

1, 1 ) T
fi(m,y) = <a,—2(y +25),my,—§(1 +y)m ) ; (3.3.6)
fa(w,y) = (Inw, w,w,w)" . (3.3.7)

Takovy tvar separace je vhodny pro dal3i analytické vyjadieni.
Na (3.3.5) aplikujeme marginalizaci (3.1.13). Pro parametr m pak plati

N 1
p(mly) o< exp (w (ym - §m2(7 + 1))) . (3.3.8)
Veli¢ina @ je prvnim momentem rozdéleni p(w|d),

@ =E [w]y (3.3.9)

wly) *

Tento tvar lze ziskat také pfimo z (3.3.5) zakrytim ¢leni nezavislych na m ¢ na parametrech
rozdéleni p(m). Podobné pro w

- 1 —~ 1
p(w|y) x exp <w <ym - 5(7 + 1)m? — 5(3/2 + 25)) + aw) , (3.3.10)
kde
m*=E[m? (3.3.12)

Nyni identifikujeme rozdéleni parametri m, w. Nékolika tpravami a srovnanim s tvarem
hustoty pravdépodobnosti (A.1), (A.2) ziskame

5 Y 1
p(mly) = N, < , A> , 3.3.13
i) =N \ @) T a 3:3:19)
1 1 —5
p(wly) = Gu (a +1,8 —ym+ 53/2 + 5(7 + 1)m2> . (3.3.14)
Ze znalosti momentti gamma a normélniho rozdéleni mizeme piimo zapsat soustavu
rovnic i1
W= a . (3.3.15)
B —yin+ 5y* + 5(y + m?
~ Y
T+ (3:346)
—~ 1 y2
2 — 4 , 3.3.17
T+ T+ (3347
Rovnice (3.3.15) a (3.3.17) lze upravit do explicitniho tvaru
—~ Y1 2 1
m2 =Y 1+~ + ;)‘*‘5( +7)’ (3.3.18)
(14+9)2(1 4+ 2a)
5= U200 +7) (3.3.19)

Y2y +28(1+7)
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Tim dostavame kompletni feSeni celého problému. Pokud by soustava rovnic (3.3.15)(3.3.17)
nebyla explicitné FeSiteln4, k jejimu FeSeni by byl pouzit IVB algoritmus. To nastava napiiklad
v pripadé

p(m) =N, (0,671). (3.3.20)
Po uvedeni jednoduchého piikladu v jednom rozméru bude nyni rozvedeno vyuziti VB me-
tody v linearni regresi.

3.4 Varia¢ni Bayes a linearni regrese

VB metodu lze Gspésné pouzit ve chvili, kdy Fesime tlohu odhadu parametru u linedrniho
modelu (2.1.17). Dava nam moznost volby apriorniho rozdéleni p(Y'|#) v jiném tvaru nez
pouze pomoci

p(Y|u, B) = N(Y|Au, 5711), (3.4.1)

ktery predpoklada klasicka metoda nejmensich ¢tverci. Predpokladejme pritom Y € RV, A €
RNXM 4y ¢ RM 3 € R, T je jednotkova matice fadu N. V predchozim piikladu jsme byli
schopni z jednoho méfeni odhadnout (skrze zavedeni apriorni informace) rozdéleni 2 para-
metri. Tato vlastnost VB metody je uzite¢na v piipadech, kdy neni dostupny dostate¢ny
pocet dat ¢ prilis velky pocet odhadovanych parametri. V takovém piipadé VB metoda
funguje jako regularizace a snizuje efektivni pocet odhadovanych parametri. Ve chvili, kdy
odhad parametru p#i prochézeni IVB algoritmem konverguje k apriorni hodnoté, mizeme
ho vyfadit z modelu jako nadbyte¢ny. Tato vlastnost se nazyva ARD (automatic relevance
determination), viz [26].

3.4.1 Volba VB modelu

Déle budeme dodrzovat znaceni momentt funkci z predchoziho jednorozmérného piipadu,
viz (3.3.9). K pozorovacimu modelu (3.4.1) ptidejme apriorna

p(B) = G(co, do), (3.4.2)

plula) = N(0,a71),

a = diag(a1, ag, - -+, an), (3.4.4)

M
pla) = [ [ p(ew), (3.4.5)
=1

p(a;) = G(ao, bo), (3.4.6)

kde diag(.) je diagonélni matice s prvky argumentu na diagonile. Budeme odhadovat pfes-
nost # s gamma apriornem, hledanému vektoru w pfifazujeme normélni rozdéleni a navic
modelujeme jeho kovarianéni matici skrz jednotlivé diagonalni prvky, kazdy s vlastnim ga-
mma apriornem. Préavé odhad jednotlivych prvki kovarianéni matice o uvaluje na vysledny
odhad w silnou regularizaci.

V kontextu véty 3.1 plati 0 = (u, «, 5) . Nagim cilem je ziskat odhad rozdéleni neznamych
parametri podminéné znalosti namétenych dat, p(u, «, 5|Y). Pro splnéni (3.1.11) pifedpo-
kladejme rovnost p(u, o, BY) = p(u|Y)p(a]Y)p(B]Y). Sdruzena pravdépodobnostni funkce
je tvaru
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p(Y,0)=p(Y,u, B,a) = p(Y |u, B)p(u|a)p(B)p(a). (3.4.7)

3.4.2 Odvozeni aposteriornich rozdéleni parametri modelu

Pro parametr 8 pfepiSeme rovnost (3.1.13) do tvaru

I p(BlY) = Ejayp(a) [ p(Y|u, B) + Inp(ula) + Inp(B) + Inp(a)] + konst. (3.4.8)

Cleny z p(ula) a p(a) jsou nezavislé na § a spadaji do integraéni konstanty. Déle vy¢islime
pomoci pfedpisti pro normalni (A.1.1) a gamma (A.2.1) rozdéleni

N
mp(BlY) =5 mp — g(y — AT (Y — Ad) + (co — 1) In B — dof3 + konst.
N 1 1 (3.4.9)
= (co + 5 DIng -4 (do + 5YTY —vYTAu+ 2ﬂTATAa> + konst.

V poslednim vztahu uz rozpoznavame gamma rozdéleni

p(BY) = G(ag, bg), (3.4.10)
S parametry

ag = co + 5 (3.4.11)
bg = do + %YTY ~YTAG + %ATATA@ (3.4.12)

Pro parametr u postupujeme totozné. Nejprve vyradime nepotiebné ¢leny a poté vztah
dopodrobna rozepiseme tak, abychom identifikovali aposteriorni rozdéleni.

Inp(ulY) = Ep)p(a) I p(Yu, B) + Inp(u|a)] + konst.
B
2

1
(Y — Au)T (Y — Au) — iauTu + konst. (3.4.13)
— —%UT((A)J + BAT A)u + BY T Au + konst.

Vsimnéme si zmény oproti predchozimu odvozeni, kdy jsou nyni znackou - oznateny veli¢iny,
pres jejichZz rozdéleni pocitame stfedni hodnotu. Tento rozdil bude velmi dilezity pii im-
plementaci I[VB algoritmu, kdy budeme pfes rovnice udévajici momenty rozdéleni iterovat.
Doplnénim na ¢tverec a pozornym srovnanim identifikujeme hledané rozdéleni jako normélni,

ﬁ(u’Y) = N(mm Su)a (3.4.14)

S parametry R
my, = BS,ATY, (3.4.15)
S, = (a+pATA)™L. (3.4.16)
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Pro ziskani aposteriornich rozdéleni jednotlivych «; postupujeme stejné jako dosud. Plati

In p(aily) = Epula)p(s)p(a,) I p(ule) +Inp(as)] + konst.

1 1 =
= (ap — 1) Inay — bpav; + 3 Ino; — iaiu? + konst. (3.4.17)
1 1—
= (ag + 3~ ) Ina; — (bo + §u?)ai + konst.

V tomto pfedpisu opét rozpoznidvame gamma rozdéleni

pleily) = G(aai, bai), (3.4.18)
1

tai = ao + 5, (3.4.19)
1/\

bm:m+§ﬁ. (3.4.20)

Hledané momenty, potiebné ke spusténi IVB algoritmu, dohleddme snadno, pomoci
vztahi z ¢asti A.1 a A.2. Jsou to ty, které se vyskytuji v pfedpisu parametria urcujici rozdéleni
jiného, nez pravé zkoumaného parametru. Konkrétné se jedna o

U= My, (3.4.21)
uTy = mIm, + Tr(S,), (3.4.22)
u? = (Su)ii +mi;, (3.4.23)
B=2 (3.4.24)
bs
kde Tr(.) je stopa matice, tedy suma diagonélnich prvkia. Odhad & je sloZen z odhadi
diagonélnich prvku, tedy & = diag(a, o, -+, &), pro které plati
T (3.4.25)
bai

3.4.3 Spodni odhad vérohodnosti modelu L(p)

Odhad vérohodnosti modelu L(p) slouzi k porovnavani riznych modelid mezi sebou. Tato
veli¢ina v sobé zahrnuje jak presnost shody modelu s daty, tak penalizaci pfili§ komplexnich
modeli. Vypocet L(p) je v IVB algoritmu pouzit pro kontrolu konvergence.

Veli¢ina L(p) je podle (3.1.9) déna nésledujicimi vztahy

L(p) = Ellnp(Y, u, B, @)|p(u,8,ay) — Elnp(u, 8, a|Y)]5u.8,av)
= E[np(Y|u, B)lp,p,av) + Ep(ule)]sw,p,a1y) + Elnp(e)]pwpay)+  (3.4.26)
+ Elln p(8)p(u,8,0/v) + H(uw) + H(a) + H(B),

kde jsme vyuzili aditivity stfedni hodnoty, H(.) je entropie parametrii (A.1.6) podle pfislusnych
aposteriornich rozdéleni pravdépodobnosti. Dale si budeme pamatovat, ze v8echny stiedni
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hodnoty jsou pocitané podle aposteriorniho rozdéleni parametru p(u, 8, aly) a zahodime
spodni index. Pokracujeme

E[lnp(Y|u, 8)] = — N In(27) + gE[ln Bl — %E[B(Y — Au)T(Y — Au)]

2
N N
= — 2 In(27) + = ((ag) — Inbg) — ~2YTY + ZLYT A,
2 2 2 bs
- 2%5 Tr (AT A(mym? + S4)) (3.4.27)
8

kde jsme vyuzili vztahi z piilohy A a tvard momentt odvozenych vyse. RozepiSeme
dalsi ¢len rovnice 3.4.26, pficemz si pamatujeme, ze plati p(a) = Hf\il G(ap,bo) a p(aly) =

Hi]\il g(aaia bai)-

M
Ellnp(fla)] = —% In(27m) + % ZE[ln a;| — %E[QTQQ]
=1
M 1 Y
= —5 n(@m)+5 > (Y(aas) —Inba;) — (3.4.28)
=1
5 Tr (Ela](mum] + 5.), (3.4.29)

kde jsme vyuzili aditivity Tr(.) a rovnosti

67 ah = Tr(ahb?), (3.4.30)
E[o] = diag <Z: . ZZE) . (3.4.31)
Dale
M
Ellnp(a)] = Z {apInbg + (ap — 1)E[In ;] — InT'(ag) — boE[a;]}
7,;/11 b |
= ; {ao Inby + (ag — 1)(¢¥(ani) —Inby;) — InT(ag) — ?)Zjﬂ} (3.4.32)

Posledni z hledanych stfednich hodnot apriornich rozdéleni je

E[lnp(8)] = colndy+ (co — 1E[InS] —InT(cp) — doE[S]

= colndy + (co — 1)(¢b(ag) — Inbg) — InT(co) — doay

bg

(3.4.33)

Ke kompletnimu dopoé¢teni zbyva podle znamych predpist urcit entropie jednotlivych
aposteriornich odhadi.

H(u) = %m 1S.| + %(1 +In(2r)), (3.4.34)
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Algoritmus 3.1 IVB algoritmus pro linedrni regresi

1. Inicializace apriornich parametra ag, by, cg, do-
2. Inicializace &, (3.

3. Do dosazeni konvergence opakujeme tuto sérii vypocti:

e u - vypolty podle rovnic 3.4.15, 3.4.16, (3.4.21), (3.4.22) a (3.4.23).
e o - rovnice (3.4.19),(3.4.20) a (3.4.25).

B - rovuice (3.4.11), (3.4.12) a (3.4.24).

V kazdém kroku navic vypocet L(p).

4. Analyza vyslednych parametrii po dosazeni konvergence L(p).

M M
H(o) =Y H(ay) = > {InT(aai) — (aai — 1)t(aai) — b + agi}, (3.4.35)
=1

i=1 i=
H(5) = InT(ag) — (ag — 1)¥(ag) — Inbg + ag. (3.4.36)

3.4.4 1IVB algoritmus pro linedrni regresi

Samotna implementace IVB algoritmu byla naznacena v sekci 3.1. Popis IVB algoritmu
pro vySe popsany variacné bayesovsky model je ve schématu 3.1. Pro dosazeni co nejméné
informativniho apriorna volime ag = by = cq = dg = 10'°. Diky vztahu (A.2.3) maji gamma
apriorna s témito hodnotami velky rozptyl a jsou témér uniformni. Vzhledem ke zvolenému
poradi iteraci v IVB algoritmu, kdy za¢indme prvni vypoctem rovnic pro u, je potieba
algoritmu urc¢it vychozi hodnoty ¢; = a0, B = Bo. Pokud nebude feceno jinak, v8echny
vysledky budou inicializovany s hodnotami ag = 10%, 3y = 1. Tyto hodnoty byly zvoleny
blizko adium, ke kterym obé veli¢iny typicky konverguji (viz Obr. 3.4.1). Vysledky béhu
IVB na datech z tokamaku COMPASS, popsanych v prvni kapitole, jsou na Obr. 3.4.1 a
3.4.2.

Na Obr. 3.4.1 je konvergence raznych odhadovanych veli¢in na jednom ekvilibriu s mo-
delem specifikovanym indexy ni = ni = 5,n; = ny = 4. Na prvnich dvou grafech vidime
srovnani konvergence vybranych prvkt vektoru 4 s konvergenci pfislusnych diagonélnich
prvkia matice &. Zde vidime, pro¢ VB odhad funguje jako u¢innd metoda regularizace. Fun-
guje zde intuitivni pravidlo, kdy neinformativnim prvkim odhadu je pfisuzovana vysoka
presnost &; a malé stfedni hodnota. Naopak tém, u nichz algoritmus odhali, Ze jsou v rdmci
modelu pfinosné, se presnost redukuje a stfedni hodnota roste.

Na Obr. 3.4.2 vidime konvergenci odhadu spodni hranice pravdépodobnosti modelu L(p)
pro modely rtzného fadu M. PFipomenme, Ze plati In p(i/) = L(p), tedy tato veli¢ina
reprezentuje logaritmus pravdépodobnosti pozorovanych dat pfi daném modelu. Vidime,
ze s rostoucim fadem modelu je jeho pravdépodobnost nizsi, navic se zpomaluje rychlost
konvergence IVB algoritmu.
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Obrazek 3.4.1: Konvergence odhadi, ziskanych IVB algoritmem.
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Obrazek 3.4.2: Konvergence odhadu spodni hranice vérohodnosti modelu L(p) pro ruzné
Ffady modelu M, N je pocet iteraci.
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Kapitola 4

Vysledky

Ve druhé kapitole byla pfedstavena ptivodni struktura kédu VacTH rekonstruujictho magne-
ticky tok v tokamaku pomoci toroidalnich harmonik. Z divodu nedostate¢né kvality naleze-
ného okraje plazmatu byla upravena metoda hledani x-bodu. Ve tfeti kapitole byla ukdzana
regulariza¢ni metoda, fesici linedrn{ problém hledani koeficientti baze toroidalnich harmonik
pomoci varia¢né bayesovského odhadu. Nyni budou ukézany vysledky spoleéné implemen-
tace obou vylepseni ptivodntho kédu. Bude ukézano srovnéni s ptivodni implementaci, kon-
krétné srovnani rekonstruovaného plazmatu ziskaného s pouzitim OLS (metodou nejmensich
¢tverctl) a VB odhadu. Déle bude provedeno srovnani s kodem EFIT, jenz je na tokamaku
COMPASS pouzivan k rekonstrukei plazmatu a proto jeho vysledky budeme pouzivat jako
etalon. Budou pfitom pouZita data, popsand v prvni kapitole. Namérené udaje o I, B,
a Ipp ocigténé o vysokofrekvenéni dum, budeme déle oznacovat jako realna méfeni. Udaje
o stejnych veli¢inach, rekonstruovanych na zékladé redlnych méreni pomoci EFIT, budeme
oznacovat jako syntetickd méfeni.

Cely algoritmus hledani okraje plazmatu ma mnoho riznych parametrd, které ovliviuji
kvalitu vysledné rekonstrukce. Déale se budeme snazit nalézt nastaveni, davajici nejlepsi
vysledek. Pro srovnani podobnosti dvou 2D kiivek pouzijeme Hausdorffovu vzdéalenost Dy

Dy (B, B2) = max <max min ||a — bl|2, max min |la — ng) , (4.0.1)
a €B1 beBy beEBs a €B1

kde H”2 je Lo norma na R2,B1 = {al, ...,an}, By = {bl, ...7bm}, a;,b; € R2,\V/i jsou dis-
krétni reprezentace nalezeného okraje plazmatu. Tato veli¢ina je ¢asto pouzivana v rozpo-
znévani obrazu [9]. Predpis (4.0.1) aplikovany na srovnavani dvou rekonstruovanych okraju
plazmatu udavda maximalni odchylku mezi obéma hranicemi. V naSem pfipadé budeme
Hausdorffovou vzdalenosti srovnavat okraj plazmatu spocitany pomoci EFIT (ten je eta-
lonem) a rekonstruovany pomoci vlastni metody.

Uspésnost fegeni regresni tlohy (2.1.17) budeme hodnotit stfednim odhadem &Etverce
chyby MSE (mean squared error), jez je dan jako

1 & 2
MSE = &3 <Y - Y) , (4.0.2)
=1
kde Y = Ad je odhad dany fefenim @ rovnice (2.1.17) a Y je prevazeny vektor méfeni
magnetického toku. Vzhledem k tomu, Ze nas nejvice zajimé piesnost vysledné rekonstrukce
okraje plazmatu, bude pro nas stézejni hodnota Dy metriky. Jak bude déle ukizano, pfi

pouziti regularizace se hodnota Dy snizi i za cenu zhorSeni fitu podle MSE metriky.
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4.1 Srovnani VB a OLS, ¢asovy vyvoj VB odhadu

n® =5, n' =2, M=16

n® =5, n' =2, M=16
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Obréazek 4.1.1: Stfedni kvadratickd chyba fitu méfeni MSE a Hausdorffova vzdalenost Dy
nalezené hranice plazmatu a EFITem spoc¢tené hranice v ¢ase ¢t pro modely riznych fadu
M. Pouzita byla redlnd méfeni.

Pokud neni feceno jinak, vSechny vysledky jsou spocitany na redlnych mérenich z vystielu
9339.

Nejprve byly srovnaviny vysledky rekonstrukce pfi pouziti VB a OLS odhadu. IVB
algoritmus byl inicializovan hodnotami z piedchozi kapitoly, tedy ag = bg = ¢cp = dy =
10", ag = 10%, 39 = 1. Na Obr. 4.1.1 vidime srovnani vysledki pro modely dekompozice
rizného Fadu, specifikované ¢isly n® = n¢ = nf,n’ = n!, = n, viz (2.1.12) a (2.1.13).
Ukézan je ¢asovy vyvoj chyby fitu pro OLS a pro VB feSeni a Dy mezi nalezenym okrajem
plazmatu a okrajem spocitanym v dany ¢as pomoci EFIT. Na prvni pohled je ziejmé, zZe
vysledny tvar plazmatu ziskany pomoci regularizovaného VB feSeni je EFIT rekonstrukci
témer ve vSech okamzicich bliz&i. A to i pfesto, ze fit linearniho problému (2.1.17) VB
feSenim je podle MSE metriky méné pfesny nez pomoci OLS, coz je ddno penalizaci velikosti
odhadu za cenu mensi pfesnosti fitu. V piipadé, kdy M = 20, tzn. ze fitujeme stejny pocet
parametri jako je dostupnych pozorovani (méfeni ze sedlovych a magnetickych civek), se v
MSE statistice projevuje markantni rozdil mezi OLS A VB feSenim. Zatimco OLS FeSeni je
pfeparametrizované a fituje méfeni piesné (coz ale nutné neznamend kvalitni fit), VB fegeni
si zachovava stejnou charakteristiku jako v predchozich pripadech. Toto pozorujeme i pro
modely vyssiho fadu nez 20, u nichZ metodou nejmensich ¢tverct FeSeni viibec nalézt nelze,
ale VB metodou ano.
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Obrézek 4.1.2: Casovy vyvoj riznych prvkia odhadu @ pro nejmensi Etverce (OLS) a VB
odhad.

Na Obr. 4.1.1 1ze pozorovat chovani obou odhadt béhem vystielu. Jak v MSE, tak v Dy
pozorujeme piechod plazmatu mezi riznymi stavy. Vime, Zze plazma se postupné elonguje
a v Case 1.05 s prechazi do tvaru s x-bodem, aby se v ¢ase 1.22 s zacalo opét deformovat do
kruhového tvaru. Oba tyto prechodové jevy se promitaji do rapidni zmény ve sledovanych
veli¢inach.

Lepsi vysledky VB metody, méfené Hausdorffovou vzdalenosti Dy, lze vysvétlit mensim
vlivem singularit toroidélnich harmonik, nalézajicich se ve stfedu plazmatu pifi vypoctu s
regularizovanym feSenim. Kromé tohoto pfinosu ndm VB metoda umoziuje zahrnout do
modelu i ¢leny vyssich fadid, které mohou skryvat prinos dilezity pro rekonstrukci.

Na Obr. 4.1.2 je srovnani ¢asového vyvoje OLS a VB odhadu pro model definovany
n® = 5,n' = 3. ARD regulariza¢ni princip se projevuje ,stla¢enim” nékterych prvki odhadu k
nule, coz je dobfe vidét srovnanim s hodnotou spo¢itanou nejmensimi ¢tverci (viz i = 1,6, 7).
Oproti tomu u ostatnich prvka odhadu se ARD neuplatni a oba druhy odhadu jsou si
podobné. Opét vidime zménu v pozorovanych veli¢inach pf#i pfechodu plazmatu mezi stavy.
Obecné se da tvrdit, ze v ur€itém stavu plazmatu se struktura VB modelu pfili§ neméni.
Casovy vyvoj modelu mezi sousednimi okamziky vystielu je zfejmé pomaly a da se vyuzit
pro optimalizaci IVB algoritmu.

Ta spociva v predavani vystupt IVB algoritmu (4, d,ﬁ) jako vychozich hodnot pro IVB
algoritmus v dalsim ¢asovém kroku. Hlavnim pfispévkem této myslenky je zrychleni béhu
IVB algoritmu, coz potvrzuje graf na Obr. 4.1.3, ktery byl spo¢itan na modelu n® = 6,n’ = 3
s pouzitim redlnych méfeni. Ukazuje pocet iteraci IVB algoritmu potiebnych k dosazeni kon-
vergence v jednotlivych okamzicich vystielu. V ptipadé oznaceném jako ,online” byly odhady
predévany, opacny piipad je oznacen jako ,offline”. V prvnim piipadé staci ke konvergenci
v priméru 7 iteraci, v druhém je to 88, navic byl béh algoritmu uméle omezen na maxi-
mélné 100 iteraci. Toto zjiStén{ je velmi diilezité pro pfipadnou implementaci algoritmu pro
vypocty a fizeni v redlném Case, béhem vystielu. Navic se ukazuje, ze v offline piipadé IVB
algoritmus casto konverguje do jiného lokalniho minima KLD nez v online piipadé (pokud
srovnavame piipady, kdy nebyl IVB algoritmus zastaven po 100 iteracich). To znamena, 7Ze
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Obrazek 4.1.3: Pocet iteraci N potfebny k dosazeni konvergence IVB algoritmu v case ¢
podle zptsobu vypoctu.

vysledny nalezeny vektor & m4 jiny tvar a i vyslednd rekonstrukce okraje plazmatu se miize
ligit. Z toho dtvodu se jako bezpeénéjsi jevi online piistup, ktery zaruéi konzistenci vysledkt
napii¢ vystirelem.

4.2 Vybér optimalniho VB modelu

Nyni se pokusime vybrat nejoptimalnéjsi model pro rekonstrukci okraje plazmatu. I pres
pouziti VB regularizace se totiz ukazuje, ze volba odhadovanych koeficientd rozvoje toro-
idalnimi harmonikami ovliviiuje kvalitu vysledné rekonstrukce. Takovouto selekci by bylo
mozné provést iteraci pres co nejvice moznych modeli, ale to je vzhledem k vypocetni
naro¢nosti zamitnuto. Misto toho miazeme vyuzit ARD principu VB odhadu.

Nejprve byl proveden experiment, vedouci k vybéru nejinformativnéjSich prvka od-
hadu. Hypotéza pfi jeho sestavovani byla takové, Ze vybérem nejvétsich prvkid odhadu
4, spoc¢itanych regulariza¢nim VB algoritmem, ziskdme model s nejinformativnéjsimi, tedy
nejdilezitéjs$imi prvky rozvoje toroidalnimi harmonikami. Pomoci EFIT byla ziskdna synte-
tickd méfeni na 64 magnetickych a 64 sedlovych civkach. Posléze byl cely vystiel pfepocitan
s pouzitim modelu velmi vysokého Fadu, parametrizovanym &isly n® = 50,n* = 13, M = 128.
Vystiel byl dale rozdélen na 3 faze, popsané vyse, oddélené ¢asy t = 1,06 s a t = 1,22 s.
V kazdé fazi pak byly spoCitdny prumérné velikosti jednotlivych prvka odhadu. Pro dru-
hou fazi vystielu jsou tyto prumeérné velikosti vykresleny na Obr. 4.2.1 podle piislusnosti
k jednotlivym sumém rozvoje (2.1.12) a (2.1.13). Zatimco v piipadé internich toroidalnich
harmonik, zobrazenych ve spodni ¥adé, je velikost nepiimo tmérna pofadi ¢lenu rozvoje v
prislugné sumé, u externich tomu tak ziejmé neni a jejich velikost klesa zhruba az od fadu
13.

Na zakladé této analyzy byly vybrany 3 modely fadu M = 20, kazdy pro jeden tsek
vystielu, do kterych bylo vybrano 20 primérné nejvétsich prvka odhadu 4. Tyto modely
jsou specifikované v Tab. 4.2.1 pomoci indexti odhadovanych ¢lent rozvoje ey, €p, iq, 5. Pro
nézornost je uveden i zapis standardniho modelu n® = 6,n' = 3 v tomto formétu. Jak
v tabulce vidime, struktura nejvétsich prvki odhadu se mezi jednotlivymi fazemi vystielu
pfilis neméni. Zajimavé je zjisténi, Ze intern{ harmoniky oc¢ividn€ nemaji do fitu tak velky
prispévek.

K témto vybranym modeltim bylo pfidano nékolik dalsich s rostoucim fadem M. Srovnani
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Obréazek 4.2.1: Primérna velikost prvka vektoru @ podle Ffadu rozvoje n, podrobnéji viz
(2.1.12) a (2.1.13).

model €q ep iq i
standardni (0,1,2,3,4,5,6) (1,2,3,4,5,06) 0,1,
sparse 1 (2,4,6,7,8,10,11,12,13)  (1,3,5,6,7,9,12,13) (0,
sparse 2 (2,4,5,6,8,10,12,13)  (1,2,3,4,5,7,9,11,13) (0,
sparse 3 (2,4,5,6,8,10,12,13) (3,4,5,6,7,11,12,13,14) (0,

Tabulka 4.2.1: Specifikace fidkych modela fadu M = 20.

vysledkd 22 rtznych modeld, aplikovanych na redlnd méteni, je v Tab. 4.2.2, mezi kterymi
jsou i t¥i fidké modely vybrané vyse. Vidime zde primérné hodnoty maximélniho rozdilu
(Hausdorffovy vzdalenosti) mezi okrajem plazmatu ziskanym vlastni metodou a okrajem
spoctenym EFITem a poc¢tu iteraci nutnych ke konvergenci IVB algoritmu, rozdélené podle
3 fazi vystielu. Nejvice je pro nas zajimava hodnota Dy v druhé ¢asti vystielu. Ze t¥{ modela
vybranych podle velikosti odhadu je nejlepsi model 2.

Zajimavé je to, ze prestoze konfigurace téchto t¥i modelt je velmi podobnad, jejich vy-
sledky co do presnosti rekonstrukce okraje plazmatu jsou znacné odlisné. Celkové maji
nejvétsi podobnost s vysledkem EFIT modely s nizkym poctem internich harmonik, kon-
krétné n' = 2, a to az do fadu n® = 12. Zaroven zjistujeme, ze manualni vybér modelu
podle velikosti odhadu vede spiSe ke zhorSeni situace a je ziejmé lepsi pocitat s modelem
co nejvétsiho fadu a spoléhat se na ARD vlastnost VB odhadu. P¥i rozdilu v rekonstruo-
vané hranici proti EFIT hranici vét§im nez 30 mm nastava vétsinou chyba pfi identifikaci
x-bodu vlivem posunuti sedlového bodu v magnetickém toku mimo naddobu tokamaku. To

v

znamend, ze i malé& chyba v rekonstrukci magnetického toku mize zapficinit velky rozdil ve
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vysledném tvaru hranice. Vysledn4 hranice je v takovém piipad€ vétginou zcela nesmyslné a
takové modely nelze dale uvazovat. Vidime, Ze se toto chovani vyskytuje s rostouci velikosti
parametru n’.

model M (n¢n') Dpyy [mm] Dpgo[mm] Dpgs [mm] Ny Ny N3

1 16 (5,2) 19,12 13,11 18,83 6,08 342 6,44
2 18 (5, 3) 16,25 20,25 20,72 6,76 5,11 8,74
3 20 sparsel 54,92 28,34 2738 528 313 517
4 20 sparse2 46,77 22,03 22,00 5,61 283 547
5 20 sparse3 141,45 136,93 187,60 14,44 740 6,20
6 20 (6, 3) 16,19 20,41 22,08 849 5,13 8,86
7 20 (7,2) 21,10 12,22 20,17 582 3,65 6,24
8 22 (6, 4) 21,89 19,92 17,20 9,89 8,388 10,93
9 22 (8,2) 21,08 12,20 20,15 557 345 6,02
10 24 (7, 4) 22,80 19,56 2048 11,97 9,06 12,34
11 24 (9, 2) 21,08 12,21 2043 547 3,32 5,78
12 2 (8, 4) 75,17 29,81 4325 14,39 11,91 22,13
13 26 (10, 2) 21,07 12,21 1987 5,33 323 533
14 28 (9, 4) 153,12 148,59 130,93 27,39 30,09 31,30
15 28 (11, 2) 122,45 97,41 97,92 18,26 15,70 20,44
16 30 (11, 3) 25,90 22,61 28,39 11,16 447 9,61
17 30 (12, 2) 21,08 12,25 19,47 501 3,02 4,36
18 30 (13, 1) 110,16 128,71 79,60 16,00 13,19 17,14
19 32 (10, 5) 72,74 66,19 66,95 22,81 20,66 42,07
20 40 (12, 7) 107,46 100,12 98,11 66,16 63,73 67,51
21 40 (17,2 172,23 156,50 180,68 891 6,31 9,87
22 40 (18, 1) 98,31 78,15 64,22 14,49 9,79 10,61

Table 4.2.2: Srovnani vysledkid raznych modeli, odhadnutych VB metodou, zprimérovanych
pies viechny okamziky vystfelu. M je ¥ad modelu, (n¢,n') model dale specifikuje, pficemz
modely oznacené jako "sparse ¢ jsou specifikované v Tab. 4.2.1. Dy je Hausdorffova vzda-
lenost spoctené hranice a EFIT vysledku, N je pocet iteraci nutny k dosazeni konvergence
IVB algoritmu, dolni index oznacuje ¢ast vystielu. Pouzita byla readlnd méreni.

Naopak prakticky viechny modely s n’ = 2 maji srovnatelnou pfesnost kolem 12 mm,
coz je pii vySce plazmatu v fadu 600 mm a §ifce 300 mm chyba 2,0%, respektive 4,0%.
Model 17 fadu M = 30 méa také druhou nejrychlejsi konvergenci a vzhledem k vysokému
poc¢tu odhadovanych harmonik je pro nis déle zajimavy z optimaliza¢niho hlediska. Proto
se na podrobné;jsi vysledky rekonstrukce zaméfime pravé u néj.

Pro detailnéjsi srovnéni rekonstrukce rtiznymi zptisoby jsou na Obr. 4.2.2 vykresleny
Casové prubéhy ruznych geometrickych parametra VB modelu 17, vysledkia EFIT a OLS
odhadu fadu M = 18, ukdzaném na Obr. 4.1.1, ktery mé ze v8ech zkouSenym OLS odhadu
nejlepsi vysledky Dy metriky. Tyto vysledky byly spocitdny pomoci redlnych mérenich.
Nejvétsi rozdil v rekonstrukci VB a OLS metodou vidime ve vypocétu x-bodu. Zatimco v
horizontalni poloze (v soufadnici r) je asovy pribéh polohy x-bodu u VB modelu velmi
podobny EFIT, ve vertikalni je rozdil asi 4,5 mm (v prostiedni ¢asti vystielu). Pfesnost
urceni polohy x-bodu je pfitom zisadni pro kvalitni rekonstrukci ostatnich charakteristik
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Obréazek 4.2.2: Srovnéani geometrie rekonstruovanych okraji plazmatu pomoci dvou vybra-
nych modelt s rekonstrukei ziskanou EFITem. Prvni dva obréazky ukazuji polohu x-bodu,
dalsi pravy, levy, respektive horni okraj hranice plazmatu.

plazmatu. Zajimavé je, ze v8echny 3 srovnavané zpusoby rekonstrukce zachycuji stejné fluk-
tuace ve vertikalni poloze x-bodu.

Vysledky OLS a VB rekonstrukce jsou si podobné nebo je VB podobnéjsi vysledktim
EFIT. Pro tdplnost jsou na Obr. 4.2.3 ukdzany razné Casové okamziky, v ruznych fazich
vystielu, a piislusné okraje plazmatu, rekonstruované EFIT, OLS a VB metodami. Zjevné
je vidét vliv regularizace na tvar vysledné hranice pfi srovnani VB a OLS vysledku, kdy
VB odhad tolik nepodléhé deformacim vlivem pouzitych toroidélnich harmonik i pfesto, ze
k VB rekonstrukci je v tomto piipadé pouzito o 12 toroidalnich harmonik vice nez k OLS
rekonstrukci.
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Obrazek 4.2.3: Srovnani rekonstrukci pii pouziti OLS a VB odhadu s rekonstrukci EFIT.
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Zaver

V prvni kapitole byl pfedstaven princip fungovani tokamaku a specifika tokamaku COM-
PASS. Déle bylo nastinéno fyzikalni pozadi problému rekonstrukce plazmatu a zminéno
nékolik existujicich postupi jeho feseni. Nakonec byly pfedvedeny vysledky jednoho z nich,
pouzitého v dalsich ¢astech k validaci vlastnich vysledki, spolu s piehledem pouzivanych
dat. V této ¢asti by stalo za zvaZeni provedeni podrobnéjsi statistické analyzy pouzivanych
dat, kterd by mohla odhalit jejich vzajemné interakce. V soucasnosti totiz neni ziejmé, zda
existuje korelace mezi méfenimi v sousednich magnetickych civkach ¢i zda je piitomné casové
zpozdéni mezi riznymi druhy méfeni. Zahrnuti téchto jevi by mohlo vést k pifesnéjsi definici
stavového modelu, odhadovaného pomoci aparitu ze tieti kapitoly.

Druha kapitola se zabyva analytickym FeSenim rovnic pro magneticky tok v plazmatu,
predstavenych v prvni kapitole, které se sklada z fady toroidalnich harmonik. Je pfedstavena
numerickd metoda, vedouci k sestaveni prostorové reprezentace magnetického toku pomoci
meéfeni, popsanych v pfedchozi kapitole. Déle je popsano vyuziti této znalosti k identifikaci
okraje plazmatu. Ukazuje se, Ze nejdilezitéjsi podminkou piesné rekonstrukce je korektni
nalezeni takzvaného x-bodu, tedy sedlového bodu v magnetickém toku. K jeho nalezeni je
navrzeno pouziti gradientniho sestupu, coz se ukizalo jako spolehlivéjsi zptisob nez pivodné
pouzivand Newtonova metoda. Finalni ¢asti druhé kapitoly je popséani vyuziti Newtonovy
metody k identifikaci okraje plazmatu s diive spoctenym x-bodem. Srovnéani s pivodnimi vy-
sledky ukazuje vyrazné zlepseni. Kvalitni rekonstrukce je ale stéle podminéna tim, ze sedlovy
bod v magnetickém toku se nachdzi na spravném misté. Pokud je jiz rekonstrukce magnetic-
kého toku toroidalnimi harmonikami nepfesnd, ani upraveni metoda hledani x-bodu nemusi
byt tspésna.

Ve tieti kapitole je uvedena metoda odhadu stochastického stavového modelu pro vypocet
okraje plazmatu. Konkrétné je odhadovan vektor parametri baze toroidalnich harmonik,
pouzitych v predchozi kapitole. Nejprve je zbudovidn matematicky aparat, zalozeny na va-
ria¢né bayesovské aproximaci smési neznamych rozdéleni. Posléze je navrzen tvar apriornich
distribuci modelu pro linedrni regresi, z nichz je odvozen tvar distribuci aposteriornich. Uve-
den je itera¢ni algoritmus, ktery hledd momenty téchto distribuci. Aplikaci algoritmu na
dostupna data je ukdzana jeho regulariza¢ni vlastnost, kdy je Gc¢inné redukovana velikost
neinformativnich prvki odhadu. Tato skutecnost je vyhodnda pii aplikaci VB aproximace
delovat zékonitosti, skryté v datech, tak vlivem regularizace je vysledny tvar ekvipotencial
magnetického toku pravidelné&jsi (oproti odhadu klasickymi nejmensimi ¢tverci). To se poté
pFiznivé projevuje na nalezeném tvaru okraje plazmatu. Mozné zlepSeni rekonstrukce v rdmci
VB aproximace by mohlo pfinést implementovani modelu, modelujiciho slozitéjsim zptiso-
bem varianci méfeni. Ta byla uvazovana jako homogenni napii¢ vSemi pozorovanimi, coz
jisté nemusi byt pravda ani po normalizaci.

V posledni kapitole byly ukazédny vysledky implementace celého postupu identifikace
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okraje plazmatu, od sestaveni magnetického toku toroidalnimi harmonikami s pouzitim VB
odhadu, pfes identifikaci x-bodu az po findlni vypocet samotného okraje. Tyto vysledky
byly spocteny s pouzitim origindlnich méfeni a srovnény s vysledky dalsi rekonstrukéni
metody. Byl proveden pokus o urc¢eni optimalni struktury odhadovaného modelu. Ukéazalo
se, ze nejlepsi vysledky co do shody tvaru plazmatu s kontrolni metodou podévaji modely s
nizkym poctem toroidalnich harmonik druhého druhu.

V celé posledni kapitole také narédzime na to, Ze piesnost fitu regresniho modelu a pres-
nost vysledné rekonstrukce okraje plazmatu jsou spolu sice svazané, ale neni mezi nimi pfima
umeéra. Slozitost celého problému a existence nékolika nelinedrnich procesti mezi témito kroky
sledky je proto nutné srovnéavat podle riznych geometrickych charakteristik. Naptiklad srov-
navani podle Hausdorffovy vzdalenosti dvou okrajiu plazmatu mnoho informace o skute¢ném
rozdilu tvart zastira, jelikoz uvazuje jen maximalni rozdil na celém obvodu plazmatu. Je ale
dobrym globalnim méfitkem pro obecné srovnani. Pro komplexnéjsi pfedstavu jsou proto u
vybranych modelt ukazény dalsi geometrické charakteristiky rekonstrukce.

Dale byla vénovana pozornost ¢asovému vyvoji struktury odhadovaného modelu. Ta se
méni spolu s tim, jak plazma prochdzi jednotlivymi fazemi vyst¥elu. Béhem stifedni faze
vystielu, kdy je plazma elongovano, je pomérné neménné. To bylo vyuzito k razantnimu
zrychleni vypoctu. Zaroven je zde nutné zminit, Ze by bylo vhodné ¢asovému vyvoji vénovat
dalgi vyzkum. Piinos by to mélo pravdépodobné pfedev§im v piechodovych fazich, kdy se
zkoumané charakteristiky plazmatu rapidné méni. Zaroven by se daly detekovat pripadné
anomadlie béhem vystielu, jako napiiklad ELMy.

Pies v8echny tyto vyhrady lze prohlasit, ze byl tspésné aplikovan zkoumany postup
rekonstrukce plazmatu na tokamaku COMPASS. Doslo k vyraznému zlepSeni presnosti
vypoctu jeho okraje a byly navrzeny dalsi sméry, kterym se zkouméni tohoto problému
miize ubirat. Po cesté jsme se také seznamili s velice zajimavym varia¢né bayesovskym apa-
ratem pro odhad struktury komplexnich stochastickych modeld, vyuzitelném na velké skale
dalgich probléma.
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Priloha A

Pouzita rozdéleni pravdépodobnosti a
specialni funkce

A.1 Gaussovo n-rozmérné rozdéleni

Néhodny vektor X ma Gaussovo (normélni) rozdéleni pravdépodobnosti se stfedni hodnotou
i € R™ symetrickou a pozitivné definitni kovarian¢ni matici ¥ € R™ " je-li jeho hustota
pravdépodobnosti pro x € R™ funkce tvaru

_n _1 1 _
plali, D) =N ) = x) HE e (5w = e - ). (AL
Nékdy je pouzivan tvar zipisu s ,piesnostni“ (angl. precision) matici A = =1, Pouziti je
vhodné pii komplexnéjsich manipulacich. Prvni a druhy moment rozdéleni maji tvar
E[X] = u, (A.1.2)

EXXT) =%+ pu’. (A.1.3)

Kromeé téchto dvou zakladnich momenti nas zajimaji dalsi vlastnosti normalniho rozdéleni,
které nachazeji vyuziti pfi odvozovani vztahi ve VB aproximaci.

n

EXTX] =Y E[X}] =p"p+Te(D), (A.1.4)
=1
H[X] = %mm + 2+ n2n). (A.15)

Zde Tr(.) je stopa argumentu a H[X] je entropie veli¢iny X s hustotou pravdépodobnosti
p(x), dané vztahem
H[X] = E[—Inp(z)]. (A.1.6)

A.2 Gamma rozdéleni

Dale uvedme v tomto textu pouzivanou konvenci zapisu Gamma rozdéleni jednorozmérné
ndhodné veli¢iny X s parametry o, 3 € RT. Jeho hustota pravdépodobnosti mé pro z € Rt

tvar
Baxa—l

exp(—LSz). (A.2.1)
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Zde I'(.) je gamma funkce (A.3.1). Jeho dilezité momenty a stfedni hodnoty jsou

E[X] = 2, (A.2.2)
B
a
var(X) = 7 (A.2.3)
E[ln X] = ¢(a) — Inb, (A.2.4)
H[X]=InT(a) — (a — 1)¢¥(a) —Inb+ a. (A.2.5)
Zde 1(.) je digamma funkce (A.3.3).
A.3 Specialni funkce
Gamma funkce je realnd funkce, definovand pro x € R™ jako
I(z) = / t" e tdt. (A.3.1)
0

Generalizaci gamma funkce do vice dimenzi je n-rozmérni gamma funkce. Jeji predpis
je dan produktem jednorozmérnych gamma funkei.

‘ 1—i
Lo(z) =7 D2T]T . A32
(£)=m E[l v+ — (A.3.2)
Digamma funkce je definovana jako derivace logaritmu gamma funkce, tedy
d I (x)
= —Inl(z) = . A3,
vle) = o nl(w) = (433

Jeji integralni vyjadieni ma pro x € R™ tvar

b(x) = /Ooo (6: _ 1e__jt> dt. (A.3.4)

Gaussova hypergeometricka funkce o F(a,b;c; x) je definovana jako [14]

c 1
oFi(a,byc; ) = F(b)FF((c)b)/O 1 =) (1 — tr) " dt, (A.3.5)

kde 0 < b < a,c,x € R.
Uplny elipticky integral prvniho druhu K (m) je pro m € R definovan jako

K(m) = /0 " (1 — msin2(t)) " dt. (A.3.6)

Uplny elipticky integral druhého druhu E(m) je pro m € R definovan jako

E(m) = /0 i (1= msin?(t))"” dt. (A.3.7)

02



A.4 Pridruzené Legendrovy funkce P/(z), Q!(x)

Pridruzené Legendrovy funkce prvniho a druhého druhu [14] patii do tfidy takzvanych
sférickych harmonik. Jsou feSenim diferencialni rovnice

2
1—22

Jsou definovany mnoha zptsoby, v oboru z > 1 je lze vyjadfit analytickym pfedpisem

(1— 2" —2zu + |v(v +1) — u=0. (A.4.1)

tvaru

Ph(z) = Lvtptl) (2% — 1) w2
v 20T (p+1) T (v —p+1)
1—
o F1 <,uy,1+y+,u;,u+1;2x), (A.4.2)

h(r) (=D /al (v +p+1) (xQ ) /2
v 2vHT (v + %) avtutl
pt+rv+2 14+v4p 3 1
2F1 < 5 ) 5 sVt 22 ) (A.4.3)

platnym pro u € Ng,v € R, kde oFi(a,b;c;x) je Gaussova hypergeometricka funkce
(A.3.5).

Toroidalnimi harmonikami budeme oznacovat pridruzené Legendrovy funkce s para-
metry p=1a v =n— 3,n € N, vydislené v bipolarnich souradnicich (A.5.2) jako

T 3
Pﬂlﬁé(cosh(g“)) = 2I‘((7:1t21)) sinh(()
2
2 F (g —n,n+ ;; 2; 1_C;Sh(o> : (A.4.4)
VAl (n+3) .
1 L h - _ - 2 . h
Qnii(cos (©)) 2" 2T (n+ 1) cosh™ "2 (() sinh(¢)
n bn 3 1
2k <2+472+4;”“;m2<g>>' (A:45)

Toroidalni harmoniky prvniho druhu P;, ; (cosh(()) jsou rovny nule pro ¢ = 0 a pro || —

oo rostou do +oo. Toroidalni harmoniky druhého druhu pak maji v bodé nula singularitu a
pro |¢| — 0 klesaji k —oo, naopak pro |¢| — oo se limitné blizi nule. Na vzorce (A.4.4),(A.4.5)
se odkazujeme v ostatnich ¢astech této prace. Zaroven slouzi jako zéklad k vypoctu derivaci
podle ¢, které maji podle |7] tvar

2 1 COS = n — 1 COSh(C) 1 COS —
S yleosn(@) = (n- ) TP cosh0)
— <n + ;) Sinlll(oP;g(cosh(C)), n >0, (A.4.6)
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5.8 — 3.0 — -
. 2'2: e e« numericky O . 2:3f ¢ ¢ numericky * -
= 52f — analyticky s 4 = 20 — analyticky . -
& 5.0f O £ 15t *
g ° S+ .
< 4.8} K : = o’
4.6 .a.-'... 1 1.0 nn-"'. T
4.4 = 0.5 !
107 10" 10° 10° 10" 10°
dx dx

Obrazek A.4.1: Srovnani hodnoty analytické a numerické derivace toroidalnich harmonik
Pé,; (cosh(()), Qi,; (cosh(¢)) pro ¢ = 1,n = 2. Vidime, 7e s klesajici velikosti dz (diference)
2 2

numericka derivace konverguje k analytickému vysledku.

9 p oS ~1cosh(Q) 1 s -
aCP_%( h(¢) QSinh(C)P—%( h(¢))
L L p cos
3 sh(q) |4 (coshic))- (A.47)

Totozné vztahy plati pro Q}l_ 1 (cosh(()). Oveéfeni téchto vztaht numerickou derivaci je
2
na Obr. A.4.1.

A.5 Bipolarni souradnice

K fegeni Laplaceovy rovnice V29 = 0 pomoci Legendrovych funkci vede piechod od kartéz-
skych soutadnic (r, z) k bipolarnim souiadnicim (¢, n) [14]. Systém bipolarnich soutfadnic je
definovin dvéma poly

Fy = (=70, 20), F1 = (10, 20),70 > 0. (A.5.1)
Soufadnice ¢ € R je rovna pfirozenému logaritmu poméru vzdélenosti bodu = = (r,2) od
pola,
— F d
(= lz= Bl d
| — Fi] da

Soufadnice n € (—m,0) U (0,7) je definovana jako thel, ktery sviraji usecky Foxr a zF.
Podle kosinové véty

In (A.5.2)

&+ d3 — 4r}
2d;dy

Izolinie ¢ pii zafixovaném 7 jsou v (r,z) kruznice se stfedem posouvajicim se na ose
r ve vysce zp, pro ¢ < 0 nalevo od osy z, pro ¢ > 0 napravo. S rostouci velikosti || se
polomér kruznic zvétsuje, body s ¢ = 0 lezi na ose z. Izolinie 7 jsou kruznice se stfedem na
ose z, lezicim podle polarity n nad nebo pod osou r. S rostouci hodnotou 7 se stied izolinie
piiblizuje (0, zp) a polomér kruZnice se zmenguje. Izolinie bipolarnich soufadnic v (r, z) jsou
zobrazeny na Obr. A.5.1.

Vztah pro zpétny pfevod soufadnic je dan rovnicemi

n = sgn(z — zp) arccos < ) = sgn(z — zp) arccos (%) . (A.5.3)
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— konst. ¢ — konst. 5

Obrazek A.5.1: Izolinie bipolarnich soufadnic ({,n) kolem pola (—1,0) a (1,0), vykreslené
v kartézskych souradnicich (7, 2).

ro sinh
=—>— Ab4
cosh ¢ — cosn’ (A-54)
2= 2+ —050T (A.5.5)

cosh( —cosn’

Parciélni derivace bipolarnich soufadnic podle r a z jsou potfebné k vypocétu magnetic-
kého pole B(r, z) a k vypoétu gradientu V). Nejprve spocteme pomocné vzorce.

adl_ 0 5 2_7°—|—T0
W—a\/(TﬂLTO) +(z—20)° = A

Ody = 9 (r—ro)z—l—(z—zo)?:T_TO

or  or dy
%d" - Z;ZO,iz 1,2,
z i
da
— =4 Ab5.6
% — -, (4.56)
da
Fo —4r(z — zp),
% . 2(7“ + To)dg + 2(7” — To)dl
or - d1 dg ’
o 2(z—20) ;2 , 9
& = 7d1d2 (d2 + dl) .

Ty vyuzijeme déle a z predpisi (A.5.2) a (A.5.3) ziskdme rovnice

95



ad ad
%_d267’r1d2_d1877"2 7’+7”(] r—7To

o d B &2 &2 (A57)
0C  dy Grdy —di G2 oy (L1
S _"29:72 Mo _ N[ - =
0: di Y\ 4
on L Gb—ag
— = —sgn(z — 20) s, (A.5.8)
or 1 %; b
on 1 g—gb — a%
Friae sgn(z — 20) - B2 . (A.5.9)
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