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PŘEDMLUVA 

Vztahy mezi matematikou a fyzikou mají dlouhou a spletitou tradici, v níž lze najít 

mnoho případů, kdy si obě disciplíny přinášely inspiraci a vzájemný prospěch. 

Přitom každá z nich má své vlastní cíle a metody. Nejasné chápání této skutečnosti 

má na svědomí, že vztahy nejsou někdy bez konfliktů; jak poznamenal D. Richt- 

myer, „fyzikové jsou přesvědčeni, že matematici tráví spoustu času, aby docílili 

přehnaného pořádku, zatímco matematici kroutí hlavami a diví se, jak ti lajdáčtí 

fyzici dokáží přece jenom dostat správné výsledky“. 

Existují však oblasti, kde jsou vztahy obou disciplín hlubší a jejich cíle jsou ne-li 

stejné, tedy alespoň blízké. Jde o fyzikální problémy, u nichž matematické pro- 

středky potřebujeme spíše k pochopení podstaty než jako pouhý výpočetní nástroj 
a které i matematiky mohou zaujmout samy o sobě jako rigorózně formulovaná 

úloha. Tomuto hraničnímu oboru se obvykle říká matematická fyzika. Po dlouhá 

desetiletí byla její doménou teorie pružnosti, termodynamika a některé vlnové jevy 

v klasické fyzice, jež matematicky popisujeme vhodnými parciálními diferenciální- 

mi rovnicemi. Takováto představa o náplni a metodách matematické fyziky pevně 

zakořenila a přežívá místy dodnes. 

Mezitím se ovšem situace změnila, především díky rozvoji kvantové mechaniky 

a kvantové teorie polí. Ačkoli od doby jejich vzniku nás dělí přes šedesát let, stále 

se setkáváme s novými kvantovými jevy. Tento vytrvalý rozvoj možná postrádá 

dramatičnost konce dvacátých a počátku třicátých let, ale není méně významný; 

již dnes je možné tvrdit, že kvantová teorie se stala základem většiny oborů 

aplikované fyziky. 

Moderní matematická fyzika vznikla téměř současně s kvantovou teorií samot- 

nou. Jejím zakladatelem je bezesporu J. von Neumann, který jako první rozebral 

matematické základy formalismu kvantové mechaniky v sérii časopiseckých prací 

koncem dvacátých let a své výsledky shrnul v klasické monografii, jež vyšla roku 
1932. Je až s podivem, kolik pozdějších metod a prací bere své kořeny v této knize. 

Nemalý vklad do rozvoje oboru v jeho počátcích vnesli i E. Wigner, H. Weyl a další 

význační vědci. 

Po další tři desetiletí provázela tato nová větev matematické fyziky celkem 

možno počítat ke směrům, jež na sebe poutají největší zájem. Potom se situace 

změnila. Není snadné určit přesně dobu, kdy k tomu došlo, ale příliš se nezmýlíme, 
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když budeme mluvit o konci šedesátých let. Vnějších příznaků si může všimnout 
i nepříliš zasvěcený pozorovatel. V uvedené době bylo založeno několik časopisů 

specializovaných na problémy matematické fyziky a brzy se jim podařilo získat si 

solidní reputaci. V roce 1972 vznikla Mezinárodní asociace matematické fyziky, 

která dnes sdružuje kolem tisíce pracovníků z několika desítek zemí a vyvíjí velmi 

aktivní činnost. Méně nápadným, ale stejně důležitým projevem této tendence je 

posilování podílu matematické fyziky v učebních programech univerzit v Evropě, 

USA i jinde. 
Tento rozvoj byl provázen rozšiřováním počtu témat, jimiž se matematická 

fyzika zabývá. Dnes k nim patří také obecná teorie relativity, gravitace a supergra- 

vitace, klasická a kvantová statistická mechanika, aplikace nelineárních diferen- 

ciálních rovnic, studium stochastických systémů, aplikace Lieových algeber včetně 

nekonečnědimenzionálních, analýza dynamického chaosu v klasických a kvanto- 

vých systémech a řada dalších; podrobnější přehled Ilze získat například nahlédnu- 

tím do sborníků referátů přednesených na pravidelných kongresech výše zmíněné 

asociace. Důležité je, že spolu s tímto tematickým rozšiřováním sílí integrační 

tendence; objevují se nové, mnohdy nečekané souvislosti mezi zmíněnými obory. 

Vysvětlit základy moderní matematické fyziky v jediné knize je dnes stěží 

možné, a my nemáme v úmyslu se o to pokoušet. Chceme se soustředit na ty její 

části, jež jsou spojeny s aplikacemi v kvantové teorii a podle našeho názoru hrají 

nadále ústřední roli. 
Jako ilustraci cílů, k nimž matematická fyzika v této oblasti směřuje, připomeň- 

me několik výsledků. Počátky nového rozvoje, o němž jsme výše hovořili, jsou 

spojeny s prvním důkazem existence netriviálního kvantového pole v nejjednoduš- 

ším nefyzikálním případě dvourozměrného prostoročasu. Přechod k vyšším di- 

tenci hned několika modelů interagujících kvantových polí v reálném prostoročase. 

Druhý příklad se týká teorie rozptylu. V šedesátých letech byla dokázána asympto- 

tická úplnost, jež — zhruba řečeno — znamená existenci a unitaritu S-matice spolu 

s absencí jistých patologických stavů, pro potenciálový rozptyl dvou částic a zapo- 

čalo se se studiem tříčásticového problému. Bylo zapotřebí dvou desetiletí a řady 

nových idejí, než se podařilo dokázat asymptotickou úplnost pro rozptyl v soustavě 

N částic, prozatím pro potenciály krátkého dosahu. 
Aby nevznikl dojem, že matematickou fyziku tvoří pouze existenční důkazy, 

uvedeme ještě jeden příklad. Když v roce 1971 J. Aguilar a J. Combes zformulovali 

metodu komplexního škálování pro Schrodingerovy operátory, málokdo v ní viděl 

něco jiného než zajímavý matematický nápad. Dnes představuje jeden z nejefektiv- 
nějších způsobů výpočtu rezonancí v atomové a molekulární fyzice. 

Kniha, kterou čtenáři předkládáme, si neklade za cíl podrobně vysvětlit zmíněné 

problémy (tomu je věnována přinejmenším desítka monografií a několik set původ- 

ních prací), ani další problémy na úrovni soudobého výzkumu. Rádi bychom 

alespoň částečně zlikvidovali nemalý dluh, který česká literatura v oblasti moderní



matematické fyziky má. Naším záměrem proto je 

(i) vyložit základy lineární funkcionální analýzy z hlediska aplikací v kvantové 
teorii, 

(ii) pomocí takto vybudovaného matematického aparátu zformulovat rigorózním 

způsobem základy kvantové teorie s hlavním důrazem na nerelativistickou kvanto- 

vou mechaniku, a vytvořit tak tolik postrádaný protějšek běžným kursům, 

(ilii) dovést čtenáře tak daleko, aby byl schopen samostatně studovat původní 
časopiseckou literaturu v oboru. 

Dodejme několik slov o tom, jak kniha vznikla. Jejím základem je přednáška, 

kterou jsme střídavě konali po dobu patnácti let na matematicko-fyzikální fakultě 

Univerzity Karlovy v Praze. Pro její potřeby jsme v letech 1975—-80 napsali 
čtyřsvazkové skriptum. Po delší přestávce, vyvolané okolnostmi spíše nahodilými, 

jsme se k jeho textu vrátili, abychom jej upravili do knižní podoby. Časový odstup 

způsobil, že jsme se rozhodli pro zevrubné přepracování. Zařadili jsme nový 
materiál a také větší část původního obsahu vykládáme jinak než před deseti lety; 
věříme, že lépe. 

Jak je u vysokoškolské učebnice obvyklé, probíraná témata souvisí s našimi 

odbornými zájmy a byla jimi do určité míry ovlivněna. Jak je rovněž obvyklé, bylo 

nutné vynaložit nemalé úsilí, aby se podařilo sladit psaní knihy s povinnostmi, jež 

jsme měli na svých pracovištích, v Nukleárním centru MFF UK, v Ústavu jaderné 

fyziky ČSAV a také v Laboratoři teoretické fyziky Spojeného ústavu jaderných 

výzkumů v Dubně, kde vznikla asi polovina textu. Náš dík patří těm, od nichž se 

nám v tomto nesnadném úkolu dostalo podpory a povzbuzení, především prof. 
I. Úlehlovi, doc. J. Tučkovi a prof. V. A. Meščerjakovovi. 

Dále chceme poděkovat řadě kolegů, kteří svými připomínkami, zapůjčením 

vlastních rukopisů nebo jinak přispěli ke konečnému tvaru rukopisu, zejména dr. 

J. Dittrichovi a dr. P. Šebovi. V neposlední řadě patří dík našim manželkám, bez 
o 

jejichž trpělivosti a pochopení bychom stěží mohli tuto knihu dokončit. 

Praha-Dubna 

květen 1988 Autoři 
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14 ÚúvopDp 

Cílem této knihy je vyložit teorii lineárních operátorů na Hilbertových prostorech 

a některé její aplikace v kvantové teorii. Naší snahou přitom bylo vytvořit text 

přístupný především studentům, kteří absolvovali pouze úvodní kursy matematic- 

ké analýzy, algebry a kvantové mechaniky; žádné další speciální znalosti nepředpo- 

kládáme. Doufáme však, že kniha bude užitečná i čtenářům s hlubšími znalostmi 

kvantové teorie, kteří se chtějí poučit o její matematické struktuře, a rovněž 

(alespoň některým) matematikům: těm by měla jazykem, na nějž jsou zvyklí, 

poskytnout seznámení se základy kvantové teorie. 

Přístup k textu se samozřejmě bude u jednotlivých kategorií čtenářů lišit. Než 

dáme příslušné doporučení, s čím začít a co vynechat, popíšeme stručně materiál 

v knize obsažený. 

První tři kapitoly obsahují přehled poznatků z lineární algebry, topologie a funk- 

cionální analýzy; k nim je nutno přiřadit také dodatek shrnující potřebné pojmy 

a výsledky teorie míry a integrálu. Důkazy jsou v této části nezřídka nahrazeny 

odkazy na literaturu. 

Další část zahrnující kapitoly 4—7 je věnována základům teorie Hilbertových 

prostorů a operátorů na nich, a to jak omezených (zvláštní kapitola je věnována 

kompaktním operátorům), tak i neomezených. Na tuto část navazují další čtyři 

kapitoly, v nichž vykládáme spektrální teorii samosdružených, normálních a uni- 

tárních operátorů; je to oblast obsahující nejdůležitější a pravděpodobně také 

nejhezčí výsledky teorie. 

Zbytek matematické části knihy tvoří kapitoly 12-14, v nichž se zabýváme 

operátorovými algebrami a množinami, jakož i abstraktními normovanými algebra- 

mi. Zde jsme opět v některých místech nahradili důkazy odvolávkami na literaturu. 

Závěrečných šest kapitol je věnováno fyzikálním aplikacím vyložené teorie; 

postupně v nich budujeme formalismus kvantové teorie a ilustrujeme různé „po- 

drobnosti“, jež se v učebnicích kvantové mechaniky obvykle opomíjejí, na řadě 

příkladů. 

Studentům doporučujeme číst knihu v podstatě od začátku s tím, že lze vynechá- 

vat důkazy (zejména v kapitolách 1—3 a v dodatku). Pro matematiky bude patrně 

vhodné začít patnáctou kapitolou a k předcházejícímu textu se vracet podle 

potřeby. Konečně fyzikové by se měli zaměřit hlavně na kapitoly 4—11 a pak přejít



k závěrečným šesti kapitolám; pokud se jim poté objeví základy kvantové teorie 

v novém, jasnějším světle, splnila naše kniha svůj účel. 

Výklad je organizován způsobem obvyklým v literatuře o matematické fyzice: 

výsledky se formulují ve větách, méně závažné či pomocné jako tvrzení či lemmata, 

za nimiž následuje důkaz. Vzhledem k tomu, že jde většinou o „klasické“ výsledky, 

citujeme prameny pouze výjimečně. Neužíváme formálních definic; nově zaváděné 

pojmy jsou odlišeny tučným tiskem a je možné je lokalizovat pomocí rejstříku. 

Jednotlivé kapitoly se dělí na paragrafy. Uvnitř každého paragrafu je zavedeno 

jednotné průběžné číslování pro věty, tvrzení, lemmata, příklady a poznámky; 
průběžně jsou číslovány rovněž formule. 

K prohloubení a doplnění textu slouží četné odkazy na literaturu, které lze najít 

zejména v komentářích zařazených na konci skoro všech kapitol. Většina odkazů 

je na učebnice, monografie, resp. přehledné práce, kde Ilze najít další bibliografické 
údaje, poznámky o historii vývoje daného okruhu problémů atd. Původní (časopi- 

secké) prameny citujeme zpravidla u novějších poznatků. 

Kromě již zmíněného komentáře jsou jednotlivé kapitoly doplněny cvičeními, 

která jsou číslována průběžně v každé kapitole; v řadě případů jsme sem zařadili 

důkazy některých pomocných tvrzení s více či méně podrobným návodem. Dopo- 

ručujeme zejména studentům, aby jiím věnovali dostatečnou pozornost — je to 
nejlepší způsob, jak si ověřit, že výkladu správně porozuměli. 
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16  SEZNAM SYMBOLŮ 

A(C, du) 
AA 

a*(f), a(f) 
uU(P) 
HF) 
M+ 
(AA), 
(A 
A DF 

AC 
ac(J) 
ACHJ) 
WE 

.%d 

B* 

Bs(pb .... pn) 

Z(V, V), Z(V) 
B, 
B(H) 
BSH) 
Ba 

bd M 

C 
Cn 

CP) 
C() 
CR) 
C(X), Cx(X) 
C(X) 
WX) 
D, = M(f) 
D, = DD N 

komutant (bikomutant) algebry 
kreační (anihilační) operátory 
o-algebra generovaná systémem 

algebra generovaná množinou 

množina pozitivních elementů 

směrodatná odchylka 

střední hodnota pozorovatelné A 

direktní součin o-algeber 

množina projektorů v algebře 

borelovské množiny v R? 
sdružený operátor 

omezené operátory 

množina integrabilních vektorových 

funkcí s hodnotami v X 

hranice množiny 

komplexní čísla 

množina skalárních operátorů 

spojité funkce 

uzavřené operátory 

definiční obor zobrazení 

definiční obor operátoru 

123 

389 

574 

617 

389 

400 

487 

450 

621 

205 

254 

237 

415 

617 

144 

57 

74 

167 

148 

149 

99 

36 

21 

21 

415 

59 

59 

22 

73 

94 

618 

89



dim V, dim.XP 

Ex(.) 
(E 
f—l 

ř 
F(H) 
B(), F(H) 
J(M) 
f!MN 

f(M) 
f[x] 
f„p 
fxg 
gof 
g2f 
H 
id 
/d 

NÍ) 
P() 
JolH) 
K(P) 
Ker f 

F(X, du) 
LAX, du) = I(X, du; 9) 
paba) 

n 

je 

£PM, dy) 
I?(M, dyu), IP(R") 
IL(M du) 
L*>(R', dw) 
F(H) 
FVesal7P) = BR) VBL(H) 
L[(H) = BH O VEP) 

FBolK) = 2(H) O C(H 

P(P) 

L[H) 
L(R) 
lLi.m. 

MAMN 

dimenze 

projektorová míra operátoru A 
rozklad jedničky 

inverzní zobrazení 

Fourierova transformace 
Fockův prostor 

(anti)symetrický Fockův prostor 
obraz množiny M 
zúžení zobrazení 

vzor množiny N při zobrazení f 

řezy funkce f 

funkce [x, y] > f/(x) g(y) 

složené zobrazení 

g je rozšíření zobrazení f 

Hermiteovy polynomy 

funkce x » id(x) := x 
omezené intervaly v R? 
jaderné operátory 

Hilbertovy-Schmidtovy operátory 
kompaktní operátory 

kompaktní operátory 

integrabilní funkce 

Laguerrovy polynomy 

hustě definované operátory 

symetrické operátory 

samosdružené operátory 

normální operátory 

limes in medio 

symetrická diference 

22, 117 17 

316, 324 

281 

620 

77 
565 

565 

618 

618 

619 

223 

625 

621 

619 

618 
120 

634 
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189 

185 

178 

178 

32 

644 
122 

120 

254 

22 

27 

23 

24 

27 
289 

198 

427 

209 

245 

200, 427 

200, 427 
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80 
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mod W 

N(H) 
N„(2) = Ker (A — 4) 

supp 

sup ess 
T* 

z() 

Z(-) 
TUDN.TXT) 
U(x) 

u-lim 
vV 

V 

vV 

rozdíl množin 

vázané stavy 

lineární obal 
rozptylové stavy 

vnitřek množiny 

řezy množiny M 
ortogonální doplněk 

uzávěr množiny 

omezené normální operátory 

množina pozorovatelných 

omezené pozorovatelné 

operátor impulsu 

operátor j-té složky impulsu 

Legendreovy polynomy 

násobení nezávisle proměnnou, 

operátor polohy 

operátor j-té souřadnice 

spektrální poloměr prvku a 

reálná čísla 

minimální okruh obsahující £? 

obor podstatných hodnot 

obor hodnot zobrazení 
komutant množiny 

rozšířený bikomutant 

rychle ubývající funkce 

nosič míry nebo funkce 

sdružený operátor 

druhé kvantování operátoru 7 

e-okolí bodu x 

algebraický duální prostor 

duální prostor 

615 

594 

22 

589 

36 
621 

29 

36 
23 

164 

251 

469 

469 

204, 454 

457 

119 

151, 454 

456 

395 

21 

22 
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24 
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341 
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59 

37 
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27 
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36 
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25 
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měřitelný prostor 

prostor s mírou 

graf operátoru 

prostor trajektorií 

Kroneckerovo delta 

číselný obor operátoru 

„-skoro všude, skoro všechna 

direktní součin měr 

vzájemně singulární míry 

míra v absolutně spojitá vůči « 

rezolventní množina prvku a 

diskrétní metrika 

spektrum operátoru 7 

spektrum prvku a algebry.$ 
absolutně spojité spektrum 

spojité spektrum 

esenciální spektrum 

bodové spektrum 

reziduální spektrum 

singulární spektrum 

singulárně spojité spektrum 
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stejnoměrná topologie na.F() 

slabá topologie 
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23 

98 
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70 
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91 
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92 
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45 

45 
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Xm 
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591 
44, 615 

133 

135 
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26 
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1 VEKTOROVÉ PROSTORY 

  

1.1 ZÁKLADNÍ DEFINICE A VLASTNOSTI 

Pojem vektorového prostoru vznikl axiomatizací vlastností třídimenzionálního 

prostoru Eukleidovy geometrie, resp. konfiguračního prostoru klasické mechani- 
ky. 

Vektorový (lineární) prostor V je množina, na níž je definována binární operace 

sčítání [x, y| > x + y € V a operace násobení komplexním nebo reálným číslem 

a, [a, x] » ax € V, přiíčemž tyto operace vyhovují následujícím axiomům: 
(i) x + y = y + x (komutativita), 

(ii) (x + y) + z = x + (y + z) (asociativita), 

(iii) existuje prvek 0 € W (nulový prvek) takový, že x + 0 = x pro všechna 
xE V, 

(iv) ke každému x€ V existuje prvek —xe€ V (inverzní prvek) takový, že 
x +(—2x)=0, 

(v) a(f) x = (0f) x, 
(vi) 1x = x, 
(vii) a(x + y) = ax + ay, (a + S)x = ax + fx (distributivnost sčítání a ná- 
sobení). 

Prvky prostoru V nazýváme vektory. 

1.1.1 Poznámka: V uvedené definici lze množinu kompležních, resp. reálných 

čísel nahradit jakoukoli množinou , která je tělesem (definici uvádí např. [Kul]). 

Mluvíme pak o vektorovém prostoru nad tělesem ; speciálně pro F = C, resp. 

F = R užíváme názvu komplexní, resp. reálný vektorový prostor. V této knize 
pracujeme převážně s komplexními vektorovými prostory, u nichž většinou ozna- 

čení „komplexní“ vynecháváme. Poznamenejme v této souvislosti, že z každého 

komplexního vektorového prostoru lze dostat reálný prostor V omezíme-li se na 
násobení reálnými čísly. 

Uvedeme několik jednoduchých příkladů vektorových prostorů; ověření axiomů 

je v nich většinou elementární — redukuje se na sčítání a násobení komplexních 
nebo reálných čísel. 

1.1.2 Příklad: Prostor C" je množina C X C x ... X C, na níž je sčítání a ná- 

sobení komplexním číslem definováno „po složkách“: pro x = [4,...., 8„] « C",
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yE [7717--', „n] EC"&aGCje aX:= [ačla"'a ačn]: x+ y:= [šl + 7717"': čn + 77„]: 

přičemž 0 := [0, ..., 0]. Analogicky se zavádí reálný prostor R", který se ovšem liší 

od CR 

1.1.3 Příklad: Prostor C(J), kde / C R je libovolný interval, je tvořen všemi 

komplexními funkcemi reálné proměnné, které jsou spojité a omezené na /. 

Sčítání a násobení číslem se definuje „bodově“: pro f g€e C(J), a€C, je 

(af)(x) := af(x), (f + g)(x):= f(x) + g(x), přičemž 0(x) := 0 pro všechna 

x € J. Stejně se definuje prostor C(X) pro libovolný topologický prostor (X, 7): 

jeho prvky jsou spojitá a omezená zobrazení f; X > C (viz $ 2.3). Pro reálný 

vektorový prostor reálných funkcí spojitých a omezených na X se užívá označení 

Ce(X). 

1.1.4 Příklad: Prostor /?, p ž 1, je množina všech posloupností X = (Š))z1, 

š; E C, takových, že > |$|? < %. Sčítání, násobení číslem a nulový prvek definuje- 
j=1 

me stejně jako v příkladu 2. Implikace X, Ye !? > X + Ye /?plyne z Minkov- 

ského nerovnosti (cvičení 3). 

Podmnožinu Z c V, která je sama vektorovým prostorem s týmž sčítáním 

a násobením číslem, tj. al, + L c L pro všechna a € F nazýváme podprostorem 

prostoru V. Pro danou množinu M c V označíme symbolem M;, minimální 

podprostor obsahující M. Je zřejmé, že podprostor M;, obsahuje právě všechny li- 

neární kombinace prvků množiny M; nazýváme jej lineárním obalem množiny M. 

Vektory X,,..., x, € V jsou lineárně nezávislé, jestliže z rovnosti a;x, + ... 

... t a,x, = 0 plyne, že všechna čísla a,, ..., a, jsou nulová. V opačném případě 

jsou tyto vektory lineárně závislé, což je ekvivalentní tomu, že alespoň jeden z nich 

se dá vyjádřit jako lineární kombinace ostatních. Pojem lineární nezávislosti není 

omezen jen na konečné množiny vektorů: libovolná množina M © V je lineárně 

nezávislá, jestliže každá její konečná podmnožina je tvořena lineárně nezávislými 

vektory. 

Pomocí lineární závislosti dospíváme k pojmu dimenze vektorového prostoru 

V (značení dim V). Je to celé nezáporné číslo z nebo symbol , které udává 

maximální počet lineárně nezávislých vektorů ve V: dim V = n (V je n-dimenzio- 

nální), jestliže ve V existuje m lineárně nezávislých vektorů a každé x € V lze 

vyjádřit jako jejich lineární kombinaci; dim V = w (V je nekonečnědimenzionál- 

ní), jestliže ve V existuje n lineárně nezávislých vektorů pro každé přirozené n. 

Z prostorů uvedených v příkladech 2-4 jsou C" a R" n-dimenzionální, 

dim C"W = 2nm, a všechny ostatní prostory jsou nekonečnědimenzionální. 

Ve vektorovém prostoru W konečné dimenze nazýváme bází každou lineárně 

nezávislou množinu 8, pro niž platí B;, = V. Z předchozích definic je jasné, že 

dim V = n právě tehdy, když ve V existuje báze o n prvcích.



1.1 ZÁKLADNÍ DEFINICE A VLASTNOSTI 

Jak jsme viděli v příkladech, dají se vektorové prostory realizovat mnoha 

způsoby a vzniká otázka, zda mezi nimi existuje nějaký vztah příbuznosti. K tomu 

je účelné zavést následující pojem. Řekneme, že (komplexní) vektorové prostory 

V, W' jsou (algebraicky) izomorfní, jestliže existuje bijekce f;: W > W, která je 

lineární: f(ax + fy) = af(x) + ff(y) pro všechnax, y€ V; a, f e C, tj. za- 

chovává operace sčítání a násobení číslem. Přímo z definice se ověří, že algebraický 

izomorfismus je relace ekvivalence (viz příklad A.1.10). Dále snadno nahlédneme, 

že izomorfní prostory mají stejnou dimenzi (cvičení 4). V případě prostorů koneč- 

né dimenze platí i obrácené tvrzení. 

1.1.5. Věta: Každý komplexní (reálný) ns-dimenzionální vektorový prostor je al- 

gebraicky izomorfní prostoru L"(R"). 

Probereme nyní dva způsoby, umožňující z daných vektorových prostorů kon- 

struovat vektorové prostory nové. 

(i) Mějme vektorové prostory WV,..., WVy nad týmž tělesem F. Na množině 

V:= W x... x Vy definujeme sčítání a násobení číslem 

A|X1s << Xp]| F[ <+0, P| := [ax; + Yj -.., AXpy Y Yyl 

a označíme 0:=[0,,..., 0,]. Axiomy jsou zřejmě splněny; vzniklý vektorový 
N 

prostor označujeme symbolem V; © ... © Vy nebo > * V,; a nazýváme direktním 
j=1 

(přímým) součtem prostorů W,..., Vy. Příkladem direktního součtu je C* = 

= (C © C apod. 

1.1.6 Poznámka: Nechť ve vektorovém prostoru V je dán systém podprostorů 

Vj, ..., Vy tak, že pro každé x € V existuje jednoznačné vyjádření ve tvaru 

Xx = X, +... P Xy,; %; E W Zavedeme-li zobrazeníf: V> V x V  x... x Vy, 

f(x,P... P xpy):= [X%1, <c Xp|, vidíme, že V je izomortní prostoru V ©... 

... © Wy. V tomto případě říkáme, že V je direktním součtem podprostorů 

V., ..., Vy a užíváme opět označení V = V ©.... © Vy. 

(ii) Pomocí daného podprostoru W vektorového prostoru V je na V možno zavést 

relaci ekvivalence: x = y, jestliže x — y e W. Někdy se tento vztah zapisuje ve 

tvaru x = y(mod W) - rovnost modulo W. Nechť V je množina všech tříd 

ekvivalence, X, ý € V, a € F; potom definujeme axX + ý:=(ze V: z =s ax + y, 

x € X, y € ý). Z definice relace — snadno ověříme, že aX + ý€ V a že množina 

V s takto zavedeným sčítáním a násobením číslem je vektorový prostor. Nazýváme 

jej faktorovým prostorem prostoru W podle W a značíme V/W. 

1.1.7 Příklad: Prostor £?"(M, du), p S 1, kde « je nezáporná míra (viz $ A.3), 

sestává ze všech měřitelných funkcí : M > C, pro něž 
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1 VEKTOROVÉ PROSTORY 

JIÍIde< , 

M 

přičemž sčítání, násobení číslem a nulový prvek jsou definovány jako v příkladu 3. 

Implikace f, g 6 £ ? » f + g €£ ? plyne z Minkovského nerovnosti v integrálním 

tvaru (cvičení 3). Pro p = 1 je tento prostor samozřejmě totožný s množinou 

F(M, du) z $ A.6. 

Nechť dále .£, C " je množina všech funkcí / takových, že /f(x) = 0 skoro 

všude v M. Ze základních vlastností míry plyne, že , je podprostor v 27ř. 

Faktorový prostor 

IP(M,du):= FY(Mdwd)/P,,  pěl, 

je tvořen třídami u-ekvivalentních funkcí, tj. funkcí, které se mohou vzájemně lišit 

nejvýše na „-nulové množině. 

  

1.2 FUNKCIONÁLY A FORMY 

Funkcionálem na vektorovém prostoru V nazýváme zobrazení f;: V > €; pro 

zobrazení f: V > R užíváme názvu reálný funkcionál. Funkcionál f je aditivní, 

jestliže f(x + y) = f(x) + f(y) pro všechna x, y € V; je homogenní, resp. anti- 

homogenní, jestliže f(ax) = af(x), resp. f(ax) = af(x), a€ C. Funkcionál, 

který je aditivní a homogenní (antihomogenní), se nazývá lineárním (antilineár- 

ním) funkcionálem. 

Z reálných funkcionálů nás budou zajímat především funkcionály konvexní: 

nazveme tak každé zobrazení p: V > R vyhovující pro všechna x, y V aC 

podmínkám 

p(x + Y) S p(x) + p(y). | p(ax) = |a] p(x). (1) 

Užívá se též termínu seminorma (pseudonorma). Z podmínek (1) se snadno 

odvodí, že obor hodnot každé seminormy je množina R*, a dále nerovnost 

IP(x) — p(y)| S P(x — Y) (2) 

Ve funkcionální analýze se často setkáváme se situací, kdy na nějakém podpros- 

toru V; vektorového prostoru V je zadán lineární funkcionál fo a potřebujeme 

vědět, zda je možné rozšířit jej na lineární funkcionál definovaný na celém prostoru 

V. Následující věta má pro řešení této otázky základní význam. 

1.2.1. Věta (Hahnův-Banachův teorém): Nechť p je konvexní funkcionál na vek- 

torovém prostoru V a nechť na podprostoru W; — V je dán lineární funkcionál f 

splňující pro všechna y € W; podmínku |/f(Y)| S A y). Potom existuje lineární 

funkcionál f na V takový, že f((y) = f(y) pro všechna y € WVa|/(x)) < p(x) pro 

všechna x € V.



1.2 FUNKCIONÁLY A FORMY 

Zobrazení F: V X ... x V > C se nazývá formou na vektorovém prostoru V, 

resp. reálnou formou, pokud pro obor hodnot platí Ran F c R. Formu, která je 

lineární v každém argumentu, nazýváme multilineární, speciálně bilineární, je-li 

jejím definičním oborem množina V x Y. Jestliže forma F: Vx V>=C je 

lineární v jednom a antilineární v druhém argumentu, mluvíme o seskvilineární 

formě. Budeme důsledně užívat „fyzikální“ konvence, podle níž je seskvilineární 

forma lineární v pravém a antilineární v levém argumentu. S některými vlastnostmi 

seskvilineárních forem (dále jen forem) se nyní seznámíme. 

Pro danou formu F nazýváme zobrazení x > gx) := Hx, x) kvadratickou 

formou (generovanou formou /). Následující jednoduchý vztah, tzv. polarizační 

formule, který se ověří přímo z definice, ukazuje, že forma F je úplně určena 

kvadratickou formou g5: 

Hx ) = ž(qř(x + )- adx— )- Ž(qF(x +iy - adx —i)). 3) 

Forma F je symetrická, jestliže F(x, y) = H(y, x) pro všechna x, y € V, a pozi- 

tivní, jestliže g-(x) S 0, x € V; jestliže g,(x) = 0 jen pro x = 0, je F striktně 

pozitivní. Pozitivní forma je symetrická a platí pro ni Schwarzova nerovnost (viz 

cvičení 9) 

|F(x, Y|* S adxX) aF) (4) 

Uvažujme množinu všech lineárních funkcionálů na V. Tato množina se stane 

vektorovým prostorem, definujeme-li operace sčítání a násobení číslem „bodově“ 

(srov. příklad 1.1.3): 

(af + 8)(x) := af(x) + g(x). 
Vzniklý vektorový prostor V/ nazýváme algebraickým duálním prostorem k pro- 

storu V. 

1.2.2 Příklad: Mějme n-dimenzionální prostor V, s bází (e,...,e,)h Pro 

x = > č;e; € V, definujeme g; € Vý vztahy g(x) := £,, j = 1,..., n. Funkcionály 
j=1 

g; jsou lineárně nezávislé a pro libovolné f € V/ a každé x € V, platí: 

f(x) = _zlšif(ei) " _Žlf(ef) 8gÁX)> 
J= j= 

tj. f = X f(e)g, Funkcionály g;,..., g, tedy tvoří bázi prostoru V/, která se 
j=1 

nazývá duální bází k bázi (e), ..., „) C V,. Tím jsme dokázali, že 

dim V/ = dim V,. 
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1 VEKTOROVÉ PROSTORY 

Pro danou množinu Z zobrazení f: X > Y bývá často důležité vědět, zda 

obsahuje „dostatečně velký“ počet prvků v tom smyslu, že pro každou dvojicí 

x, y € X, x * y, existuje f e £; pro něž /(x) A f(y). Má-li množina " tuto 

vlastnost, říkáme, že odděluje body (v X). V případě, že X, Y jsou vektorové 

prostory a všechna zobrazení v Z jsou lineární, odděluje množina Z body právě 

tehdy, když ke každému x * 0 existuje f, « F takové, že f.(x) 7 0. 

1.2.3. Tvrzení: Množina V/ odděluje body ve V. 

Důkaz: Pro libovolný nenulový vektor y€ W sestrojíme množinu: B = 

= (x,: a€ ) C V takovou, že By, = V a ye€ B, tj. existuje a' € /, pro něž 

X = y. Je-li dim V < , je B jakákoli m-tice lineárně nezávislých vektorů, 

z nichž jeden je y, v případě dim W = % plyne existence takové množiny z výsled- 

ku cvičení 17. Hledaný funkcionál můžeme definovat např. tak, že položíme 

f(y) := 1, f(x.Ó) := 0 pro a ? a' a lineárně rozšíříme. N 

  

1.3 NORMOVANÉ PROSTORY 

Normou na vektorovém prostoru V nazýváme reálný funkcionál || . ||, který splňuje 

pro všechna x, y € V, a € C (nebo R) následující podmínky (axiomy normy): 

(n1) ||x|| = 0 právě tehdy, když x = 0, 

(n2) |*x + y S lx] + ll 
(n3) |ax = le |xl. 
Vidíme, že norma je konvexní funkcionál, který navíc splňuje podmínku (ni); 

představuje abstrakci délky vektoru v R*. Vektorový prostor s normou nazýváme 

normovaným prostorem; v případě potřeby jej budeme značit jako dvojicí (V; |.1). 

Následující příklady ukazují, že na daném vektorovém prostoru lze zavést různé 

normy. 

1.3.1. Příklad: V prostorech C", R" se běžně pracuje s normami 

n l/p 

[x] = max J6 ad = (Žlšjlp) ; pšl. 
j=1 1sjsn 

Axiomy se ověří snadno, pro p > 1 vyjadřuje axiom (n2) Minkovského nerovnost. 

Mezi uvedenými normami platí jednoduché nerovnosti (viz cvičení 10), pro n = 1 

všechny normy splývají. Podobně v prostorech /?, p S 1, jsou normami zobrazení 

w 1/p 

X s(|5) 7 |X] „ := suplé], X JA (Žlčjlp) . 
j j=1 

O nerovnostech mezi těmito normami a některých dalších normách na prostorech 

!? pojednává cvičení 11. 

1.3.2 Příklad: Ve vektorovém prostoru Z?(M, du) z příkladu 1.1.7 lze normu 

zavést např. předpisem



1.3 NORMOVANÉ PROSTORY 

W := (JW du) : 

Vztah ||f]|] , = 0 implikuje f(x) = 0 pro w-s.v. x € M, tj. f je nulový prvek 

prostoru ?(M, du); axiom (n2) vyjadřuje opět Minkovského nerovnost, tentokrát 

v integrálním tvaru. Dále bude symbol Z?(M, du) znamenat vždy tento normovaný 

prostor; na vektorovém prostoru I?(M, du) lze ovšem zavést i jiné normy — viz 

cvičení 12. 

1.3.3. Příklad: Užijeme označení z příkladu 1.1.7. Symbolem L*"(M, du) označí- 

me množinu všech tříd u-ekvivalentních měřitelných funkcí f: M > C, které jsou 

skoro všude omezené, tj. existuje c > 0 takové, že |f(x)| S c pro u-s.v. xe M 

(přičemž „-nulová množina, na níž |f(x)| > c, obecně závisí na f a c). Infimum 

množiny , všech čísel c s touto vlastností označíme sup ess |/f(x)| (esenciální 

supremum). Snadno ověříme, že toto číslo patří do ; a že pro libovolnou dvojici 

u„-ekvivalentních měřitelných funkcí f a g platí , = %W,, tj. též 

sup ess |f(x)) = sup ess |g(x)) - 
xe M xe M 

Odtud dále vyplývá, že L*(M, du) je vektorový prostor a zobrazení 

f JA s = sup ess |/(x) 
xeM 

je norma. Dále rozumíme symbolem L*(M, du) tento normovaný prostor; některé 

jeho vlastnosti jsou uvedeny ve cvičení 13. Speciálně pro diskrétní míru u (viz 

$ A.3), jejíž diskrétní body tvoří spočetně nekonečnou množinu P= (x,:1=1,2,...), 

tj. u (M P) = 0, lze každé f e L*(M, du.) ztotožnit s omezenou posloupností 

(ě„ht, kde £, := f(x,„), přičemž |/] = sup |ě,|. Pro každou diskrétní míru s uvede- 
n 

nými vlastnostmi je tedy L*(M, du.) totožné s normovaným prostorem /* všech 

omezených komplexních posloupností X = (č,)s normou ||X||„ := sup |ě,|. Po- 

dobně prostory /?, p ž 1, jsou totožné s I?(M, du.)) pro každou diskrétní míru 

splňující u(x,) = 1, n = 1,2,.... 

1.3.4 Příklad: Na prostoru C(X) z příkladu 1.1.3 lze zavést normu 

I = = sup 1/] « (1) 
xeX 

Symbolem C(X) budeme dále rozumět vždy tento normovaný prostor. Je pod- 

prostorem v prostoru B(X) tvořeném omezenými funkcemi f: X » C (vztah (1) 

zjevně určuje normu i na B(X)). 
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1 VEKTOROVÉ PROSTORY 

1.4 PRE-HILBERTOVY PROSTORY 
  

Skalárním součinem na vektorovém prostoru W nazýváme každou striktně pozitiv- 

ní seskvilineární formu; její hodnotu pro daná x, y € V obvykle značíme (x, y). 

Vektorovému prostoru se skalárním součinem se říká pre-Hilbertův prostor (srov- 

nej s definicí Hilbertova prostoru v $ 4.1). 
Z toho, co bylo řečeno v $ 1.2, vyplývá, že skalární součin je určen následujícími 

podmínkami (axiomy skalárního součinu), v nichž x, y, z, resp. a jsou libovolné 

prvky V, resp. C: 
(st) (x, ay + z) = o(x, y) + (x, z), 

(s2) (x Y) = (% x), 
(s3) (x, x) S 0 a (x, x) = 0, právě když x = 0. 

Vzhledem k tomu, že skalární součin je striktně pozitivní, splňuje Schwarzovu 

nerovnost, přičemž rovnost |(x, y)|* = (x, x) - (yY, y) platí právě tehdy, když vekto- 
ry X, y jsou lineárně závislé (srov. s cvičením 9). Pro všechna x, y * 0 platí 

nerovnosti 0 < |(x, Y)|/(x, x) *- (y yy'? < 1; připomeňme, že v R' má tento 
podíl geometrický význam absolutní hodnoty kosinu úhlu mezi vektory x, y. 

Každý pre-Hilbertův prostor je normovaným prostorem s normou 

lx] := (1 97 () 

Schwarzovu nerovnost nyní můžeme psát ve tvaru |(x, y)| S ||x|| |.p||. O normě (1) 

říkáme, že je indukována skalárním součinem. 'Taková norma má některé speciální 

vlastnosti. Z axiomů (s1,2) plyne rovnoběžníková rovnost 

= 2 
|x + »|? + |x — »y|* = 2|x|? + 2 l*« 

Dále polarizační formule umožňuje vyjádřit skalární součin libovolných dvou 

vektorů pomocí normy: 

1 2 2 i - 2 - 2 

(x, Y) = Z(le + p — |Jx — l9 — Z(llx + iy||“ — Jx — iy|9. 

Tyto dvě vlastnosti jsou pro normu indukovanou skalárním součinem charakteris- 

tické: máme-li normovaný prostor (V; |.|), v němž norma splňuje rovnoběžníko- 

vou rovnost, můžeme na V zavést skalární součin pomocí polarizační formule 

(cvičení 14). Platnost rovnoběžníkové rovnosti je tedy nutná a stačí k tomu, aby 

daná norma byla indukována skalárním součinem. 

1.4.1. Příklad: V prostoru C" je skalární součin dán vztahem 

(x ) := 2 5m. (2a) 
j=1 

Tento skalární součin indukuje normu ||.|»; naproti tomu normy |.||= a | 
p ? 2, nesplňují rovnoběžníkovou rovnost, a nemohou být proto indukovány



1.4 PRE-HILBERTOVY PROSTORY 

žádným skalárním součinem. Analogická je situace v prostorech P:pro1l S p 2 

v nich lze zavést skalární součin 

(X, Y) := 2 šn (2b) 
j=1 

který indukuje normu |.|;. Konvergence řady pro lbovolná X, Ye /P 

plyne z Hólderovy nerovnosti (viz komentář; uvažte, že pro p< [1,2] platí 

g:= p/(p — 1) ž p). Normy |.|. a |.|„ g 2, opět nejsou indukovány 

žádným skalárním součinem. Dále symboly C* a /?* budou označovat vždy prostory 

se skalárním součinem (2a), resp. (2b). 

1.4.2 Příklad: V prostoru ZŽ(M, dw) je skalární součin definován vztahem 

(f 8) = ffg du; 
M 

existence integrálu je opět důsledkem Hólderovy nerovnosti. Tento skalární součin 

indukuje normu ||. ;; V normovaných prostorech Z?(M, du), p ? 2, norma nespl- 

ňuje rovnoběžníkovou rovnost (cvičení 15) a nelze pomocí ní zavést skalární 
součin. 

O vektorech x, y v pre-Hilbertově prostoru říkáme, že jsou ortogonální, jestliže 

(x, y) = 0. Vektor x je ortogonální k množině M c V, jestliže (x, y) = 0 pro 

všechna y € M. Množinu všech takových vektorů značíme M“ a nazýváme ortogo- 

nálním doplňkem množiny M; důvod pro takový název poznáme v $ 4.2. Z vlast- 

ností skalárního součinu vyplývá, že ortogonální doplněk každé množiny je 

podprostor (Mijn = M*. (3) 

Podobně dostaneme následující užitečné vztahy (viz též cvičení 16): 

(M))= M),  M.C(M))), MCNSM*SN.  (4) 

Množina M nenulových vektorů, jejíž každé dva prvky jsou ortogonální, se 

nazývá oritogonální množinou; jestliže navíc platí |x|| = 1 pro každé x€ M, 

říkáme, že množina M je ortonormální. Mezi ortonormálními množinami a množi- 

nami lineárně nezávislými existuje úzká souvislost. Na jedné straně je zřejmé, že 

každá ortonormální množina je lineárně nezávislá. V opačném směru je situace jen 

1.4.3. Věta (Gramova-Schmidtova): Nechť N je nejvýše spočetná lineárně nezávi- 

slá množina v pre-Hilbertově prostoru W. Potom existuje ortonormální množina 

M c V stejné mohutnosti jako N, přičemž Mi, = Ng 

Důkaz přenecháváme čtenáři (cvičení 16). 

1.4.4 Důsledek: V každém pre-Hilbertově prostoru konečné dimenze existuje 

ortonormální báze. 
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Komentář 

$1.1 * Nechť p > 1, g:= p/(p — 1) a Š;, y jsou nějaké n-tice. komplexních 

čísel. Potom platí Hólderova nerovnost 

n R 1/p n 1/g 

21651] = (Žlšjlp) (Žlmlq) : 
j=1 j=1 j=1 

Tvrzení, které stačí zřejmě ověřit pro „normalizovaný“ případ 

2|š|? = 2Im|P = 1, 
j j 

vyplývá z elementárního vztahu 

1 1 
ab-adď4+-b, 

p d 

platného pro všechna a, b ž 0 (viz [Jar 1|, věta 101). Podobně se dostanou 

analogické nerovnosti pro nekonečné řady, resp. integrály: 

(a) Nechť komplexní posloupnosti () , (7;)jS1, splňují podmínky > |5,|? < , 
j 

>|| < %. Potom řada >'š;1; absolutně konverguje a platí Hólderova nerovnost 
j j 

sn= w. | 

(b) Nechť (X,%, «) je prostor s mírou, M EŇ a f, g jsou komplexní funkce 

definované na M. Jestliže f?, g? e IV(M, du), potom fg € I(M, du) a 

1/p 1/g 

Jlfgi du = (IWdu) (Jlglqdu) . 

* Báze se dá definovat i pro nekonečnědimenzionální vektorový prostor V. Li- 

neárně nezávislá množina B C Y, pro niž B., = V, se nazývá Hammelovou bází 

prostoru V. Tato množina je nutně nekonečná (její mohutnost se nazývá algebraic- 

kou dimenzí prostoru V). Pomocí Zornova lemmatu je možno dokázat existenci 
Hammelovy báze v každém vektorovém prostoru — cvičení 17. Například Hamme- 

lovou bází podprostoru A(R) C C(R) tvořeného všemi polynomy reálné proměn- 

né x je množina (1, x, x',...). V nekonečnědimenzionálních vektorových prosto- 

rech, zejména prostorech Hilbertových, se však většinou pracuje s bázemi jiného 

typu: každý vektor prostoru je vyjádřen jako „nekonečná“ lineární kombinace 

vektorů báze (viz $ 4.2). To ovšem předpokládá zavedení topologických pojmů, 

jako je konvergence aj. 

e Pro dané dva body x, y € V nazýváme zobrazení [0, 1]3 t > x F(1 — y 

úsečkou spojující body x, y (spojnicí bodů x, y). Množina C C V je konvexní, 

jestliže s každou dvojicí x, y € C patří do C spojnice bodů x, y. Každý podprostor
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L c V je zjevně konvexní. Dále je jasné, že průnik libovolného systému konvex- 
ních množin je konvexní. 

V konvexní množině C mohou existovat body x, které neleží na spojnici žádných 

dvou bodů z, y € C, x ? y, x ? z; takové body nazýváme extremálními body 

konvexní množiny C. Ekvivalentní definice zní: x € C je extremálním bodem 

množiny C, jestliže z podmínky x = ty + (1 — A)z, [6(0,1), y z e C, plyne 

x = y = z. Například každý trojúhelník je konvexní množina v N', jejímiž jediný- 
mi extremálními body jsou vrcholy. 

* Kromě lineárních zobrazení se na vektorových prostorech pracuje i se zobraze- 

ními antilineárními. Příkladem je involuce, která se definuje jako zobrazení 

V » x > x* e V splňující pro všechna x, y € V; a e C následující podmínky: 
(il) (ax + y)* = ax* + y*, 
(i2) * = x. 

Z (i2) je vidět, že involuce je bijekce. 

8 1.2 * Důkaz Hahnova-Banachova teorému je možno najít ve většině knih po- 
jednávajících o funkcionální analýze — viz např. [KF], [RS 1], [Tay]. 

$ 1.4 * V matematické. literatuře se skalární součin obvykle definuje jako forma 

lineární v levém a antilineární v pravém argumentu. Skalární součin se zavádí také 

na reálných vektorových prostorech jako reálná symetrická bilineární forma splňu- 

jící podmínku (s3). Pro reálný vektorový prostor se skalárním součinem se užívá 

názvu euklidovský prostor. 

  

Cvičení 

1. Ve vektorovém prostoru V platí: —0 = 0, a) = 0 pro všechna a € C, 0x = 0, 

—x = (—1) x pro všechna x € V a pro x * 0 z rovnosti ax = fx plyne a = f. 

2. Prostor C má dimenzi 2x. Doplňte vektory e := (d,j ..., d„h 1 S j S n,na 
bázi v CW, 

3. Nechť p ž 1. (i) Pro každou dvojicí x, y € Cx = [č,,..0, Š] Y = [ 0005 o] 

platí Minkovského nerovnost 

n p n 1/p A 1/p 

(_;lš,-w,-v) š(;lš,-lp) +(_=Žllmlp) . 

(ii) Užijeme označení z příkladu 1.1.7. Jestliže f; g e£*(M, du), potom 

f+ geF"0M, du) a platí Minkovského nerovnost v integrálním tvaru 

(J-|f+g|pdu) ě(flnpdu) +(Jlg|pdu) . 

Návod: Ve vztahu |š + |? S |š |š; + |!* + || jš + |! aplikujte na 
výraz na pravé straně Hóolderovu nerovnost. 
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4. Algebraický izomorfismus /: V > W' zachovává lineární nezávislost: množina 

M c V je lineárně nezávislá právě tehdy, když je lineárně nezávislá množina 

f(M) - V. 

5. Nechť V,, V, jsou podprostory vektorového prostoru V; jejich algebraickým 

součtem V, + V; nazýváme podprostor (V,| v V)y = (xEWV: x= xt X 

x; € Vj, x) « W). Tento podprostor spolu s podprostorem WV; © V splňuje vztah 

dim(V, + W) + dim(V, o WV) = dim V; + dim WV;. Speciálně pro h n V = 

= (0) platí V + WV, = V, © V, a odtud dim (V; © V;) = dim V, + dim V 

Návod: Bázi ve WV; o V, doplňte jednak na bázi £; ve V,, jednak na bázi d ve Vs, 

a ukažte, že f, v d, je báze ve V + WV>. 

6. Jsou dány podprostory V WV; vektorového prostoru : W takové, že 

V = V, © V,. Potom faktorový prostor V/ V; je algebraicky izomorfní podpros- 

toru W>. 

7. Pro lineární zobrazení f: V > V jsou množiny Ker f:= (x€ V: f(x) = 0j = 

= f-Dí0)), resp. Ran f podprostory ve V, resp. W'. Jestliže dim Kerf < 90 

potom dim Ran f = dim V — dim Ker f. 

8. Nechť W je podprostor vektorového prostoru V, dim W < %; potom 

dim V/W = dim V — dim W. 
Návod: Aplikujte tvrzení předchozího cvičení na vhodně zvolené surjektivní 

zobrazení V > V/W. 

9. Nechť F je seskvilineární forma na vektorovém prostoru V a g, odpovídající 

kvadratická forma. 
(i) Forma F je symetrická právě tehdy, když g4(x) € R pro každé x« V. 

(ii) Je-li F pozitivní, pak funkcionál x > pm(x) := Jg,(x) je seminorma na V 

a dále platí nerovnost (1.2.4), přičemž rovnost nastává právě tehdy, když existuje 

a € C takové, že g(ax + y) = 0 nebo gx + ay) = 0. 

10. Pro g > p ž 1, x € C" platí nerovnosti |x||« < |x $ |x]], S nx 
Odtud dále plyne ||x||. = lim |x - 

P—'m 

11. Na prostoru /?, p Z 1, je vztahem | X|,„:= (Zl|.š,|q)“q, kde X = (č)ž, « , 
j= 

definována norma pro všechna g S p. Pro každé X € /" platí |X| « < |Xl, = 

< |X||„, zatímco pro žádná kladná čísla k, k' nelze splnit nerovnosti ||X|, = 

< k|Xll «; |X]|, < ki|X|,pro všechna X e P 

Návod: Pro 0 < a < 1 položte š,:= a/?*. 

12. S označeními z příkladu 1.1.7 platí: jestliže u(M) < %, 1 S g < p, po- 

tom zobrazení f > |fl,:= (f1f ' du)“? je norma na Z?(M, du) a pro každé 
M 

fe LY(M, du) je splněna nerovnost
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1 () 72 s |A , p(woe. 

13. Převezmeme označení z příkladu 1.3.3. 

(i) Pro každé f € L*(M, du) platí |f(x)] S |A t. |A je minimem množiny 

všech c > 0 takových, že |f(x)) S c pro u-s.v. x€ M. 
(ii) Jestliže u(M) < , máme pro každé p ž 1: L*(M, du) C IMAM, du) 

a zobrazení f > ||/|, je norma na vektorovém prostoru Z*(M, du), přičemž 

lA„ S m |A « a Jim I = lA 

(iii) Nechť posloupnost (f,) C L*(M, du) je stejnoměrně omezená, tj. existuje 
c > 0 takové, že |/] S c, n = 1,2,..., a nechť pro u-s.v. x € M f(x) > f(x). 
Potom f€ L*(M, du) a ||AWĎ < c. 

Návod: (ii) Funkce p > u(M)""" ||f|| „je neklesající a ke každému « > 0 existuje 
množina M, €Ň, u(M;) * 0 taková, že |/(x)| S ||| — e pro všechna x € M. 

  

14. Jestliže na normovaném prostoru (V, ||. |) je splněna rovnoběžníková rovnost 
pro všechna x, y € W, potom forma (..), (x y):= r(x, y) + irčix, y), : kde 

Hx Y) := s(|x + Y|* — |x — y|*), zadává skalární součin na V. 
Návod: Platí r(x, y) = r(y, x) = rix, iy); z rovnoběžníkové rovnosti se odvodí 
H(x, y + z) = K((x, y) + ríx, z). Odtud odvodíme dále vztah r(x, cy) = cHx, y) 
pro racionální c a ze spojitosti reálných funkcí f > |«x + y|| (viz nerovnost 
(1.2.2)): vztah ((ax, y) = ar(x, y), a e R. 

    

15. V normovaném prostoru I?(M, du) je splněna rovnoběžníková rovnost pro 
všechna /, g jen v případě p = 2. 

Návod: Pro p 2 uvažujte charakteristické funkce libovolných disjunktních 
množin A, B C M, n(A) = u(B) < w. 

16. Dokažte větu 1.4.3. 

Návod: Pro N = (y;, y ...]) uvažujte vektory x, := z,/||z,||, kde 

n-1 

Z„7 V 7 ) (X Pa) Xks n= 1,2,.... 
k=1 

17. V každém nekonečnědimenzionálním vektorovém prostoru existuje Hamme- 
lova báze. Navíc pro každou lineárně nezávislou množinu M c V lze najít Ham- 

melovu bázi By ve V takovou, že M c By. 

Návoďd: Na systému / všech lineárně nezávislých množin ve V (obsahujících M) 
zadává množinová inkluze částečné uspořádání, přičemž horní hranicí každého 
uspořádaného podsystému je sjednocení všech jeho prvků. Podle Zornova lemma- 
tu existuje maximální prvek B € Y; potom B = YV. 

18. Najděte pre-Hilbertův prostor V a množinu M c V tak, aby M;, * (M*)+, 
w Návod: V prostoru /? uvažujte množinu (Ej: k = 1,2,...), E :=(óg>.. p jk)] 
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19. Pro každou konečnou množinu (X;, ..., x„) v pre-Hilbertově prostoru je Gra- 

mův determinant T(x,..., x,), což je determinant matice tvořené skalárními 

součiny (%;, Xs), J k = 1,..., n, nezáporný; nulové hodnoty nabývá právě tehdy, 

když vektory x, ..., x, jsou lineárně závislé. 
n 

Návod: Užijte vztahu (x;, %) = ?,(x;, €,) (€,, Xs), kde (€,, ..., €„tje ortonormál- 
r=1 

ní báze v podprostoru (X ..., X„Jin> a pravidlo pro násobení determinantů. 

20. Nechť B = (x,: a € ) je Hammelova báze ve vektorovém prostoru V a je 

dáno zobrazení f;: B X B > C takové, že fo(X1, Xg) = fo(Xg; X.). Potom existuje 

právě jedna symetrická seskvilineární forma f na V splňující f ! B X B = f



  

2 METRICKÉ A TOPOLOGICKÉ PROSTORY 

  
2.1 METRICKÉ PROSTORY, ZÁKLADNÍ DEFINICE A VZTAHY 

Nechť je dána množina X, jejíž prvky nazveme body, a zobrazení o: 
X X X > [0, %) takové, že pro všechna x, y, z € X jsou splněny axiomy metriky: 
(ml1) o(x, y) = 0 právě tehdy, když x = y, 

(m2) x, y) = o(y, x) (symetrie), 
(m3) (x, z) S o(x, Y) + o(y, z) (trojúhelníková nerovnost). 
Zobrazení o nazýváme metrikou a množinu X, na níž je definována metrika, 
metrickým prostorem. Protože na dané množině Ize většinou zavést metriku více 
způsoby, užíváme někdy pro metrický prostor symbol (X, o), chceme-li explicite 
vyznačit, kterou metriku na X právě uvažujeme. 

Jedním z nejjednodušších příkladů metriky je tzv. diskrétní metrika 0g 
o(X, Y) := 1, x * y, již lze zavést na každé množině X; extrémně jednoduchá 
definice metriky vede k některým „patologickým“ vlastnostem tohoto prostoru 
(cvičení 4). Velký význam pro další výklad má případ, kdy metrický prostor 
konstruujeme z daného normovaného prostoru V; jestliže položíme 

(x Y) := |x — vyl, (1) 
vidíme, že axiomy normy zaručují splnění podmínek (m1-3). O takové metrice 
říkáme, že je indukována normou. Každá metrika indukovaná normou je inva- 
riantní vůči translacím: 

o(x + z, y + z) = o(x, y) pro všechna x, y ze V; 

při dilatacích x > ax, a € C, se transformuje podle vztahu 

o(ax, ay) = |a] o(x, y). 
Naopak, nechť je dána metrika o na vektorovém prostoru V, která má uvedené 

dvě vlastnosti. Položíme-li ||x||, := o(x,0), ověříme snadno, že |.|| „ je norma, 
která splňuje vztah (1). V dalším daný normovaný prostor V automaticky chápe- 
me jako metrický prostor s metrikou (1), pokud není metrika na V výslovně 
zavedena jinak (cvičení 2). Normované prostory z příkladů 1.3.1—4 tak poskytují 
současně příklady metrických prostorů. | 

Východiskem pro další výklad o vlastnostech metrických prostorů je pojem oko- 
lí. Pro daný bod x € X a € > 0 nazyeme množinu U(x) := (y € X: o(x, y) < «) 
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s-okolím bodu x (někdy se též mluví o otevřené kouli se středem x a poloměrem <). 

Připomeňme důležité vlastnosti okolí, které bezprostředně plynou z definice 

a axiomů metriky: 

(i) pro každou dvojicí x, y € X, x ? y, existují disjunktní okolí U(x) a U(y), 

(ii) do daného okolí U (x) patří spolu s každým bodem i jisté okolí tohoto bodu: 

y€ Udx) > existuje U „(y) c U (x), 

(iii) nespočetný systém všech okolí daného bodu x lze nahradit spočetným systé- 

mem (U „(x): m = 1,2,...) v tom smyslu, že ke každému « > 0 existuje přírozené 

n, pro něž U„ (x) = U (x). 

Všechny pojmy, které dále zavádíme, se vztahují k danému metrickému prostoru 

(X, o), „množina“ znamená prvek systému 2* atd. V definicích užíváme výhradně 

pojmu okolí, resp. pojmů z něj odvozených (viz komentář). Ekvivalentní definice 

vycházející přímo z metriky, jakož i chybějící důkazy některých tvrzení, si čtenář 

snadno doplní sám. 

Bod x je vnitřním bodem množiny M, jestliže existuje U(x) C M. Všechny 

vnitřní body množiny M tvoří její vnitřek (značení M"). Množina G je otevřená, 

jestliže G = GY, tj. jestliže každý její bod je vnitřní. Triviálními příklady jsou celý 

prostor X a prázdná množina ; z vlastnosti (ii) je dále vidět, že všechna okolí 

daného bodu x € X jsou otevřenými množinami. Otevřené množiny U(x) jsou 

navíc „elementární“ v tom smyslu, že každou otevřenou množinu G lze zapsat ve 

tvaru G = U Us(x). Odtud dostáváme základní vlastnost otevřených množin: 
xeG 

2.1.1. Věta: Sjednocení libovolného systému, resp. průnik konečného systému 

otevřených množin je otevřená množina. 

Uzávěr množiny M (značení M) je množina všech bodů x € X, takových, že 

U (x) o M 7 0 pro každé e > 0. Bod uzávěru množiny M, tj. prvek x € M, se 

nazývá izolovaným bodem, jestliže existuje U.(x), pro něž U(x) 0 M = ixj. Bod 

uzávěru, který není izolovaným bodem množiny M, je jejím hromadným bodem. 

Pro každou množinu M platí 

McCcM, M=4M. (2) 

Dále jsou splněny vztahy 

MCN> 2 McCN, MuN=MuvNŇN. (3) 

Poznamenejme, že pro uzávěr průniku dvou množin platí pouze inkluze 

M'n N c M o N a nikoli rovnost. Množina bd M:= M N M?' se nazývá hranicí 

množiny M. 

Množina F je uzavřená, jestliže F = F Uzávěr každé množiny je uzavřená 

množina; ze vztahů (2, 3) dále plyne, že M je minimální uzavřená množina 

obsahující M. Kromě toho je zřejmé, že celý prostor X a prázdná množina jsou 

uzavřené: - 

X=X, p=W. (4)
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Uzavřeným protějškem otevřené množiny U(x) je uzavřená koule S(x) := 
(Y € X: o(x, y) S £). Podle (3) platí U (x) C S(x), obecně však nikoli rovnost 
(cvičení 4). Připomeňme ještě dvě základní vlastnosti uzavřených množin: 

2.1.2. Věta: (a) Množina F je uzavřehá právě tehdy, když její doplněk X X F je 
množina otevřená. 
(b) Průnik libovolného systému, resp. sjednocení konečného systému uzavřených 
množin je množina uzavřená. 

Říkáme, že množina M c X je hustá v množině N C X, jestliže W > N; všude 

hustá, jestliže M = X; všude řídká, jestliže X W je všude hustá (cvičení 5). 

Metrický prostor, který obsahuje všude hustou spočetnou podmnožinu, je separa- 

bilní. Jednoduchým příkladem je prostor C" s metrikou indukovanou libovolnou 

z norem zavedených v příkladu 1.3.1; všude hustou spočetnou množinu v něm tvoří 

n-tice komplexních čísel s racionální reálnou i imaginární částí. S dalšími příklady 
separabilních prostorů se seznámíme v následujících kapitolách. 

Bod x je limitou posloupnosti (x,| C X, jestliže ke každému U (x) existuje 
přirozené n (závisející obecně na £ a x) tak, že platí implikace n > m > 

> x, € U(x). Alternativně říkáme, že posloupnost (x,) konverguje k bodu x, 

a píšeme x, > x nebo lim x, = x. Z vlastnosti (i) okolí plyne, že každá posloup- 
no w 

nost má nejvýše jednu limitu. 

Pomocí konvergence Ize charakterizovat body uzávěru. 

2.1.3 Tyvrzení: Bod x patří do uzávěru množiny M právě tehdy, když existuje 
posloupnost (x„)] C M, která konverguje k x. 

Dále se budeme zabývat zobrazeními metrických prostorů. Pokud neuvádíme 

bližší specifikaci, půjde o zobrazení f: X > X', kde (X, o), (X', o') jsou dané 

metrické prostory (mohou být případně totožné), přičemž pro s-okolí bodu 

v prostoru X“ užijeme označení U;(.). Speciálně v případě, že X' = C, resp. R, 

mluvíme o komplexní, resp. reálné funkci na prostoru X. Začneme s pojmem 

lokální spojitosti: zobrazení / je spojité v bodě x€ X, jestliže ke každému 

U:(f(x)) existuje U(x) takové, že f(U(x)) C UVu(f(x)). Podobně jako body 

uzávěru lze i lokální spojitost charakterizovat pomocí posloupností (cvičení 7). 

Spojitostí zobrazení f (říká se též globální spojitosť) se rozumí tato vlastnost: vzor 

libovolné otevřené množiny G' C X' při zobrazení f je otevřená množina v X. 

Následující vztah mezi lokální a globální spojitostí lze jednoduše dokázat. 

2.1.4 Tvrzení: Zobrazení f je spojité právě tehdy, když je spojité v každém bodě 
xeEeX. 

2.1.5 Příklad: Pro pevné x € X uvažujme reálnou funkci fi(y) := o(x, y). Tato 

funkce je spojitá v každém bodě — viz cvičení 1. Speciálně, jestliže X je vektorový 

prostor, na němž je metrika indukována normou, dostáváme spojitost normy — srov. 
vztah (1.2.2) pro p(x) = |x 
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2.1.6. Příklad: Předpokládejme, že na vektorovém prostoru W jsou dány normy 

lo -] Říkáme, že norma |.||» není silnější než ||| jestliže existuje a > 0 

takové, že pro všechna x € V platí | 

lx: S olxli- (5) 

Dokážeme, že tato podmínka je ekvivalentní spojitosti zobrazení e: (W; ||-h.) > 

> (V, |- |) definovaného vztahem ep(x) := x. Z nerovnosti (5) a linearity zobra- 

zení e plyne spojitost v každém bodě x € WV. Naopak, v důsledu spojitosti €12 

v bodě x = 0 existuje ó > 0 takové, že |x|; < č > ||x||; < 1. Pro libovolné 

nenulové y € V je norma ||. ||; vektoru 

  

  

ó Y 

2 Ix 
rovna ó/2 < d, takže 

2 ) | <n 
2 |x lz         

odtud plyne |y|: < 2/ó||y|; pro každé y € V (rovnost nastává pro y = 0). 

Důležitou třídu spojitých zobrazení metrických prostorů tvoří homeomorfismy. 

Nazýváme tak bijekce / takové, že f i f * jsou spojitá zobrazení. Homeomorfismus 

má všechny znaky ekvivalence: reflexivnost a symetrie jsou zřejmé, k ověření 

tranzitivity si stačí uvědomit, že jsou-li dány homeomorfismy f; X > X, g: 

X' > X', potom složené zobrazení h := go f je spojitá bijekce prostorů X, X“ 

ah'=sf'og 

2.1.7 Tvrzení: Nechť z, resp. v je systém všech otevřených množin v metrickém 

prostoru X, resp. X' a nechť f je homeomorfismus těchto prostorů.. Potom 

f zobrazuje bijektivně T na Tv. 

Důkaz: Protože zobrazení f * je spojité, platí f(G) € v pro všechna G € z. Pro 

každou dvojici G,, G, € T splňující f(G,) = f(G>) dostaneme aplikací f | rov- 

nost G, = G;, takže f zobrazuje injektivně systém T do v. Zapíšeme-li dané 

G' e v ve tvaru G = f(f (G)), plyne ze spojitosti f; že f (G) = 

=f-XG)ex $ f()=7. u 
Vzhledem k tomu, že systém otevřených množin určuje topologickou strukturu 

prostoru (X, o) (viz dále $ 2.3), říkáme, že homeomorfní metrické prostory jsou 

topologicky ekvivalentní. 

Vyšetříme homeomorfismy normovaných prostorů. Tyto prostory jsou bohatší 

o algebraickou strukturu vektorového prostoru, a proto se budeme zabývat homeo- 

morfismy lineárními (viz též $ 2.6); požadavek linearity zaručuje shodnost algeb- 

raické struktury uvažované dvojice prostorů ($ 1.1). Je účelné zavést pojem ekviva- 

lentních norem: normy || ||.||» na tomtéž vektorovém prostoru V jsou ekviva-
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lentní, není-li jedna silnější druhé, tj. existují-li kladná čísla a, f taková, že pro 

všechna x € V platí |x|; < al|xl|o |x S Al|x|„. Z tvrzení uvedeného v příkladu 

2.1.6 je vidět, že normy || | ||. |> jsou ekvivalentní právě tehdy, když zobrazení €,: 

je homeomorfismus. Odtud dále dostáváme velmi jednoduchou nutnou a postaču- 

jící podmínku pro homeomorfismus normovaných prostorů konečné dimenze. 

2.1.8 Věta: Konečnědimenzionální normované prostory W, V' jsou lineárně ho- 

meomorfní právě tehdy, když dim V = dim V. 

Dokážeme nejprve pomocné tvrzení. 

2.1.9  Lemma: Jestliže dim V = n, jsou každé dvě normy na V ekvivalentní. 

Důkaz: Vztah ekvivalence norem je zjevně tranzitivní, a proto stačí dokázat, že 

libovolná norma ||. || na V je ekvivalentní normě, kterou definujeme pomocí pevně 

zvolené báze / = (e,,..., e,) takto: jestliže x = č,e; + ... + č,„e, položíme 
/2 

x|| = (z [šjlz) . Z axiomů normy a Hóolderovy nerovnosti potom plyne 
j=1 

m 1/2 

lx] S alxle, | a= (_šllefllz) . (6) 

v 
Zbývá tedy ukázat, že norma |.||- není silnější než ||.|. Uvažujme funkci /: 

C" > R*, f(či,..., 8) := |jčje+... + č,„e||. Z nerovností (1.2.2), (6) je vidět, 

že tato funkce je spojitá 

lf(čla ...> Íšn) u f(„l: ... U„)Í š "šlel + + čnen u (77161 + + „nen\)" Š 

n 1/2 

S a(_šlšf - 77j|2) . 

n 

Na omezené uzavřené množině S, := 4[&1, < Š|: |817 = 1) nabývá tudíž funk- 
j=1 

  

ce f minima (viz důsledek 2.5.10), a protože f je na $; kladná, existuje 8 > 0 

takové, že na $; platí f(č,,..., 8,) = A. Je-li nyní x libovolný nenulový vektor, 

potom pro složky 7; vektoru y := x/||x||„ platí >|z| = 1, takže |x||/ ||x = B; 
j=1 

odkud ||x|| > 6|x u 

Důkaz věty 8 je nyní už snadný. Nutná podmínka plyne ze cvičení 1.4. K důkazu 

postačující podmínky zvolíme v prostorech V; W' báze é = (e),..., e,), resp. 

d ó = (ej,..., e;) a definujeme lineární bijekci f: V > VW' vztahem f| > č,e;|:= 
j=1 

2 č;ej, takže pro všechna x € V je splněna rovnost ||x|| = |/(x)| „ Odtud dále 
j=1 
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vyplývá spojitost zobrazení /, f ', takže prostory (1 |) (V', 

ně homeomorfní; tvrzení potom plyne z lemmatu. N 
  
|. ||] jsou lineár- 

Homeomorfní metrické prostory jsou topologicky ekvivalentní, což však ne- 

znamená, že mají shodné všechny metrické vlastnosti. Mohou se lišít v těch 

vlastnostech, které nelze vyjádřit pomocí pojmu okolí a pojmů z něj odvoze- 

ných - viz komentář. Jako jednoduchý příklad uvažujme metrické prostory 

Ra (—1/2, x/2) se stejnou metrikou o(x, y) := |x — y|. Zobrazení x * arctg X 

je zjevně homeomorfismem těchto prostorů, avšak jen v prvním prostoru existují 

neomezené množiny. 

Metrické prostory (X, o), (X', o') mají shodné všechny vlastnosti, jestliže exis- 

tuje bijekce f, která zachovává metriku: 

o(x%, Y) = o(f(x), f(y))- (7) 

Takovéto zobrazení metrických prostorů se nazývá izometrie. Ze zachování metri- 

ky plyne spojitost zobrazení f i f', takže izometrické prostory jsou homeomorfní. 

Speciálně pro lineární izometrie f;. W > W normovaných prostorů přechází pod- 

mínka (7) na | 

  Ix = 10DNC - 

2.1.10 Příklad: Uvažujme sn-dimenzionální pre-Hilbertovy prostory V; W' s orto- 

normálními bázemi (e;,..., 8„), resp. (€;...., e/h Definujme lineární bijekci f* 

V > V stejně jako v důkazu věty 8; potom pro každou dvojicí x = ?,Š,e€, 
j=1 

y = 21mej platí 
j= 

( »)= 25m= (0 fOY - 
jsl 

Věta 8 se tedy dá v tomto případě zesílit: Konečnědimenzionální pre-Hilbertovy 

prostory jsou lineárně izometrické právě tehdy, když mají stejnou dimenzi. 

Na závěr tohoto přehledu připomeňme pojem limity zobrazení f z metrického 

prostoru (X, o) do (X', o'). Nechť x, je hromadný bod množiny X; bod a € X je 

limitou zobrazení f v bodě x%, a = lim f(x), jestliže ke každému U(a) existuje 

U ((Xo) takové, že platí f(U(x,) xj) © Uí(a). To lze zapsat ekvivalentně též ve 

tvaru lim o'(f(x), a) = 0. 

Pro X = R budeme pracovat také s limitami v nevlastních bodech + , které 

definujeme stejně jako v případě číselných funkcí. Například a = lim f(x) 
xo + D 

znamená, že ke každému U;(a) existuje K € R takové, že pro všechna x > K platí 

f(x) « Ua).
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Souvislost limity a lokální spojitosti je zřejmá. Čtenář si příslušnou modifikaci 

známých vět z úvodního kursu analýzy snadno doplní. Zmíněná souvislost se 
projevuje i v tom, že vztah a = lim /(x) platí právě tehdy, když f(x,) > a pro 

každou posloupnost splňující x, >"%y, X, ? Xo (Srov. S cvičením 7). 

2.1.11. Poznámka: Nechť W je normovaný prostor; zobrazení f;: R > V, resp. 
( — V nazýváme vektorovou funkcí (reálné, resp. komplexní proměnné). Vekto- 

rová funkce f je diferencovatelná v bodě x, jestliže existuje y € V takové, že 

jn -0d , 
x-xe X — Xo 

neboli 

lim 
x7Xo     

nn—nm)_y„=„ 
X — Xg 

Vektor y nazýváme derivací funkce / v bodě x;; užíváme pro něj obvyklého 
označení f'(x „), resp. d/(xG)/dx. 

  

2.2 ÚPLNÉ METRICKÉ PROSTORY 

Mezi základní pojmy, na nichž je vybudována klasická i funkcionální analýza, patří 

limitní přechod. Jestliže posloupnost (x,) bodů metrického prostoru X konverguje 

k x € X, potom z trojúhelníkové nerovnosti plyne o(X,„, X%„) > 0 pron,m> w. 
Platnost obrácené implikace je rozumným a přitom zcela přesně definovaným 

vyjádřením intuitivního požadavku „uzavřenosti“ uvažovaného metrického pro- 

storu vůči limitním přechodům. Je dobře známo, že existují metrické prostory, kde 
tento požadavek splněn není, např. množina racionálních čísel s metrikou 

o(X, y) := |x — y|. Tato okolnost byla jedním z hlavních motivů pro zavedení 
reálných čísel. 

Přejděme nyní k příslušným definicím. Posloupnost (x,) v metrickém prosto- 

ru X nazveme cauchyovskou posloupností, jestliže ke každému £ > 0 existuje 

přirozené číslo z, takové, že pro všechna m, m > n, platí x, x„) < €. Jak již 

bylo řečeno, každá konvergentní posloupnost je cauchyovská. Metrický prostor, 

v němž platí i obrácené tvrzení, se nazývá úplným metrickým prostorem. 

2.2.1 Příklad: Úpilnost většiny normovaných prostorů, které jsme zavedli v $ 1.3, 

plyne z Bolzanovy-Cauchyovy podmínky známě z úvodního kursu analýzy (viz 

např. [Die], $ 3.14), jež vyjadřuje úplnost prostoru R. Tak se např. přímo ověří 

úplnost prostorů C", R" s normou |.|»; z lemmatu 2.1.9 potom vyplývá úplnost 

i vzhledem k normám |.|| a ||.|,, ? = 1. Pro důkaz úplnosti prostorů zavedených 

v příkladu 1.3.4 si stačí uvědomit, že konvergence vzhledem k normě ||. || zname- 
ná stejnoměrnou konvergenci, a užít toho, že limitní funkce stejnoměrně konver- 
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gentní posloupnosti spojitých funkcí je spojitá. Ověření úplnosti prostorů ?, 

p = 1, a prostoru L*(M, du) přenecháváme čtenáři (cvičení 12). 

2.2.2 Příklad: Úplnost prostorů I?(M, du), p S 1, pro o-konečné míry. Uvažuj- 

me nejprve případ u(M) < %. Z Hůěůlderovy nerovnosti plyne ? c [), takže 

posloupnost (/ „), která je cauchyovská vzhledem k normě |.||„, je cauchyovská 

i vzhledem k ||.|;. Ke každému e > 0 tedy existuje přirozené M(g) takové, že 

n,m> Me)> lfs fuh S e a) 

Sestrojíme vybranou posloupnost g,:= f,, tak, že položíme k := N(27'), 

kx = max(k, + 1, N(2777)). Ze vztahu (1) máme |8,+; — gh < 27 
n = 1,2,.... Pro neklesající posloupnost měřitelných funkcí 

n-1 

P:7 |8) + 2 |81 — 8d 
[=1 

tak získáváme odhad 

n—-1 

J.% de S Ja + 227<1+ 1g 
' =1 

M 

Na tuto posloupnost lze tudíž aplikovat Léviho větu (viz $ A.6), z níž plyne, že pro 

s.v. x € M existuje konečná lim g„(x). Jelikož 

p 

Ign+p - gnl — Z(gn+k T gn+k—1) = (pn+p — Pn> 
k=1   

existuje také funkce /; která je skoro všude v M konečná a splňuje 

f(x) = lim g.(x). (2) 

Posloupnost (g,„) je vybrána z cauchyovské posloupnosti (/,t, a proto je rovněž 

cauchyovská: |£, — 8„||„ < e pro všechna m, m > N(e). Ze vztahu (2) dostáváme 

lg,x) — g(x)|? > lg.(x) — f(x)|“ pro s.v. x € M a Fatouova věta potom dává 

nerovnost ||£, — f||„ S € pro všechna s > M(e). Odtud především vyplývá f e I 

a dále lim |/, — A| , = 0 (cvičení 13). Jako důležitý vedlejší výsledek jsme dostali 

následující tvrzení: Jestliže pro posloupnostif.) © I?(M, du) platí |f „— f], > 0, 

potom existuje vybraná posloupnost (f;,) taková, že f,(x) > f(x) pro s.v.xe M 
(viz též komentář). 

V případě, že „(M) = %, existuje podle předpokladu o-konečnosti míry 

„ disjunktní systém (M,e€eŇ/: j= 1,2,...) takový, že U M; = M, přičemž 
j= 

„U(Mj) < %,j = 1,2,.... Ze o-aditivity integrálu a již dokázané úplnosti prosto-
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rů Z?(M, du) plyne existence funkcí f e I?(M;, du) splňujících 

jD — o] > 0. 

Dále se postupuje analogicky jako při důkazu úplnosti prostoru P (cvičení 12 
a 14). 

Úplnost je jednou ze základních „netopologických““ charakteristik metrického 

prostoru — pojem cauchyovské posloupnosti zřejmě nelze zavést pomocí okolí. 

Úplnost se proto nemusí zachovávat při homeomorfismech: např. metrické prosto- 
ryR, (—1/2, n/2) s metrikou o(x, y) := |x — y| jsou homeomorfní, ale úplný je 
jen první z nich. 

Často se setkáváme se situací, kdy úplnost daného metrického prostoru je 

z nějakého důvodu obtížné ověřit, případně je známo, že prostor úplný není; 

v následujících kapitolách poznáme řadu konkrétních případů. Vzhledem k význa- 
mu úplnosti, o němž se dále nejednou přesvědčíme, vzniká otázka, zda je možné 

daný neúplný metrický prostor X nějak „zúplnit“, tj. vnořit do úplného prostoru 

X', a to tak, aby X' byl minimálním úplným prostorem obsahujícím X. Příslušná 

definice zní takto: úplný metrický prostor (X', o') je úplným obalem metrického 
prostoru (X, o), jestliže (i) X C X' a o(x, y) = o'(x, y) pro všechna x, y € X, 

(it) množina X je všude hustá v X (tento požadavek zaručuje minimálnost — srov. 
cvičení 15). 

2.2.3 Věta: Každý metrický prostor (X, o) má úplný obal (X', o'). Je-li (X, d) 

jiný úplný obal prostoru (X, o), existuje izometrie f;: X' > X taková, že /(x) = x 

pro všechna x € X. 

Důúkaz pouze naznačíme. Nejprve se ukáže, v podstatě přímo z definice, tvrzení 

o jednoznačnosti. Existence úplného obalu se potom dokazuje konstruktivně 

postupem, který je zobecněním Cantorovy konstrukce reálných čísel a nazývá se 

standardní zúplňovací procedurou. Vychází se z množiny všech cauchyovských 

posloupností v prostoru (X, o). Tato množina se faktorizuje pomocí relace ekviva- 

lence: (x,;) > (y,), jestliže lim o(x;, y;) = 0. Množinu tříd ekvivalence označíme 
j* 

A*, pro libovolné její dva prvky [x], [y] definujeme o*([x], [y]) := ,lílg o(X;; Y;), 

kde (x,) € [x], (Y,) € [y], a ověříme korektnost definice, tj. nezávislost o* na výběru 
posloupností (x ;), ( y;) z uvažovaných tříd. Nakonec se zjistí, že zobrazení o* splňuje 

axiomy metriky a že metrický prostor (X*, o*) vyhovuje oběma podmínkám 

definice úplného obalu prostoru (X, o). l 

Na závěr uvedeme dvě vlastnosti úplných metrických prostorů, které budeme 
potřebovat v další kapitole. 

2.2.4 Věta (o vnořených koulích): Metrický prostor X je úplný právě tehdy, 

když pro každou posloupnost uzavřených koulí $, = $,(x,) vyhovující pro 
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n= 1,2,... podmínkám $,1, © $, a lim e€, = 0, platí (18, = 0. 
n=1 n o 

Důkaz je snadný — viz cvičení 16. 

2.2.5 Důsledek (Baireova věta): Jestliže metrický prostor X je úplný a (M;: 

n = 1,2,...) je libovolný spočetný systém jeho všude řídkých podmnožin, potom 

UM, z x. 
n=1 
Důkaz: Existuje x, € X, které nepatří do M,; potom pro jisté U, = U„(x;) platí 

U, a M, = ©. Položíme-li g := m/2, $,:= S„(x,), máme $; ? M, = . Nechť 

Ví:= U„(x,); podle předpokladu M; není hustá ve W takže existuje bod 

x, € V,; VMs a jisté okolí U; = U „(x) takové, že U, C V;; U, ? M, = ©. Polo- 

žíme £, := min (4,/2, £,/2), 8, := S„(x); potom $,Cc V c S, 50 M= 0. 

Tímto postupem získáme posloupnost (5,) vnořených koulí, jejichž poloměry 

konvergují k nule, a platí $, o M,=W, n = 1,2,.... Podle předchozí věty 

  

o 

existuje x € () $, a tento bod nepatří do žádné z množin M,. W 
l n= 

  

2.3 OBECNÉ VLASTNOSTI TOPOLOGICKÝCH PROSTORŮ 

Topologické prostory představují zobecnění prostorů metrických, k němuž dospí- 

váme axiomatizací některých jejich vlastností. Budeme postupovat obvyklým 

způsobem, který spočívá v axiomatizaci vlastností otevřených množin vyjádřených 

větou 2.1.1. 

Nechť je dána množina X a systém r jejích podmnožin splňujících následující 

podmínky (axiomy topologie): 

(t1) XEern,Wer 

(t2) jestliže Z je libovolná indexová množina a G, € T pro všechna a € /, potom 

U G(I € TS 

asI n 

(t3) pro každý konečný podsystém (G,, ..., G) © T platí (1G, c « 
je] 

Systém r nazýváme topologií, jeho prvky otevřenými množinami a množinu X, na 

níž je zavedena topologie, topologickým prostorem, který budeme podle potřeby 

značit též (X, T). Symbol 2* bude znamenat systém všech podmnožin v X (viz 

příklad A.1.3), takže vždy r C 2?. 
Definitoricky je tedy topologií systém všech otevřených množin v každém 

metrickém prostoru (X, o). Mluvíme o topologii 1, indukované metrikou, v přípa- 

dě normovaného prostoru o topologii indukované normou, pro niž se také užívá 

označení silná topologie. Každý metrický prostor (X, 0) je tedy automaticky 

topologickým prostorem (X, 1). Opačné tvrzení neplatí; nalezení podmínek 

metrizovatelnosti, tj. podmínek, jimž musí vyhovovat daný topologický prostor
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(X, r), aby existovala metrika o na X taková, že T = r,, je komplikovaná úloha (viz 

např. [Al], dodatek ke kap. VI). 

Podobně jako v případě metrických prostorů lze na dané množině X definovat 

různé topologie. Dva extrémní případy představují diskrétní topologie T,:= 2* 

a triviální topologie T := (W, X), které lze zavést na každé množině X. V prostoru 

(X, 1) je každá množina otevřená a je vidět, že tento prostor je metrizovatelný, 

přičemž Tg = T kde 0„ je diskrétní metrika. Prostor (X, 1) metrizovatelný není 

(cvičení 17) s výjimkou případu, kdy množina X je jednobodová. 

V topologických prostorech má vedle topologie základní důležitost pojem okolí. 
Okolím daného bodu x (dané množiny M) nazveme každou otevřenou množinu 

G takovou, že x€ G (M - G). Budeme užívat označení U(x), resp. U(M). 

Pojmy, které jsme pro metrický prostor zavedli v $ 2.1, se přenášejí beze změny do 
topologického prostoru s tím, že okolí bodu chápeme ve smyslu právě uvedené 

definice, tj. všude zaměníme množiny U(x) množinami U(x) € z. V souvislosti 

s tím zůstávají pro topologický prostor v platnosti i některé jednoduché vztahy 
a věty z $ 2.1. Jsou to: 

(i) vlastnosti uzávěru vyjádřené vztahy (2.1.2—4), 
(ii) vlastnosti uzavřených množin — věta 2.1.2, 

(iii) tvrzení 2.1.4 o vztahu mezi lokální a globální spojitostí, 

(iv) tvrzení 2.1.7 o topologické ekvivalenci homeomorfních prostorů. 

Naproti tomu obecný topologický prostor nemá řadu jiných, stejně elementárních 

vlastností metrického prostoru. 

2.3.1 Příklad: Na množině X = [0, 1] uvažujme topologie Tjn A Trount: kromě X 

a prázdné množiny do nich patří právě všechny doplňky konečných, resp. spočet- 

ných množin intervalu [0, 1]. Axiomy snadno ověříme pomocí věty 2.1.2. Vyšetří- 

me konvergenci posloupností v těchto topologických prostorech. Nechť (x,) — X je 

prostá posloupnost, tj. X, 7 X, pro m é m'; potom pro každé x€ X platí 

x, x, neboť libovolné okolí U(x) nutně obsahuje všechny členy posloupnosti až 

na konečný počet. V prostoru (X, 19,) tedy neplatí tvrzení o jednoznačnosti limity. 

V prostoru (X, Tount) toto tvrzení sice platí, zato konvergentních posloupností je 

extrémně málo: jsou to jen takové posloupnosti, pro něž x, = X„ pro všechna 

n S ANo. Lokální spojitost v prostoru (X, Twwn) Se proto nedá charakterizovat 

pomocí posloupnosti (srov. s cvičením 7). Stejnou příčinu má i neplatnost tvrzení 

2.1.3; např. pro množinu M = (0, 1) je bod x = 0 bodem uzávěru, avšak neexistu- 

je posloupnost (x,) © M taková, že x, > 0. 

Tento příklad rovněž ilustruje skutečnost, že dvě různé topologie mohou vytvá- 

řet ze stejné množiny topologické prostory s odlišnými vlastnostmi. Přitom vlast- 

nosti takové dvojice topologických prostorů má smysl porovnávat pouze v případě, 

kdy mezi uvažovanými topologiemi platí nějaká inkluze. Jestliže topologie r T, na 

množině X splňují podmínku 7 C 7 říkáme, že topologie T, je slabší (hrubší) než 
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T případně « je silnější (jemnější) než 1.. V příkladu 1 je tedy topologie za, slabší 

než Teoum- V systému všech topologií, které je možno zadat na dané množině X, je 

tak přirozeně definováno částečné uspořádání, přičemž maximálním (minimálním) 

prvkem je diskrétní topologie (topologie %). 

Uvedeme několik jednoduchých důsledků, které pro topologické prostory 

(X, 1:), (X, 7) plynou z podmínky T C ©. 

2.3.2 Tvrzení: (a) Je-li x bodem uzávěru množiny M vzhledem k ©, je jejím 

bodem uzávěru i vzhledem k m, tj. (W), C (M)„; speciálně: posloupnost 

(x,) C X, která konverguje vzhledem k H, konverguje i vzhledem k 1;. 

(b) Je-li (Y, d) další topologický prostor, potom zobrazení f; Y> X spojité 

vzhledem k © je spojité i vůči 1,. Je-li zobrazení g: X > Y spojité vůči T je spojité 

i v topologii D. 

2.3.3 Poznámka: Tvrzení 2b tedy říká, že spojitost zobrazení f;: X > Y zůstane 

zachována, jestliže zeslabujeme topologii v Y nebo zesilujeme topologii v X. 

V ostatních případech se spojitost zachovávat nemusí. S takovou situací se setkáme 

např. ve cvičení 5.10, kde při vyšetřování spojitosti daného zobrazení f: X > X 

vůči třem různým topologiím 7; C 7; C Ts zjistíme, že f není spojité jako zobrazení 

z (X, T:) do (X, ©), avšak je spojité vůči topologiím 7; a 73. 

2.3.4 Příklad: Popíšeme jeden způsob, jímž se často zadávají konkrétní topologie 

(viz např. cvičení 25). Nechť je dána množina X a soubor $ zobrazení z X do 

topologického prostoru (X, č). Chceme zadat na X topologii z, v níž by každé 

zobrazení f € S bylo spojité; z tvrzení 2b je zřejmé, že je zajímavá nejslabší 

topologie s touto vlastností, pro niž se užívá názvu Z-slabá topologie. Její existen- 

ce plyne z výsledků cvičení 21, přičemž systém / je tvořen všemi množinami 

f“"WXG) pro G © £, f e Z Popsaný postup se bez potíží zobecní na případ, kdy 

SF je soubor zobrazení do různých topologických prostorů. 

K základním pojmům, s nimiž se v topologických prostorech pracuje, patří dále 

pojmy podprostoru, báze a lokální báze. Uvažujme libovolnou množinu M v da- 

ném topologickém prostoru (X, 7). Na množině M lze zadat tzv. relativní (induko- 

vanou) topologii Ty, do níž patří právě všechny množiny tvaru M n G, GC 1. 

Topologický prostor (M, vTy) se nazývá podprostorem výchozího prostoru (X, 7). 

Zbývající dva pojmy vznikly axiomatizací vlastností systému otevřených koulí 

v metrickém prostoru, kde každá otevřená množina je sjednocením prvků tohoto 

systému. Podobně pro daný bod x metrického prostoru je systém (U(x): e > 0) 

význačný tím, že každá otevřená množina obsahující bod x obsahuje nějakou kouli 

U (x). Topologická struktura metrického prostoru se tím značně zjednodušuje. Je 

proto účelné zavést v obecném topologickém prostoru následující pojmy. Systém 

Z C r nazveme bází topologického prostoru (X, T), jestliže každou neprázdnou 

otevřenou množinu lze vyjádřit ve tvaru sjednocení prvků systému Z. Systém Z
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okolí daného bodu x nazveme lokální bází v bodě x (řídicím systémem okolí 
bodu x), jestliže každé okolí UV(x) obsahuje nějaké B € , 

Tyto dva pojmy spolu úzce souvisí: jestliže Z je báze, potom pro každé x € X 

tvoří všechna U(x) € A řídicí systém okolí tohoto bodu a naopak systém Z s touto 
vlastností je zřejmě bází. 

Daný topologický prostor (X, r) může mít více bází. Triviálním případem báze 

i lokální báze je samotný systém; zajímavé jsou pochopitelně případy, kdy bázi tvoří 
jen „malá“ část systému T — viz následující paragraf. 

Lokálních bází lze využít k porovnávání topologií. 

2.3.5 Tyrzení: Na množině X mějme topologie z, 7' a nechť systémy Z/ jsou 

pro každé x € X lokálními bázemi těchto topologií. Potom T C 7 právě tehdy, 

když ke každé množině B(x) € , existuje B'(x) € „ ; tak, že B'(x) c B(x). 
Důkaz: Každou množinu G € r lze zapsat ve tvaru G = |J B(x), B(x) « F 

xeG 

a z podmínky B'(x) C B(x) vyplývá G = U B'(x) € v. Podobně i opačná impli- 
xeG 

kace se dostane přímo z příslušných definic. N 

Konkrétní topologie na množině X je možno konstruovat prostřednictvím 

nějakého (libovolného) systému množin £ c 2*. K danému Y totiž existuje právě 

jedna minimální topologie z(.“), která systém  obsahuje (cvičení 20—22). Je-li 

navíc U B = X a pro libovolné množiny B, C e H platí B n Ce , je F bází 
Be 

topologie z(.“). Podobná je následující konstrukce, která má důležité aplikace (viz 
$ 6): pro každé x € X je dán systém £, C 2* a hledáme topologii T na X takovou, 

aby. ?, byl lokální bází v bodě x. Tato úloha nemá vždy řešení; aby jej měla, musí 
systémy , splňovat jisté předpoklady. 

2.3.6. Věta: Předpokládejme, že každému bodu x množiny X je přiřazen neprázd- 
ný systém , C 2* splňující podmínky 

(i) x € B pro všechna B £ , 
(ii) ke každé dvojici C, D € , lze najít množinu B « ,, pro niž Bc Cn D, 

(iii) jestliže B «.g, y € B, potom existuje C 6 %, tak, že C c B. 

Potom pro každé x € X je systém Z, lokální bází topologie (.2), F := UD 

přičemž systém % je bází této topologie. zX 

Důkaz: Ověříme, že A je bází topologie 1(.9). Jelikož X = U B,, B, = , stačí 
xX 

ukázat, že pro libovolné množiny B, C 6 a každé z € B 0 C existuje D c R, 

takové, že D C B © C- viz cvičení 23. Podle definice % je možno najít body 

x, y € X takové, že B Ed,, CE.g,. Nechť z € B n C; z podmínky (iii) plyne 

existence množin D, D' € W,, pro něž D C B, D' C Caz (ii) existence D(z) « , 
D(z) C D n D' C B C.K ověření toho, že.%, je lokální bazí topologie (%), 
stačí uvážit, že k libovolnému okolí U(x) € () existuje y € X a množina B € , 

taková, že x € B, B C Uf(x), a užít podmínky (iii). N 
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2.3.7 Poznámka: Bez obtíží se přesvědčíme o tom, že větu lze obrátit: jestliže r je 

topologie na X a £, její lokální báze v každém bodě x € X, potom jsou splněny 

podmínky (i)-(iii) a systém % je bází topologie rT. 

2.3.8. Příklad: Nechť (X, 7x), (Y, Ty) jsou dané topologické prostory. Na kartéz- 

ském součinu X X Y se standardně zadává topologie T,x » určená pouze topolo- 

giemi T+x, ry jako minimální topologie, obsahující všechny množiny Gx X Gy, kde 

Gx € Ty, Gy € Ty, Új. 

Tyxy '= WTx X Ty). 

Vzhledem k tomu, že pro libovolné množiny A, BC X, C, DC Y platí 

(A X C) » (B X D) = (A ? B) X (C 0 D), je bází topologie Txx y přímo sys- 

tém Ty X Ty. Lokální bázi v bodě [x, y] tvoří množiny U(x) x V(y), kde 

U(x) € Tx, V(y) € ry jsou libovolná okolí bodů x, yY. 

Topologický prostor (X X Y, tyxy) se nazývá topologickým součinem prosto- 

rů (X, T+x), (Y, ry). Popsaný způsob lze bez potíží zobecnit pro případ jakéholi 

konečného počtu topologických prostorů. O dalších zobecněních pojednává např. 

[Nai 1], $ 1.2.12. 

  

2.4 AXIOMY SPOČETNOSTI A ODDĚLITELNOSTI 

V obecném topologickém prostoru ztrácí řada pojmů převzatých z metrických 

prostorů svůj původní význam. To se týká např. konvergence posloupnosti — viz 

příklad 2.3.1. Příčinou je přílišná obecnost topologického prostoru. Proto se 

zavádějí speciální třídy topologických prostorů tak, že k základním axiomům 

topologie se přidávají některé požadavky další, které většinou opět axiomatizují 

jisté vlastnosti metrických prostorů. 

Probereme nejprve tzv. axiomy spočetnosti, které se vztahují k pojmu báze 

a lokální báze. Vlastnost (iii) okolí metrických prostorů uvedená v $ 2.1 znamená, 

že metrický prostor má v každém svém bodě spočetnou lokální bázi. O topologic- 

kých prostorech, které mají tuto vlastnost, říkáme, že vyhovují prvnímu axiomu 

spočetnosti. Topologický prostor splňuje druhý axiom spočetnosti, jestliže v něm 

existuje spočetná báze. Místo výrazu „prostor vyhovující druhému axiomu spočet- 

nosti““ se stručněji říká prostor se spočetnou bází. 

Je zřejmé, že každý prostor se spočetnou bází splňuje první axiom spočetnosti. 

Obrácené tvrzení neplatí: z následující věty plyne, že každý neseparabilní metrický 

prostor (viz cvičení 6) vyhovuje prvnímu, ale nikoli druhému axiomu spočetnosti. 

2.4.1. Věta: Topologický prostor se spočetnou bází je separabilní. 

Důkaz: Nechť S = (G,: n = 1,2,...) je báze v (X, ©v). Z každé množiny G, 

vybereme bod x,; vzniklá spočetná množina M := (x,: n = 1,2, ...) zřejmě splňu- 

je vztah X W/ = 0), a je proto všude hustá v X. II
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2.4.2 Poznámka: Pro metrické prostory je existence spočetné báze nutnou a po- 
stačující podmínkou separability — cvičení 26. Existují však separabilní topologické 
prostory, které nemají spočetnou bázi, a nevyhovují dokonce ani prvnímu axiomu 
spočetnosti (cvičení 27). 

Uvažujme prostor (X, T) splňující první axiom spočetnosti; jestliže (UV„(x) « 
€ T: n = 1,2,...) je spočetný řídicí systém okolí bodu x, potom systém ( Vy(x) « 
€ T: n = 1,2,...) definovaný rekurentně vztahy V := U,, V j= V 0 Unz1, 
je rovněž lokální bází v bodě x, přičemž platí 

V C MV,, n= 1,2,.... (1) 

Můžeme tedy bez újmy obecnosti předpokládat, že tyto podmínky jsou splněny 
pro spočetnou lokální bázi .%, v každém bodě uvažovaného prostoru. V důsledku 
toho dochází v prostorech s prvním axiomem spočetnosti k částečné rehabilitaci 
pojmu konvergence posloupnosti. Vezměme např. bod uzávěru dané množiny M, 
x € M; z každého okolí V,c , vybereme bod x, € V, n M, čímž dostane- 
me posloupnost (x,) C M. K libovolnému okolí U(x) najdeme: V € R- 
Vzyey — U(x); potom z inkluze (1) plyne m ž n(U) > x,E6 U(x), tj. x, > x. 
Analogickým postupem se pro zobrazení f: (X, 7) > (X', v), které není spojité 

— v bodě x € X, sestrojí posloupnost x, > x taková, že posloupnost f(x,) nekonver- 
guje k f(x) (přitom prostor (X', v/') je zcela obecný, platnost prvního axiomu 
spočetnosti předpokládáme pouze v prostoru (X, zd)). Dospíváme tak k tomuto 
závěru: 

2.4.3 Tyrzení: V prostorech splňujících první axiom spočetnosti je možno charak- 
terizovat body uzávěru a lokální spojitost zobrazení pomocí posloupností stejně 
jako v metrickém prostoru. 

Pro úplnou rehabilitaci konvergence by bylo třeba zajistit jednoznačnost limity, 
což však z axiomů spočetnosti nevyplývá; jednoznačnost limity souvisí s tím, do 
jaké míry daná topologie „odděluje body“ — srov. vlastnost (i) v $2.1. Třídy 
topologických prostorů, které se liší svými vlastnostmi oddělitelnosti, se zavádějí 
pomocí oddělovacích axiomů. Topologický prostor (AX, T) splňuje axiom: 
T jestliže ke každé dvojici bodů x, y€ X, x * Yy, existuje okolí U(x) takové, že 

yé U(x), 
b jestliže ke každé dvojicíi bodů x, y€ X, x ? y, existují disjunktní okolí U(x) 
a U(y), 
L jestliže ke každému x a uzavřené množině £ x€ £ existují disjunktní okolí 
v() a U(P), 
Ti, jestliže ke každé dvojicí disjunktních uzavřených množin E F' existují disjunkt- 
ní okolí U(F) a U(F'). 
Prostor, v němž jsou splněny axiomy T, a T j = 1,...,4, nazveme Ti-prostorem. 
Význam jednotlivých axiomů a hierarchii Ti-prostorů nyní stručně probereme. 
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V T,-prostoru je uzavřená každá jednobodová (a tedy i každá konečná) množina, 

což je zjevně výrok ekvivalentní axiomu 'I;. Tento axiom splňují např. topologie Tin 

a Te Z příkladu 2.3.1 — to je vidět přímo z jejich definice. 

T,-prostorům se též říká Hausdorifovy prostory. Axiom T je zesílením T;, takže 

v definici Hausdorffova prostoru stačí požadovat pouze splnění axiomu T Jako 

příklad T -prostorů, které nejsou Hausdorffovy, je možno opět uvést prostory 

s topologiemi Třn; Tcount V Nichž průnik libovolných dvou otevřených množin je 

neprázdný. Důležitou vlastností T;-prostorů je jednoznačnost limitního přechodu. 

2.4.4 Věta: V Hausdorffově prostoru má každá posloupnost nejvýše jednu limitu. 

Důkaz se snadno provede sporem. Poznamenejme, že větu lze obrátit, uvažujeme- 

li místo posloupnosti tzv. usměrněný soubor — viz komentář k $ 2.3. 

Pro T;-prostory se užívá též názvu regulární prostory. Vzhledem k tomu, že 

T;-prostor splňuje definitoricky axiom T;, je každá jednobodová množina uzavřená, 

a proto každý regulární prostor je Hausdorffův; opačné tvrzení neplatí (cvičení 

33). 

T,-prostory, jimž se říká též normální prostory, stojí v hierarchii určené oddělo- 

vacími axiomy nejvýše. Přitom je opět podstatné, že normální prostor vyhovuje 

vedle axiomu T, též axiomu T;. Dají se zkonstruovat příklady regulárních prostorů, 

které nejsou normální. 

Na závěr tohoto paragrafu vyjasníme, které oddělovací axiomy splňuje obecný 

metrický prostor. Vlastnost (i) z $ 2.1 znamená, že je Hausdorffův — platí však 
vrvo 

silnější tvrzení. 

2.4.5 Věta: Každý metrický prostor je normální. 

Důkaz 1ze najít např. v [A1], $ VI.5; čtenář však větu snadno dokáže sám. 

  

2.5 KOMPAKTNOST 

V úvodním kursu analýzy se probírá Heineho-Borelova věta, která říká, že z kaž- 

dého systému otevřených intervalů pokrývajících omezenou uzavřenou množinu 

F c R je možno vybrat konečný podsystém, který rovněž pokrývá množinu 

F. Odtud plyne řada závažných důsledků, např. úplnost prostoru R, řada vlastností 

funkcí spojitých na uzavřeném intervalu apod. Pojem kompaktnosti v topologic- 

kých prostorech vznikl axiomatizací tvrzení této věty. 

Nechť X je topologický prostor a M C X. Systém $ = (M; asn=2* 

nazveme pokrytím množiny M, jestliže M c |U M.. Podle mohutnosti indexové 
a€l 

množiny 7 mluvíme o pokrytí konečném, spočetném nebo nespočetném. Jestliže 

P c r, říkáme, že pokrytí P je otevřené. Množina M je kompaktní, jestliže 

z každého jejího otevřeného pokrytí lze vybrat konečný podsystém, který ji rovněž 

pokrývá. Má-li tuto vlastnost sama množina X, říkáme, že topologický prostor X je
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kompaktní. Není těžké ověřit, že kompaktnost množiny M je ekvivalentní kom- 

paktnosti topologického prostoru (M, ry), kde 7y je relativní topologie; dá se tedy 

vystačit s pojmem kompaktního prostoru, což je výhodné při formulaci některých 
vět. 

2.5.1 Tvrzení: Každá nekonečná množina v kompaktním prostoru X má alespoň 
jeden hromadný bod. 

Důkaz: Stačí zřejmě uvažovat spočetné množiny. Předpokládejme, že M = (x,: 

n = 1,2,...) nemá hromadné body. Totéž se potom týká množin My:= (x,: 

n S N), které jsou proto uzavřené; jejich doplňky tvoří otevřené pokrytí prostoru 
X, z nějž nelze vybrat konečné podpokrytí. N 

2.5.2 Poznámka: O topologickém prostoru X se říká, že je spočetně kompaktní, 

jestliže z každého spočetného otevřeného pokrytí množiny X Ilze vybrat konečné 

pokrytí. Každý kompaktní prostor je tedy automaticky spočetně kompaktní — 

obrácené tvrzení neplatí (viz [KF], kap. II, $ 6.4). Pro některé třídy topologických 
prostorů jsou pojmy kompaktnosti a spočetné kompaktnosti totožné: týká se to 

prostorů se spočetnou bází a metrických prostorů (viz cvičení 38 a důsledek 8). 

2.5.3. Věta: (a) Každá uzavřená množina F v kompaktním topologickém prostoru 
X je kompaktní. 

(b) Jestliže prostor (X, 7) je kompaktní a f: (X, 7) > (X', 7) je spojité zobrazení, 
potom množina /f(X) je kompaktní v (X', 7). 

Důkaz: (a) Libovolné otevřené pokrytí (G,) množiny F doplníme množinou 

G := X 1F na otevřené pokrytí prostoru X. Každé konečné podpokrytí (G;: 
j = 1,..., n) prostoru X musí obsahovat G, např. G = G,;; potom systém (G;: 

j = 2,..., | pokrývá množinu F. Tvrzení (b) se ověří přímo z příslušných defi- 
nic. W 

Mezi kompaktními prostory, v nichž je splněn některý z oddělovacích axiomů, 

zaujímají význačné místo Hausdorffovy kompaktní prostory — někdy se pro ně 

užívá označení kompakt. Především se ukazuje, že kompaktnost v kombinaci 
s axiomem T implikuje platnost axiomů T a T,. 

2.5.4 Věta: Kompaktní Hausdorffův prostor je normální. 

Důkaz: Nechť £ R jsou disjunktní uzavřené množiny, y € R. Ke každému x € F 

existují disjunktní okolí U (x), Uďy). Systém ( U(x): x € F) tvoří otevřené pokry- 
tí množiny P, která je podle předchozí věty kompaktní; existuje tedy konečný 

podsystém (U (x;): j = 1,..., a) takový, že U (F) := |J V (x;) je okolím mno- 
j=1 

žiny F. Dále U(y) := n] U„(y) je okolí bodu y a platí U(y) ? U(F) = $. 'To 
j= 

můžeme udělat pro každý bod y € R, čímž dostaneme otevřené pokrytí (UV(y): 

y € R) množiny R; z něj opět vybereme konečný podsystém (U(y,): k = 1,..., m) 
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takový, že U(R) := U U(y,Ň) je okolím množiny R, které má prázdný průnik 
k=1 

s W(P) = ()UV„(P) M 
Tvrzení věty 3 lze v Hausdorffových prostorech zesílit. 

2.5.5 Věta: Nechť X je Hausdorftfův prostor. 

(a) Každá kompaktní množina F C X je uzavřená. 

(b) Jestliže prostor X je kompaktní, pak každá jeho spojitá bijekce f na Haus- 

dorffův prostor X'* je homeomorfismus. 

Důkaz: (a) Pro y é F má okolí UV(y) zkonstruované v důkazu předcházející věty 

prázdný průnik s F, a proto yé F. K ověření (b) stačí ukázat, že pro každou 

uzavřenou množinu F C X je množina f(F) uzavřená v X'; to ale snadno plyne 

z (a) a věty 3b. N 

Na závěr této části, pojednávající o kompaktnosti topologických prostorů, zave- 

deme ještě dva pojmy: množinu M v topologickém prostoru nazveme prekom- 

paktní množinou (říká se také relativně kompaktní), jestliže M je kompaktní. 

O topologickém prostoru X řekneme, že je lokálně kompaktní, jestliže každý bod 

x € X má prekompaktní okolí. Příkladem je reálná osa: pro libovolné € > 0 je 

interval (x — g, x + e) prekompaktním okolím bodu x. 

Ve druhé části tohoto paragrafu probereme kompaktnost v metrických prosto- 

rech. Tam je každá kompaktní množina nutně uzavřená (věta 5) a omezená - 

v neomezené množině lze vždy najít nekonečnou podmnožinu, která nemá hro- 

madný bod. Tyto podmínky však nejsou postačující: například v normovaném 

prostoru /? je množina $,(0) := (X € /?; |X|* S 1) omezená a uzavřená, není 

však kompaktní. V její nekonečné podmnožině tvořené body X = (Óplk=v 

j = 1,2,..., totiž platí |X); — X„| = 2' pro všechna j * k, takže tato podmno- 

žina nemá žádný hromadný bod. 

K tomu, abychom mohli kompaktnost charakterizovat pomocí vzdálenosti, je 

nutno nahradit omezenost nějakou silnější podmínkou. Nechť M je množina 

v metrickém prostoru X a e > 0; množinu N, nazveme g-sítí pro množinu M, 

jestliže ke každému x € M existuje y € N, takové, že o(x, y) < s.l) Řekneme, že 

množina M je totálně omezená, když ke každému e > 0 pro ni existuje konečná . 

es-síť. Je-li totálně omezená samotná množina X, mluvíme o totálně omezeném 

metrickém prostoru. 

2.5.6 Poznámka: Množina N, nemusí být podmnožinou v M, avšak pomocí N, lze 

sestrojit 2e-síť množiny M, která leží v M. 

Je zřejmé, že každá totálně omezená množina je omezená; příkladem omezené 

množiny, která není totálně omezená, je každá nekonečná ortonormální množina 

v pre-Hilbertově prostoru, třeba množina (X; € P: X,;:= (dphe 3=5 1,2,.) 

1 v s a * 0% .. vor 

) Např. v prostoru R je možno za e-síť zvolit čtvercovou síť s „mřížkovou konstantou“ \[Žs.



2.5 KOMPAKTNOST 

2.5.7 Tvrzení: (a) Spočetně kompaktní metrický prostor je totálně omezený. 
(b) Totálně omezený metrický prostor je separabilní. 
Důkaz: (a) Předpokládejme, že pro nějaké e > 0 neexistuje konečná e-síť. Pro 
jakkoli vybrané x, € X musí platit X VS(x,) * W — jinak by (x.) byla s-síť pro 
A. Existuje tedy x, € X takové, že o(x;, x:) > e. Dále X W S(x,) v S(%x)) * 0, 
a proto je možné najít x; € X splňující o(X;, X;) > e€, o(X:, x3) > e. Tímto postu- 
pem dostaneme nekonečnou množinu (x;: j = 1,2,...) splňující o(x,, x,) > € pro 
všechna j = k; tato množina nemá hromadné body, a proto prostor (X, o) není 
spočetně kompaktní. 

(b) Jestliže N,je 1/n-síť pro X, je U N, spočetná množina, která je všude hustá 
1 n= 

vX. u 

2.5.8 Důsledek: Pro metrický prostor X jsou následující podmínky ekvivalentní: 
(i) prostor X je kompaktní; 

(ii) prostor X je spočetně kompaktní; 

(iii) každá nekonečná množina v X má hromadný bod. 
Důkaz: Implikace (i) * (ii) je zřejmá, (ii) > (iii) se dokáže stejně jako tvrzení 1, 
(ii) > (i) plyne z tvrzení 7, cvičení 38 a 26, a konečně (iii) >* (ii) z cvičení 37. S 

2.5.9 Věta: Metrický prostor je kompaktní právě tehdy, když je úplný a totálně 
omezený. 
Důkaz: Podle předchozího tvrzení je kompaktní metrický prostor totálně omeze- 
ný. Je-li (x,j cauchyovská posloupnost, plyne z kompaktnosti existence vybrané 
posloupnosti x, 7 x; potom také x, > x (cvičení 13). Pro ověření opačné impli- 
kace stačí ukázat, že každá nekonečná množina M = (x,: n = 1,2,...) má nějaký 
hromadný bod. Nechť konečná množina N, je 1-síť pro X; musí existovat y; € N, 
tak, že uzavřená koule S;(y,) obsahuje nekonečně mnoho bodů množiny M. Koule 
S(y,) je totálně omezená a lze najít její konečnou 1/2-síť M, C S.(y.) (viz 
poznámku 6) a bod y € N;takový, že S,Ó„(y;) ? Mje nekonečná množina. Tímto 
postupem získáme posloupnost $ (y,) uzavřených koulí o poloměru £,:= 2!7*» 
z nichž každá obsahuje nekonečně mnoho bodů množiny M; dále platí 
Yn+1 E $.(Y,). Potom uzavřené koule o dvojnásobném poloměru splňují 
Šn (PYn+1) C S2„(Y,) a existence hromadného bodu množiny M plyne z věty 
2.2.4. m 

2.5.10 Důsledek: (a) Množina M v úplném metrickém prostoru (X, o) je prekom- 
paktní právě tehdy, když je totálně omezená. 
(b) Množina M v n-dimenzionálním komplexním nebo reálném normovaném 
prostoru V je prekompaktní právě tehdy, když je omezená. 
(c) Reálná funkce f spojitá na kompaktním topologickém prostoru X je omezená 
a nabývá maxima a minima. 
Důkaz: (a) Stačí uvážit, že metrický prostor (M, o) je úplný (viz cvičení 15). 
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(b) Z prekompaktnosti snadno plyne omezenost (viz cvičení 39). Vzhledem k (a) 

bude opačná implikace platit, ukážeme-li že každá omezená množina M c V je 

totálně omezená. Díky ekvivalenci všech norem na V lze bez újmy na obecnosti 

položit W = C"; důkaz pak čtenář snadno dokončí sám (viz poznámku pod čarou 

k definici e-sítě). 

(c) Z tvrzení (b) věty 3 plyne, že f(X) je kompaktní, a tudíž omezená množina 

v R. Nechť a := sup f(x) a nechť pro posloupnost (x.j © X platí f(x,) > a. 
xeX 

Vzhledem ke kompaktnosti prostoru X existuje x, € X a vybraná posloupnost 

(Xa. )1 která konverguje k x,; ze spojitosti potom plyne f(x) = a. Stejně se najde 

x; € X taková, že f(x;)) = inf f(x). II 
xeX 

  

2.6 TOPOLOGICKÉ VEKTOROVÉ PROSTORY 

V dalších kapitolách budeme pracovat téměř výhradně s topologickými prostory 

typu (VW, 7), kde V je vektorový prostor. Význačným představitelem prostorů 

tohoto typu jsou prostory normované, v nichž topologie je indukována metrikou 

o(x, Y) := |x — y||. Tato definice zaručuje spojitost sčítání jakožto zobrazení 

topologického součinu W xX V do V; podobně je spojitá operace násobení 

číslem. Mnohdy je však třeba zavést na daném vektorovém prostoru topologii, 

která není indukována žádnou normou — konkrétně se s takovou situací setkáme 

již v příští kapitole. Přitom se ukazuje, že nemá smysl uvažovat nejobecnější případ, 

kdy r je jakákoli topologie na daném V; je rozumné spojit topologii s algebraickou 

strukturou prostoru V jako v normovaných prostorech, tj. tak, aby operace sčítání 

a násobení číslem byly spojité. 

Mějme (komplexní) vektorový prostor V a topologii T na V. Topologický 

prostor (V, 7) nazýváme topologickým vektorovým prostorem, jestliže 

(tv1) operace sčítání je spojité zobrazení prostoru (V X B tyxy) do (B, 7), 

(tv2) násobení číslem je spojité zobrazení prostoru (C X VW, texy) do (V; 7). 

(tv3) je splněn oddělovací axiom D tj. (V; 7) je Hausdorffův prostor. 

2.6.1 Poznámky: (a) Analogicky se definuje topologický vektorový prostor nad 

libovolným tělesem F, speciálně pro F = R dostáváme reálný topologický vekto- 

rový prostor. V této knize však pracujeme pouze s komplexními topologickými 

vektorovými prostory. 

(b) Axiom (tv3) je možno nahradit slabším požadavkem 'T-oddělitelnosti, protože 

z prvních dvou axiomů plyne splnění oddělovacího axiomu Is (cvičení 44). 

Pro vyšetřování struktury topologického vektorového prostoru má základní 

význam množina translací (£.: x € Vj, což jsou bijekce V > V definované vztahem 

t(y) := x + y. Budeme užívat označení 

xXx+M:=(M=lysVy=zx+azeM (1)
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pro libovolnou množinu M c V. Vzhledem k tomu, že £;* = £.,, plyne ze spoji- 

tosti sčítání, že každá translace je homeomorfismus. Jestliže tedy G je otevřená 

množina, je množina x + G otevřená pro každé x € V a totéž se vztahuje na 

uzavřené množiny. Speciálně platí: 

2.6.2 Lemma: Množina U je okolím bodu x právě tehdy, když U = x + U(0), 

kde U(0) je nějaké okolí nuly. 

V $2.3 jsme popsali, jak je možno pomocí daných systémů , C 2* zkon- 

struovat topologii T na X takovou, že pro každé x € X je systém.%, její lokální bází. 

V případě, že množina X je vektorový prostor, platí obdoba věty 2.3.6 za podstatně 

slabších předpokladů. 

2.6.3 Věta: Nechť ve vektorovém prostoru V je dán systém % C 2* s následují- 

cími vlastnostmi: 

(a) 0 e B pro všechna B € , 
(b) ke každé dvojici C, D C S existuje B c , tak, že BCc C o D), 

(c) jestliže B €.W,, y € B, potom existuje C € , pro něž y + Cc B. 

Potom pro každé x € V je systém.Z, = x + d := (x + B: B « Wg lokální bází mi- 

nimální topologie obsahující Z := 1J.Z,, přičemž systém Z je bází této topologie. 
xe V 

Důkaz: Stačí ukázat, že systémy x + S splňují podmínky (i-iii) věty 2.3.6. První 

dvě jsou přímým důsledkem vlastností (a), (b), a zbývá tedy (iii). Jestliže B € , 

y € B, existuje B, € W a vektor yy € Bytak, že B = x + By, Y = x + Y,;. Podle 

(c) najdeme C5 € Wo, proněž y + CG C Bý odtudx + y+C=y+ C,c B 

a pro C:= y + Co máme CEF,„CCcCH. W 

2.6.4 Poznámka: Zkonstruovaná topologie obecně nesplňuje axiomy (tv1-3), 

takže (V,; ((:)) není topologický vektorový prostor. K tomu je třeba, aby systém 

W vyhovoval kromě podmínek (a-c) některým dalším požadavkům — viz dále 

větu 9. 

Význačné postavení mezi množinami v daném topologickém vektorovém pro- 

storu mají podprostory, zejména podprostory uzavřené. Uvedeme dvě často užíva- 

né vlastnosti podprostorů. 

2.6.5 Tvrzení: (a) Průnik libovolného systému užavřených podprostorů je uzavře- 

ný podprostor. 

(b) Uzávěr podprostoru je podprostor. 

Důkaz: Tvrzení (a) je přímým důsledkem příslušných definic. K ověření (b) stačí 
ukázat, že pro daný podprostor L c V platí J(E X ř)c L a g(C x £)c , 
kde jsme užili označení /; g pro operace sčítání, resp. násobení číslem. Tyto inkluze 

plynou z výsledků cvičení 28 a 30 a z toho, že pro každý podprostor platí 

f(LxX LyC L, gíCxTyc h 0 
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Viděli jsme, že při vyšetřování vlastností prostorů daného typu (vektorových, 

metrických atd.) je užitečné vymezit třídy ekvivalentních prostorů, které mají 

shodné všechny vlastnosti charakterizující uvažovaný typ. Je zřejmé, že topologic- 
ké vektorové prostory ( V, 7), (W', 7) mají shodné všechny vlastnosti jako vektoro- 

vé i jako topologické prostory právě tehdy, když existuje zobrazení f V> W 

takové, že 

(i) / je algebraický izomorfismus vektorových prostorů B; VW, 

(ii) f je homeomorfismus topologických prostorů (V 7), (V', v'). 

Užíváme pro ně názvu lineární homeomorfismus nebo topologický izomorťismus. 

Podobně jako v případě normovaných prostorů, jsou třídy ekvivalentních koneč- 

nědimenzionálních topologických vektorových prostorů určeny dimenzí. 

2.6.6 Věta: Konečnědimenzionální topologické vektorové prostory (V, z), 

(W', v') jsou lineárně homeomorfní právě tehdy, když dim V = dim W. 
Důkaz: Stačí sestrojit lineární homeomorfismus f daného n-dimenzionálního pro- 

storu (V, T) a prostoru C". Pomocí nějaké báze (6,,..., 0„ C V sestrojíme lineární 

n 
1/2 

bijekci ;: V > C*, f(z š]e]) := [č,, -.., č,„], takže platí |f(x)]| = (Z|šj|2) pro 
j= 

všechna x € V. Zbývá dokázat, že zobrazení f a f ' jsou spojitá, přičemž stačí 

ověřit spojitost v nule (cvičení 47). Při důkazu spojitosti zobrazení f ' vyjdeme ze 

spojitosti  sčítání: V X V x... X Vě[x,..,x]r x +... Fx,c V K da- 

nému (0) € T najdeme okolí U(0), j = 1,2,..., n, pro něž platí implikace 

x; € U(0) > »x; € U(0), a čísla a; > 0 taková, že 0 s< |šj| S a; > š,e; € U(0) 
] — 

(cvičení 50); pro 8 := min a;potom platí implikace Z|šj]2 <> Žšzez e U(0). 
lsjsn j j 

Při důkazu spojitosti zobrazení f je podstatné to, že V je Hausdorffův prostor. Na 

základě vět 2.5.3, 2.5.5 a již dokázané spojitosti zobrazení f'' tato vlastnost 

zaručuje, že pro dané g >0 je $, := (x€ V: |/(x)|| = e) uzavřená množina, neboť 

S.=f(K)akK,:= ([8,..., 6]60 Yěj = |) je kompaktní v C". Jelikož 
7=1 

0é $,, je G:= VVS, okolím nuly, a podle výsledků cvičení 51 existuje vyvážené 

okolí U bodu © takové, že U c G, tj. pro všechna x € U platí |/(x)|| * e. Dále 

podmínky x € U, |/(x)|| > e vedou ke sporu s tím, že U je vyvážené, a proto pro 

všechna x € U platí |/(x)|| < e m 

2.6.7 Důsledek: Každý konečnědimenzionální topologický vektorový prostor je 

lokálně kompaktní. 
Důkaz: Takový prostor je homeomorfní prostoru C", v němž množiny UV(x) jsou 

omezené, a tudíž prekompaktní. N 

    

2.6.8 Poznámka: E Riesz dokázal obrácené tvrzení: každý lokálně kompaktní 

topologický vektorový prostor má konečnou dimenzi. Důkaz uvádět nebudeme 

— viz [Tay], cvičení k $ 3.3.
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Zbývající část tohoto paragrafu je věnována tzv. lokálně konvexním prostorům, 

které jsou mnohými svými vlastnostmi bližší normovaným prostorům než obecné 

topologické vektorové prostory. Podobně jako v normovaných prostorech, je v nich 

topologie zadána pomocí seminorem na V, ne však jedinou seminormou, nýbrž 
celým systémem, který může mít jakoukoli mohutnost. 

Mějme vektorový prostor V a systém.? seminorem na V: F = (p,: a € I), kde 

T je libovolná indexová množina. Říkáme, že systém P odděluje body, jestliže ke 

každému x € V, x » 0, existuje p, € P takové, že p.(x) * 0 (jinými slovy, jestliže 

z podmínky p.(x) = 0 pro všechna a € 7 plyne x = 0). Je zřejmé, že systém , 

který obsahuje jedinou seminormu p, odděluje body právě tehdy, když p je norma. 

Příkladem nespočetného systému seminorem oddělujícího body je (p.: x € V), kde 

V je pre-Hilbertův prostor se skalárním součinem (.,.) a z.(y) := |(x, y)L. 

Pomocí daného systému % seminorem (ne nutně oddělujícího body) sestrojíme 
množiny 

B(pr u p)s(jceVp(x)< e j=l,...m. (2) 

Soubor množin B(p,, ..., P,) pro všechna € > 0 a všechny konečné podmnožiny 

systému P označíme Z;'. Snadno se přesvědčíme o tom, že.S)' vyhovuje předpo- 

kladům věty 3; tento soubor podmnožin prostoru V tedy zadává na V topologii 

, jejíž lokální bázi v každém bodě x € V tvoří množiny x + B, Be ý. 

2.6.9 Věta: Jestliže systém P seminorem na vektorovém prostoru V odděluje 
body, pak (W, ) je topologický vektorový prostor. 

Důkaz: Z toho, že W odděluje body, plyne pro libovolnou dvojicí x, y€ V, x7* y, 
existence seminormy p € £ takové, že p(x — y) = 2e > 0; pak U(x):= x + Bí(p) 

a U(y) := y + Bí(p) jsou disjunktní okolí, a je tudíž splněn axiom T Vzhledem 

k tomu, že lokální bázi v každém bodě x € V tvoří množiny x + B, B « , stačí 

spojitost sčítání ověřit pro bod [0, 0], což se snadno provede pomocí nerovnosti 

p(x + y) < p(x) + p(y). Vezměme dále a € C, x, € W, e >0 a nějakou koneč- 
nou podmnožinu (p,, ..., Pj C P, Pro libovolné č € (0,1), x€ % + BlP1;..., Po) 

a všechna a € C taková, že |a — dg| < ó, máme odhad 

p,(ax — ax) S |a — ad PXo) + |a] px — Xo) < [mla„x ŠPj(xo); + 1+ |a] d, 

takže pro 

ó := min [1, es/(max (p((xo)) + 1 + Jlagl)] 
J 

platí ax € a„X, + B(p.,..., p,). W 

Topologický vektorový prostor, v němž je topologie určena systémem semino- 

rem A oddělujícím body, se nazývá lokálně konvexní prostor (viz též komentář). 

2.6.10. Poznámka: Důvod pro takový název je zjevný: jestliže x, y € B(p), potom 

pro všechna £€[0,1] máme p(ix + (1 — d) y) S tp(x) + (1 — ) p(y) < z 
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takže množiny B(p), a tedy také B(p,, <<< Pr) = n B(p;) jsou konvexní. Kon- 
j=1 

vexnost se zachovává při translacích, a proto lokální báze okolí každého bodu 

x € V je tvořena konvexními množinami. 

2.6.11 Příklad: Topologii určenou v pre-Hilbertově prostoru: V systémem 

Pis0ípě xe V), ply) := |(x, y)| nazýváme slabou topologií a užíváme pro ni 

označení T (srv. s obecným postupem v $ 3.5). Prvky její lokální báze v bodě nula 

značíme B(x,, , X„) = B(pPrj; +<+; P,). V prostoru V existuje kromě 1, „přiro- 

zená“ topologie T) „ indukovaná normou, jíž se často říká silná topologie. Snadno 

zjistíme, že T, C rT;.„ tj. slabá topologie je opravdu slabší než topologie silná: podle 

tvrzení 2.3.5 stačí k libovolnému slabému okolí Bí(x,,..., X,) najít silné okolí 

U (0) := (x € V: |x| < ó) takové, že U„(0) — B(X1, ..., X,„), což je zjevně splně- 

no pro d := s/lmax |x A. 
sjn 

Přestože lokálně konvexní prostory jsou řadou svých vlastností blízké normova- 

ným prostorům, v některých aspektech se od nich podstatně liší. V této souvislosti 

je poučné vyšetřit otázku metrizovatelnosti lokálně konvexních prostorů. 

2.6.12 Věta: Lokálně konvexní prostor W je metrizovatelný právě tehdy, když 

systém seminorem , který určuje topologii T na V, je spočetný. 

Důkaz: Je-li prostor V metrizovatelný, splňuje první axiom spočetnosti. Nechť 

(U;: j = 1,2,...) je spočetná lokální báze topologie T v bodě 0. Podle definice ke 

každému U; existuje « > 0 a konečná podmnožina P; c 7 tak, že 

(1 80o) = U;. ' (3) 
peP, 

Systém P" = U?j je spočetný; odpovídající soubor Sě sestrojený podle (2) 
j=1 

opět splňuje předpoklady věty 3 a zadává na V topologii 7/", která nemůže být 

silnější než 7 = v. Z inkluze (3) potom plyne 1* = r, takže topologie T je určena 

spočetným systémem seminorem. 

Naopak nechť r je určena systémem seminorem (p.: n = 1,2,...), který oddě- 

luje body. Potom zobrazení o: VX V=>R 

„ Šgn Pe>x Y) 
o(x, Y) * ŠZ 1+p(x- P (4) 

je metrika na V, přičemž pro topologii indukovanou touto metrikou platí 7, = T 

(viz cvičení 2 a 53). N 

2.6.13 Poznámky: (a) Metrika (4) není indukována žádnou normou, protože 

o(ax, ay) * |a| e(x y).
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(b) Lokálně konvexní prostor, který je úplný vzhledem k metrice (4), se nazývá 

Fréchetův nebo F-prostor (viz též komentář). 

2.6.14 Příklad: Množina C*(R") všech funkcí f: R" > C, které mají parciální 
derivace všech řádů, je podprostor v C(R"). Symbolem H(R") označíme podmno- 
žinu tvořenou všemi C“-funkcemi f takovými, že pro libovolné multiindexy 

J= [] ] ], Ko=8 [ky, o ko], kde j,, k, jsou celá nezáporná čísla, platí 

|A zx 3= sup |x (DřPj x)] < o () 
xeR" 

Zde 
alKl 

© dEh...o B) 

přičemž |K| := k + ... + k,. Do P(R") patří např. funkce x' exp (— ||x||*) pro 
každý multiindex J. Z definice (5) vyplývá, že každé f€(R") splňuje 

|Jx'"(D*f)(x)| S |/|| ;|« pro všechna x € R" a všechny dvojice multiindexů J, K; 

pro jakékoliv J klesá tedy f a každá derivace Dřf pro |x| > % k nule rychleji 

než |x“| 7' (říkáme, že / rychle ubývá). Vidíme rovněž, že P(R") je podprostor 
v C(R"), a že pro každý polynom P na R" platí implikace 

feFM") > DS(Pf), PD5feFMRY. (6) 

Dále je zřejmé, že |.||;,„ jsou seminormy, přičemž ||flloo = A «- Systém 

P= (|. |e] proto odděluje body v F(R"); symbolem HF(R") se označuje i lokálně 
konvexní prostor (F(R"), /'), tzv. prostor rychle ubývajících funkcí nebo Schwar- 

tzův prostor. Dá se dokázat, že F(R") je úplný ([RS 1], $ V.3) — je to tedy 

Fréchetův prostor. 
Podmnožina tvořená funkcemi f e C*(R") s kompaktním nosičem se značí 

CS (R"); pro každé f e CS(R") tedy existuje kompaktní množina K;, c R*" ta- 

ková, že f(x) = 0 pro x€ Ky; užívá se též zápisu f C K;. Příkladem takové 

funkce je 

x= EE a DK: 

„ jexp (x — 1)7... Ja] < 1 
j0D = lo ]x] a1 (? 

(viz cvičení 54). Množina CP(R") je zjevně podprostor v PF(R"); dále platí 

CT = FRY. (8) 
Uvážíme-li, že F(R") je úplný, stačí k ověření (8) ukázat, že pro libovolné 

fe(R"), libovolný konečný systém (|.|;|: [A K|sfo) a e >0 existuje 

g CF(R") splňující |f — g||,| < € pro všechna [J, K] 6 f. Ze vztahu (5) plyne 

lim x'(D*f)(x) = 0 pro všechna [J, K| < fo; ke každému ó € (0, 1] můžeme 

Í)lř[oto najít r; S ó 'takové, že pro ||x|| > z; platí Jx'(Dřf) (x)| < ó pro všechna 
|Z K] <f,. Nechť funkce h € CP(R") splňuje A(x) = 1 pro ||x|| S 1 (viz cvičení 54). 
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Potom g(x) := f(x) h(x/r,) patří do C7(R") a pomocí Leibnizova pravidla 

dostaneme 

xX(D(f — 82)) (x) = 
=S(1-k/rYyxX(Dneo)- » cryxd(Df)(x) r WMepo"hy(x/rs). 

1 +M=K 
j z 

Absolutní hodnota druhého členu je pro všechna x€R" menší než 

Ó> Crml|A zz ||Al|ow. První člen je pro |x| S , roven nule; pro |x| > » 

a [J, K| E fFG platí (1 — K(x/r)) x*(Dřf)(x)) < ó(1 + ||A||oo). Lze tedy zvolit 

o tak, že |/ — gol|;;e < € pro všechna [J, K] A- 

  

  

  

Komentář 

$8 2.1 * Většinu základních pojmů, s nimiž se v metrických prostorech pracuje, je 

možno definovat dvěma ekvivalentními způsoby: buď přímo pomocí metriky, nebo 

zprostředkovaně pomocí pojmu okolí. Druhý způsob, jehož důsledně užíváme, 

umožňuje zcela přirozeně přejít k topologickým prostorům. Existují ovšem pojmy, 

které se pomocí okolí definovat nedají. To se týká např. průměru dané množiny M, 

diam M := supíigo(x, y): x, y € M), pojmu omezené množiny, což je definitoricky 

množina s konečným průměrem, a zejména pojmů cauchyovské posloupnosti 

a úplnosti — viz $ 2.2. 

$2.2 * V příkladu 2 jsme pro u(M) < % ukázali, že z každé posloupnosti 
(fGÓ) c P(M, du), |/ — f|, 7 0, lze vybrat posloupnost (f4)„=; takovou, že 

fG.(x) > f(x) pro s.v. x € M. To platí obecně pro jakoukoli nezápornou míru: 
množina | MW := (x e M: |f(x) — f(x))| = €) totiž | splňuje | nerovnost 
l/ — fl, S s[W(MW)y|/" pro každé £ > 0 a díky podmínce |/, — /ll, 7 0 je 
lim w(MW) = 0; dá se ukázat, že odtud plyne zmíněné tvrzení (viz např. [Jar 2], 
n> 00 

$ III.5, věta 68). Pro libovolnou nezápornou míru platí rovněž tvrzení o úplnosti 
vvvvvv 

$ 2.3 * Alternativní způsob zavedení topologie (pomineme-li triviální obměnu, 

kdy se místo vlastností otevřených množin axiomatizují vlastnosti množin uzavře- 

ných) spočívá v axiomatizaci vlastností uzávěru (viz např. [Kel], kap. I a rovněž 

cvičení 19). 

e Topologický prostor (X, 7) je souvislý, pokud jej není možné zapsat jako 

sjednocení dvou neprázdných disjunktních otevřených množin, což je ekvivalentní 

podmínce, že X a W jsou jediné množiny, které jsou současně otevřené i uzavřené. 

Příkladem topologického prostoru, který není souvislý, je množina X, obsahující 

alespoň dva prvky, vybavená diskrétní topologií 1;; zde každá množina je otevřená 

i uzavřená. 

Množina M c X je souvislá, je-li souvislý prostor (M, Ty), kde T je topologie 

indukovaná v množině M topologií z.
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Křivkou spojující body x a y topologického prostoru X se nazývá množina 

g([0, 1]), kde g je nějaké spojité zobrazení intervalu [0, 1] do X takové, že 

g(0) = x a g(1) = y. Pro každou křivku je množina g([0, 1]) souvislá (cvičení 

42). O topologickém prostoru, v němž každé dva body je možné spojit nějakou 

křivkou, říkáme, že je křivkově (lineárně) souvislý. Příkladem je každý normovaný 

prostor. Křivkově souvislý prostor je souvislý, existují však souvislé prostory, které 

nejsou křivkově souvislé. 

e Vzhledem k tomu, že při přechodu od metrických k obecným topologickým 

prostorům ztrácí limita posloupnosti některé důležité vlastnosti, zavádí se následu- 

jící zobecnění pojmu posloupnosti. Částečně uspořádanou „indexovou'“ množinu 

I jakékoli mohutnosti nazveme usměrněnou množinou, jestliže pro každou dvojici 

a, f € I existuje y € / takové, že a < y, f < y. Příkladem takové množiny je 

systém 2 všech podmnožin dané množiny M s částečným uspořádáním definova- 

ným pomocí inkluze. Zobrazení a > x, usměrněné množiny 7 do topologického 

prostoru X nazveme usměrněným souborem v prostoru X; užívá se též označení 

(Xalacr a 1x,!. Říkáme, že usměrněný soubor (x ) C X konverguje k bodu x € X, 

jestliže ke každému okolí U(x) existuje a, € 7 takové, že pro všechna a > a, je 

X, € U(x); bod x pak nazýváme Z/imitou usměrněného souboru (x,) a píšeme 

X * x nebo x = lim x, (Mooreova-Smithova konvergence). Ilustrací významu 
aslI 

těchto pojmů jsou následující tvrzení platná v libovolném topologickém 

prostoru X: 

(a) Bod x € X patří do uzávěru množiny M c X právě tehdy, když existuje 

usměrněný soubor ix,)j © M takový, že x, > x. 

(b) Zobrazení f z X do topologického prostoru X" je spojité v bodě x € X právě 

tehdy, když pro každý usměrněný soubor (x,) C X, x, > x, konverguje usměrně- 

ný soubor (/(x.); k f(x). 
(c) Prostor X je Hausdorffův právě tehdy, když každý usměrněný soubor 

(X„) C X má nejvýše jednu limitu. 

8 2.4 * V souvislosti s oddělovacími axiomy zavádějí někteří autoři pojem T,-pros- 

toru, kde pro každou dvojici různých bodů x, y platí alespoň jedna z podmínek: 

(i) existuje okolí bodu x, které neobsahuje y, (ii) existuje okolí bodu y, které 

neobsahuje x. Každý Ti-prostor je tedy T,-prostorem; příkladem ; prostoru, který 

nesplňuje axiom T;, je tzv. souvislá dvoubodová množina X = (x, y), kde otevře- 

nými množinami jsou X, Y a (x). 

8$ 2.5 * Terminologie související s pojmem kompaktnosti je velmi nejednotná. 

Kromě již zmíněných synonym prekompaktní množina = relativně kompaktní 

množina, je třeba upozornit na to, že řada autorů užívá termínu „bikompaktní“ 

místo kompaktní, přičemž „kompaktnost“ pro ně znamená spočetnou kompakt- 
nost. 
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* Existuje standardní postup umožňující zkonstruovat k danému nekompaktnímu 

prostoru (X, T) tzv. jednobodovou kompaktifikaci, tj. kompaktní prostor (X', 7) 

takový, že (X, T) je jeho podprostorem, přičemž množina X' X je jednobodová 

(viz [Tay], $ 2.31). Jednoduchým příkladem je kompaktifikace Č připojením bodu 

X = D 

* Zobrazení f metrického prostoru (X, o) do (X', o') je stejnoměrně spojité, 

jestliže ke každému £ > 0 existuje ó > 0 takové, že pro libovolnou dvojicí bodů 

X1, X%; € X splňujících w(x;, x:) < ó platí o (f(x), f(x:)) < €; „Stejnoměrnost“ 

spočívá v tom, že ó nezávisí na X;, X;, nýbrž pouze na €. Často se užívá následující 

tvrzení: spojité zobrazení kompaktního prostoru (X, 0) do (X', o') je stejnoměrně 

spojité. Důkaz (sporem) lze najít v řadě učebnic (např. |KF] $ II.7.6); čtenář si jej 

však snadno provede sám. 

$2.6 * Jiný příklad spojení algebraických vlastností dané množiny s topo- 

logií představuje pojem topologické grupy. Připomeňme nejprve, že množinu 

G nazýváme grupou, jestliže (i) je definována asociativní binární operace 

G x G?[g, g] » gg « G, (ii) existuje tzv. jednotkový prvek e € G takový, že 

eg = ge = g pro všechna g € G, (iii) ke každému g € G existuje inverzní prvek 

g ' splňující g 'g = gg ' = e. Zavedeme-li na dané grupě G topologii 7 vyhovu- 

jící axiomu T, takovou, že zobrazení g > g * je spojité na (G, 7) a rovněž násobení 

[8, 8'| > gg' chápané jako zobrazení z (G X G, Texc) do (G, v) je spojité, stane 

se prostor (G, T) topologickou grupou. Podobně je tomu v případě topologické 

algebry, kde algebraické vlastnosti jsou spojeny s topologií podmínkami spojitosti 

sčítání a násobení (viz $ 12.2). O topologických grupách pojednávají např. mono- 

grafie [Nai 3], [Pon]. 

* Viděli jsme, že v metrických prostorech se pracuje též s „netopologickými“ 

pojmy, tj. takovými, jež nelze definovat pomocí okolí. Některé z nich je však možno 

vhodně zobecnit a přenést do topologických vektorových prostorů. Uvedeme tři 

příklady. Množina M v topologickém vektorovém prostoru je omezená, jestliže ke 

každému okolí U bodu 0 existuje a € C takové, že M C aU!. Vzhledem k tomu, 

že každé okolí nuly obsahuje nějaké vyvážené okolí nuly (cvičení 51), existuje 

a > 0 tak, že inkluze W C SU platí pro všechna |f| S a. Je snadné ověřit, že pro 

množinu M v normovaném prostoru je tato definice ekvivalentní požadavku 

existence c: > 0 takového, že |x|| < cx pro všechna x € M. Usměrněný soubor 

(Xotacz V topologickém vektorovém prostoru V je cauchyovský, jestliže ke každému 

okolí U bodu 0 existuje a, € Z takové, že pro a > dg B > a, platí x, — xE U. 

Speciálně v lokálně konvexním prostoru V, v němž topologie je určena systémem 

seminorem Z, je usměrněný soubor (Xgl..; — V cauchyovský právě tehdy, když ke 

každému £ > 0 a každé seminormě p € Z existuje a«, € 7 takové, že z podmínek 

a > «„ B > a, plyne P(X — Xg) < €. Každý konvergentní usměrněný soubor je 

cauchyovský; platí-li obrácené tvrzení, tj. konverguje-li každý cauchyovský usměr- 

něný soubor ve V k nějakému x € V, říkáme, že prostor V je úplný. Pojem 
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usměrněného cauchyovského souboru se zavádí i v metrických prostorech (X, o), 

kde X není nutně vektorový prostor: (X„) X je cauchyovský, jestliže ke každému 

e > 0 existuje takové a,€ I, že WXŇ„, X;) < «, jakmile a > a, f > a, Dá se 

ukázat, že ke každému cauchyovskému usměrněnému souboru (x,; v úplném 

metrickém prostoru X existuje x € X takové, že x, > x ([DS 1]|, lemma I.7.5). 

Odtud např. vyplývá, že lokálně konvexní prostor určený spočetným systémem 

seminorem (p,„: m = 1,...) je Fréchetův (tj. úplný vzhledem k metrice (4)) právě 

tehdy, když je úplný ve smyslu výše uvedené definice (srv. s cvičením 53). 

* Lokálně konvexní prostor jsme definovali jako topologický vektorový prostor, 

v němž topologie je zadána systémem seminorem oddělujícím body. V literatuře 

se často setkáme s jinou definicí: topologický vektorový prostor je lokálně konvex- 

ní, jestliže každé okolí bodu 0 obsahuje nějaké konvexní okolí nuly. Důkaz 

ekvivalence obou definic uvádí např. [Tay], $ 3.8. 

* Pro vektorový prostor s metrikou (4) zjevně platí 

(i) o(x, Y) = o(x — y, 0) (translační invariance), 
(ii) zobrazení X * GogX a a 7 axX, jsou spojitá pro každé pevné a, € , resp. 

x EV 

Z těchto vlastností vychází následující obecnější definice F-prostoru ([DS 1] $ IL1, 

[Yo] $ 1.9): F-prostor je vektorový prostor, který je úplný vzhledem k metrice 

splňující (i) a (ii). 

  

Cvičení 

1. Obor hodnot metriky je množina nezáporných čísel a pro všechny body x, y, z 

daného metrického prostoru platí nerovnost 

le(x, Y) — o(x, z)| < o(y, z) (spojitost  metriky). 

2. Předpokládejme, že na vektorovém prostoru W je dána spočetná množina 

seminorem Z = (p,„: n = 1,2,...). Potom zobrazení o: V X V»>R, o(x, y):= 

= > 2 "p(x — y)/(1 + p,(x — y)) je metrika na V, která není indukována 
n=1 

žádnou normou. 

Návod: Funkce £ » /(1 + £) je rostoucí na R*. 

3. V metrickém prostoru X definujeme vzdálenost bodu x od množiny M: 

o(X, M) := inf o(x, y). Zformulujte definice vnitřního bodu, resp. bodu uzávěru 
yeM 

množiny M pomocí o(x, M) a o(x, X VM). 

4. V každém normovaném prostoru platí V (x) = S(x), avšak v obecném metric- 

kém prostoru platí pouze inkluze V(x) C S(x). 

Návod: Uvažujte prostor (X, og). 
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5. Je dán metrický prostor X a množina M c X. Následující podmínky jsou 

ekvivalentní: (a) M je všude řídká, (b) M nemá vnitřní body, (c) M není hustá 
v žádné otevřené koutli. 

6. Jestliže M je všude hustá v metrickém prostoru X, potom mohutnost libovolné 

množiny disjunktních otevřených koulí je nejvýše rovna mohutnosti M; speciálně 

X je neseparabilní, existuje-li v něm nespočetná množina otevřených disjunktních 

koulí. Jako aplikaci tohoto tvrzení ověřte, že prostory (X, 0), kde X je nespočetná 

množina, L*(R, dx) a /* jsou neseparabilní. 

Návod: Jako středy disjunktních otevřených koulí v Z*(R, dx) zvolte charakteris- 

tické funkce intervalů (— %, £). 

7. Jsou-li X a X metrické prostory, pak zobrazení f: X = X' je spojité v bodě 

x € X právě tehdy, když pro každou posloupnost (x,) © X, která konverguje k x, 

platí f(x,) > f(x). 
8. Dokažte tvrzení 2.1.4. Najděte příklady spojitých zobrazení, při nichž obraz 

otevřené množiny není otevřená množina. 

9. Jestliže zobrazení metrických prostorů f: X > X' a g: X' > X jsou spojitá, 

je spojité i složené zobrazení h := gof. 

10. Pro každou množinu M v separabilním metrickém prostoru (X, o) je prostor 

(M, o) separabilní. 
Návod: Je-li (x;: j = 1,2,...) všude hustá v X, existuje pro každé přirozené k bod 

Y € M takový, že o(x;, ya) < o(x,, M) + 1/k. 

11. Nechť ||.||;. |.]|> jsou ekvivalentní normy na vektorovém prostoru V. Potom 
prostor (W, ||. || ;) je úplný právě tehdy, když je úplný prostor (V, ||. ||2). 

12. Prostor /? je úplný pro každé p, 1 < p s ©. 

Návod: Jestliže (X, = (8)M.,: n = 1,2,...) je cauchyovská posloupnost, pak 
N 

pro každé N platí Y' |89 — z0 < e; proveďte nejprve limitní přechod m > % 
k=1 

a potom N > w. 

13. Jestliže z cauchyovské posloupnosti (x,) je možno vybrat konvergentní po- 

sloupnost (X,;;, lim x,, = x, potom lim x, = x. 
n m no o 

14. Dokončete důkaz úplnosti prostoru H?(M, du) pro u(M) = . 

Návod: S označeními z příkladu 2.2.2 pro r = 1,2,... platí Ž | o-rordans 

S< ?, n > M(e). Definujte funkci f na M: f(x):= f(')(Jé)Íl ZJG M;, a pro dané 

n > MN(e) aplikujte na posloupnost (? „„ F := f — f x ÚIMÍ Léviho 

větu.
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15. Nechť Y je podmnožina úplného metrického prostoru (X, o). Metrický pro- 

stor (Y, o) je úplný právě tehdy, když Y je uzavřená. 

16. Dokažte větu 2.2.4. 
Návod: Posloupnost středů (x;) je cauchyovská a její limita je prvkem všech $;. 

Naopak z dané cauchyovské posloupnosti (x,; vyberte posloupnost y, = Xx, 

splňující A(Y „+1, Y„) < 2 " a uvažujte uzavřené koule S-.W+:(Y,). 

17. V metrickém prostoru je doplněk každé jednobodové množiny otevřená 

množina. 

18. Pro topologie 1,, 7; indukované na daném vektorovém prostoru W normami 

l-lo |] platí: T, je slabší než © právě tehdy, když norma ||.||; není silnější než 

||.||». Speciálně jsou obě topologie totožné právě tehdy, když normy ||. ||;, || jsou 

ekvivalentní. 

19. Jestliže na systému množin 2* je dáno zobrazení M » [M] € 2* splňující 

podmínky M © [M], [M v N = [M] v [M], [9] = 9, [[M]] = [M] (tzv. Ku- 
ratowského axiomy), potom systém množin (G € 2*: [X V G] = X V G) je topo- 

logie, přičemž pro uzávěr každé množiny platí M = [M]. 

20. Nechť na množině X jsou zadány topologie T,, a € I, kde 7 je indexová 

množina libovolné mohutnosti. Potom n T je topologie, která je slabší než každá 

z topologií T,. asl 

21. Ke každému systému / c 2* existuje topologie () taková, že P C () 

a pro libovolnou jinou topologii T obsahující H platí () C z. 

22. Bázi topologie () z předchozího cvičení tvoří množina X a průniky všech 

konečných podsystémů systému . 

23. Systém.? c 2* je bází topologie 1(.2) na množině X právě tehdy, když (i) ke 

každému x € X existuje B €.W takové, že x € B, (ii) pro libovolné množiny 

B, C% a každé x€ B 0 C cxistuje DE tak žexe DaDC BrC. 

24. Jestliže topologický prostor (X, 7) je separabilní, je separabilní i prostor 

(X, 7) pro každou topologii 7 C z. 

25. Uvažujte zobrazení f, g množiny X X Y do topologických prostorů (X, 7+), 

resp. (Y, ry): f(x, y) := x, g(x, y) := y, a ukažte, že nejslabší topologie na 

X x Y, vůči níž jsou f, g spojitá, je Tyx v- 

Návod: Báze (f, gl-slabé topologie na X X Y je totožná s bází topologie Tyx y. 

26. Metrický prostor je separabilní právě tehdy, když má spočetnou bázi. 

27. Další vlastnosti prostorů z příkladu 2.3.1: (i) (X, 7) je separabilní, (X, T) 

neseparabilní, (ii) ani jeden z těchto prostorů nesplňuje první axiom spočetnosti. 
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Návod: Každý spočetný systém okolí daného bodu x je určen spočetnými nebo 

konečnými uzavřenými množinami F n = 1,2,..., takže M:= U F je spočetná. 
n=1 

Pro y é x, y € X V M uvažujte množinu X Víyj. 

28. Dokažte, že v topologickém součinu prostorů X,, r = 1,2, platí pro libovolné 

množiny M, C X, vztah M, X M, = M, x M.. 

29. Nechť (X, 7), (X', 7) jsou obecné topologické prostory, f zobrazení X do X. 

(i) Jestliže f je spojité v bodě x € X, potom pro každou posloupnost (x,; C X, 

Xa Ž x, platí f(x,) 5 f(x). Splňuje-li prostor (X, 7) první axiom spočetnosti, 

platí i obrácené tvrzení (srv. cvičení 7). 

(ii) Nechť.2, C «, ; C v jsou lokální báze v bodech x, x' := f(x). Zobrazení 

f je spojité v bodě x právě tehdy, když ke každému B'(x') € Mé existuje B(x) « , 

splňující B(x) C f T XB'(x')). 

30. Jestliže zobrazení f z topologického prostoru X do topologického prostoru A 

je spojité, potom pro libovolnou množinu M c X platí f(M) c f(M). 

31. Topologický součin T;-prostorů je 'f-prostor. 

32. Topologický prostor X splňuje axiom T; právě tehdy, když ke každému okolí 

U(x) libovolného bodu x € X existuje okolí V(x) takové, že V(x) - U(x). 

33. Na množině X = [0, 1] zadáme topologii 7 pomocí lokálních bází (viz větu 

2.3.6). Pro libovolné x € X definujeme systém , C 2* následovně: položíme 

  

B := ([0, BVN:0 << 1), kde j= l:n= 1,2,...), a pro x70 
n 

Z= ((0, f) o X: a, PeR, a < x < f). Prostor (X, 7) je Hausdorffův, ale není 

regulární. 

Návod: Ukažte, že množina N je uzavřená, přičemž ji nelze oddělit od bodu 0. 

34. Bod x je hromadným bodem množiny M v Tj-prostoru právě tehdy, když 

každé jeho okolí obsahuje nekonečně mnoho bodů množiny M. Platí to v obecném 

topologickém prostoru? 

35. V obecném topologickém prostoru nep/atí tvrzení: Jestliže x je hromadný bod 

množiny M a F je uzavřená množina taková, že M W F je konečná, potom x € E 

Návod: Uvažujte prostor X = (1, 2,...], v němž jsou otevřené jen množiny X, v 

a (1, 2). 

36. Systém množin (M,: a € l) je centrovaný, jestliže každý jeho konečný podsys- 

tém má neprázdný průnik. Dokažte, že topologický prostor je kompaktní (spočet- 

ně kompaktní) právě tehdy, když každý (každý spočetný) centrovaný systém 

uzavřených množin má neprázdný průnik.
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37. Jestliže v T;-prostoru má každá nekonečná množina hromadný bod, je tento 

prostor spočetně kompaktní. 

Návod: Nechť (F,: n = 1,2,...] je centrovaný systém uzavřených množin, při- 
o N 

čemž () E, * Ry; N = 1,2,..., kde Ry:= () F,. Pak existuje nekonečná množi- 
n=1 n=i 

na (x,: k = 1,2,...) taková, že x; € Ry,; ukažte, že její hromadný bod patří do 

všech Ry (viz cvičení 34). 

38. V topologickém prostoru X se spočetnou bází pojmy kompaktnosti a spočetné 
kompaktnosti splývají. 

Návod: Nechť(G,: a € 7) je nějaké pokrytí X; ze spočetné báze (B;: j = 1,2,...) 

vyřadíme ty množiny, které nejsou částí žádné G,. Zbývající B; tvoří pokrytí X a 

každá z nich je částí alespoň jedné G.,. 

39. Jestliže M je totálně omezená množina, je totálně omezená i množina M. 

40. Nechť M je kompaktní množina v topologickém prostoru a (f,)je posloupnost 

reálných funkcí spojitých na M taková, že pro každé x € M je (f,(x)) nerostoucí 
posloupnost. Jestliže pro dané c € R ke každému x € M existuje m, takové, že 

f„„(x) < c, potom pro všechna dosti velká z a všechna x € M platí f.(x) < c. 

(Snadným důsledkem tohoto tvrzení je známá Diniho věta — viz např. [Die], $ 7.2). 

Návod: Ke každému x € M existuje okolí U(x) takové, že f, (y) < c pro všechna 

y € U(x). Ze systému (U(x): x € M) vyberte konečné pokrytí množiny M. 

41. Každý uzavřený interval je souvislá množina v R. 

Návod: Předpoklad existence neprázdných disjunktních uzavřených množin 

F F c [a, b| takových že F v F = [a, b|, vede ke sporu. 

42. Jestliže X je souvislý topologický prostor a zobrazení f: X > X je spojité, 

pak /(X) je souvislá množina. 

43. Nechť (VW, 7) je topologický vektorový prostor; předpisem [x, y] > x — y je 

definováno spojité zobrazení prostoru (V X V, tyxyv) do (V, 7). 

Návod: Ověřte spojitost zobrazení [x, y] > [x, — y]. 

44. Dokažte, že vektorový prostor V vybavený topologií T splňující axiomy (tv1) 
a (tv2) je L-prostor. 

Návod: K danému 0(0) existuje UV'(0) takové, že x, y€ U'(0) implikuje 
x — y € U(0); odtud plyne V(0) © U(0). 

45. Pro každou množinu M v topologickém vektorovém prostoru platí 
x+ M=x+M. 
Návod: Užijte výsledku cvičení 30. 

46. Jestliže , je řídicí systém okolí nuly v topologickém vektorovém prostoru 

(V< 7), potom F,:= (x + B: B E Fo) je řídicí systém okolí bodu x € V. 
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47. Lineární zobrazení z topologického vektorového prostoru W do V 

f: V > VW' je spojité právě tehdy, je-li spojité v bodě 0 e W 

48. Jestliže G je otevřená množina v topologickém vektorovém prostoru VW, 

potom pro každou množinu MCVje M+ G:=(xeV:x=s y+z y«M, 

z € G) otevřená množina. 

49. Zobrazení ď,definované na (komplexním) topologickém vektorovém prosto- 

ru V vztahem d(x):= ax, a€C, a 7 0, je homeomorfismus prostoru W se 

sebou samým. 

50. Každé okolí U(0) nulového prvku komplexního topologického prostoru ( 7) 

má tuto vlastnost: pro libovolné x € V existuje a, > 0 takové, že pro všechna 

a € C, 0 < Ja| S a,, platí ax € U(0). 

Návod: Pro dané x užijte spojitosti zobrazení a > ax v bodě a = 0. 

51. Říkáme, že množina M v topologickém vektorovém prostoru je vyvážená, 

jestliže M = M,:= U aM, kde aM:= (y€ V:y = ax,x€ M). Dokažte, že 
jaj S1 

k libovolnému okolí U(0) bodu 0 existuje vyvážené okolí W(0) takové, že 

V(0) C U(0). 
Návod: Ze spojitosti násobení [«, x] > ax plyne existence W(0) a e > 0 tako- 

vých, že 

2 2 
- U aW(0) = - U(0). 
E <8 E 

|a] = 

I
 

Dále užijte toho, že pro dané vyvážené okolí WV(0) a libovolné S € C je SfV(0) 

rovněž vyvážené okolí nuly. 

52. Ověřte, že systém Sý tvořený množinami B, (P1, --- P,) (viz (2.6.2)) splňuje 

podmínky (a)-(c) věty 2.6.3. 

53. Topologie 7 na vektorovém prostoru W určená spočetným systémem semino- 

rem (p,: n = 1,2,...) oddělujícím body je totožná s topologií z7, indukovanou 

metrikou (2.6.4). Posloupnost (x;) — W je cauchyovská v metrickém prostoru 

(V, 0) právě tehdy, když pro n = 1,2,... platí: ke každému £ > 0 existuje j(e, 1) 

takové, že pro k, ! > jte, n) platí p,(xx — x) < £e. 

Návod: Užijte tvrzení 2.3.5 a toho, že metrika (2.6.4) je invariantní při translacích. 

Dané B(p,) obsahuje U(0) := (x € V: g(x,0) < 0) pro d:= 2 "e/(1 + 2) 

Naopak pro dané U,(0) najděte č > 0 tak, aby Bí(Pw, < Pr) E Uzpo0), přičemž 

N je určeno podmínkou >) 2" s ge/2. 
n=N+1 

54. (i) Dokažte, že funkce j definovaná vztahem (2.6.7) patří do CS'(R").
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(ii) Jestliže f je spojitá funkce s kompaktním nosičem, potom pro g(x):= 69 

J(x — y) j) dy platí g, © CH(R"). 
(iii) Najděte Ah e C(R") tak, aby A(x) = 1 pro |x| < 1. 
Návod: (i) Nechť 

dvod: (i) Nec exp(—-1/)...>0|. 

AD o r0] 
dokažme indukcí, že f%(£) = f() - s " PK(d, kde PA(d je reálný polynom v £. 
Dále dokažte, že pro každý multiindex K platí 

agklj É m , 
PeA m n m 1__ P 

zg = 2 /MA — 1) BD 
kde 

Po(x):= c [ISP, m,=0,1,..., c„sR. 
r=1 

Při výpočtu 
a a\K\j 

TT —k—í(x) d9ě, d ... d 

pro x = [€,,..., 8„] splňující |x| = 1 položte 4(h):= 1 — Y (5 + d„khý = 
K=1 

= —2é,h — k*; jelikož £(h) > 0 pro h splňující č,h < 0, 0 < |h| < 2|ě,], platí 

j LRE r J j H 
j h (PY o y o h hér<0 

    

(ii) Pro každé x € R" platí g(x) = | f(z)íx — z) dz; potom supp g; C 
supp f 

(x: inf |x — z| < 1) a pro každý muliindex K má funkce z m 
zesupp f 

f(z2) (D *j) (x — z) integrabilní majorantu nezávislou na x.



  

70 3 ZÁKLADY TEORIE LINEÁRNÍCH OPERÁTORŮ 

  

3.1 BANACHOVY PROSTORY 

Normovaný prostor, který je úplný vzhledem k metrice indukované normou, se 

nazývá Banachův nebo B-prostor. Všechny metrické vlastnosti B-prostorů se 

samozřejmě vztahují k této metrice. Abstraktní Banachovy prostory budeme značit 

jediným symbolem %;, Y atd. 

Vzhledem k tomu, že B-prostor je topologickým vektorovým prostorem, platí 

o jeho podprostorech všechna tvrzení uvedená v $ 2.6: průnik libovolného systému 

(uzavřených) podprostorů je (uzavřený) podprostor, uzávěr podprostoru je pod- 

prostor atd. B-prostor je však také metrický prostor, a proto je nutné některé 

pojmy modifikovat, např. místo lineárního homeomorfismu se zavádí pojem lineár- 

ní izometrie. Říkáme tedy, že B-prostory %X;, % jsou lineárně izometrické nebo 

izometricky izomorfní a píšeme X; >- %>, jestliže existuje lineární izometrie 

f.X, > %>, tj. lineární bijekce (algebraický izomorfismus) prostorů X1, X taková, 

že pro všechna x € %; platí ||/(x)||» = Ix 

Budou nás zajímat především B-prostory nekonečné dimenze, mj. z následující- 

ho důvodu. 

3.1.1. Tvrzení: (a) Každý konečnědimenzionální normovaný prostor V, je úplný, 

tj. je to B-prostor. 

(b) Každý konečnědimenzionální podprostor B-prostoru je uzavřený. 

Důkaz: Vzhledem k lemmatu 2.1.9 stačí ověřit úplnost prostoru: (V,, ||. ||s), kde 

norma ||.| je určena pomocí libovolné báze d = (e;,..., €,;  vztahem 

[še.:= C 181)) je zřejmé, že (Vs |) > C", takže jde o úplný prostor. 
/ 7 

Tvrzení (b) je důsledkem (a) — viz cvičení 2.15. N 

Z konkrétních nekonečnědimenzionálních prostorů, s nimiž jsme se seznámili 

v předchozí kapitole, patří mezi Banachovy tyto prostory: 

() P,pzlal; 

(ii) LY(M, du), p š 1aL*(M,du) pro libovolnou množinu M se o-konečnou 

nezápornou mírou « definovanou na o-algebře $ C 2 

(ii) C(X) pro každý topologický prostor X a B(M) pro každou množinu M. 

K ověření toho, zda daný normovaný prostor je nebo není Banachův, se často 

hodí následující kritérium, jehož důkaz přenecháváme čtenáři (cvičení 1):



3.1 BANÁCHOVY PROSTORY 

3.1.2 Věta: Normovaný prostor V je úplný právě tehdy, když pro každou posloup- 

nost (x,) C V splňující podmínku Y |x,| < % existuje x€ V takové, že 
m n=e=li 

x= lim > X 
n o k=l1 

Množina M v B-prostoru X je totální, jestliže Mj, = X. Je-li dim X = n, splývá 

pojem lineárně nezávislé totální množiny s pojmem báze. V nekonečnědimenzio- 

nálním prostoru X je zjevně každá Hammelova báze totální množina; je-li M line- 

árně nezávislá totální množina, která není Hammelovou bází, je její lineární obal 

nekonečnědimenzionálním podprostorem, který není uzavřený. Uvedeme některé 

jednoduché vlastnosti totálních množin. 

3.1.3 Lemma: (a) Jestliže M je totální v B-prostoru X, potom každá množina 
N C X, která je hustá v M, je totální v *- 
(b) Když v X existuje spočetná totální množina, je X separabilní. 

Důkaz: Tvrzení (a) se snadno ověří přímo z příslušných definic. 

(b) Nechť M = (x;, X:, ...) je totální v X a C„ je spočetná množina komplexních 
x 

čísel, které mají racionální reálnou i imaginární část. Pro n = 1,2,... má množina 

L = ( yx y e Cgo) Stejnou mohutnost jako Cg X ... X Cg; je to tedy 
j=1 

spočetná množina, a spočetná je tudíž i množina L:= U L,. Z toho, že M je 
n=1 

totální a C„„ hustá v C, potom snadno plyne L = X © 

Mějme normovaný prostor V, který není úplný. Podle věty 2.2.3 existuje úplný 

metrický prostor ( P, o) takový, že (V), = V a o(x, y) = |x — y| pro všechna 
x, y € V. Vzhledem k tomu, že ke každému x € V existuje posloupnost (x C V, 
o(Xx, X) > 0, můžeme operace sčítání a násobení skalárem rozšířit z V na V, např. 

a-násobek vektoru x € VY V definujeme jako limitu posloupnosti (axj C V, 

která je zjevně cauchyovská. Dále ze spojitosti metriky plyne  o(x, y) = 

= lim |*x — yz|| a odtud zjistíme, že o(x, y) = (x — y,0) a o(ax, ay) = 
k> w 

= |a] o(x, y), takže x » o(x,0) je norma na V (viz $2.1). Dospíváme tak 
k důležitému závěru: 

3.1.4 Věta: Úplný obal normovaného prostoru V je B-prostor, který je určen 

jednoznačně až na lineární izometrie f takové, že f(x) = x pro všechna x€ V. 

3.1.5 Příklad: Množina.P(a, b) tvořená všemi komplexními polynomiálními funk- 

cemi reálné proměnné x € [a, b] je nekonečnědimenzionální podprostor Bana- 

chova prostoru C([a, bj). Podle Weierstrassovy věty ([Jar 1], věta 180) existuje ke 

každé funkci f€ C([a, b]) posloupnost (p)C P, pro niž : |Jz — fIl > 0. 
Banachův prostor C([a, b|) je tedy úplným obalem normovaného prostoru 

(Aa, b), |.||Ú). Jelikož P(a, b) * C(la, b]), je P nekonečnědimenzionální neu- 
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zavřený podprostor v C([a, b]). Množina (x*: k = 0, 1,...) je totální v C([a, b]); 

tento prostor je proto separabilní. 

V následujících příkladech jsou v konkrétních B-prostorech nalezeny důležité 

totální množiny a podprostory. 

3.1.6 Příklad: Pro k=0,1,... označíme | E„:= (dp)jz; |a k danému 

X = (£|e ?, p 1, sestrojíme posloupnost X,:= 2 š5;E,; | potom 
j=1 

|X — X„|„, = ( X j5py/? > 0 pro n > ©. Množina (Ej: k = 1,2,...) je 
jsn+1 

tedy totální v prostoru /2?; ten je proto separabilní. 

3.1.7 Příklad: Uvažujme B-prostor: Z?(R",du) = I?, 1 S p < %, kde m je 

libovolná borelovská míra na R". Budeme užívat označení z příkladu A.1.1: * je 

systém všech omezených intervalů v R", " minimální okruh obsahující " a " 

systém borelovských množin v R". Připomeňme, že každou množinu R €.%" je 

možno vyjádřit jako sjednocení konečného disjunktního podsystému v /?'. Dále 

označíme 

S0 m ly JEJ. 

Jelikož w(J) < % pro všechna / € f"', platí inkluze S0 c Z?. Pro prvky lineární- 

ho obalu množiny $% se užívá názvu schodovité funkce na R" (viz též cvičení 5). 
Množina S% je totální v L"(R", du). Tvrzení dokážeme nejprve za předpokladu, 

že „(R") < «. V tomto případě je množina (yYxy: M €.7) totální v I? (cvi- 

čení 6). Dále ke každým M © ", e > 0, existuje R e .SW", pro něž „(RAM) < £ 

— viz lemma A.4.3c. Jelikož x € (S%)j a |Xe — Xml|, = H(R AM)'", je podle 

lemmatu 3 množina S totální v Z". Jestliže u(R") = x, vyjádříme R" jako 

disjunktní sjednocení spočetného systému (/: k = 1,2,...) c 09 Pro množiny 
k o 

R.:= 1U J,s.2" potom platí R, C Rizy k = 1,2,..., 1 R; = R". K danému 
l=1 k=1 

fe L? sestrojíme posloupnost fi:= fxa; z Lebesgueovy věty potom dostaneme 

lim |f — f = 0. (1) 
k+w% 

Uvažujme borelovskou míru 4u definovanou vztahem u;(M) := [xa, du, M E K. 
M 

Díky tomu, že u(R") = m(R) < © a f,E LMNR, du,), Ize ke každému e > 0 

najít schodovitou funkci s, pro niž 

e > [Ih — s|Pdu = [A — sdřdu, $17 SYXR,. (2) 
R Ra 

Jelikož x„x je schodovitá, je i s, schodovitá, a tvrzení plyne ze vztahů (1), (2).



3.1 BANÁCHOVY PROSTORY 

Ze vztahu ($W);„ = LM(R", du) a lemmatu 3 dále vyplývá: 
(i) Prostor CG'(R") je hustý v ZA(R", du), neboť podle výsledků cvičení 7 je 

CF(R") hustá v S. Speciálně pro Lebesgueovu míru na R" platí HR) c L?(R") 
(ověřte) a současně CF(R") C H(R"). Pro uzávěr ((R")), prostoru W(R") vzhle- 
dem k normě ||. ||, pak dostáváme 

5R) = L (3) 

(i) Inkluze : C$(R") C C(R") n LAR", d) | implikuje, že také podprostor 

C(R") o ZA(R", du) je hustý v ZY(R", du). To se dá dokázat také přímo, bez užití 

tvrzení (i), a to i pro obecnější prostory Z? — viz |KF], $ VIL.1.2. 

3.1.8 Příklad: K danému topologickému prostoru (X, T) sestrojíme množinu 

CÁ(X) tvořenou funkcemi f€ C(X), které mají tuto vlastnost: ke každému 
£ > 0 existuje kompaktní množina KW c X taková, že |/(x)| < « pro všechna 
x € XVKW. Například množina C„(R") je tvořena právě těmi spojitými funkce- 
mi, pro něž: lim f(x) = 0; speciálně platí HR") C C„(R"). Vzhledem k tomu, 

že konečné sšc!dnocení kompaktních množin je kompaktní, je C„Č„(X) podprosto- 
rem v C(X). Není těžké ověřit, že normovaný prostor (C„(X), ||. |) je úplný 

(cvičení 8). 

Uvažujme množinu C(X) C C((X) tvořenou spojitými funkcemi s kompakt- 

ním nosičem. To je podprostor v CČ„(X); dokážeme, že 

C(X) = C(X). 4) 
Vzhledem k evidentním implikacím f € C„.(X) > Re f Imf| |1 C(X) 

a fe C„(X) > f+:=(|| + f)/2 s C.(X) můžeme se omezit na nezáporné 

funkce g€ C„(X). K libovolnému « > 0 existuje kompaktní KW. pro niž 

AXVKW C g(7D0, £).. V důsledku spojitosti je množina g'7|g, 0) uzavřená, 
a protože je částí kompaktní množiny KW, je kompaktní. Funkce g, definovaná na 
množině g W[e, 0) vztahem g,:= g — € a vně této množiny nulou má tedy 
kompaktní nosič a pomocí spojitosti g se snadno ověří, že g je spojitá v každém 

bodě x€X. Tedy g.6 C(X) a současně |g(x) — g(x)| S e pro všechna 

x € X, neboli |g — g.||. S €; tím je rovnost (4) dokázána. 

Pro X = R" se dá ukázat, že podprostor: CF(R") c C„(R") je hustý v C(R") 

— viz [Yo], $ 1.1; z rovnosti (4) potom plyne 

    

(CE(R))« = (/(R)s = C„(R"). () 

Existuje řada postupů umožňujících z daných Banachových prostorů konstruo- 

vat nové. Uvedeme nyní dva z nich; s dalšími se seznámíme v následujícím 

paragrafu (viz též komentář). 
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(i) Mějme nejvýše spočetný systém B-prostorů %;, j = 1,2,.... Nechť % je 

množina posloupností X = (xj), x; € %), takových, že ? ||x,||; < % (v případě 
j=1 

konečného systému X := %| X ... Xx %,). Na X definujeme sčítání a násobení 

komplexním číslem „po složkách““ a položíme ||X||e := 2 |x,||;- To je zjevně 
j 

o 
norma na X, přičemž normovaný prostor (%X, ||. |) je úplný (to se ověří podobně 

jako úplnost prostoru /? — viz cvičení 2.12). Banachův prostor X nazýváme 

direktním součtem B-prostorů %X; a píšeme X = ZG%. V případě konečného 
7 

systému se píše též X =X, ©... 8 %, 

(ii) Nechť 7 je indexová množina libovolné mohutnosti a každému «a€/7 je 

přiřazen nějaký B-prostor X,. Symbolem (X%X,)) označíme množinu všech 
acl 

zobrazení Fe X%, (viz poznámku A.1.8b), pro něž sup |/a)|. < %; 
acI acI 

zavedeme opět sčítání a násobení číslem po složkách a označíme ||| := 

= sup |F(a)||. Dostaneme tak B-prostor 
acl 

11% = (X Z) 1-1)> 
as asf 

který použijeme v $ 12.3. Pro speciální volbu množiny 7 a prostorů %X, je tento 

prostor totožný s některými dříve probranými B-prostory: např. ||C = /? (viz 
r=1 

příklad 1.3.3). 

  

3.2 OMEZENÁ LINEÁRNÍ ZOBRAZENÍ 

Mějme normované prostory (X ||.]) (H |.||) nad týmž tělesem (C nebo R), 

ne nutně úplné. Říkáme, že lineární zobrazení B: V > V, je omezené, jestliže 

existuje c > 0 takové, že pro všechna x € V platí 

  

1800] S clxl - (1) 

Množinu všech takových zobrazení označíme Ř(WV, VW). Jestliže (WV;, |.]) = 

= (V,, ||.|). užíváme označení H(V). Prvkům množiny P( V) se říká omezené 

(lineární) operátory (na normovaném prostoru W). Názvu omezený operátor (z 

prostoru W do W;) budeme alternativně užívat i pro B Ř(V, VW), kdy V z V,. 

Dále zkráceně píšeme Bx místo B(x) a podobně B-obraz množiny McYV 

značíme BM.



3.2 OMEZENÁ LINEÁRNÍ ZOBRAZENÍ 

Množina Z(WV, W;) se stane vektorovým prostorem, definujeme-li: příslušné b 1 

operace „bodově“ pomocí sčítání a násobení skalárem v prostoru W;: 

(B+ aC)x:= Bx + aCx. (2) 

Z definice (1) je vidět, že každému B < £(V, V) můžeme přiřadit nezáporné číslo 

|8 := sup |Bx G) 
xe V x] =1 

3.2.1. Věta: (a) Zobrazení B » | 8| je norma na vektorovém prostoru $(W, W;). 

(b) Je-li prostor V; úplný, je S(V, V)) také úplný, tj. je to Banachův prostor. 
Důkaz: Tvrzení (a) je elementární. Nechť ( Bj je cauchyovská posloupnost v pro- 

storu Z(V, V;). Z implikace mn, m > n(g) > |8, — Byl| SE plyne pro každé 

xe V 

|8x — Bůx S Hhx (4a) 

Posloupnost (B,x) v B-prostoru WV; je tedy cauchyovská, a proto B,x > Bxe V,. 

Z linearity operátorů , plyne, že zobrazení x > Bx je lineární; provedeme-li 
v nerovnosti (4a) limitní přechod, dostáváme 

|8x — Baxl S elxl| - (4b) 

Odtud |Bx|, S (£+ |B xb v. BeF(WV W), a konečně nerovnost (4b) 
dává |B — B„|| < « m>ne) u 

3.2.2. Poznámky: (a) Normu (3) je možno ekvivalentně vyjádřit takto: 

|B] = sup |Bx|/dx] = sup |8x = infs, (5) 
xe Vx *0 xe V |x]| S1 

kde Ww;, je množina všech c > 0, pro něž je splněna podmínka (1). 

(b) Je-li W = WV;, lze první tvrzení věty 1 rozšířit. Pro libovolné B, CEF(V), 

x € V platí nerovnost 

|B(Cx)] S |8 |Cx S 18] 1R x1 

z níž vyplývá, že pro složené zobrazení BC = Bo C platí BCE€S(V) přičemž 

|8C] = |81 Ich (6) 

Jestliže V je B-prostor, plyne z těchto vlastností, že prostor A( V) je tzv. Banacho- 

va algebra (viz $ 12.2). 

3.2.3 Tvrzení: Nechť V; WV; jsou normované prostory a B: V > WV; je lineární 

zobrazení; potom jsou následující podmínky ekvivalentní: 
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() BeZV, VI), 
(ii) B je spojité, 
(iii) B je spojité v nějakém bodě x € V. 

Důkaz: Z linearity a podmínky (i) plyne 

|8x — Byl; = |80 — »)hk = |B |x — wl s 

takže (i) * (ii). Protože (iii) plyne z (ii), zbývá dokázat (iii) > (i). Jestliže B je 

spojité v bodě y, potom z předchozí nerovnosti plyne spojitost v 0 a odtud 

postupem užitým v příkladu 2.1.6 ověříme omezenost. N 

V předchozím paragrafu jsme viděli, že ke každému normovanému prostoru V, 

který není úplný, existuje jednoznačně určený B-prostor X — úplný obal. V této 

souvislosti vzniká otázka, kdy existuje pro daný lineární operátor: B: V> W 

rozšíření na prostor X a jaké má toto rozšíření vlastnosti. 

3.2.4 Věta (o spojitém rozšíření): Nechť X %1 jsou B-prostory a podprostor V je 

všude hustý v %. Potom pro každé : BEHF(V %) existuje právě jedno 

B © £(X%, %) takové, že B = B!V. Dále platí |B| = |š8l. 

Důkaz: Ke každému x € X lze najít posloupnost (x,) = WV, x, > x. V důsledku 

omezenosti operátoru B je posloupnost (Bx,) © X cauchyovská, takže existuje 

y € %,, pro něž |Bx, — y|; > 0. Elementárními prostředky se ověří, že pro 

každou jinou posloupnost (x.) © WV, x; > x, platí Bx; 7 y; vektor y tedy závisí 

jen na x. Z linearity limitního přechodu dále plyne, že přiřazení x > y je lineární. 

Zkonstruovali jsme tak lineární zobrazení z X do X;, které označíme B. Jestliže 

x € V, můžeme zvolit x,:= x, n = 1,2,..., a proto BW = B. Z podmínky 

|Bx < |B] |x.| dostaneme limitním přechodem | Bx||; < |B] |x|,  takže 

B E B(%, X,), |8B| < |B|, a vzhledem k tomu, že B je rozšířením B, musí platit 

rovnost. Nechť konečně 8 = Ct V pro nějaké CE Ř(%,%7). Jestliže x e X 

a posloupnost (x,) C W konverguje k x, pak ze spojitosti plyne Cx, > Cx, 

a protože Cx, = Bx, pron= 1,2,... je C=8 m 

  

3.2.5 Poznámky: (a) Definiční vztah 

Bx := lim Bx,, | kde x:= limx, x, V, (7) 

je důležitý i z výpočetního hlediska. Operátor B bývá často zadán jednoduchou 

formulí a vztah (7) umožňuje vypočíst Bx v každém bodě x € X s libovolnou 

přesností (ve smyslu topologie indukované normou |. |;). 

(b) Připomeňme, že prostor.( V, 2) je úplný i v případě, že prostor V úplný není, 

tj. pro V ž X je B(V, X1) = P(V, X 1) * (X I1). 

3.2.6 Příklad (Fourierova transformace): Budeme užívat označení zavedeného 

v příkladu 2.6.14. Dále budeme zkráceně psát $ := FR)), L := LRW");



3.2 OMEZENÁ LINEÁRNÍ ZOBRAZENÍ 

podobně v integrálech, u nichž není explicite uveden integrační obor, se integruje 

přes R". 

Pro dané f e “ položíme 

f(») := (2n) "* J- e0fx) dx, | ye R, (8a) 

kde (.,.) je skalární součin na R". Vzhledem k tomu, že každé f € Y patří do I/, 

je tímto předpisem definována funkce f: R" > C. Z implikace (2.6.6) vyplývá, že 
funkce x > Fá(x):= e7'Xx*f(x) má integrabilní majorantu nezávislou na 
y pro každé K. Můžeme tedy ve formuli (8a) derivovat podle y za znakem 

integrálu, což dává 

y(přjy(7) = n) ""? fe—i““(—i)'“ylx'(f(x) dx = 

= (2x) A(Z- leí(e—w) x“f(x) dx, 

kde index x v symbolu D/ vyznačuje proměnnou, podle které derivujeme. Nyní 
Fubiniova věta a integrace per partes dávají 

Y'(příjo) = x) (-iŘyři=m J-e"i“'y)DJ(fo )(x) dx . 

Protože integrand: se opět majorizuje nezávisle na y, existuje konečné 

sup |(y7/D“f) (y)| pro všechna J a K, takže f « £. Dále pro P.(x):= 1 + Ja|?" 
platí 1/P,€ Z*(R"), což poskytuje odhad 

IA | S C„ sup P() (Dřiřt)], - C (22) 7 J*IP„I_l dx. 
xER 

Pomocí Leibnizova pravidla ještě upravíme D'(x*f) (x); pak již snadno zjistíme, 

že pro dané J, K existuje přirozené m, multiindexy L;, M; a konstanty c;, pro něž 

lA S 2 cA nm, Z vlastností funkce f, které jsme takto odvodili, vyplývá, 
j=1 

že vztahem (8a) je definováno lineární zobrazení ; prostoru H(R") do sebe, tj. 

Ff-f, (8b) 

které je spojité vzhledem k topologii Schwartzova prostoru. Stejné vlastnosti má 

zobrazení Fy: f > Ť, f(x):= f(-x). Tvrdíme, že pro každé fe A platí 
FiŘfS>sf aPRf->f v. 
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FF (9) 
Důkaz je založen na vztahu 

Jei(*'y)g(y) foy) dy = JŠ(Y) f(x + ») dy, (10) 

který platí pro f; g€9,x €R" (cvičení 13). Pro e > 0 položíme  g(x) := 

= exp(—'||x|'/2) a pomocí Fubiniovy věty a známé formule 

JCXP (_ iš— — iě'n) dě =2 jexp (— 82%) cos (6y) dě = 

R 
Ř+ 

— (23_[)1/2 exp (_ 772) 

  

ě 2 

jež platí pro libovolné reálné y (viz [GR], $3.896), dostaneme  $(y) = 

= g ""exp(— |y|*/(22")). Po dosazení do (10) získáme pro každé ez > 0 rovnost 

J-CXP (i(x Y) — 2|»|*/2) f(y) dy = J'CXP (— ž|»/e|) Ax + y) 7"dy = 

= fexp (— žlz|) f(x + ez) dz. 

Oba integrandy mají integrabilní majoranty nezávislé na £; limitní přechod £ > 0* 

potom dává 

(Z51) () = 2x)""*f0) JCXP (— ž lzl?) dz = f(x) $0) = f(x). 

Tím je dokázána rovnost Z/ F f = f; z ní a vztahu Ť(x) = f(— x) dostaneme 

F,F/f= f. Souhrnně můžeme říci, že zobrazení f > Pf je lineární homeo- 

morfismus Schwartzova prostoru SF(R") se sebou samým, přičemž pro inverzní 

zobrazení platí (F, 'f) (x) = (7,f)(—x). Pomocí věty 3.2.4 zkonstruujeme dvě 
důležitá rozšíření zobrazení Z;. Vyjdeme z toho, že množina je vzhledem 

k normě ||.||, hustá v B-prostoru ZP, p S 1 (viz (3.1.3)); normovaný prostor 

(70R"), |[ „) označíme F(R"). 

(i) Jelikož HW(R") je také podmnožinou v prostoru C„(R") a protože z (8a) plyne 
l/ S< (2n) "“*|/]|,, můžeme zobrazení ; interpretovat jako prvek prostoru 

BEL(R"), C (R")). Spojitým  rozšířením  dostaneme  zobrazení Pe 
E P(L(RY), C„ (R")).. Ukážeme, že funkci 77 je možno i pro f€ V počítat



3.2 OMEZENÁ LINEÁRNÍ ZOBRAZENÍ 

přímo integrálem (8a). Podle (7) platí pro každé fe P, (f) C , implikace 

lx — Ah > 0> JZ7 — A| 7 0; současně 

  

  SUp 'íe_i(x,y)f(x) dx — 2xn)"?fy)| S l/ — falu- 

Odtud plyne pro každé fe I: 

(77) (») = (2n) 7* Ie_i(x'y)f(x) dx,  yeR. (11) 

Funkce 77 se nazývá Fouwurierovou transformací funkce fe ! a tvrzení 
FfE C (R"), z nějž plyne 

HIĚ[D (77)(x) = 0, (12) 

Riemannovým-Lebesgueovým lemmatem. 

(ii) Z definičního vztahu (8a) plyne / = j (pruh označuje komplexní sdružení); 
dosadíme-li tedy do (10) funkci g:= f, dostaneme pro x = 0: 

JIÍ(Y)IZdy = Ilf(Y)lzdy, fe HR) (13) 

Z této rovnosti plyne další možná interpretace zobrazení Z; jako prvku prostoru 
BE(R"), L*(R")).. Jeho spojitým rozšířením dostaneme operátor: F e Z(L(R")), 
kterému se říká Fourierův-Plancherelův operátor; pokud je nutné explicite vyzna- 

čit dimenzi prostoru R", píšeme F = F,. Ukážeme, že F je izometrie: k danému 

fe L* existuje : posloupnost (f3 © 9, |f — fsh > 0;  ze spojitosti plyne 

|R — |EA > a současně rovnost.(13) dává: |Ffdo = |/dlo > l/1 takže 

IFA: = A> F ER) (14) 

Odtud se snadno odvodí, že operátor F je surtjektivní (viz cvičení 14). Fourierův- 
-Plancherelův operátor je tedy lineární izometrie prostoru  I(R") se sebou 
samým. 

Pro akci operátoru F na vektory f € /?VP máme zatím k dispozici jen limitní 

vyjádření (7). Jednoduchou funkcionální realizaci operátoru F je možno najít pro 

n=1 (viz příklad 5.1.11). Zde se omezíme na to,že pro h JŽ n I[ as.v. y e R" 
ukážeme platnost vztahu 

(Fř) () = (Fh) () = (2x) 7* I e h(x) dx. (15) 
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Důkaz provedeme nejprve za předpokladu, že: supp h C J, kde J je omezený 

interval v R". Nechť pro posloupnost () C P platí supph, C J,k= 1,2,..., 

|A — l: — 0 (cvičení 15). Z Hěůlderovy nerovnosti plyne: |* — A; = 

< n(* ||h — h kde u(J) je objem intervalu J, a odtud: |A — Au; > 0; 

proto funkce Z;h, stejnoměrně konvergují k Fh na R". Současně Fh = Fhx 

takže : |Fohy — Fh|> = |A — h|; > 0. Dokazované tvrzení potom vyplývá 

z výsledků cvičení 16. Pro obecné h € £? m L označíme symbolem y; charakte- 

ristickou funkci koule (x € Rř: |x|| < j a položíme h;:= x;h. Pomocí Lebes- 

gueovy věty zjistíme, že |A; — h||, > 0, pro p = 1,2; pro p = 1 odtud dostává- 

me (Fh))(x) > (Fh)(x) pro každé x € R" (dokonce stejnoměrně). Protože má 

funkce h; omezený nosič, platí podle předchozího: (7h;)(x) = (Fh))(x) pro 

x E R"A N kde N; je množina nulové míry. Pro x € R V N tj. pros.v. x e R" 
j=1 

je (Fh)(x) = (Fh)(x) > (Fh)(x). : Nakonec |A — h|» > 0 : implikuje 

|Fh, — Fh| = |h; — h|: > 0 a důkaz se opět dokončí pomocí cvičení 16. 

Poznamenejme na závěr, že pro každé f€ L*(R") platí (viz (7)) 

|ef — Ff h >0, - f;e fx (16a) 

Vzhledem k tomu, že f; € L* n L, tj. platí pro ně formule (15), užívá se pro (16a) 

ekvivalentního funkcionálního zápisu 

(Ff)(y) = Lim.(2x)7"? | e"©9Ax) dx, (16b) 

lxS 

kde symbol Li.m. (Zimes in medio) vyjadřuje, že nejde o bodovou konvergenci, 

nýbrž o konvergenci vzhledem k normě v Z*,. 

  

3.3 DUÁLNÍ PROSTORY 

Jestliže V je komplexní nebo reálný normovaný prostor, užíváme pro Z(WV C), 

resp. S(V, R) názvu duální prostor k V a označení V*. Prvky prostoru V* jsou 

tedy omezené lineární funkcionály na V; budeme je většinou označovat f, g, .... 

Často se užívá též označení x*, y*, ...; hodnota, jíž nabývá daný fe V*, resp. 

x* e V* v bodě x€ V se značí f(x) = (f; x), resp. x*(x) = x*x. 
Srovnání s definicí algebraického duálního prostoru v $ 1.2 ukazuje, že V* je 

podprostorem vektorového prostoru W/. Ovšem V * je navíc B-prostor vzhledem 
k normě (3.2.3); jestliže dim V = , nelze tuto normu rozšířit na celý prostor V/', 

tj. pro nekonečnědimenzionální V platí V* * V (cvičení 17). Naopak v případě 

dim V = n zvolíme jakoukoliv bázi £ = (e;,..., 6) C V; pro každé fe V 

a x = č,e, +... +č,„e, « V z Hůlderovy nerovnosti plyne |f(x)| S C||x||, kde



3.3 DUÁLNÍ PROSTORY 

C= [ (fey'p? a j] := ( 5 Py!2, Vzhledem k ekvivalenci všech norem 
i=1 j=1 

na V je f omezený. Shrneme výsledky těchto úvah: 

3.3.1. Tvrzení: Pro daný normovaný prostor V jsou vektorové prostory V*, v/ 
totožné právě tehdy, když dim V < «. 

Uvedeme některé závažné důsledky Hahnova-Banachova teorému. 

3.3.2. Věta: Nechť W; je podprostor normovaného prostoru V. 
(a) Ke každému /5 € VŠ existuje fe V*  tak.že f!Vy=f, a |/] = AL 
(b) Jestliže  V; * V, potom pro každé zé V; existuje  f, e V* takové, že 
f.1Vo=0 a f0z2) = dz) = Inf|z — v přičemž |] = 1. 
Důkaz: 'Ivrzení (a) plyne z Hahnova-Banachova teorému pro P() > JA] 
(b) Zobrazení x* d(x) je seminorma na V, přičemž: dx)=0©e xe V, 
(cvičení 12). Pro každý prvek prostoru : Vi=(xeV: x= y+ oaz,ye Vo 
a € C) položme fi(x) := ad(z); speciálně máme fi(z) = d(z). To je zjevně 
lineární funkcionál na V; a z vlastností seminormy ď plyne Iifi(y + az)| = 
= ja| d(z) = d(az) S |az + y|, takže f|€ Vřa |/.]| S 1. Dále pro každé 
y€ Vo platí d) = |fa(y — A| S F 1z — y a odtud: 5] inf |z — y = 
ž d(z). Celkem máme ||/i|| = 1 a tvrzení plyne z (a). II 

3.3.3 Poznámka: V případě, že prostor V je úplný a V; = V, je tvrzení (a) 
totožné s větou 3.2.4 (pro %; = C nebo R), což mj. znamená, že f je určen 
funkcionálem f jednoznačně. 

3.3.4 Důsledek: (a) Ke každému nenulovému x€ V existuje f, « V* tak, že 

f4x) = |x ad =1 
(b) Množina WV* odděluje body prostoru V. 
(c) Jestliže duální prostor %* k danému B-prostoru X je separabilní, potom X je 
rovněž separabilní. 

Důkaz: Tvrzení (a), (b) čtenář snadno ověří sám (cvičení 18). Nechť 
tf,: n= 1,2,...) je hustá množina v X*. Sestrojíme množinu : M = 
z(x 620 |x | > LIGhO)) >$|] n = 1,2,...) (existence vektorů x, spl- 
ňujících tuto nerovnost plyne z definice normy). Vzhledem k lemmatu 3.1.3 stačí 
dokázat, že M je totální v %. Nechť W := Mi; jestliže ; * %, existuje podle 
věty 2(b) funkcionál f e A* takový, že |f|| = 1 a f(x) = 0 pro x€ W K libovol- 
nému e >0 najdeme f pro něž |J — A< 8 tj. Jz| > 1 — e Nyní 

>|A — A Z0) — f ) = 0) > [1.1/2 > (1— 9)/2. | Předpo- 
klad: V * X tedy vede ke sporu. l 

Při vyšetřování vlastností konkrétního B-prostoru X patří mezi základní úlohy 
najít „analytické“ vyjádření prostoru X*, což se také formuluje jako úloha nalezení 
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obecného tvaru omezeného lineárního funkcionálu na %. Probereme několik 

příkladů s tím, že se k této úloze vrátíme ještě v příští kapitole. 

3.3.5 Příklad (prostory (/?)*, 1 s p < »): Ukážeme, že prostor 

(/?)*, 1 S p < , je lineárně izometrický prostoru ?, kde 

n p/(p—1)...p>1 

co ...p=1. 

o () 

Pro libovolné X = (čjg7.,6 ! a Y = (g 6 W platí Hůlderova nerovnost 

12, m] S 1XT, I W (2) 
k=1 

takže 

-(X) = 2, 6x (3) 
k=1 

je omezený lineární funkcionál na /", přičemž z (2) plyne 

l/vl S 1- e 

Vztah (3) tedy definuje zobrazení Y » f; prostoru I do (/?")*, které je zjevně 

lineární. Tvrdíme, že toto zobrazení je hledanou lineární izometrií, tj. že ke 

každému f e (/?)* existuje Y; = (gř)r, E I tak,že f = fy, a |A = 1 Ye 

Ukážeme, že g, = f(E), kde E„:= (0„)j— . Podle příkladu 3.1.6 pro každé 

k X = (8 )0 6 ! platí |X — X „| 7 0, kde X,:= X ó,E,. Odtud na základě 
=1 

spojitosti f vyplývá f(X) = limf(X,) = > 51g takže vztah (3) je splněn. 
n> © k=1 

Ověříme dále, že (gils=1 S !!. Uvažujme nejprve případ p > 1. Položíme 

čk:= u(gr) |p|? , kde funkci u: C > C definujeme takto: 

z/|z|... z *0 
“2) = (5 (5) 

=0 

Pro vektory X,:= Y 5Ex n= 1,2,.... potom platí |X„|, = (% || 
k=1 k=1 

a f(X.„) = kělttpklp', a z nerovnosti |/(X,) S |A |X „|] dostáváme
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(X leJ s 1A. (6) 

Jestliže p = 1, potom pro X = E„ n= 1,2,... máme |(E„)] = |w,„|, a protože 
|E || = 1, platí nerovnost 

sup l] S A - (7) 

V obou případech tedy (wij;'. ; patří do /?' a dále nerovnosti (4), (6) a (7) dávají 
[A = W Yr] Zobrazení Y > fy je tedy lineární izometrie prostorů /?' a (/?)*: 

(- P, 1Sp<o. (8) 

Podobně se zjistí, že (C", ||| ) > (C", |.|.). Naproti tomu prostory (/*)* a Z* 
izometrické nejsou: to plyne z důsledku 4c, neboť prostor /* je neseparabilní (viz 
cvičení 2.6), zatímco /' je separabilní. 

3.3.6 Poznámka: Analogický výsledek platí pro prostory I? = IXX, dw), kde 
„ je o-konečná míra: zobrazení J? 3 p»>> J e (Z?)*, kde 

h () := JW) du, ypel, (9a) 
Xx 

je pro všechna p € [1, + ) izometrií prostorů L a (Z?)*, tj. 

(I)* > P, 1S p< o (9b) 

(viz [Ru 1], $6.16; [Tay], $ 7.4). Prostory (L*)* a Z! opět nejsou izometrické 
(s výjimkou triviálního případu diskrétní míry u takové, že Z*(X, dug) > 
> (C*, ||- |) Analytické vyjádření prostoru (/*)* lze najít v [DS 1], $ IV.8, kde 
se rovněž dokazuje, že (9b) platí pro každou nezápornou míru, jestliže p > 1. 

3.3.7 Poznámka: Dalším důležitým příkladem B-prostorů, pro něž lze najít jedno- 
duché analytické vyjádření obecného omezeného lineárního funkcionálu, jsou 
prostory C(K), resp. Cz(K) komplexních, resp. reálných funkcí spojitých na 
kompaktním Hausdorffově prostoru K. Příslušné tvrzení, tzv. Rieszova-Markovo- 
va věta, se formuluje pomocí komplexních (reálných) borelovských měr na «. Ve 
speciálním případě prostoru Cp[a, b] lze každou takovou míru vyjádřit pomocí 
funkce F s konečnou variací (podobně jako v příkladu A.4.8). Věta pak říká, že ke 
každému f€ Cá[a, b] existuje funkce F s konečnou variací taková, že pro všechna 
gp€e Ce[a, 5] platí 
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) = Jq) dF. (10) 

[4,5] 

Navíc ||| se rovná (totální) variaci funkce F (podrobnosti viz např. v [KF], 

$ VL6.6 nebo [RN], $ 50). Obecnou formulaci a důkaz Rieszovy-Markovovy věty 

lze najít např. v [DS 1], $ IV.6. 

Duální prostor k danému normovanému prostoru V je normovaný; proto 

můžeme vytvořit druhý duální prostor: WVř?:= (V*)* a obecně n-tý duální 

prostor VW9, m = 1,2,.... V této souvislosti hrají důležitou roli funkcionály J, 

na V* definované pro každé x € V vztahem 

JďSf) = f(x). (11) 

Snadno ověříme, že J,c WV**, přičemž |Z S |x|. Pomocí důsledku 4a 

získáme opačnou nerovnost: |V(f.)] = Ix S 1G A = |„] . Zobrazení J, 

tedy zachovává normu, a je proto injektivní. Souhrnně lze říci: 

3.3.8 Tvrzení: Zobrazení x > J, je lineární izometrie prostoru V a podprostoru 

RanJc V**. 

V případě, že toto zobrazení je surjektivní, tj. jestliže ke každému gpe Vř* 

existuje x « V takové, že pro všechna f€ V* platí (f) = f(x), říkáme, že 

prostor V je reflexivní. Pro reflexivní prostory je tedy vztahem (11) určena 

lineární izometrie W > V**. Z toho např. vyplývá: 

(i) každý reflexivní prostor V je automaticky Banachův, 

(ii) jestliže B-prostor X je reflexivní, jsou reflexivní i prostory A0 n= 1,2,... 

(cvičení 21). 

Příkladem reflexivních prostorů jsou prostory /? a L?(M, d) pro 1<p< o 

(cvičení 20); naproti tomu pro p = 1 tyto prostory reflexivní nejsou. Rovněž 

prostor C(K) není reflexivní. 

Následující tvrzení, které uvádíme bez důkazu (viz [DS 1], $ 1.3.23), budeme 

potřebovat v $ 3.5. 

3.3.9 Věta: Každý uzavřený podprostor reflexivního prostoru je reflexivní. 

  

34 PRINCIP STEJINOMĚRNÉ OMEZENOSTI A OTEVŘENOSTI ZOBRAZENÍ 

Vzhledem k tomu, že každý B-prostor X je úplný metrický prostor, platí pro něj 

Baireova věta. V teorii Banachových prostorů se jí užívá většinou k důkazu 

existence | vnitřních | bodů | nějaké | množiny: jestliže | pro systém 

iM,cC 2* n=1,2,...) platí || M, = %, potom alespoň jedna z množin M,má 
n=1



3.4 PRINCIP STEJNOMĚRNÉ OMEZENOSTI A OTEVŘENOSTI ZOBRAZENÍ 

vnitřní bod. Pomocí tohoto tvrzení odvodíme dvě obecné věty — principy, které 

mají základní důležitost pro studium vlastností množiny F(%;, Y/). 

3.4.1 Věta (princip stejnoměrné omezenosti):: Nechť ' je libovolná množina 

v prostoru P(X V), kde X je B-prostor s normou |.||, a (W, |.|.) je nějaký 

normovaný prostor. Jestliže pro každé x € X platí 

s(x) := sup|8x|; < », (1a) 
Be 

potom existuje c > 0 takové, že 

sup|8| < c. (1b) 
Be 

Důkaz: V důsledku spojitosti každého B € % a normy ||. || jsou 

MW := (x %: |Bx||; S m), n = 1,2,..., 

M.'= (|M = (x < 20 sup| Bxh S m Be Beg 

uzavřené množiny. Z předpokladu (1a) dostáváme X = U M, a podle Baireovy 
n=1 

věty alespoň jedna z množin M, má vnitřní bod, tj. existuje přirozené n, x « M; 

a £€ >0 tak, že všechna x splňující |x — x| < e patří do Ms, a tudíž pro ně 
platí 

sup|Bx|, S n. (2) 
B- 

Pro libovolný jednotkový vektor | y€ X položíme x, = šy; potom 

— — e Mi — 
|Jx, F x — x| = Jx] = ; < €, takže x, F xE M;, az(2) dostaneme pro 

každé B c F 

2 2 — — 4n 
|Byl = - |Bx = ;("B(xy + x) + |Bx]) = 7 

a tedy také |B|| = sup|By|, S 4n/e. m 
j1 

Příkladem použití věty je důkaz spojitosti zobrazení [x, y] » Hx, y), je-li 

známo, že x > H(x, y) je spojité pro každé y a y > Kx, y) je spojité pro každé 

x a jsou splněny jisté dodatečné předpoklady. 
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3.4.2 Tyrzení: Nechť ( Y, 7) je lokálně kompaktní topologický prostor, X je Bana- 

chův prostor a nechť zobrazení F (X X Y yx y) > (W, ||.[|4) má tyto vlast- 

nosti: 

(i) PF je lineární v prvním argumentu, tj. Hax + x, y) = aH(x, y)y + Hx, y) 

pro všechna x,x E %, ye VyacC,; 

(ii) zobrazení B: X > (V,|.]1), Byí(x) := Kx, y) je spojité pro každé y € Y; 

(iii) zobrazení C: (K, 9) > (V1.1) G(y):= Hx y) je spojité pro každé 

xeX. 

Potom A je spojité. 

Důkaz: Nechť [x%, y] E % X Y, e > 0; v důsledku lokální kompaktnosti prosto- 

ru (Y, r) a předpokladu (iii) existuje okolí U € T bodu y takové, že množina 

K = U, je kompaktní a |H(x Y) — H(xoe, Yo)|; < £/2 pro všechna y€ Us. 

Podmínky (i), (ii) znamenají, že pro každé y€ Y platí B,eF0%, V), t. 

B(] < 18] |x| pro x e %. Označme F:= (B,: y e K) C P(X, V). Pro 

dané x€ % plyne ze spojitosti zobrazení C,, že množina (C(y): y € K) = 

= (Mx, y): y « K|) je kompaktní ve (W,; ||. |) a tudíž omezená; existuje tedy 

s(x) > 0 takové, že pro každé y€e K 

|Hx »| = 1809] S x)- 

Množina £ tedy splňuje podmínku (1a), a proto pro všechna y€ K platí 

|B,| < c.  Položíme-ii ó:= e/2c, máme pro všechna [x, y] splňující 

|x — x|| < ó a y « UV,; odhad 

IA
 

|Ex %) — Fžos ) S |H0% ) — Fžos Y + IWXo ) — Ae a)h S 
e £ 

|Hx — X%o Yh + ; < |B,|ó+ ; <e. u IA
 

3.4.3 Poznámka: Toto tvrzení zůstává v platnosti, zaměníme-li předpoklad lokální 

kompaktnosti požadavkem, aby prostor (Y, 7) splňoval první axiom spočetnosti 

(cvičení 23). 

3.4.4 Příklad: Uvažujme prostor (M,, «) se o-konečnou mírou a B-prostor 

L? = L?(M, du) pro 1 S p < % a označme p = p/(p — 1) pro p > 1, resp. 

p' = % pro p = 1. Dokážeme, že známou implikaci f € L?, g€ IP > fge L 

je možno obrátit v následujícím smyslu: jestliže funkce g: M > C je měřitelná 

a fg € L' pro všechna f€e L?", potom g€ L". Vzhledem k o-konečnosti míry 

u„ existuje spočetný systém (R,: m = 1,2,...) C W/ takový, že pro všechna m platí 

RC R,ry MR)<R© a WR,=M. Pomocí | množin M„:= 
n=1 

= (x€ M:|g(x)| < m)€.W utvoříme pro m, n = 1,2,... lineární funkcionály 

) [P = C:
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Y(f) := J fg du = Jfg(,;') du, 
Ra1OMm M 

kde 2 := yYxp,Xw.8. Jelikož 8 je omezená a u(supp 89)) S u(R,) < %, platí 
g e L"'; z Hólderovy nerovnosti pak plyne 9 E (Z?)* a || S 189 || „ Pro 
dané f€ L? máme odhad 

1 (F)| S J |fs| du = Jlfgl du 
R1oMm M 

a princip stejnoměrné omezenosti dává ||| S |gW| < c. Pro pevné m 
a všechna x € M platí gW(x) > g(x), kde g := gxy. Aplikací Fatouova 
lemmatu na posloupnost (|8|?") %1 (pro p = % viz cvičení 1.13) dostaneme 
gWe P a |g S c; vzhledem k tomu, že 8(x) > g(x) pro všechna x € M, 
můžeme předchozí argumentaci zopakovat, což dává ge I". 

Analogické tvrzení platí pro prostory ? — viz cvičení 24. 

S řadou aplikací věty 1 se setkáme v dalších kapitolách. V následujícím lemmatu 

a větě budeme pracovat s dvojicí Banachových prostorů X%, % s normami 

|-W. || Pro s > 0 znamená U resp. V, otevřenou kouli v %, resp. W se 

středem v nule a poloměrem £; dále M' značí vnitřek (tj. množinu všech vnitřních 
bodů) množiny NCYZ. 

3.4.5 Lemma: Jestliže pro dané z >0 a Be R(%, /) platí (BU.)' * 0, resp. 
(BU)' * 0, potom 0€(BU), resp. 0€(BU,)“ pro každé y >0. 

Důkaz: Nechť y je vnitřní bod množiny BU takže existuje d > 0 takové, že 

Y + y; © BU.,. Podle definice uzávěru množiny pro každé y € V; můžeme najít 

posloupnost (z9P) c BU,, :D = Bx |x9|, < , pro niž W > vp+ y 
Speciálně 2W = y takže £ — 0- y. Jelikož W — W = Bx — x 
a |*x — xW||, < 2e, platí inkluze V; C BU Pomocí vztahů cV; = Vs, 
cBU,= BU, a cBU, = (cBU,), c >O (viz cvičení 2.49 a 2.30), dostaneme 
Vzo/ze E _B_IT„, což znamená, že 0 je vnitřním bodem množiny 8U,. Tvrzení pro 

případ (BU„)* = W se dokazuje analogicky. I 

  

Každé zobrazení B € F(X, Y) je spojité, což znamená, že vzor B"'(G) c x 
libovolné otevřené množiny G C Y/ je opět otevřená množina. Je-li B surjektivní, 

pak v důsledku jeho linearity a omezenosti je možno uvedené tvrzení obrátit 

v následujícím smyslu: 

3.4.6 Věta (princip otevřenosti zobrazení): Jestliže operátor B € F(X, Y) splňuje 

Ran B = , potom pro každou otevřenou množinu G C % je BG otevřená 

množina v 4. 
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Důkaz: Stačí dokázat, že 0€(B U„)O pro každé 7 > 0; k libovolnému x€ G 

totiž existuje U, splňující x + U„c G, tj. B(x + U) = Bx + BU, c BG, 

a jestliže existuje V; takové, že V; C BU,„ máme Bx + V; C BG, a množina 
o 

BG je tedy otevřená. Zapíšeme X ve tvaru X = |) U„; užijeme-li surjektivity 
l n= 

zobrazení B, máme Y = U BU, az Baireovy věty potom plyne, že pro nějaké 
n=1 

přirozené A platí 

(BUH)O zWÚ. (3a) 

Dokážeme, že 

BU-c BU». (3b) 

Především podmínka (3a) spolu s lemmatem 5 zaručují existenci W takového, že 

V; c BU;; odtud dále pro j = 1,2,... plyne Vý C BU,„ kde ó):= 0/2) 
a n;:= n/2!. Nechť y e BU;, takže každé okolí bodu y obsahuje prvky množiny 
BU;; konkrétně pro okolí y + V lze najít x; € U; takové, že Bx,cy+ Vs, 

a tedy také y — Bx E V;, © BU,„. Pomocí stejné úvahy zjistíme, že existuje 
x; € U„ splňující y — Bx, — Bx;€ V © BU,, atd. Lze tedy sestrojit posloup- 
nost (x;)| C X takovou, že xj€ U„, t- 

  

|x < 2n/2, (4a) 

přičemž 
j 

|y» — 2 Bxxlo < ó/" (4b) 
k=1 

j 
Z nerovnosti (4a) a věty 3.1.2 plyne existence lim > x, = x€ X a dále díky 

j7 © k=l 

spojitosti 8 a podmínce (4b) platí y = Bx. Nyní |x|; S ? Ix < 2n, a proto 
k=1 

y € BU Tím je inkluze (3b) dokázána a z (3a) nyní vyplývá, že množina BU 

má alespoň jeden vnitřní bod; z lemmatu potom plyne 0€(BU,)“ pro každé 

n >0 N 

Z principu otevřenosti zobrazení vyplývá často užívané tvrzení, jehož důkaz 

přenecháváme čtenáři (viz též cvičení 25): 

3.4.7 Důsledek (věta o inverzním zobrazení): Jestliže : B « B(%, /) je bijekce 

prostorů X; %, potom B"' je spojitý lineární operátor z Y/ na X%. 

3.4.8 Příklad: Uvažujme dva B-prostory %;, = (WV, |.|), r = 1,2, takové, že 

|xl|: < c|x|; pro všechna x6« W, takže identické zobrazení e: I > % 

e(x) := x, je spojité. Vzhledem k tomu, že e je bijekce, je spojité i zobrazení e
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a proto existuje d > 0 takové, že |x|; % d|x|;. Prostory X,, X> jsou lineárně 

homeomorfní a normy ||| |. |> jsou ekvivalentní. 

Ve zbývající části tohoto paragrafu znamená 7 libovolný lineární operátor 

definovaný na podprostoru D B-prostoru X a zobrazující D, do B-prostoru ; 

spojitost operátoru 7' se nepředpokládá. 

Množina /(7) := ([x, Tx] s X © : x€ Dy) se nazývá grafem operátoru 

T. Je zřejmé, že graf je podprostorem B-prostoru X © %. Obecně nazveme 

grafem každý podprostor: T C X © , který má tu vlastnost, že každý prvek 

[x, y] e Z je určen svou první komponentou. Daný graf /' určuje lineární operátor 

Trz%X do Y: D(Ty):=(x€62: |x y| e ) a 7/x:= y pro každé [x, y] e I 

Je jasné, že 

T) = r. . (3%a) 

Naopak daný lineární operátor 7' je jednoznačně určen svým grafem: 

Trn = T. (5b) 

Říkáme, že operátor T je uzavřený, jestliže I'(T) je uzavřená množina v B-pros- 

toru X © Y. Z definice direktního součtu plyne následující ekvivalence: 

3.4.9. Tyrzení: Operátor 7 je uzavřený právě tehdy, když pro každou posloupnost 

(x,, C D+, takovou, že x, > x a Tx, > y platí xE D,ray= Tx. 

Je zřejmé, že každý operátor: B € S(X, /) je uzavřený; existují však uzavřené 

operátory, které nejsou omezené. 

3.4.10. Příklad: Uvažujme operátor T z % = C]0, 1] do Y = C]0, 1] definova- 

ný na Dr:=s(f6%: f 62)) vztahem 7f:= f'. Jelikož funkce x > p,(x) := x" 

patří do Dr a || = 1 zatímco |p;]|. = mn, není T spojitý. Nechť pro 

posloupnost (f „) © Dy platí |f, — f|+ >0 a |f; — g|. >0, kde f ge X 
Protože f,„ a f; konvergují stejnoměrně na [0, 1] k funkcím f a g, plaí g= f 

(lJar 1], věta 57). Tedy f€ D,, Tf= g a operátor 7 je uzavřený. 

    

Jestliže množina /( 7) není uzavřená, ale platí pro ni, že její uzávěr je graf (což 

nemusí být vždy splněno), říkáme, že operátor T lze uzavřít; uzavřený operátor 

T:= Tpmy (6a) 

nazýváme uzávěrem operátoru 7. Ze vztahu (5a) plyne 

T) = KT). (6b) 
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Výroky „operátor lze uzavřít“ a „existuje uzávěr operátoru“ jsou zjevně ekviva- 

lentní. Vzhledem k tomu, že T'(—T)_ je minimální uzavřená množina obsahující I7(7), 

je operátor T minimální uzavřené rozšíření operátoru T. 

Množina /( 7) je podprostor, a proto je grafem právě tehdy, když platí implikace 

[0, y| « J(7) > y = 0. Odtud dostáváme následující sekvenční charakteristiku 
existence uzávěru: 

3.4.11. Tvrzení: (a) Operátor 7 Ize uzavřít právě tehdy, když pro každou posloup- 

nost (x,) C D, takovou, že x, >0 a Tx, > y, platí y = 0. 

(b) K tomu, aby x patřilo do definičního oboru operátoru T je nutné a stačí, aby 

existovala posloupnost (x,) C D taková, že x, > x a(Tx,) konverguje; jsou-li 

tyto podmínky splněny, platí: 7Tx, > Tx. 

Viděli jsme, že existují uzavřené operátory, které nejsou spojité. Z následující 
věty vyplývá, že tato situace může nastat jen pro takové operátory, které nejsou 

definovány na celém prostoru X. 

3.4.12. Věta (o uzavřeném grafu): Uzavřený lineární operátor T: % > % defino- 

vaný na celém prostoru X je spojitý. 
Důkaz: Podle předpokladu je 7(7) uzavřený podprostor v X © , takže I(T) 

je B-prostor, pro jehož normu platí |[x Y]lle = xl: + |y|;- — Zobrazení 
$: I(T) > %, Sy([x, Tx]) := x, je spojitá lineární bijekce prostorů I(7) a %; 
podle důsledku 7 je inverzní zobrazení $;'* spojité. Uvažujme dále spojité lineární 

zobrazení $;: I(T) > Y, S„([x, Tx]) := Tx. Složené zobrazení $,o4$;' je 
definováno na celém X a pro každé x€%X máme $($/'x) = Tx. Tedy 

T = $S,o S;' a ze spojitosti zobrazení $* a S, plyne spojitost operátoru 7. N 

3.4.13. Poznámka: Kromě normy ||. |e se na vektorovém prostoru X © Y zavádí 

také norma ||.|| vztahem |[x p] = Clalí F 2) Z nerovností 

2 *[x ylo < e w S [x y] plyne, že (2© 7 ||.I) je B-prostor, 
přičemž topologie indukované normami ||. || a || .|| jsou totožné (srv. příklad 5); 

pomocí tvrzení 2.3.5 dále zjistíme, že splývají s topologií Ta-x „. Jak uvidíme 

v $7.2, je někdy výhodné chápat graf daného operátoru 7 jako podprostor 

v B-prostoru (X © , ||. ||); vzhledem k tomu, že ve výše uvedených tvrzeních se 

vlastnosti grafu charakterizují výhradně topologickými prostředky, zůstávají tato 

tvrzení v platnosti i pro normu ||. ||| - 

  

3.5 SLABÁ TOPOLOGIE 

Na daném topologickém vektorovém prostoru (V, r) je účelné uvažovat kromě 

topologie T, jíž se často říká silná topologie, také tzv. slabou topologii 1,, která je 
definována pomocí duálního prostoru W' jako nejslabší topologie, vůči níž je
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spojité každé zobrazení f: V > €, fe W'. V terminologii zavedené v $ 2.3 jde 

o WVe-slabou topologii. 

Z definice slabé topologie především vyplývá 

T„ 1, (1) 

protože každé f € W' je definitoricky spojité vzhledem k z. Lokální báze topologie 

Tr, v bodě x,€ W je tvořena konečnými průniky množin: f XU (f(xo)) = 
= (x€ V: |/f(x) — f(xo)| < ej, což vzhledem k linearitě znamená že T, je totožná 

s topologií zadanou systémem seminorem P, = (p;: fe WV), kde 

píx) := f] x e V. (2) 

3.5.1. Tvrzení: Jestliže (V, T) je lokálně konvexní prostor, potom systém , oddě- 

luje body prostoru V. 

Důkaz: Pro normovaný prostor tvrzení plyne z důsledku 3.3.4, v případě obecného 

lokálně konvexního prostoru odkazujeme čtenáře na [DS 1], $ V.2. II 

3.5.2. Důsledek: Jestliže ( V, 7) je lokálně konvexní prostor, potom prostor ( V 1,) 

je rovněž lokálně konvexní. 

V této souvislosti upozorňujeme čtenáře na to, že slabá topologie obecně 

nesplňuje první axiom spočetnosti, což mj. znamená, že není indukována žádnou 

metrikou, a to ani tehdy, když V je normovaný prostor. 

Vyšetříme vlastnosti slabě konvergentních posloupností. Zajímavý je jen případ 

dim V = % (cvičení 30). Jestliže x € W je limitou posloupnosti (x c V 
vzhledem k 1 píšeme x = w-lim x, nebo x, ž x. 

n o 

3.5.3 Věta: (a) x, > x právě tehdy, když f(x,) > f(x) pro všechna fe V*. 

(b) Každá slabě konvergentní posloupnost v normovaném prostoru je omezená. 

(c) Jestliže (x,) je omezená posloupnost v normovaném prostoru V a 

8(x,) > g(x) pro všechna g € F, kde F je totální množina ve V*, potom x, žx 

Důkaz: Tvrzení (a) plyne přímo z definice slabé topologie. 

(b) Jestliže x, Ž x, potom pro systém F':= (g,) C V**, kde g,je definováno 

vztahem g„(f) = f(x,), fe V*, jsou splněny předpoklady principu stejnoměrné 

omezenosti, z něhož plyne |g.| = |x.| < c (viz tvrzení 3.3.8). 

(c) Podle předpokladu platí g(x,) > g(x) pro všechna g € F a k daným fe V*, 

>0 existuje g E Fin a přirozené m(g) tak, že |f — g| < e 

a |g(x,) — g(x)| < € pro m > nm(e). Potom pro m > n(e) máme 
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|Iř(x,) — fFax)| S 1f0x,) — g80(x,)| + 180x,) — s()| + I20x) — f(x)| = 

ž (|a. | +hbx|+e 

a odtud vzhledem k omezenosti ||x,|| plyne f(x,) > f(x). M 

3.5.4 Příklad  (slabá konvergence v ! pro 1 < p < %) Množina 

WUfr: k=1,2,..3, fudléj — 1):= čŇ je totální v (/?)* — viz příklady 3.1.6 a 3.3.5. 

Z věty 3 potom vyplývá, že posloupnost (X„,)cC ?, X,= (5 , slabě 
konverguje k X = (6;|/- ; € /? právě tehdy, když je omezená a splňuje p8 > č 

pro j = 1,2,.... Například pro X,:= (d„)-; máme X, Š 0. Přitom tato 

posloupnost není silně konvergentní, protože není cauchyovská: pro jakákoliv 

m, n,m ? n, platí |X, — X„|, = 2". Slabá konvergence tedy není totožná se 
silnou. 

Pomocí slabé konvergence se zavádějí následující dva pojmy, které jsou užitečné 

např. při studiu reflexivních B-prostorů. Topologický vektorový prostor (V, T) je 

slabě úplný, jestliže každá posloupnost (x,) C V, taková, že číselná posloupnost 

(f(x.„)) je konvergentní pro každé f€ W', slabě konverguje k nějakému x € V. 

Množina M c V je slabě kompaktní, jestliže z každé posloupnosti (x,) C M lze 

vybrat posloupnost (Xs1, =1 která slabě konverguje k nějakému x€ V. 

3.5.5 Poznámka: Jestliže ( V, 1,) je topologický vektorový prostor, což je splněno 

např. když ( V, T) je lokálně konvexní, potom množina M c V je slabě kompaktní 

právě tehdy, když její slabý uzávěr je spočetně kompaktní vzhledem k r, (za 

předpokladu, že (V, T„) je T;-prostor — srv. cvičení 2.37). V Banachově prostoru 

X je slabá kompaktnost množiny M c X ekvivalentní požadavku, aby její slabý 

uzávěr byl kompaktní množinou v topologickém prostoru (%;, ,) — viz[DS 1], věta 

V.6.1 (připomeňme, že v topologickém prostoru (% 1,) kompaktnost není obecně 

totožná se spočetnou kompaktností). 

3.5.6. Věta: Jestliže X je reflexivní B-prostor, potom 

(a) X je slabě úplný; 

(b) množina M c W je slabě kompaktní právě tehdy, když je omezená. 

Důkaz: (a) Nechť pro (x,) C X platí, že posloupnost (f(x,)) je konvergentní pro 
každé f€e%X*. Stejně jako v důkazu věty 3b zjistíme, že pro posloupnost 

p] C A* „() := f(x.) platí 

Ie(f)| S lA  n-513... (3) 

pro všechna f € %*. Podle předpokladu existuje pro každé f e %* komplexní 

číslo g(f) := lim gp„(f); zobrazení f > g(f) je lineární a z nerovnosti (3) plyne 
no w
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E6 X**. Vzhledem k reflexivitě prostoru X existuje | x € X takové, že 
g(f) = f(x); pro všechna f€ X*, takže x, Ž x. 

(b) Jestliže M není omezená, existuje posloupnost (x,; C M' taková, že 

|x,|| > mn; každá vybraná posloupnost je potom rovněž neomezená, a proto 

nemůže být slabě konvergentní. Předpokládejme nyní, že M je omezená, a vezmě- 

me libovolnou posloupnost X = (x,; C M. Budeme uvažovat jen netriviální 

případ, kdy množina hodnot posloupnosti X je nekonečná; potom lze bez újmy 

obecnosti předpokládat, že X je prostá posloupnost: n é m > x, ? x,. Nechť 

% je uzávěr lineárního obalu množiny (x,: n = 1,2,...); potom Y je separabilní 

a reflexivní B-prostor (lemma 3.1.3 a věta 3.3.9), takže /** je rovněž separabilní 
a podle důsledku 3.3.4 je separabilní i prostor /*. Nechť (g;: j = 1,2,...) je 
hustá množina v %*. Vzhledem k tomu, že posloupnost X je omezená, je 

(gi(X„))=i Omezená posloupnost v C; existuje proto vybraná posloupnost 

X, = (xW) c X taková, že (g(xW)) konverguje. Dále (gz(x)) je omezená, 
a proto Ize najít vybranou posloupnost X = (x c X,, pro niž (2(x9)) 
konverguje atd. Tímto způsobem získáme posloupnosti | X; = (x v 
j= 1,2,.... X > X, > X,2... takové, že číselné posloupnosti (g(x)7- 
jsou konvergentní. Pro s = 1,2,... položíme y,:= xW potom pro m ž j platí 

yY, € X;, takže posloupnost (g,(yY,„)t; - ; je konvergentní pro všechna j. V důsledku 

omezenosti posloupnosti (y„) a toho, že fg;: j = 1,2,...] je hustá v Y/*, je (g(y„)i 

konvergentní posloupnost pro každé g € Y* (srv. důkaz věty 3c). Z reflexivity Y a 
již dokázaného tvrzení (a) plyne existence y € W splňujícího g(y,) > g(y) pro 

všechna g € Y/*. Pro libovolné f e %* označíme g,= fl9/; potom g,-Y*, 

a jelikož: (y) C 9 769% máme () = 8) 7 8,0) = f0), | takže 
y„ > y m 

Na daném topologickém vektorovém prostoru (MW, 7) se často zavádějí také 

topologie, které jsou slabší než z následujícím způsobem. Nechť množina 

F c V' odděluje body prostoru V, tj. ke každému nenulovému x € V existuje 

fe F tak,že f(x) * 0; pak systém seminorem (pj: f € E py(x) := |/f(x)|) zadává 

na V lokálně konvexní topologii, která se nazývá F-topologií prostoru V. Čtenář 

se snadno přesvědčí o tom, že jde o nejslabší topologii, vzhledem k níž jsou spojité 

všechny lineární funkcionály f€ F Jsou-li FI, F množiny ve W', které oddělují 
body prostoru V, a F c E, potom HF-topologie je slabší než E-topologie; 

speciálně pro každou vlastní podmnožinu F c W, která odděluje body prostoru 
V, je F-topologie slabší než 1,. Pro F-topologii na V se užívá označení a( V, F); 

pro slabou topologii speciálně máme 7, = (VW, W). 
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3.6 SPEKTRUM UZAVŘENÉHO LINEÁRNÍHO OPERÁTORU 
  

Nechť X je komplexní Banachův prostor; symbolem WX) označíme množinu 

všech uzavřených lineárních operátorů 7: X > %. V $ 3.4 jsme viděli, že každý 

omezený operátor patří do Ú(%X), avšak F(X%X) * (X) (viz příklad 3.4.10); pro 
uzavřené operátory, které nejsou omezené, platí D; * %X, a proto při práci s nimi 

je třeba dávat pozor na definiční obory. 

Komplexní číslo A nazveme vlastní hodnotou operátoru TE (%X), jestliže 

operátor T — A/ není injektivní, tj. existuje nenulový vektor x € D; splňující 

Tx = Ax. Takových (lineárně nezávislých) vektorů může pro dané 4 existovat víc; 

každý z nich nazýváme vlastním vektorem operátoru T (pro vlastní hodnotu 2). 

Tyto vektory tvoří netriviální podprostor: Ker (T — /) C X; tzv. vlastní pod- 

prostor operátoru 7' pro vlastní hodnotu 2. 

3.6.1. Tyrzení: Každý vlastní podprostor operátoru: 7' € $(%X) je uzavřený. 

Důkaz — viz tvrzení 3.4.9. N 

Říkáme, že podprostor: Z C X je invariantním podprostorem operátoru 

T (stručněji L je T-invariantní), jestliže pro všechna x € L n Dyr platí 7x€ L. 

Příkladem Z-invariantního podprostoru je každý vlastní podprostor operátoru 7. 

3.6.2 Poznámka: Vlastní hodnota a ostatní pojmy, které jsme právě zavedli, mají 

smysl pro každý lineární operátor na X. Není-li však operátor 7' uzavřený, může 

mít neuzavřený vlastní podprostor: např. pro operátor T uvažovaný ve cvičení 29 

je podprostor Ker T tvořen všemi f€ C[J0, 1] splňujícími /(0) = 0, což není 

uzavřený podprostor vzhledem k normě ||. |„ jestliže 7 < % — stačí vzít třeba 

posloupnost (f„) C Ker 7; f(x):= nx pro 0 S x < 1/m, resp. f,(x) := 1 pro 
1/n < x s 1, která konverguje vzhledem k normě |. ||, ke konstantě f = 1, tj. 

lim f, é Ker T 
no o 

Pro daný operátor: T E WX) zkoumejme otázku existence vektoru x € D; 
vyhovujícího rovnici 

(T— 2Dx= y 1) 
v závislosti na daných yE X Ae C. 

Připomeňme nejprve, jak se tato úloha řeší v případě komplexního prostoru V, 

konečné dimenze, kdy D, = V,. Základní důležitost má spektrum o(7T) operá- 

toru 7, které je definováno jako množina všech vlastních hodnot: 

o(T):= (A€C: existuje nenulové x€ V,, Tx = 2x). (2) 

Vzhledem k tomu, že A€ o(T) právě tehdy, když det (T — A7) = 0, je určení 

spektra čistě algebraická úloha; o(7) je neprázdná množina, která má nejvýše
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n prvků. Podle definice (2) má rovnice (1) pro y = 0 netriviální řešení právě tehdy, 

když 4€ o(7T). Odtud dále plyne, že podmínka 449 o(7) je nutná a postačující 

pro to, aby operátor 7' — 2 = T — 27 byl bijekcí z V, na V,, tj. 

o(TD)=C1D), AT =slAeC(T- 2)7eZV), ) 
což je dále ekvivalentní tomu, že rovnice (1) má právě jedno řešení pro každé 

y € V, a toto řešení závisí spojitě na y. 

V nekonečnědimenzionálním Banachově prostoru % nejsou definice (2) a (3) 
ekvivalentní: z toho, že A není vlastní hodnota operátoru T E W(*%), sice vyplývá 

existence operátoru (T — 2)"', avšak tento operátor nemusí být definován na 

celém X a může být neomezený. Ukazuje se, že vhodné zobecnění pojmu spektra 

operátor 7, pro nějž existuje (7 — 2)"', jsou podmínky (T — 2) e H(%) 

a Ran(7 — 2) = % ekvivalentní (viz cvičení 27 a větu 3.4.12), dospíváme 

k následující obecné definici. Spektrum o( 7) uzavřeného operátoru 7 na B-pros- 

toru X je množina komplexních čísel A, pro něž operátor T — 4 není bijekcí 

podprostoru D z na X. To nastává ve dvou (vzájemně se vylučujících) případech: 

(i) T — 4 není injektivní, tj. A je vlastní hodnota operátoru 7; 

(ii) T — 4 je injektivní, avšak Ran(7 — 2) $ X 

Množina všech vlastních hodnot operátoru 7' tvoří jeho bodové spektrum 

o„(T). V případě (ii) tvoří ta A, pro něž je podprostor Ran(7' — 2) hustý v %;, 

spojité spektrum o(7); zbývající A, tj. ta, pro něž Ran(7T — 4) * X tvoří 

reziduální spektrum o;(7). Dostáváme tak vyjádření spektra ve tvaru sjednocení 

tří disjunktních množin: 

o(T) = o (T) v aÚ(T) V o (T). 4) 

3.6.3. Poznámka: Spektrum jsme definovali jen pro uzavřené operátory. Pro ostat- 

ní lineární operátory: 7: % > % je totiž pojem spektra triviální: z předpokladu 

existence A € C takového,že (T — 2)"' e F(%X) vyplývá T E %) (viz cvičení 
27), tj. pro každý neuzavřený operátor T je «7) = C£. 

Množina 

e(T) := CVo(T) = (4€C: (T — 2)7 200)) (5) 

se nazývá rezolventní množinou operátoru T a její prvky regulárními hodnotami. 

Pro  zobrazení Rr: 0(T) > A(X) definované | vztahem Ry(A) = 
= (T — 1) 7'e6.g(%X) se užívá názvu rezolventní funkce operátoru T a pro 
omezený operátor R„(2) rezolventa operátoru 7' (v bodě 2). 

Východiskem pro odvození základních vlastností spektra a rezolventy je násle- 

dující jednoduché tvrzení, které je operátorovou analogií součtu geometrické řady. 
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3.6.4 Lemma: Jestliže BER(%X) a |/— B| < 1, potom B je invertibilní, 

Be ŘR(X) a platí 

B! = lim ž(]— By! = Š(I— Byl. (6) 
n> o j=0 

Důkaz: Pro libovolná přirozená n, m, n > m, dostáváme pomocí (3.2.6) 

n 

|Š 0- B| © j- B 
j=m+1 j=m+1 

takže podle předpokladu je posloupnost omezených operátorů $,:= Y (I — Byl 
j=o 

cauchyovská, a proto existuje S:= limS, €.(%). Dále pro všechna © platí 

BS,= S,B = S,— S,,„,+ ; limitním přechodem dostaneme BS = SB = I, 

což znamená, že S= B7'. m 

Nechť TEW%X) a A; S 0(T); pro každé 1€C takové, že JA — A| < 

< ||Rr(A0)|| 7* splňuje operátor B,:= 1= Ry(40) (4— 0) předpoklady lemma- 

tu; proto operátor B;' existuje a je omezený. Pomocí zřejmých rovností 

(T—- M)Rr(h) = 1(h — 0) Rrah) = Bz respe : RAAYJ(T — Mx= 

= x — (2 — A)Rr(A)x pro všechna x € D; ověříme, že operátor (T — 1 
existuje a (T — 2)"7' = Rr(ho) B! e R(%X); proto 16 (T) a Rr(h) By' = 
= Ry(2). Dosadíme-li za B;' ze vztahu (6) dospíváme k následujícímu závěru: 

3.6.5 Věta: Rezolventní množina uzavřeného lineárního operátoru 7' na B-prosto- 

ru X je otevřená a s každým bodem 2;, obsahuje i jeho okolí : U(4) := 

=(4E6C: J4 — A]< |RAA)| 7) přičemž pro všechna 1= U(4)) platí 

Rr(A) = _šORT(Áo)H A-h (7) 

3.6.6 Důsledek: Spektrum uzavřeného operátoru je uzavřená množina. 

Pro omezené operátory platí silnější tvrzení. Především můžeme pomocí lemma- 

tu 4 lokalizovat spektrum. Jestliže |A| > |B|| jsou pro operátor 7 — ; B splněny 

předpoklady lemmatu 4, takže: (B- a)'= — (1— 5 By'eR%), t. 
A € e(B). Spektrum operátoru B = .(X) tedy leží uvnitř kruhu o poloměru || S| 

Dá se však ukázat podstatně víc: 

3.6.7 Věta: Nechť 8 je omezený operátor na B-prostoru X; potom (a) spektrum 

operátoru B je neprázdná kompaktní množina, 
(b) pro poloměr »(B) minimálního kruhu v C se středem v počátku, v němž leží 

spektrum, platí
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r(B) = sup(|á|: 4 € o(7)) = lim|B"j". (8) 
n 0 

3.6.8 Poznámka: Číslo /( 8) se nazývá spektrálním poloměrem operátoru B. Uve- 

dená tvrzení jsou speciálním případem věty o vlastnostech spektra prvků Banacho- 

vých algeber, která se dokazují pomocí teorie analytických funkcí s hodnotami 

v X důkaz uvádíme ve 12. kapitole (věta 12.2.5). Na tomto místě chceme čtenáře 

alespoň upozornit na to, že v důsledku omezenosti spektra je množina o(B) 

neprázdná; dále (b) zahrnuje tvrzení o existenci limity na pravé straně vztahu (8), 
přičemž z (3.2.6) vyplývá nerovnost A( B) < |B 

Jak ukazuje následující příklad, pro operátor: TE W(%)VE(X) může platit 
o(T) = d nebo o(7) = 0. 

3.6.9 Příklad: Uvažujme uzavřený operátor 7' na CJ0, 1] z příkladu 3.4.10: 

Tf = f s definičním oborem D; = (fe CJ0,1]:f' e CJ0, 1]i. | Pro každé 
A 6 C patří funkce: fi(x):= e* do D, a splňuje rovnici 7Tf; = 2f;, takže 

AT) = o,(7) =C a o0(7) = 0. Nechť dále 7%:= TIDO9, kde DW:= 

= (fe D;: f(0) = 0). Stejným postupem jako v příkladu 3.4.10 zjistíme, že 7% 
je uzavřený operátor (navíc je třeba pouze ověřit, že platí-li pro (f;) c D 

a f, g< C[0,1] podmínky | — f||+ >0 a |/ — g 0, potom /(0) = 0, což 
ihned plyne ze vztahů /;(0) = 0. Pro dané 4€C je vztahem g > S,g, kde 

  

(Sg) (x) := g e'*7 9g(1) dí, definován lineární operátor, který zobrazuje CJ0, 1] 

do DW. Jelikož (79 — 2) Sg = (Sg8Y — A( Sg) = g pro všechna g€ CJ0, 1] 
a S(f' — 2f) = f pro všechna fe D platí $, = (T 9 — 2)7!; vzhledem 
k uzavřenosti 79% a podmínce D(5;) = C[0, 1] je S; omezený operátor. Odtud 
vyplývá 9(79) = C, tj. o(79) = 0. Tentýž závěr dostaneme, uvažujeme-li 
operátor A: f » Pf := -if' na Z“(0, 1) definovaný na podprostoru AcC]0, 1] 

funkcí, které jsou absolutně spojité na intervalu [0, 1] a jejichž derivace patří do 

L*(0, 1), resp. operátor Po := Prí(fe Ac|o, 1]: f(0) = 0).. Uzavřenost operá- 
torů P a P se ovšem nyní dokazuje jinak — viz příklad 7.2.7 a cvičení 7.18. 

  

3.7 BOCHNERŮV INTEGRÁL 

Pomocí teorie, s níž jsme se seznámili v předchozích paragrafech, nyní vybudujeme 

základy integrálního počtu pro vektorové funkce, což jsou definitoricky zobrazení 

F. Z > % nějaké množiny Z do B-prostoru X 1). Zavádějí se pro ně obvyklé 

bodové operace sčítání a násobení číslem podle vztahu (3.2.2); tím se množina 

vektorových funkcí F: Z > % stane vektorovým prostorem, který označíme 

") Pro zjednodušení výkladu předpokládáme, že již známe teorii Lebesgueova integrálu číselných 
funkcí, tj. předpokládáme X * R nebo XzC. 
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W(Z, %). Každému Fe (Z,%X) přiřadíme nezápornou funkci |/ vztahem 

JF) := JF)] EZ 

Symbolem w označíme nezápornou o-konečnou míru definovanou na jisté 

o-algebře W C 2%. Teorie Bochnerova integrálu vychází z pojmu jednoduché 

funkce; nazýváme tak každou vektorovou funkci S, pro niž existuje konečný 

disjunktní rozklad (M|)7. ; C W/ množiny Z a vektory y ..., Y„ € A takové, že 

8 = ?,YXm,. (1) 
j=1 

Je zřejmé, že množina jednoduchých funkcí tvoří podprostor F = H(Z, %) c 

C (Z, %). Dále z rovnosti XwXx = Xm o x plyne pro každé M ĚE implikace 

SEF yy56P. (2) 

Pro jednoduché funkce je integrál definován vztahy 

JS du = J-S du:= Žyjy(Mj) ; (3a) 

J.Sdu:= foSdu, MeEH. (3b) 

M 

3.7.1 Poznámka: Zápis funkce S ve tvaru (1) není jednoznačný, jestliže nepožadu- 

jeme, aby vektory y; byly navzájem různé. Hodnota integrálu však zjevně na 

způsobu zápisu funkce $ nezávisí. 

3.7.2 Tvrzení: (a) Vztahem (3a) je definováno lineární zobrazení vektorového 

prostoru P do %X. 
x 

(b) Jestliže (M) - © W je disjunktní systém a M:= U M;, potom 
k=1 

K 

JSd,u=Ž Sdu, Scg. 
k=1 

Mk 

(c) Pro každé S€9 je |S|| nezáporná jednoduchá funkce a platí nerovnost 

|« 
Důkaz: přenecháváme čtenáři (cvičení 37). 

S J|| S| dw. (3c) 
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Řekneme, že vektorová funkce F je integrabilní (vzhledem k míře w), jestliže 
existuje posloupnost (5,) C W taková, že pro u-s.v. t€ Z platí 

8(9 > Kd (4a) 

f |F — S |de >0)) (4b) 

Množinu všech integrabilních vektorových funkcí F Z> X ' označíme 
BÁZ, du) = Bx 

3.7.3. Lemma: Pro každou posloupnost ($5,) C / splňující podmínky (4) existuje 

lim fS„ du € %X. Její hodnota je pro všechny posloupnosti stejná a závisí (při 
n o 

daném „) jen na funkci F. Uvedenou limitu značíme |[ Fdu = (Fdu a nazýváme 
z 

Bochnerovým integrálem (vektorové funkce F). Pro každou posloupnost ($,) 
splňující (4a, b) tedy definitoricky platí 

J.F du = lim JS„ du. (5) 

Důkaz lemmatu: Z tvrzení 2 a vztahu (4b) je vidět, že posloupnost MS„ du) je 

cauchyovská. Nezávislost limity na výběru ($,) plyne z toho, že libovolné dvě 

posloupnosti splňující (4a, b) lze spojit v jedinou posloupnost, jež také vyhovuje 
těmto podmínkám. N 

3.7.4 Věta: (a) Množina BAZ, du) je podprostor ve ( Z, %) a integrál je lineární 
zobrazení z B3 do %. 

(b) Pro každé Me.W a Fe'B, patří xy„F do B3 

(c) Jestliže k vektorové funkci F existuje posloupnost ($,) C A splňující (4a), jsou 

podmínky FeBAZ,du) a ||F| 0(Z, d) ekvivalentní, přičemž 

Mqu < quu du. (6) 

Důkaz: Tvrzení (a) je přímým důsledkem vztahů (4), (5) a linearity integrálu 

jednoduchých funkcí; podobně (b) plyne z implikace (2). Jestliže F « S, potom 
z podmínek (4a, b) dostáváme jednak měřitelnost funkce ||F|| = lim |$,||, jednak 

odhad y 

    

1) Měřitelnost - funkcí |F— $| plyne z podmínky (4a), neboť pro w-s.y. fs Z  platí 
H) — S(] = m|S„() — $()] a funkce :7 |5(9) — S„(9|| jsou jednoduché, a tudíž 

měřitelné. e 
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JIIFII du S JIIF — S| du + J'IIS„II du, 

z nějž plyne |F| €.W(Z, du). Dále podmínka (4b) dává 

UIIFH du — JIIS„II du 

tj. 

JllFil du = lim JIIS„II du 

Nerovnost (6) nyní plyne z (3c). 

Zbývá dokázat implikaci |F| s £(Z,du) > Fe B Z měřitelnosti funkce 

| F|| především plyne, že množina Zp:= (t€ Z: ||| = 0) patří do . Dále 

podle předpokladu existuje posloupnost ($,, C splňující (4a); pomocí ní 

sestrojíme následující vektorové funkce T,, n = 1,2,...: 

< fi [P] — 18] du S JuF— S| du > 0, 
  

0, te Zo 
T() = ; (7a) 

S( x2(0), tEZZo 

kde Z„:=(te ZVZy |SS(OAW/|FO]| S 2). Množiny Z, patří do , neboť 

každá z funkcí | S( /]|FC.)| na ZV Z je měřitelná; z implikace (2) pak plyne 

T,c.. Ukážeme, že pro u-s.v. £€ Z platí 

lim T(H = KD. (7b) 
no D 

Jelikož pro € Z,; je tento vztah zjevně splněn, stačí provést ověření pro 

te(ZVZOo))N, kde N je u-nulová množina, na níž neplatí (4a). Nechť N, je 

množina všech £ € ZV Z, takových, že |$ „(9]] > 2|2)|| pro nekonečně mnoho 

n. Pro te€ Ns nemůže platit (4a), neboť P() * 0 pro tato ; dostáváme tak 

inkluzi N C N. Dále pro každé r6(ZVZ))N C (ZVZ)) NG existuje n, 

takové, že n> n,> |S(A] S 2 t T() = S„(); pro všechna 

te(ZVZ)) N tedy platí lim T() = limS,() = Hó). Nyní definiční vztah 

(7a) dává |7T(9 — HO| S 3|WA|; na základě Lebesgueovy věty z této 

nerovnosti, podmínky (7b) a integrability funkce ||F|| plyne f |F— 7T.|du > 0, 

tj. .P_.E %%. - : 

3.7.5 Poznámky: (a) Pro zjištění integrability dané vektorové funkce je tedy 

podstatné ověřit podmínku (4a). To je obecně složitá úloha; v některých speciál- 

ních případech je však řešení snadné (cvičení 38).
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(b) Podobně jako v případě jednoduchých funkcí pro libovolná Fe Byr- a Me y 
definujeme 

JF du:= JXMF du. (6) 

M 

(c) Nechť (M.) C „/ je konečný disjunktní systém a M:= |JM; potom pro 
k 

každé Fe B, z rovnosti yy„F = ŽXMk věty (4a) a vztahu (8) plyne aditivita 
Bochnerova integrálu: 

JF du = » J-F du. 

M * Mzx 

Často se užívá následující vlastnost Bochnerova integrálu. 

3.7.6 Tvrzení: Jestliže Y/ je B-prostor (obecně různý od %) a B: X > Y/ je 

omezené lineární zobrazení, potom z podmínky  FeBAZ,du)  plyne 
BFĚEBAyZ, du), přičemž 

f (BP) du = (J'F du)- 9) 

Důkaz: Nechť posloupnost (5,) C H(Z, %) splňuje (4a, b). Díky linearitě zobra- 

zení B jsou vektorové funkce BS,: Z > % jednoduché a ze spojitosti B a 

podmínky (4a) plyne (BS,)() > (BF)(ď) proj-s.v. $6 Z. Podobně podmínka 
(4b) dává 

JIIBF— BS „| du < |B] IuF— S| du>0, 

takže BFeB,a 

JBF du = lim J BS,„du. (10) 

Snadno nahlédneme, že rovnost (9) platí pro jednoduché funkce. K dokončení 
důkazu pak stačí užít (10) a spojitost zobrazení 5. II 

Pomocí věty 4c lze pro Bochnerův integrál zobecnit řadu vlastností Lebesgueova 
integrálu, z nichž snad nejdůležitější je následující tvrzení (viz též cvičení 40). 

3.7.7 Věta: Je dána posloupnost () C ByAZ, du) a nezáporná funkce 

g £(Z, du). Nechť pro u-s.v, £€ Z posloupnost (F„()) konverguje, přičemž 
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| E(H] S g(0, n = 1,2,..., a nechť dále k limitní funkci £ > H() := lim P() 

existuje posloupnost ($,) C P splňující podmínku (4a); potom. Fe'B3a 

lim JF„ du = -íF du. 

Důkaz: Posloupnost číselných funkcí || £.|| zjevně splňuje předpoklady Lebesgueo- 

vy věty, takže | F|| < £(Z, du); z věty 4c potom plyne F e Bx Číselné funkce 

f,:= |F — F,| jsou integrabilní a mají společnou integrabilní majorantu 

||F|| + g. Jelikož pro w-s.v. t€ Z platí g„(f) > 0, dostaneme opětovným užitím 

Lebesgueovy věty vztah J||F — F.| du > 0. Konečně z linearity Bochnerova 

integrálu a nerovnosti (6) vyplývá 

frs= frae |fr w 
Komentář 

s JHF—— F |de >0. m 
    

  

83.1 * Uvedeme další příklad konstrukce Banachova prostoru z daných B-pro- 

storů. Nechť Z je uzavřený podprostor B-prostoru X. Na vektorovém prostoru 

Ň := X/Z definujeme funkcionál |xX||=:= inf||x — z||. Je vidět, že || X||= nezávisí 
zŽ 

na volbě prvku reprezentujícího třídu X; z výsledků cvičení 12 dále plyne, že || l= 

je norma na % (zde je podstatný požadavek uzavřenosti podprostoru £). Pomocí 

věty 3.1.2 se ověří, že normovaný prostor (% ||.||=) je úplný: k posloupnosti 

ěj C , pro niž platí Y|X||= < %, lze podle definice ||. |> sestrojit posloup- 
k 

nost (z C Z tak, aby |x — z| < |a|= + 27 Odtud dostáváme 

;"xk — z| < %, a proto existuje x € X, pro něž lim |x — kZI(Xk — zx)| = 0; 
no> 

pro odpovídající třídu X potom platí 

n n 

|X—- Fěleš|x— S- z)|>0 pro n>o. 
k=1 k=1 

83.2 * Fourierova transformace F L'(R") > CG(R") je injektivní, což se dá 
ověřit následovně. Nechť pro nějaké g6€e ' platí Fg=0. Tuto rovnost 

vynásobíme libovolnou funkcí z W a zintegrujeme přes R"; po záměně pořadí 

integrací dostaneme vzhledem k bijektivitě zobrazení f > f 

Jf(x) g(x) dx = 0
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pro všechna f €9. Odtud pomocí cvičení 7 a Lebesgueovy věty pro každý 
omezený interval J C R" plyne wJ) = 0, kde v je komplexní borelovská míra 

na R" určená vztahem dv= gdm, a m, je Lebesgueova míra na R". Podle 

důsledku A.5.7 platí wB) = 0 pro všechna B e.", takže g = 0 (viz implikaci 

(A.6.20a)). 'Tím je injektivita dokázána. Poznamenejme, že F není surjektivní. 

© V klasické teorii Fourierovy transformace se vyšetřuje, za jakých dodatečných 
podmínek splňuje funkce f6€ Z! vztah 

f(x) = (2x) 7* qui“ WZ1) ) dy, 

který lze chápat jako zobecnění Fourierovy řady pro neperiodické funkce. Uvede- 

ný vztah je samozřejmě splněn pro všechna f e ; některé výsledky pro netriviál- 

ní případ fe [!VS lze najít v [KF], $ VIIL.4.7 (pro m = 1 viz též [Jar 2], 
$ XHIIL11). 

* Součin funkcí f, g € (R") patří do SP(R") pro jeho Fourierovu transformaci 
plyne z (3.2.10) vztah fg = (2x) *f* $, kde 

(f* g)(x) := Jf(x — Y) s(y) dy = fg(x — »)f(y) dy. 
Rr R= 

Zobrazení [/ g] m f* g < W(R") se nazývá konvoluce; je to binární operace na 

SHF(R"), která je zjevně bilineární a komutativní: Pomocí vztahu f*g= (2n)"?fž 
o 

se snadno ověří, že je též asociativní. Některá důležitá rozšíření konvoluce se 

probírají v ['Yo], $ VL.3, [RS 2], $ IX.1. 

8 3.3 * Důležitým příkladem duálního prostoru k topologickému vektorovému 

prostoru, který není normovaný, je prostor H(R"Y), jehož prvky nazýváme tempero- 

vanými distribucemi na R". Při studiu parciálních diferenciálních rovnic na dané 

oblasti (= otevřené souvislé množině) £2 C R" se často užívá duálního prostoru 
k úplnému lokálně konvexnímu prostoru Z(9) = (C7(9), ). | Prostor Z(2) je 

tzv. induktivní limitou lokálně konvexních prostorů D4,(9) = (C*(K,„), 7,), kde 
(K„) je nějaká posloupnost kompaktních množin splňující | K,C K,„.1 

a UK = , a topologie T, je určena seminormami: WXf) := sup[(DJf) (x)| 

(srv s (2.6.5)). Podrobný výklad je možno najít např. v [RS 1], $ V4 nebo ['Yo], 
$ I.1. Prvky prostoru D() se nazývají distribuce (zobecněné funkce) na ©. Pozna- 

menejme ještě, že z konstrukce prostoru Z(82) vyplývá, že HR"Y c Z(R"Y. 

O teormui distribucí existuje obsáhlá literatura; kromě speciálních monografií 

[Schw 1], [GŠ] je o řadě vlastností prostorů F' a Z' pojednáno např. v [RS 1—2], 

kap. V a IX, [Yo], $ I.8 a kap. VI, [KF], $ XIV.4 apod. 

* Pro prostory P', %' a obecně pro duální prostor ke každému topologickému 

vektorovému prostoru, jehož topologie je určena systémem seminorem P = (po) 
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platí analogie tvrzení 3.2.3 (viz též cvičení 2.47): f « W' právě tehdy, když existuje 

c > 0 a konečný podsystém (p.,... p C P takový, že |/f(x)) < c ŽPa,(x) 

pro všechna x € V. Pomocí tohoto kritéria např. zjistíme, že existuje pnrozene 

vložení f > T; prostoru H(R") do HWR") dané vztahem 7(g) := f f(x) g(x) dx, 

neboť funkcionál 7; je zjevně lineární a jeho spojitost plyne z odhadu 

178)) S 1A Iglloo- 

$ 3.4 * Tvrzení 3.4.2 lze aplikovat např. na reprezentace topologických grup na 

B-prostorech. Připomeňme, že pro danou topologickou grupu G a topologický 

vektorový prostor V nazýváme zobrazení g z(g), kde m(g): V > V je pro 

každé g € G spojitý lineární operátor definovaný na celém V, spojitou reprezen- 

tací grupy G na V, jestliže jsou splněny tyto podmínky: (i) m(e) x = x, 

mn(8:8:) X = T(8g.) m(8g) x pro všechna x€ B 
(ii) zobrazení [x, g] 7 z(g) x topologického součinu Vx G do V je spojité. 

Jestliže G je lokálně kompaktní grupa a V je B-prostor, vyplývá z tvrzení 3.4.2, že 

podmínka (ii) je ekvivalentní požadavku spojitosti zobrazení g > m(g)Xx pro 

každé x€ V. 

$3.6 * Pro dané BeS(XW) lze postupem z důkazu lemmatu 4 každé funkci 
f. C > C, pro niž existuje Taylorův rozvoj 

© Fdro 
j= o 

n=0 A 

s poloměrem konvergence z > |8|, přiřadit operátor 

f(")( ) f(B) := u-lim Y ŽŽ Be RD) 
N- © n=0 

Tak např. pro každé B « Ř(%X) máme 

1 
exp (B) = »; —r—l— B"; 

n=0) 

o některých vlastnostech zobrazení 8 » exp(B) pojednává cvičení 36. 

  

Cvičení 

1. Dokažte větu 3.1.2. 

Návod: Z cauchyovské posloupnosti (x,) je možno vybrat posloupnost (Xs.t; = 1 

splňující |Xw, — X < 27
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2. V Banachově prostoru mohou existovat posloupnosti (x,);, pro něž existuje 
n 

lim > X„ ale řada »'|x.|| diverguje. 
1 k n* D k= 

Návod: Viz příklad 3.1.6. 

3. Dokažte větu 3.1.4. 

4. Je-li (V,; o) úplný obal pre-Hilbertova prostoru V, lze na V zavést skalární 
součin (., .), takový, že o(x, yyY* = (x — yx — Y)x 
Návod: (V, o) je B-prostor, v němž je splněna rovnoběžníková rovnost. 

D
]
 s 

5. Funkce s: R" > C, s= » a;x;, je schodovitá právě tehdy, když existuje 
j=1 7 

disjunktní systém (Kj [= 1,..., m')| C f a komplexní čísla A, ..., f, tak, že 

$ — IŽIBÍXK[' 

j1 

Návod: Uvažujte disjunktní systém M;:= JV|)Jm 
k=1 

6. Jestliže « je o-konečná míra na o-algebře W C 2*,  potom množina 

xn: MEW, u(M) < %) je totální v ZXAX, du) prol S p< ©. 

Návod: Pro u(X) < % jsou o-jednoduché funkce husté v Z? (tvrzení A.2.6). Pro 

„(X) = % užijte postup z příkladu 3.1.7. 

7. Nechť w« je borelovská míra na R"; ke každému omezenému intervalu / C R" 

existuje posloupnost ifij — CF(R") taková, že 

(i) prok>= 1,2,... platí suppf; C J a |fWx)) < x,(x) pro všechna x € R", 

(ii) limf,(x) = x((x) pro všechna x€ R", 
k m 

(iii) líim f[fk — xz |Pdu = 0 propžl. 
k o jn 

Návod: Je-li n = 1 a / interval s hraničními body « < h, uvažujte posloupnost 

    

1 1 1 

SFlxX) = Xa, e(X) oxp (_ Z( * )) | x>-a b-x 

Dále užijte indukce: k intervalu J„ 4 C R"*1 existují J, C R", J C R tak, že 

J411 =J,XJ. 

8. Prostor (C(X), ||. |) je úplný. 
Návod: Cauchyovská posloupnost (/;) C C„(X) stejnoměrně konverguje k něja- 

ké funkci f€ C(X), což je ve sporu s předpokladem existence «; > 0 takového, 

že pro každou kompaktní množinu K a nějaké xx $ K platí |/(xx)| S čo. 

  

9. Ověřte úplnost direktního součtu B-prostorů. 
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10. Dokažte, že | |%X, je B-prostor (ověřte, že ||. || je norma a úplnost vůči této 
asf o k] 

normě). Jak se liší prostory: >*%; a 1[%? 
je=1 j=1 

11. Dokažte rovnosti (3.2.5). 

12. Jestliže W, je podprostor normovaného prostoru V, potom zobrazení 

x > d(x) := inf |x — y| = o(x, Wo) je seminorma na V, přičemž d(x) = 0 
eVo y — 

právě tehdy, když x€ V,. 

13. Dokažte vztah (3.2.10). 
Návod: Užijte Fubiniovy věty. 

14. (i) Pro Fourierův-Plancherelův operátor platí Ran F = L*(R"). 

(ii) Operátor F"' je spojitým rozšířením zobrazení Z5 *. 

Návod: (i) Viz důkaz tvrzení 5.5.4. 

(ii) Ukažte, že F 19 = F;) a F eR(L(R")) — viz (i) a (3.2.14). 

15. Pro každé f<€ Z*(J, du), kde / je omezený interval v R" a « je borelovská 

míra, existuje : posloupnost | (fi4) = CF(R") taková, že supp k = J 

a |/ — f >0 
Návod: Množina schodovitých funkcí, jejichž nosič leží v J, je hustá v IY(J, du); 

dále užijte výsledků cvičení 7. 

16. Jestliže posloupnost (/,) C Z?(M, du) konverguje k fe ? vzhledem 

k normě |.|, a současně /(x) > g(x) pro sv. x€M, potom ge 17 

a f(x) = g(x) pro sv. xe M. 
Návod: Užijte tvrzení uvedeného v komentáři k $ 2.2. 

17. Na každém normovaném prostoru V nekonečné dimenze existují lineární 

funkcionály, které nejsou omezené. , 

Návod: Pomocí Hammelovy báze (x,: a € ) C V obsahující nekonečnou lineár- 

ně nezávislou množinu: f =sfej: |ej| = 1,/ = 1,2,...) sestrojte: funkcionál 

f(e)j:=j f(x):=0, n Kó. 

18. Dokažte tvrzení (a), (b) důsledku 3.3.4. 
Návod: Ve větě 3.3.2a položte. W := (ax: a € C), fo(ax) := al||x|. 

19. Nechť X a Y jsou lineárně izometrické B-prostory; potom 

(i) prostory X* a %* jsou lineárně izometrické, 

(ii) X je reflexivní právě tehdy, když Y je reflexivní. 

Návod: (i) Jestliže : d: W > % je lineární izometrie, uvažujte zobrazení 

w: 2* > y*, kde (0*(P)0O):= f(0 70)) pro y€9, feR7. 

20. Pro každé pe(1, + %) jsou prostory P a L?(M, du) reflexivní. 

Návod: Viz návod ke cvičení 19(i) a zobrazení (3.3.3), resp. (3.3.9a).
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21. Banachův prostor X je reflexivní právě tehdy, když X* je reflexivní. 

Návod: Uvažujte zobrazení f» fo J' (viz (3.3.11) prostorů %* a A***. 

K důkazu opačné implikace ukažte pomocí tvrzení 3.3.8, že Ran / je uzavřený 

podprostor v X**, užijte věty 3.3.9 a výsledků cvičení 19. : 

22. Je dán B-prostor X, operátory  B,CES(X) a posloupnosti  (B.,, 

(C] c 4) 
(i) Nechť pro všechna x€%W platí B,x > Bx a C,x > Cx;  potom 

B,C,x > BCx. 
(ii) Jestliže B,„y > By pro všechna y€ M, kde M je totální množina v %;, 

a jestliže posloupnost (|| B „|) je omezená, potom B,x > Bx pro všechna x « X. 

23. Twvrzení 3.4.2 zůstane v platnosti, nahradíme-li předpoklad lokální kompakt- 

nosti požadavkem, aby topologický prostor (Y, 7) splňoval první axiom spočet- 

nosti. 
Návod: Zobrazení F je pak spojité v bodě [X%, yg] právě tehdy, když pro každou 

posloupnost [x] C %; x, > X*o (y) C Y y, > Yo platí F(x, 7) > FXo; Jo). 

24. Jestliže > č,s; konverguje (ne nutně absolutně) pro všechna (šj)€ /", 
j=1 

1 S p < %, potom () € /?, přičemž závislost ' na p je dána formulí (3.3.1). 

25. Inverzní operátor k lineárnímu je lineární. 

26. Lineární operátor T: X > Y lze uzavřít, jestliže existuje uzavřený operátor 

S: X > Y takový, že I(T) C I(5); potom 7 c s. 

27. Jestliže lineární operátor T: X > % je uzavřený a invertibilní, potom: 

(i) T" je uzavřený lineární operátor z Y/ do % 
(ii) postačující podmínkou pro to, aby 7 byl neomezený, je existence posloupnosti 

[y„)] C Ran T takové,že T 'y, > 0 a přitom (y,) nekonverguje k nule, a nutnou 

podmínkou je existence posloupnosti jednotkových vektorů y, € Ran 7, která 

nemá hromadné body a splňuje 7T''y, > 0. 

28. Mějme B-prostory %X, , Z, uzavřený lineární operátor S: X > Y a lineární 
operátor T: Y > Z, který je invertibilní, přičemž T E Ř(Z, /). Potom operá- 

tor TS: W > Z je uzavřený. 

29. Pro libovolné p ž 1 má lineární operátor | 7: £*0, 1) > L(0, 1), 
(T/)(x) := f(0) x s definičním oborem D;:= CJ0, 1], tyto vlastnosti: 
(i) T není uzavřený, (ii) neexistuje 7. 
Návod: Uvažujte posloupnost (f,), kde f(x) := 1 — (n — 1) x pro x€ [0,1/n), 
resp. f,(x):= 1/n pro xe/ [1/m,1]. 

30. Na topologickém vektorovém prostoru V, konečné dimenze jsou slabá a silná 

topologie totožné. 
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Návod: Uvažujte nejprve normovaný prostor WV,s normou ||. || (viz důkaz lemma- 

tu 2.1.9) — užijte duální báze. V obecném případě aplikujte větu 2.6.6 s tím, že pro 

lineární homeomorfismus d topologických vektorových prostorů V, a V„je zobra- 

zení f fo Ď ' bijekcí duálních prostorů V a V>. 

31. Posloupnost (g„; — C[a, b| konverguje slabě k funkci g€ C[a, b] právě 

tehdy, když sup ||[ < © a g„,(x) > g/(x) pro všechna x€ [a, b|. Najděte 

příklad posloupnosti v C[a, b], která konverguje slabě, ale nikoliv silně. 

Návod: Pro každé x€ [a, b] patří funkcionál ó, č(g):= g(x) do Cla, b]*. 

K důkazu postačující podmínky užijte Lebesgueovu větu. 

32. Nechť 7' je uzavřený lineární operátor na B-prostoru X; potom pro libovolná 

A, u € o(T) platí první rezolventní formule (Hilbertova identita) | Ryr(2) — 

— R) = (1 — 1) Rr(2) Rr(u) a operátory R,(A), Rr(u) komutují. 

Návod: Pro každé x€ % platí x= (T — ) y + (4 — „) y, kde y:= Rrlu) x. 

33. Jestliže T S « W(X), D, C D;s a 2€ AT) © o(5), platí druhá rezolventní 

formule : Ryr(2) = R(d) — RyAA)(T — 5) Ry(A).  Nechť dále T — $= DUV, 

přičemž D,= D;, Dy,= VD:,, RanV= X a V je invertibilní; potom je 

invertibilní i operátor 7 + VR(2) U a platí Ry(A) = R()) — R(2) U(IT + 

+ VR(Ř) VyY'VRA). 

Návod: Pro libovolné invertibilní operátory A, B: X > X existuje (AB) ) = 

=B'A"'; dále (A7Ty)= A a A7A= II D,. 

34. Pro daný uzavřený lineární operátor 7' na B-prostoru X nazýváme oblastí 

regularity množinu všech 4€C, pro něž existuje : c(2) > 0' takové, že 

|(7T — ) x|| S 2) |x|. x6 D; (značení z(7)). 

Dokažte: (i) z( T) je otevřená množina, (ii) Ran (7' — 2) je uzavřený podprostor 

v X pro každé 2€ x(7), (i1) A(7) C m(7). 

Návod: (i) Jestliže 45 € z(7T), potom do s(7) patří c(2,)/2 — okolí bodu 45. (ii) 
Užijte tvrzení 3.4.9. (iii) Pro 4 € o(7T) lze položit c(2) = |R-(2)| " 

35. Operátor © na CJ0, 1], (O0f) (x):= xf(x), je omezený, |©|| = 1, a pro 

jeho spektrum platí a((0) = 0(0) = , o(0) = [0, 1]. 

36. Ověřte následující vlastnosti operátoru exp B «.W(%X) definovaného pro 
N 

každé BER(X) vztahem exp B:= u-lim >) (1/n!) B": 
N % ns1 

(i) |exp B| S exp |S]; 
(ii) jestliže BC= CB, potom exp(B+ C)= (exp B) (exp C)= (exp C) (exp 5); 

(iii) zobrazení C 3 z > exp (Bz) je spojité vzhledem k operátorové normě.
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Návod: (ii) Užijte rovnost 

N Bk N Cl n (B+ C); 2N N Bk Cj—k 

2 TTD + » » T 
k=o k!! jzo 1! j=o u j=N+1 k=jey kl (]'_k)' 

(iii) Stačí dokázat spojitost v bodě z = 0 (viz (i)). 

37. Dokažte tvrzení 3.7.2. 

Návod: Pro libovolnou dvojicí : $, S' e W existuje konečný disjunktní systém 

iMjj < takový, že S = Z)'jXM, a S = »yjXmy 
7 J 

38. Nechť / C R je interval s koncovými body a, b, přičemž — o S a<bs 

S + %, a vektorová funkce F: J > X je spojitá na J. 

(i) Pro každý kompaktní interval K C / a každou borelovskou míru « patří F do 

By(K, du). 
(ii) Jestliže interval J není kompaktní, avšak existují lim F(t) a lim F(t), potom 

lze sestrojit posloupnost (S C (J, X) takovou, že hm sup||S (t) — HKA| = 

= 0), tj. pro F je splněno (3.7.4a). 

Návod: Funkce F je stejnoměrně spojitá na K (viz komentář k $ 2.5) a podmínky 

(3.7.4a, b) lze splnit pro vhodné schodovité funkce. 

39. Jestliže vektorová funkce F: R > X je spojitá na intervalu [a, b], potom pro 

každé t€(a,b) platí (d/db) | Hu) du = KD). 

40. Bochnerův integrál je absolutně spojitý: jestliže F € B,, potom ke každému 

e > 0 existuje ó >0 takové, že z podmínek New, u„(N) < ó plyne 

| (Fdm) < e 
Návod: Užijte absolutní spojitosti f||F|| du. 

41. Je dána vektorová funkce F: R > %;, která je integrabilní na R vzhle- 

dem k Lebesgueově míře, a nenulová reálná čísla c, d. Potom pro funkci 

w:R=>R, wÓ():= cí+ d; a každé Meg platí Fow,EBÁR, dm) 

a f(FO wa(9 dé= (1/Jej) | HO) dé 
M Wwea(M) 

Návod: Jestliže vektorová funkce S je jednoduchá, potom $0 w., je rovněž 

jednoduchá. Dále pro každé f « X* aplikujte na (f(F(cf + d)) dí větu o substi- 

tuci. 

42. Je dáno zobrazení B(.): R > S(%) takové, že pro každé x € X je vektorová 

funkce / B( x spojitá na R. Nechť dále K c R je libovolný kompaktní 

interval a « je borelovská míra na R. 
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3 ZÁKLADY TEORIE LINEÁRNÍCH OPERÁTORŮ 

(i) Pro každou konvergentní posloupnost (x,) — X platí 

lim JB(I) Xx,„du(?) = Í lim B(?) x, du(z) . 
no D 

K 

(ii) Jestliže operátor T € () pro všechna £€ K splňuje B() T c TB(), 
potom pro každé y€ D; patří (B(A) y du() do Dra 

K 

K 

T f B(D) y d) = J TB(Ď Y du(). 

Návod: (i) Existuje M > 0 takové, že |B(z)| S< M pro všechna t< K. 

(ii) Sestrojte posloupnost schodovitých funkcí S,;; K> % takovou, že 

(8,, C Dzy, lim sup |S„() — BCo) y| = 0 a lim sup | TS „() — TB(?) y| = 0 
nT D seK no> D eK 

(viz cvičení 38).
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4.1 ÚVODNÍ POZNÁMKY 

Pre-Hilbertův prostor, který je úplný vzhledem k metrice indukované skalárním 

součinem, se nazývá Hilbertův prostor. Každý Hilbertův prostor je tedy B-prosto- 

rem, a tudíž se na něj vztahuje vše, co bylo řečeno v předchozí kapitole. Jde ovšem 

o speciální případ B-prostoru; v důsledku toho, že norma je indukována skalárním 

součinem, mají Hilbertovy prostory řadu dalších vlastností, resp. některé věty 

z teorie B-prostorů pro ně platí v silnější formě. Abstraktní Hilbertovy prostory 

budeme značit symboly , 7 apod. Půjde přitom vždy o komplexní Hilbertovy 
prostory; s reálnými se setkáme jen výjimečně. 

Východiskem pro studium Hilbertových prostorů je materiál $ 1.4. Připomene- 

me zde znovu tři vlastnosti skalárního součinu, resp. normy, které mají základní 
význam pro další výklad. Jsou to Schwarzova nerovnost 

(x y)| S Ixl ll 
rovnoběžníková rovnost 

|a + p|ž + Jx — p|* = 2(x|* + l?) 

a polarizační formule 

1 2 2 i : 2 H 2 
(1 )) = Z-(le + Y|* — Ix — j9 — Z(„x + ipyl“ — Jx — iy]9. 

V 831 jsme ukázali, že dané dva B-prostory jsou ekvivalentní. ve smyslu 

shodnosti všech metrických a algebraických vlastností právě tehdy, když jsou 

lineárně izometrické. Podobně mluvíme o ekvivalenci Hilbertových prostorů, 

jestliže existuje lineární bijekce, která zachovává skalární součin. Je zřejmé, že 

ekvivalentní Hilbertovy prostory jsou lineárně izometrické; z polarizační formule 

plyne, že platí i obrácená implikace. 

4.1.1 Tvrzení: Jestliže f je lineární izometrie Hilbertových prostorů %),, , 

potom pro všechna x, y € , platí (f(x), f(y))» = (x, y),. 

Dále budeme často místo lineární izometrie užívat stručnějšího názvu izomortfis- 

mus Hilbertových prostorů.
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Univerzálním prostředkem přechodu od pre-Hilbertových k Hilbertovým pro- 

storům je opět standardní zúplňovací procedura. Pomocí cvičení 3.4 získáme 

následující analogii věty 3.1.4. 

4.1.2 Věta: Úplný obal pre-Hilbertova prostoru V je Hilbertův prostor a je určen 

jednoznačně až na izomorfismy f takové, že f(x) = x pro všechna x€ V 

Z již probraných B-prostorů patří mezi Hilbertovy prostory C*", F a L*(M, du); 

řadu dalších příkladů uvádíme v následujících paragrafech. Existuje opět mnoho 

způsobů konstrukce nových Hilbertových prostorů z daných; podrobně se jimi 

budeme zabývat v závěrečných paragrafech této kapitoly. Na tomto místě probere- 

me pouze jednoduchý případ, který potřebujeme pro vyšetření spojitosti skalární- 

ho součinu. 

Uvažujme Hilbertovy prostory , r= 1,2; jejich direktní součet jakožto 

vektorových prostorů se stane pre-Hilbertovým prostorem, definujeme-li 

([%i Xa], [Y15 Ya]) := (X%1, Y4)a F (%2 Y2)o - (1a) 

Z výrazu pro normu indukovanou tímto skalárním součinem 

lx Z) | = Adlí + e3 (1b) 

snadno plyne, že uvažovaný pre-Hilbertův prostor je úplný. Nazýváme jej direkt- 

ním součtem Hilbertových prostorů .%»),, w a značíme H D H 

Popsanou konstrukci lze bezprostředně zobecnit na libovolný konečný systém. 

O direktním součtu nekonečných systémů Hilbertových prostorů pojednává $ 4.5. 

Vyšetříme nyní spojitost skalárního součinu. Pro pevné y € W je zobrazení 

f;: 4 > C definované vztahem /(x):= (x, Y) spojité v důsledku Schwarzovy 

nerovnosti; totéž se týká zobrazení y > g(y) := (x, y) = f(y). Uvažujme dále 

zobrazení h: H © W > C kde h(x, y) := (x, y); vzhledem k tomu, že topolo- 

gie indukovaná normou (1b) je totožná s topologií Tw „ a že W jakožto metrický 

prostor splňuje první axiom spočetnosti, je zobrazení h spojité podle tvrzení 3.4.2 

a poznámky 3.4.3. K tomuto závěru lze ovšem dospět i zcela elementárně pomocí 

Schwarzovy nerovnosti. 

Nechť M je nějaká množina v ; v důsledku spojitosti skalárního součinu 

a vztahů (1.4.3—4) platí 

M = (M), = (Mg)*. (2) 

Z toho vyplývá, že ortogonální doplněk libovolné množiny v Hilbertově prostoru 

je uzavřený podprostor.
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4.2 VĚTA O ORTOGONÁLNÍM ROZKLADU A JEJÍ DŮSLEDKY 
  

V Hilbertově prostoru jsou prostřednictvím skalárního součinu axiomatizovány 

kromě metrických vlastností i vztahy ortogonality. Ukazuje se, že axiomy skalární- 

ho součinu spolu s podmínkou úplnosti jsou tak silné, že geometrie Hilbertova 

prostoru je založena na velmi názorných tvrzeních, která většinou představují 

bezprostřední zobecnění elementárních vlastností euklidovského prostoru konečné 
dimenze. 

4.2.1. Tvrzení (/emma o ortogonální projekci): Nechť 2 je uzavřený podprostor 

v P; ke každému x € W existuje právě jeden vektor y, € 4 takový, že pro 
vzdálenost x od 7 platí o(x, 7) = |x — yh 

Důkaz: Jelikož d = o(x, 9) = in£ |x — »y| (viz cvičení 2.3), existuje posloup- 
ye“ 

nost (y„) C 2 taková, že d= lim ||x — y„||. Z rovnoběžníkové rovnosti plyne, 
n>0 

že (y„j je cauchyovská: 

W — NmMpw = 1007 2)+ x— y |? = 

= 2|x — Y„ + 2|x — y — 4|x — (v + yÚ)/2]|? s 

$ 2|x — y|*+ 2|x- y |-4d 20 pronm>o. 

Vzhledem k uzavřenosti $ platí y, > y,“ , a potom lim ||x — y„| = 

= |x — y,||- Jednoznačnost se dokáže opět pomocí rovnoběžníkové rovnosti. N 

Vektor y, € $ nazýváme ortogonální projekcí vektoru x do $. 

4.2.2 Příklad: Pro dim $ < % existuje jednoduché vyjádření ortogonální pro- 

  

        

    

  

jekce libovolného vektoru x do 7 pomocí dané ortonormální báze [(e,,..., e) c 

c $. Hledaný vektor y, je určen komplexními čísly 7),..., W pro něž funkce 
z 

[P ++ P] P |x — 2 yjej|| nabývá minima. Rozpisem dostáváme 
j=1 

n 2 n ] 

x— 2 yvej| = |x|ř — 2Re X ř + S | 
j=1 j=1 j=1 

=|xlř- ZIšP+ lš — vě, (1) 
j=í j=1 

kde č;:= (e;, x). Odtud je zřejmé, že y, = > č,e;. 
j=1 
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4.2.3 Věta (o ortogonálním rozkladu): Jestliže '$ je uzavřený podprostor v H 

potom ke každému x6€ W existuje právě jedno yE$ a zeE 9"  tak, že 

x=y+z 

Důkaz: Tvrzení o jednoznačnosti je snadným důsledkem vztahu $ n 9* = (0] 

(viz cvičení 3). K tomu, abychom dokázali existenci, zvolíme za y ortogonální 

projekci vektoru x do ; zbývá ověřit, že z!= x— ye$ *, což je ekvivalentní 

podmínce (e,z) = 0 pro každý jednotkový vektor: e€%. Podle lemmatu 

o ortogonální projekci platí ||z| = ipg |x — y'||; speciálně pro y = y +(e, 2) e 
yet 

  

  

dostáváme | ||z||* S |z — (e, 2) e| ? = |zi? — [(e, 2)|?; | což je možné jen pro 

(e, 2) = 0. N 

Význam dokázané věty spočívá v tom, že pro J/ibovolný uzavřený podprostor 

9 C W zaručuje existenci rozkladu 

„ =9oOF. (2) 

Tato vlastnost je charakteristickým rysem Hilbertových prostorů, který Banachovy 

prostory obecně nemají (viz [DS 1], $ VI.12). Pomocí vztahu 

M'' = My (3) 

(viz cvičení 4) můžeme rozklad (2) zapsat pro libovolnou množinu M c ? ve 

tvaru AAA 

„ = M' © My. (4) 

Odtud hned vyplývá následující často užívaná charakteristika totálních množin 

v Hilbertově prostoru (srv. též cvičení 3): 

4.2.4 Tvrzení: Množina M c W je totální právě tehdy, když M* = (0). 

V předchozí kapitole jsme se zabývali úlohou nalezení obecného tvaru lineární- 

ho funkcionálu na daném B-prostoru. Viděli jsme, že tuto úlohu je třeba řešit pro 

každý konkrétní B-prostor zvlášť, přičemž v některých případech jde o kompliko- 

vaný problém. V Hilbertových prostorech je situace mnohem jednodušší; pomocí 

věty o ortogonálním rozkladu dostáváme následující řešení pro libovolný Hilbertův 

prostor. 

4.2.5 Věta (Rieszovo lemma): Ke každému f€ * existuje právě jeden vektor 

y; < W takový, že pro všechna x € P platí 

f(x) = (Y5 x)- (5) 

Takto definované zobrazení f > y; je izometrie prostorů KHaHó 

Důkaz: Vzhledem ke spojitosti a linearitě f je množina Ker f uzavřený podpros- 

tor v S. Jestliže: Ker f = W, je f>=0 a rovnost (5) platí pro y = 0.
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V opačném případě existuje jednotkový vektor y € (Ker f)“*. Pro libovolné 

x € S patří vektor: z,:= f(x) y — xf(y) do Ker/; a proto platí 0= 

= (% 2.) = f(x) — (% x) f(y); vztah (5) je tedy splněn pro y = 7) y. Jedno- 
značnost určení y; a injektivita zobrazení f > y, plynou z toho, že * =0. 
Vzhledem k tomu, že pro každé y € J? je x » (y, x) omezený lineární funkcio- 

nál, je zobrazení f y; surjektivní. Ze vztahu (5) a Schwarzovy nerovnosti 

dostáváme |/] < |yY,|;  položíme-li v (5) x= y, získáme nerovnost 

lY' = Ay < 1/ ly] takže celkem platí |/ = [ N 

4.2.6 Důsledek: Každý Hilbertův prostor je reflexivní. 

Duůkaz: Užijeme výsledků cvičení 6 a označení tam zavedeného. Podle Rieszova 

lemmatu existuje k danému gp€ ** prvek g,€6 * takový, že pro všechna 

f 3* platí W7) = (801)+ = ( Y) = f(y,). B 

Z věty 3.5.3a a Rieszova lemmatu vyplývá pro slabou konvergenci v Hilbertově 
prostoru ekvivalence 

un„žxre (% X„) > (yY x) pro všechna y€m. (6) 

Odtud snadno dostaneme následující užitečný vztah mezi slabou a silnou konver- 
gencí v Hilbertově prostoru. 

4.2.7 Tvrzení: Jestliže posloupnost (x,) — )/ konverguje slabě k xa |x.| > lx] 
potom (x,„; konverguje k x i silně. 

Budiž M totální množina v W; pro každé x€.W tedy existuje posloupnost 

(X,) C My, taková, že x, > x. Obecně však není znám předpis udávající 

vyjádření vektorů x, pomocí x a prvků množiny M. Situace se silně zjednoduší, 

budeme-li předpokládat, že množina M je ortonormální. Nechť g = (e,: a€ 7) 

je ortonormální množina libovolné mohutnosti (ne nutně totální). Pro dané x € w 
utvoříme čísla £,„:= (e,,x), která nazýváme Fourierovými koeficienity vektoru x 

vzhledem k £. Pomocí (1) zjistíme, že pro každou nejvýše spočetnou podmnožinu 

foaj: j = 1,2,...) C 7 platí tzv. Besselova nerovnost 

21(60> AŤ S Ix (7) 
j 

z níž plynou následující vlastnosti ortonormálních množin. 

4.2.8 Tvrzení: (a) Množina X nenulových Fourierových koeficientů vektoru x 

vzhledem k dané ortonormální množině £' je nejvýše spočetná. 

(b) Pro každou ortonormální množinu (ej;: 1 S j S %) platí w-lim e; = 0. 
j7 o 

Důkaz: (a) Nechť X,:= (č6;: a€1, j5] S 1/n), n= 1,2,...; podle (7) jsou 

všechny tyto množiny konečné, proto X = |) X, je nejvýše spočetná. 
1 n= 
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(b)y Řada Y j(ej;, x)|* konverguje, takže lim(e;, x) = 0 pro každé xeŇ B 
j=1 je o 

Pro posloupnost (5,) nenulových Fourierových koeficientů vektoru x vzhledem 

k ortonormální množině £' z nerovnosti (7) plyne 

D
]
 s 

lě F = x1' ; 
1 j 

n 

pomocí tohoto vztahu snadno zjistíme, že posloupnost vektorů y, := ?, č.€., je 
j=1 

cauchyovská. Její limita, kterou označíme y, patří do uzavřeného podprostoru m 

a dále pro libovolné a € 7 platí (6, x — y) = č, — lim (€,;, y,„). Jestliže č., = 0, 

tj. a $ a j= 1,2,..., potom z ortogonality plyne (€,; Y) = 0 pro všechna n, 

tj. (6,; X — y) = 0; v opačném případě existuje přirozené j takové, že a = a; 

a potom  (€4; Y) — Čap takže opět (€, x— y)=0. To znamená, že 

x — y€ d" a y je tudíž ortogonální projekcí x do dj„. Odtud dále plyne 

|x|? = |? + |x — p = dim J2 + |x — ř = X Jó F + Jx — pbě. 
no m j=1 

Jestliže £ je totální ortonormální množina, platí 

x= y= limy,= » čaťn; (8a) 
no o j=1 

|x|? = > lš (8b) 

Význam totálních ortonormálních množin je především v tom, že umožňují 

jednoznačné vyjádření každého vektoru pomocí jeho Fourierových koeficientů 

podle (8a). Komplikace spočívající v tom, že podmnožina (e,: j = 1,2, „d 

v (8a) obecně závisí na x, odpadá, když W je separabilní, neboť v tom případě je 

každá ortonormální množina v W nejvýše spočetná (viz dále tvrzení 4.3.1). 
Formule (8a, b) potom nabývají velmi jednoduchého tvaru 

x- F(ej)e, (9a) 

lř = © ez P (9b) 

Prvnímu z těchto vztahů se říká Fourierův rozvoj vektoru x, druhému Parsevalova 

rovnost. Poznamenejme, že i v neseparabilním případě platí formule (9a, b),
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nahradíme-li nekonečné řady limitami usměrněných souborů (viz dále tvrzení 
5.4.10). 

Uvedené vlastnosti totálních ortonormálních množin jsou bezprostředním zo- 

becněním vlastností ortonormální báze v prostorech konečné dimenze. Je proto 

účelné pojem ortonormální báze rozšířit: ortonormální bází v libovolném Hilber- 

tově prostoru ? nazveme každou ortonormální množinu, která je totální v %. 

Podle tvrzení 4 je daná ortonormální množina ' ortonormální bází právě tehdy, 

když £* = (0), což je ekvivalentní podmínce, že £ je maximální (není vlastní 
podmnožinou žádné ortonormální množiny). 

4.2.90 Věta: (a) V každém Hilbertově prostoru J7 existuje ortonormální báze. 
(b) Všechny ortonormální báze v daném / mají stejnou mohutnost. 

Důkaz: Na systému % všech ortonormálních množin v W zavedeme částečné 

uspořádání pomocí inkluze a užitím Zornova lemmatu zjistíme, že existuje maxi- 

mální prvek e systému £. Z předpokladu existence nenulového vektoru x€ f 

plyne, že ' = g U (x/|x||) je ortonormální množina splňující f C , 

f * d"', ato je spor. Platí tedy £" = (0), tj. £ je totální množina. Důkaz tvrzení 

(b) užívá tvrzení 8 a je poměrně dlouhý (viz např. [DS 1], $ IV.4). N 

Tato věta umožňuje zavést pojem hilbertovské dimenze v prostoru : nazývá- 

me tak mohutnost libovolné ortonormální báze v W Podle důsledku 1.4.4 je 

hilbertovská dimenze prostoru W totožná s jeho algebraickou dimenzí, pokud je 
konečná, jinak se tyto dvě dimenze obecně liší — viz cvičení 7. 

Pro Hilbertovy prostory a jejich uzavřené podprostory rozumíme dále symbolem 
dim vždy hilbertovskou dimenzi. 

4.2.10. Věta: Hilbertovy prostory , ' jsou izomorfní právě tehdy, když 
dim „ = dim.mW'. 

Důkaz: Nechť dim»W = dim.W'; v W a ' tedy existují ortonormální báze 

éó, 8' stejné mohutnosti, a je proto možné sestrojit bijekci ;: f > £'. Lineárním 

rozšířením dostaneme lineární bijekci podprostorů din; Šjn; která v důsledku 
ortonormality zachovává skalární součin: 

(Volx), Vo(y))se = (%, Y)se  pro všechna x, y € n- (10) 

Odtud plyne, že zobrazení W je omezené; jelikož fj, = J existuje k němu podle 

věty 3.2.4 jednoznačné spojité rozšíření : V e 2(71, 31').  Ukážeme, že V je 

hledaný izomorfismus. Nechť V(x) = 0 a nechť (x,) C d), konverguje k x. 

Potom V(x,) > V(x), tj. |P(x)he = |x || > 0, a tudíž x = 0. Vezměme 

dále libovolné x' E W': z podmínky ď = ' plyne existence (x) C d 

X, > x, a protože W je bijekce podprostorů ó a djn„, existuje (x,) C f tak, 

že x, = WVo(x,). Pomocí podmínky (10) zjistíme, že (x,) je cauchyovská posloup- 

nost, takže x, > x 6 JW. Potom x; = Vyx,) > V(x) = x. Zobrazení V je tedy 
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lineární bijekce prostorů JX a W'. Konečně z (10) zjistíme na základě spojitosti 

skalárního součinu, že pro všechna x € JW platí |V(x)| = |x | takže 

prostory W a ' jsou izomorfní. Je-li naopak tento předpoklad splněn, tj. existuje 

izomorfismus V: P > W' ad je ortonormální báze v W, je V(') ortonormální 

množina stejné mohutnosti jako £. Dále je V(ď') totální, neboť z vlastností 

zobrazení V plyne (V(ď))* = V(f7) = (0). B 

  

  

4.3 SEPARABILNÍ HILBERTOVY PROSTORY 

Naprostou většinu Hilbertových prostorů, s nimiž se setkáváme při aplikacích, 

tvoří separabilní prostory. Budeme se zde zabývat netriviálním nekonečnědimezio- 

nálním případem; termín „separabilní Hilbertův prostor“ bez specifikace dimenze 

bude automaticky znamenat prostor nekonečné dimenze. Východiskem pro studi- 

um těchto prostorů jsou jejich následující dvě vlastnosti. 

4.3.1. Tvrzení: (a) V separavilním X je každá ortonormální množina nejvýše 

spočetná. 

(b) Hilbertův prostor X je separabilní právě tehdy, když v něm existuje spočetná 

ortonormální báze. 

Důkaz: (a) Jestliže : $ = (e,: a € /) je ortonormální množina, potom 

(Uz-im(e,): a € /) je množina disjunktních otevřených koulí v.“ stejné mohutnos- 

ti jako ' a tvrzení plyne z cvičení 2.6. 

(b) Existence spočetné ortonormální báze v separabilním ? plyne z (a) a věty 

4.2.9, opačná implikace z lemmatu 3.1.3. N 

V separabilním případě je možno větu 4.2.10 vyjádřit následovně: 

4.3.2 Věta: Hilbertův prostor je separabilní právě tehdy, když je izomorfní pro- 

storu /?. 

Prostor /* v tomto smyslu představuje kanonickou realizaci separabilního Hil- 

bertova prostoru. Bylo by však mylné vyvozovat z toho, že je bezpředmětné 

zabývat se jinými konkrétními realizacemi separabilního /. Výběr vhodné realiza- 

ce má velký význam např. při studiu vlastností lineárních operátorů: ukazuje se, 

že některé třídy operátorů mají v jistých konkrétních prostorech význačně jedno- 

duchou strukturu. To se týká třeba prostorů Z? pro třídy Hilbertových-Schmidto- 

vých nebo samosdružených operátorů (viz $$ 6.3 a 10.9). 

V následujících příkladech zkonstruujeme spočetné ortonormální báze v někte- 

rých často užívaných Hilbertových prostorech, čímž současně ověříme jejich sepa- 

rabilitu. 

4.3.3 Příklad (prostor L*(a, by pro b — a< %): Vzhledem k tomu, že pro 

libovolná a,b,a, Be R, a< b, a < f, jsou prostory: Z(a, b) a L(a, 8) 

izomorfní (cvičení 10), můžeme položit např. a4=0, 5=2mn Množina
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frZl(e k=0,3+1,3+2,...), e(x):= (2n) 77 e!* je zjevně ortonormální; 
ukážeme, že je totální. Nechť f € 7; pro funkci g: [0, 2] > C, 

8(x) := J—f(S) ds+ ČC, (1) 
0 

která je absolutně spojitá v [0, 21x], dostáváme z podmínek (e,, f) = 0 integrací 

per partes: 0 = (2x) * (g(2x) — g(0)) — ik(ex, g), k= 0,+1,.... Speciálně 
pro k= 0 máme g(2nx) = g(0) = C a zvolíme-li C tak, aby 

2n 

-í g(x) dx = 0, 
0 

(6,g)=0,  k=0,+1,+2,.... (2) 
dostaneme 

Jelikož g je spojitá v [0, 21] a g(0) = g(2x), existují podle Fejérovy věty ([Jar 21 

věta 191) ke každému « >0 celé nezáporné n a komplexní a k= 
n 

= 0, ž31,..., t n, taková, že max |g(x) — T(x)| < «, kde T := > aKkex 
x € [0,27] k=-n 

Z podmínek (2) plyne (7, g) = 0 a odtud 

lgý = (g8— 7 9) S Jg Ta g] < 22)'? |g , 

takže g = 0. Vzhledem k tomu, že g je spojitá, platí g(x) = 0 pro všechna 

x € [0, 21xj; pomocí (1) pak dostáváme /(x) = 0 pro s.v. x € [0, 2x], tj. f = 0. 
Posloupnost (ej);Z,, kde 65 , = €;-;, 6;:= e; je ortonormální báze v L*(0, 27); 

užívá se pro ni názvu trigonometrická báze. 

Podobně se ověří, že množina (x'; / = 0, 1,...) je totální v Z*(a, b) (viz příklad 
3.1.5). Zvolíme-li a = —1, = 1, dostaneme pomocí Gramovy-Schmidtovy 

věty ortonormální bázi , s ((Z + 1/2)* P; 1= 0,1,...), kde P, jsou Legen- 
dreovy polynomy, Píx) := (2/0) 7' (d'Zdx)) (x* — 1)!. 

4.3.4 Příklad (prostory L*(R) a L*(R*)): 

(i) Vyšetříme nejprve prostor Z(R). Pro' a > —1' uvažujme množinu 

TW =z(ffo: k=0,1,..), kde fx):= |x|*Oexp(—x/2) x*, xe R; je 
zřejmé, že 7T(9 C L*(R). Ukážeme, že 7 je totální. Nechť g € (79)/; potom 

pro libovolné reálné 4 a přirozené 1 máme (g, > 2 f0/kt]=0, tj. 
k=0 

  fg(x) > CD p d= 
R 
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Integrand, který označíme F„(x), splňuje pro všechna x € R podmínky |F.(x)) = 

S |g()] FP(x) e8 a lim F.(x) = g(x)e " ffx). Posloupnost (F.) má tedy 

majorantu, jež je součinem dvou funkcí z Z*(R); proto patří do Z'(R) a Lebesgueo- 
va věta potom dává 

J o syfPo)dx=0,  ER. (3) 

R 

Jelikož ff e L'(R), můžeme podmínku (3) zapsat jako F(gff7) = 0; z injekti- 
vity Z (viz komentář k $ 3.2) potom plyne g/f? = 0 s.v., a protože jf$%(x) > 0 
pro všechna x € R, platí g(x) = O s.v. v R. Tím je ověřeno, že množina 7 je 
totální v Z*(R) pro každé a > —1. 

Pomocí Gramovy-Schmidtovy věty získáme z 7% ortonormální bázi s? = 
= (g9: n=0,1,...), kde 

k! 
1/2 

A ooo xa+1/2 ex __x2/2 LSca) xZ ; 
F(k+a+1))|| p( ) Lx gk(x) := ( 

k! 1/2 
() (x):= x|*+12 exp (— /2) x LE+Wx)), 

Bk+1(X) (_T(k +_Na +_“2)) [x] pí( ) É (x) 

přičemž funkce L jsou Laguerreovy polynomy 

r k 

Lía) Ňňi=s—r a e—-rrk+a) 
(? dr* ( 

V případě a = —1/2, s nímž se často setkáváme, je zvykem pracovat s funkcemi 

h =s (— 1) 2719 kde [.] značí celou část; tyto funkce se vyjadřují pomocí 

Hermiteových polynomů H,: 

  

h (x) = (27n)7'? 7' exp (— %2) H(x), (4a) 

H0) := (—1Y"' exp () — (exp(—)). (4b) 
dx" 

Význačným rysem funkcí h,, které zjevně patří do P(R), je to, že jsou vlastními 

vektory Fourierova-Plancherelova operátoru (příklad 3.2.6): 

Fh,= h, = (-i)"h,, n=0,1,..., (5)
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(viz cvičení 11). 

(ii) V případě prostoru ZY(R*) vezmeme pro a > —1 množinu: 9 = 

= (9f): k=0,1,...), kde df(x) := x572072 Tvyrdíme, že množina B je 
totální v Z*(R*); k důkazu užijeme totálnosti množiny F c L*(R).  Nechť 
p s (d)+; pomocí substituce x > ) dostaneme podmínky 

J-tp(yz)f:xp(——yz/Z)|y|“+2k+1 dy =0, k=0,1,.... (6) 

Pro funkci  na R definovanou vztahem (y):= |Y 7 y(y7) platí © L*(R), 

| ÍP" R) = |v] LAR+) (7) 

a z (6) plyne (f9, $ O, k = 0,1,.... Vzhledem k tomu, že ) je sudá funkce, 

máme též (f,, 1/)) 0, a proto )= 0. Z rovnosti (7) potom dostáváme 

w = 0. Pomocí Gramovy-Schmidtovy věty získáme pro každé a > —1 z množi- 

ny d0 ortonormální bázi (yY1%: n = 0,1,...), kde 

n' 1/2 

yYlo(x) = (—————) x" exp (— x/2) LW(x). 8 (x) Mn+a+D p( ) Li0x) (8) 

Z dané ortonormální báze v prostoru Z(R) je možno zkonstruovat báze v pro- 

storech LŽ(R"), n = 2,3,..., a tím zároveň ověřit separabilitu těchto prostorů. 

Jde o speciální případ následující obecné situace. 

4.3.5 Tvrzení: Nechť jsou dány množiny M, N, o-algebry Wy C 2", ďc 2 
a o-konečné nezáporné míry £, v definované na W resp. y takové, že prostory 

I?(M, du), | L*(N,dv) jsou separabilní (viz komentář). Potom 4 := 
= L*(M Xx N, d(u © v)) je separabilní, a jestliže £ = fep k = 1,2,...), resp. 

F = (f; [= 1,2,...) jsou ortonormální báze v L*(M, du), resp. v Z*(N, dv), je 

množina (g: k, [ = 1,2,...), kde gy:= ex X f; tj. gulx, Y) = ex(x) f(y) pro 

všechna [x, y| € Mx N, ortonormální bází v prostoru La. 

Důkaz: Z Fubiniovy věty a příkladu A.8.6 plyne, že (gg9: k,1= 1,2,...) je 

ortonormální množina v L4; zbývá tedy dokázat, že je totální. Nechť pro nějaké 

he l> platí 
(8 h)e = 0, k, [ = 1,2,.... (9) 

Předpoklad h e La implikuje, že pro každé y € NVRy W(Ro) = 0, patří y-řez 
funkce Ah, tj. funkce x » W(x) := h(x, y) do LZ(M, du) a dále H€ Ll(N, dv), 

kde H(y) := |P|?. Podmínku (9) lze pomocí Fubiniovy věty zapsat ve tvaru 

ij(y)i(y) dwWy)=0,  kl=1,2,..., (10a) 

N 
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kde 

Hky) = Jhy(x) E(X) dm(x) = (e,h). (10b) 

Schwarzova nerovnost potom dává odhad |H(y) ? s |P|* = H(y)  pro 

y € NVR;, znějž plyne H„ € L*(N, dv); je ovšem třeba ověřit měřitelnost funkce 

H,. To je však důsledek o-konečnosti míry v: existuje nejvýše spočetný systém 

N, C N,C..., N E.Wy, WN) < %, takový, že N = |JN,. Jelikož h e I3 

a :X Xx, E Le, patří součin těchto funkcí do Le; z Fubiniovy věty pak plyne 
měřitelnost funkce H yy, a protože: Hyxy, > Hrs.v. v N, je H, měřitelná. 

Vzhledem k předpokládaným vlastnostem množin é' a ' dostáváme nejprve 
z (10a) vztahy H(y) = 0 pro y€e NR kde WR)=0, k=1,2,..., 

a potom z (10b) rovnosti A* = 0 pro y€ NWM, kde N:= U R; odtud 
k=0 

IkS = Állhyllde(Y) = N\& ||řdwy) = 0, tj. 4=0 8 

Zbývající část tohoto paragrafu je věnována Hilbertovým prostorům vektoro- 

vých funkcí, které představují často užívané zobecnění prostoru Z*(X, du). 

4.3.6 Příklad: Je dán separabilní Hilbertův prostor 7 dimenze d, 2% d= %, 

a nezáporná o-konečná míra « definovaná na jisté o-algebře W C 2*. Jak jsme 

uvedli v $3.7, tvoří zobrazení F: X > $ vektorový prostor F(X,9) = v 

s bodovými operacemi sčítání a násobení číslem. 

Vektorová funkce F je měřitelná, jestliže komplexní funkce x » (g, Hx))s je 

mčěřitelná pro každé g+€ $ (srv. s poznámkou 3.7.9). Množina měřitelných 

vektorových funkcí tvoří podprostor ; C %. Z Parsevalovy rovnosti pro nějakou 

ortonormální bázi v 7 vyplývá, že pro každé F€ %, je x » |Mx)|S měřitelná 

funkce. Uvažujme množinu 

L(X, d) := fFe V fllF(x)n%;du(x) < l; 

z nerovnosti |H(x) + G(x)|ž S 2(|Fo)|$ + |G(x)|$) plyne, že jde o podpros- 
tor ve %,. Dále F,:= (FE W H(x) = 0 u-s.v. v X) je podprostor v Z$(X, du). 
Sestrojíme faktorový prostor 

LS(X, du) 12 := L(X, duy/ L 

(užívá se též označení Z*(X, du; 2)). Jeho prvky jsou třídy vektorových funkcí 

lišících se vzájemně na «-nulové množině — rovnost dvou prvků z Lá znamená tedy 

rovnost u«-s.v. v X. Proto je budeme opět nazývat vektorovými funkcemi a užívat 

stejného označení jako pro prvky prostoru £*(X, du). Na Lý je pomocí skalárního
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součinu v 4 definována forma 

(5 G) := I(F(XL G(x)) s dm(x) (12) 
xX 

která je zjevně skalárním součinem, takže Zý je pre-Hilbertův prostor. Tento 

prostor je navíc úplný (viz dále příklad 4.5.8); nazýváme jej Hilbertovým prosto- 

rem vektorových funkcí — pro £ = C je samozřejmě totožný s L*(X, du). 

  

4.4 HILBERTŮV PROSTOR ANALYTICKÝCH FUNKCÍ 

Nechť « je míra na C, která je generována Lebesgueovou mírou a funkcí 

(1/z)exp(—|z%9, j | dn(z) = du(x + iy) = (1/x) exp(—x* — y') dx dy. 
Symbolem AXC, du) = A* označíme pre-Hilbertův prostor tvořený funkcemi, 
jež jsou analytické v celé komplexní rovině a patří do £*(C, du), přičemž skalární 

součin je definován stejně jako v ZÝ(C, du): 

(f 8) = Jf(Z) 8(2) du(z) (1) 
C 

(implikace (f;f) = 0 > f= 0 je důsledkem spojitosti uvažovaných funkcí). 

Na rozdíl od Z? jsou prvky prostoru A* funkce a podmínka f= g znamená 

f(z2) = g(2) pro všechna z€ C. 

Naším prvním úkolem je ukázat, že A* je Hilbertův prostor, tj. že je úplný 

vzhledem k metrice indukované skalárním součinem (1). K tomu účelu budeme 

uvažovat podprostor: P C A* tvořený všemi polynomy na C a dokážeme, že 
Hilberův prostor , který vznikne jeho standardním zúplněním, je totožný s A*. 

Přímým výpočtem se ověří, že funkce u, « P, 

u[z) = zř/(nty?, n=0,1,..., 

tvoří ortonormální množinu; vzhledem k tomu, že tato množina je Hammelovou 

bází v 2, a tedy totální množinou v A, je prostor P separabilní. 

4.4.1 Lemma: Pro každé PEF a weC platí 

P(w) = J-P(z) e„(Z) du(z) = (0 P), (2a) 

IP(w)| S P] exp (|wl'/2), (2b) 

kde e„(z) := e"*. 
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Důkaz: Přímým výpočtem integrálu ukážeme, že ||e„| = exp (|jw|*/2), z čehož 

je zřejmé, že e, € A*. Nerovnost (2b) tedy plyne z (2a); tuto rovnost stačí dokázat 

pro P= u, Pro všechna z € C a přirozená N platí odhad 

N mkyk 

kš() k 

  < exp (|wzl), 

  

  

a jelikož funkce z » e"|z|" patří do (C, du), plyne z Lebesgueovy věty 

J.u„(z) e„(z) du(z) = lim » J—u„(z) udz) du(z) = u„(w). m 
N- © k=0 

C 

w 

J 

Nyní můžeme přistoupit k důkazu základních vlastností prostoru A*. 

4.4.2 Věta: (a) G= A* tj. AXC, du) je separabilní Hilbertův prostor. 

(b)y Pro každé fe A* platí 

f(w) = Jf(z) e dmz)=(eL.f),  weoe. (3) 

(c) V prostoru A* plyne z konvergence podle normy bodová konvergence pro 

všechna z € C, tj. |$ — f| > 0 > f.(z2) > f(z). 

(d) Do A?* patří právě ty analytické funkce z > f(z) = » c z*(k!)77, pro něž 
k=0 

o 

2 led“ < 9 (4) 
k=0 

Důkaz: (a) Nechť (B) C Z je cauchyovská; posloupnost odpovídajících tříd 
„-ekvivalentních funkcí je pak cauchyovská v ZX(C, du) a vzhledem k úplnosti 

tohoto prostoru existuje třída [F| € Z? tak, že |F— P,| > 0, přičemž jistá 

vybraná posloupnost (P,) konverguje k F bodově pro u-s.v. z€ C (viz příklad 

2.2.2). Dále z nerovnosti (2b) plyne 

|P(w) — Po(w)| S |P, — Po exp (Iw/2), 

odkud vidíme, že lim P,(w) = f(w) existuje pro každé w € C, přičemž (P,) 

konverguje k f stejnoměrně na každé kompaktní množině Kc(C. V teorii 
analytických funkcí se dokazuje, že za těchto předpokladů je f analytická v U — viz 

např. [Ru 1], věta 10.28. Z podmínky lim P.(z) = F(z) pro u-s.v. z € C vidíme, 
k—> o 

že fe [F], a tudíž |/ — P| >0 a fe4 

Získali jsme tak inkluzi F c A?, z níž vyplývá, že A je uzavřeným podprosto- 
rem v Hilbertově prostoru , který dostaneme standardním zúplněním A?, Jelikož
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P=s(u n=0,1,...)j, pro ortogonální doplněk podprostoru B v W platí 125 

SG = (v n= 0,1,...)". Nechť funkce fe A, f(z) = > a„z*, patří do P!, 
k=0 

Jf(Z) ud)du)=0, n=0,1,.... 

Díky tomu, že fiž, « F(C, du) ařada > a,z* konverguje k funkci f stejnoměrně 
k 

na každé kompaktní množině, dostáváme 

Í f 2) d(z) = lim kžg\% J z*z*" du(z) = 

j R 
R2 

— 1 an nact = R*“OMJO_ tře 'dé; a,„/]. 

To znamená, že A* n P* = (0), což spolu s již dokázanou inkluzí F c A* 
snadno dává tvrzení (a): každé f € A* lze zapsat ve tvaru f = g + h, kde g P, 

heš). Odtud h=sf- g6eA, tj. f= g, a proto K=sW=P. 

(b) Podle tvrzení (a) existuje ke každému f € A* posloupnost (P,) C 2, pro niž 

|f — P|| > 0. Podle (2b) je číselná posloupnost ( E„(w)) cauchyovská pro všechna 

w Ě C; pomocí argumentace užité v první části důkazu tvrzení (a) zjistíme, že 

P(w) > f(w). Rovnost (3) je pak důsledkem (2a) a spojitosti skalárního součinu; 
užitím Schwarzovy nerovnosti z ní získáme tvrzení (c). 

(d) Z rovnosti F = A* vyplývá, že (u,: n = 0, 1,...) je ortonormální báze v A?. 

Každé fe A* lze proto zapsat ve tvaru Fourierova rozvoje 

     

o 

= X c = 2 ladě 
n=0 n=0 

a (4) je důsledkem tvrzení (c). Naopak, nechť pro funkci f; která je analytická 

v celém C, platí (4); je třeba ukázat, že f€.W*(C, du). Nezáporné polynomy 
2 nR 

2, Cx UxZ) P(z) := splňují P(z) > |f(z)| * pro všechna z€ C, přičemž 
  

  

IP„(Z) du(z) = Ž le|f S kŽOICkI < 0 

a tvrzení plyne z Fatouova lemmatu. W
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Prostor AX(C, du), jejž nazýváme Hilbertovým prostorem analytických funkcí, 

byl zkonstruován V. Bargmannem a I. Segalem (viz komentář k $ 16.1). Stejného 

názvu se užívá pro prostory funkcí, které jsou analytické v nějaké oblasti GC C 

a patří do *(G, dx dy); značíme je A*(G, dx dy) (viz komentář). 
V jakém vztahu jsou prostory A* a ZŽ = Hř(C, dw)? Uvažujme zobrazení 

A?* = [?, které funkci f přiřazuje třídu [f] funkcí rovných f uw-s.v. v C. To je 
zjevně lineární, injektivní a zachovává normu; obrazem prostoru A* je proto uza- 

vřený podprostor £ © Z?, který je lineárně izometrický s A*. Vlastnosti I? se tedy 

přenášejí do A*. Protože však 7 * Z?, prostor A* má řadu speciálních vlastností 
— viz např. tvrzení (c) věty 2. Další takovou vlastnost dostáváme z formule (3): 

4.4.3 Důsledek: Pro každé w € C je zobrazení f >* F(f) := f(w) omezený line- 

ární funkcionál na A*, jehož norma je |E || = exp (Iw|*/2). 

Z formule (3) je dále zřejmé, že množina C:= (e,„: w € C) je totální v AŽ 

neboť C*+ = (0). Není však ortonormální a nelze ji ani ortonormalizovat vzhledem 

k tomu, že jde o nespočetnou množinu v separabilním prostoru. Její prvky, kterým 

se někdy říká koherentní stavy, mají následující pozoruhodnou vlastnost. Dosadí- 

me-li f(z) = (€,, f) do formule (3), dostaneme užitím rovnosti e„(z) = e,(w) 
vztah 

f(w) = J-( 6, f) ed[w) duz), () 

) 

který lze považovat za spojitou analogii Fourierova rozvoje f = > („ f)u, 
n=0 

(připomeňme, že v důsledku tvrzení (c) věty 2 konverguje řada > (% f) 4,(Z) 
n=0 

k f(z) pro všechna z € C). 

4.4.4 Poznámka: Koherentní stavy se zavádějí i v jiných Hilbertových prostorech. 

Nejjednodušší je situace, kdy je lze definovat pomocí vhodného izomorfismu 

prostorů A* a W. Vezměme např. prostor W = [(R), a nechť V je lineární 

operátor z ZŽ(R) do A*, který vznikne spojitým rozšířením zobrazení W kde 

Vyh = u n = 0,1,..., a vektory h, € ZŽ(R) jsou určeny vztahy (4.3.4). Z důka- 
zu věty 4.2.10 vyplývá, že rozšíření V zobrazení W je izomorfismus prostorů ZŽ(R) 

a A*. Pro vektory , := exp(—|w|*/2) V7'eG„, w e C, platí |JY | = 1a 

1 
Y.(x) = 27 exp ž[Wz — w — (x — 2w)']). (6) 

Těmto vektorům říkáme opět koherentní stavy; jejich vlastnostem je věnováno 

např. cvičení 18 a příklady 16.1.10 a 17.3.2 a 17.3.8. Existují i jiné množiny 

koherentních stavů, jež nelze získat přenesením z prostoru A*; o tom se podrobněji 

zmíníme v komentáři k š$ 16.1.
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4.5 DIREKTNÍ SOUČET HILBERTOVÝCH PROSTORŮ 
  

V teorii Hilbertových prostorů se často pracuje s direktními součty nějakého 

systému podprostorů daného . Většinou jde o systémy uzavřených vzájemně 

ortogonálních podprostorů (s tím jsme se již setkali ve větě 4.2.3). Tento případ je 

zajímavý mj. z toho důvodu, že podprostor 9, © 9, © ... © 95 se dá velmi 

jednoduše charakterizovat topologicky; tato vlastnost dále umožňuje vypustit 

předpoklad konečnosti uvažovaného systému podprostorů a definovat prostor 

> , pro systém navzájem ortogonálních uzavřených podprostorů ($,: a € J), 
asfF 

kde / je indexová množina libovolné mohutnosti. Uvidíme, že je to vždy uzavřený 

podprostor v ; budeme ho nazývat ortogonálním součtem podprostorů $,. 

Přejděme nyní ke zmíněné topologické charakteristice. 

4.5.1. Tvrzení: Nechť 9,,$,,..., F jsou uzavřené navzájem ortogonální pod- 
N 

prostory daného X Potom y := >% je minimální uzavřený podprostor obsa- 
j=1 

hující všechna $;. 
N 

Důkaz: Podle definice v $1.1 platí y = (x 6: x = ) x, x, 6 4)), a odtud 
j=1 

hned plyne, že každý podprostor obsahující všechna $; obsahuje Hy. Zbývá tedy 

dokázat uzavřenost, což je ekvivalentní podmínce, že pro každou cauchyovskou 
N 

posloupnost (x = P, platí lim x% eJy. Z rozkladu x9% = Yx x 69 
n> j1 

a ortogonality dostáváme 

: N 

|19 — o = Z) — PPP 
j=1 

Posloupnosti (x j = 1,2,..., N, jsou tedy cauchyovské a z uzavřenosti 7; 
N 

plyne x(% > x,6 9) Pro x:= zlx,. E potom  platí ,l,lfl.l |ax — x|? = 
j= 

N 

— 1 o 2 — = šl_tg ]; j9 — x|* =0 m 

Uvažujme nyní libovolný systém (4,: a € Z, ,  (0)) navzájem ortogonálních 

uzavřených podprostorů daného %1). Na základě právě dokázaného tvrzení 

vyslovíme následující definici: ortogonální součet W, = >*9, je minimální 
aclI 

uzavřený podprostor obsahující všechny podprostory 9,. Užívá se též názvu 

hilbertovský součet podprostorů 4,. 

Ortogonální součet je tedy definován pro systém libovolné mohutnosti, avšak 

jeho prvky musí být uzavřené navzájem ortogonální podprostory. Naproti tomu 

l) Je-li W separabilní, je ovšem každý takový systém nejvýše spočetný — viz tvrzení 4.3.1. 
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pojem direktního součtu z $ 1.1 má smysl pro libovolné podprostory v , jejichž 

počet však musí být konečný. Tvrzení 1 lze nyní chápat jako větu o ekvivalenci 

obou pojmů pro konečné systémy uzavřených ortogonálních podprostorů. Je z něj 

dále vidět, že každý prvek konečného ortogonálního součtu je roven součtu svých 

projekcí do jednotlivých podprostorů. Ukážeme, že i v případě obecného ortogo- 

nálního součtu je možno charakterizovat jeho prvky pomocí projekcí. 

Uvažujme podprostor (1) $)iin; nazýváme jej algebraickým součtem podpros- 
ael 

torů $,. Užívá se pro něj též označení > 4, (srv. s cvičením 1.5). Jestliže 7 je 
asl 

konečná množina, je tento podprostor samozřejmě totožný s ;; v obecném 

případě platí 

% 17 z ýa . (1) 

atf 

Na pravé straně totiž máme uzavřený podprostor, který obsahuje všechna $ 

a proto podle definice obsahuje i ;; současně z podmínky 9, C , a toho, 

že , je uzavřený podprostor, plyne >* 9, C H 
atel 

Přejdeme-li k ortogonálním doplňkům, získáme z podmínky 2, C ; inkluzi 

(|(92) 2 W/'; dále podle (1) existuje pro každé y s ; posloupnost (y,„) C 
atl 

c '4 taková, že y, > y. Jestliže x € (|(7,)", potom (y,, X) = 0,n = 1,2,... 
ael acl 

a tedy (x, y) = 0 pro každé y €.%, tj. X E6 .W;'. Získali jsme tak rovnost 

() = NE) - (2) 
ael atl 

Dále budeme potřebovat dvě jednoduchá tvrzení, která snadno plynou z věty 

4.2.3 a spojitosti skalárního součinu. 

4.5.2 Lemma: Nechť (9,: a € Z) je systém vzájemně ortogonálních uzavřených 

podprostorů daného »H. 

(a) Jestliže pro dané x < 3F je x, projekce x do $,, potom projekce x do pod- 
n n 

prostoru : >* rovná se >'x, pro libovolnou konečnou podmnožinu 
j=1 j=1 

( a cl 

(b) Pro danou spočetnou podmnožinu (a;: j = 1,2, Ú..) C Z a posloupnost (x;) 

splňující x; « Z,, položíme s,:= %x Posloupnost (s,| konverguje právě tehdy, 
j=1 

když Y |x|* < %; je-li tato podmínka splněna a x :=* lim s,, potom x; je projek- 
j=1 no o 

ce x do $,, a platí 

lxř = Zd 3)
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Odtud získáme užitím vztahů (1), (2) hledané vyjádření prvků prostoru % 

pomocí projekcí do 7,. Uvedeme jej pro nejčastěji se vyskytující spočetný případ 
(zobecnění viz cvičení 19). 

4.5.3 Věta: Pro ortogonální součet systému (9, C : j = 1,2,...) uzavřených 

ortogonálních podprostorů platí 

Ho= V , =|nEM: x= lim Vx x; cL). (4) 
n*'w]=1 j=1 

  

Důkaz: Označme pravou stranu symbolem . Zřejmě $ c > 9,, takže podle (1) 
j=1 

platí $ C W.. Pro ověření opačné inkluze vezměme x €.1, a nechť x, je projekce 

x do %,. Podle lemmatu je s, = -Z1xj projekce x do ZÍE?Í, a proto ||s„|* = 
j J 

= > |x |* S |ax|? m = 1,2,.... Z tvrzení (b) lemmatu a již dokázané inkluze 
j=1 

9 C W dostáváme $, " s € 9 C.WF,, takže 

X—> 5eHn. (5) 

Pro libovolné y 6 $,, k= 1,2,.... máme (x — s, y) = lim (x — ?) y) = 
no w j=1 

= (X — Xjs Y) = 0, neboť x, je projekce x do 9,; vztah (2) nyní dává x — s€ 

€.W5, což spolu s (5) znamená, že x = s, tj. x6 7 II 

4.5.4 Poznámka: Jestliže £ = (e;: j = 1,2,...) je ortonormální množina v w 

a $, = (e€jlin, potom algebraický součet podprostorů ; je roven býis; H = Ču 

a pro projekci libovolného x do %$; platí x; = čje;, kde č; := (ej, x), takže 

|a |? = Jš F Vztah (4) v tomto případě říká, že do % patří právě ty vektory, 

které se dají vyjádřit ve tvaru Fourierova rozvoje vzhledem k é a rovnost (3) je 

totožná s Parsevalovou rovností. Formule (3), (4) lze tedy považovat za zobecnění 
Parsevalovy rovnosti, resp. Fourierova rozvoje. Analogicky lze zobecnit Besselovu 

nerovnost: zapišme libovolné z €.? ve tvaruz = x + y kdex€6W,G, y W Te 

vztahu (2) je vidět, že vektory x a z mají stejné projekce do $: X; = Z) 

j = 1,2,.... Hledanou nerovnost pak dostáváme ze vztahu (3): ||z|* S ||x|* = 

= 21 |z||“, přičemž rovnost nastává právě tehdy, když z €.%. 
j= 

4.5.5 Příklad: V prostoru ZŽ(X, du), kde « je o-konečná nezáporná míra defino- 

vaná na o-algebře W C 2*, uvažujme podprostory $;, které odpovídají rozkladu 

x= Ux (6) 
j=1 
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na systém disjunktních podmnožin konečné míry: $ := xa f: f L Míra u; 

generovaná funkcí xy, a mírou u, du;:= xx, du, je konečná a je zřejmé, že 

podprostor $; je izomorfní s Ii(X;, du;). Odtud plyne uzavřenost, “ý $;; dále 

podmínky X, o X„ =f, jA k, 1mphku]1 , L $,. Pro libovolné f « LZ(X du) 

sestrojíme posloupnost vektorů f,:= ZXX S = Xxof, kde X 1= UX j; jež 
j=1 j=1 

vzhledem k (6) konverguje bodově k /(x) pro všechna x € X. Dále zřejmě 

S< 1IAL 8 15- A* a podle Lebesgueovy věty máme            

|„ — f| > 0. Získali jsme tak vztah Zř(X, du) = 29 ; rozkladu (6) tedy odpo- 

vídá vyjádření prostoru ZŽ(X, d) ve tvaru ortogonalního součtu podprostorů, 

z nichž každý je izomorfní prostoru (X ;, du;), kde u(X;) = n(X) < ». 

Ve zbývající části tohoto paragrafu se budeme zabývat zobecněním postupu 

popsaného v 84.1, kde jsme pro danou dvojici Hilbertových prostorů , H 

konstruovali nový Hilbertův prostor — jejich direktní součet , © W>,. Po- 

mocí podprostorů 0 c , © , r=1,2, definovaných vztahy P0) := 

= ([x,, 0]: x, 6.0,), 9 := ([0, x]: x, 6.M), které jsou zjevně ortogonální 

a uzavřené, můžeme , © , zapsat jako ortogonální součet podprostorů P0 

a P, které jsou jednoznačně určeny výchozími % a S,. Pro konečné systémy 

tedy existuje velmi úzká souvislost mezi direktním a ortogonálním součtem; z ní 

se vychází při konstrukci direktního součtu libovolného systému Hilbertových 

prostorů. 

Nechť je dána neprázdná množina W = (1,: a € /) Hilbertových prostorů, 

kde 7 je indexová množina libovolné mohutnosti. Přitom se nepožaduje, aby 

zobrazení a > , bylo injektivní - množina W může obsahovat třeba jen jeden 

prostor. Nulový prvek, normu a skalární součin v W označíme 0, |-||« a () 

Symbolem S označíme podmnožinu kartézského součinu X , (viz poznámku 
a 

A.1.8b) tvořenou zobrazeními a > X(a) 6 , která splňují následující pod- 

mínky: 

() KX) := (a: X(a) * 0,) je nejvýše spočetná množina, 

() > Ixa)|é < 
a KX) 

Množina 31 se stane komplexním vektorovým prostorem, | položíme-li 

(aX + Y) (a) := aX(a) + Y(a), a< €. Lineární kombinace splňují podmínku 

(ii) v důsledku Minkowského nerovnosti, z níž stejně jako v případě prostoru /? 

plyne, že zobrazení 

X > | :=( > X? (7a) 
as KX)
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je norma na JW. Každá z norem |.||. splňuje rovnoběžníkovou rovnost, a proto 

norma ||. ||| je indukována skalárním sočinem 

(% W):= 2 (X(a) Wa)). (7b) 
acKX)O KY) 

Korektnost této definice plyne z následující úvahy. Vzhledem k podmínce (i) se 

sčítá, stejně jako v (7a), přes spočetnou podmnožinu v 7; jde tedy o nekonečnou 

řadu, o níž se pomocí Schwarzovy a Hóolderovy nerovnosti zjistí, že je absolutně 

konvergentní, takže nezáleží na pořadí členů. 

Dokážeme, že prestor (7, ||-||) je úplný. Nechť posloupnost (X„,) C P je 

cauchyovská; díky tomu, že množina Zx = U I(X „) je spočetná, lze ji zapsat ve 
n=1 

tvaru (a;: j = 1,2,...). Z podmínky ||X, — X „| < e pron, m > n(e) plyne pro 
každé j existence vektorů X(a;) < W takových, že X„(a;)) > X(a,), a dále nerov- 
nost 

N 

2 |X(a) — X(a)| , < ?,  N=1,02,.... 
j=l 

Provedením limitního přechodu m > % a potom N > % dostaneme implikaci 

n > n(e) > >) |X„(a) — X(a)|i, S ' Dodefinujeme X(a):= 0 pro a 
j=1 

€ lNT y ; potom X E aX,>X. 

Hilbertův prostor, který jsme takto zkonstruovali, nazýváme direktním součtem 

prostorů W a značíme >*%,. Jestliže 7 je konečná množina, jsou podmínky (i), 
acf 

(ii) automaticky splněny a dostáváme totéž, co v $ 4.1. Ve spočetně nekonečném 

případě odpadá pouze podmínka (i) a definice Hilbertova prostoru W = ŽIJ?] = 
j= 

=W, DF © ... se zjednoduší následovně: X je množina všech posloupností 

(Xx;);e ; takových, že x, W a Y |x,|; < %, s algebraickými operacemi definova- 
j=1 

nými po složkách a skalárním součinem 

(X, Y) := Y(x y);- 
j=1 

4.5.6 Poznámka: Direktní součet W = > "%W, lze opět zapsat jako ortogonální 
asI 

součet podprostorů 9 c , a€ 1. Skutečně, pro každé f € / tvoří vektory 
A 6 splňující X(a) = 0, pro a ? fs uzavřený podprostor 09 který je 

izomorfní s.Sy, a podle (7b) platí JA 1 700 pro 8 * y. Uvažujme libovolné 
X 7; každému prvku spočetné množiny HK(X) = (aj: k = 1,2,...) přiřadíme 

vektor X, 6. takový, že X((a;) := X(a;) a X(a):= 0 pro a * a,. Potom 
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o 

platí X„c00, |X - VXdí= S |X(a)|%, > 0 pron > , a z výsled- 
k=1 k=n+1 

ku cvičení 19 vyplývá, že S je ortogonálním součtem podprostorů Xw4A9, 

4.5.7 Poznámka: Mějme nejvýše spočetný systém Hilbertových  prostorů 

W j= 1,2,...). Každý prostor ; je současně B-prostorem, a můžeme proto 

utvořit podle definice v $8 3.1 Banachův prostor: > *7 s normou |.||e. Tento 
j=1 

prostor se ovšem liší od Hilbertova-prostoru >*71;; jsou to i různé množiny. 
j=1 

Položíme-li např., = C, j = 1,2,..., dostáváme podle první definice prostor /', 

kdežto podle druhé /*. Nejednoznačnost symbolu >* , v takovém případě 
j 

odstraníme explicitním uvedením normy. Většinou je však z kontextu jasné, o jaký 

typ direktního součtu jde, a symbol >** je proto fakticky jednoznačný; 
7 

vyskytují se i situace, kdy na rozdílu mezi oběma typy direktního součtu nezáleží 

— viz poznámku 3.4.13. 

4.5.8 Příklad: Budeme užívat označení z příkladu 4.3.6. Nechť $ je separabilní 

Hilbertův prostor dimenze N, 2 S N < %; ukážeme, že příslušný Hilbertův 
N 

prostor vektorových funkcí ZŘ(X, dw) je izomorfní s > *LY(X, du) — tím 
j=1 

současně ověříme úplnost prostoru: Lá(X, dw). 

Budeme uvažovat jen případ N = %; jinak je většina následujících úvah 

triviální. Zvolíme pevně nějakou ortonormální bázi (ej) C $ a pro libovolnou 

měřitelnou vektorovou funkci F zavedeme komplexní funkce x » PF(x):= 

= (e;, F(x))s. Je zřejmé, že tyto funkce jsou měřitelné a pro všechna x € X platí 

| F]|5 = Ž|F(x)| < %. Naopak, z poslední podmínky a měřitelnosti funkcí F; 
/ 

plyne, že předpisem x > H(x):= Y F((x) e; je definována měřitelná vektorová 
] 

funkce. Měřitelnost funkcí F; a platnost vztahu ?|F „(x)|“ < % pro všechna 
j 

x € X je tedy nutnou a postačující podmínkou pro to, aby F byla měřitelnou 

vektorovou | funkcí. Na základě toho nyní ukážeme, že  zobrazení 

F V(P) := (F)ž, = (F) je izomorfismus prostorů Lý a >? L*(X, du). Nechť 
] 

Fe Lá; ze vztahu 

MV=J2MWWMD



4.6 TENZOROVÝ SOUČIN HILBERTOVÝCH PROSTORŮ 

plyne : F,e LY(X,du) pro j=1,2,... a fdin(x) da(x) S |F|* pro 133 
x 

n= 1,2,..., kde ďd,:= Y|F|). Z Leviho věty pak dostáváme 
js1 

I = X JIF,—(x)lzd/l(x), 

takže Ran V c Y *L(X, du) a zobrazení V zachovává normu. 
7 

Zbývá dokázat surjektivitu. Pro libovolné (F)€ Y?L(X, du) opět pro 
] 

n = 1,2,..., dostáváme (d,du = Y (|Fřdu S |(F)|3. Podle Leviho věty 
X j=1 X 

pro w-s.v. x platí lim Š.(x) = >|F(x)|“ < %, takže x » KHx):= ?> F(x) e; je n- o j j 7 

měřitelná vektorová funkce, přičemž 

n> w n m 
JnF(x)ilŠdy(x) = flim ď,du = lim fcb„du = |(FJJ3 < , 

t j. FeLž a (F)= W(P). 
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Nechť jsou dány Hilbertovy prostory.%/,,.%,. Realizací jejich tenzorového součinu 
nazyeme | libovolnou | dvojicí : (% g), kde JW je Hilbertův | prostor 
a pW, X HW, 7 H je bilineární zobrazení g(x, y) = x G„ y=sxC©y které 
splňuje následující podmínky: 
(ts 1) (x © y x © y) = (x,x), (y, y); pro všechna x,x €%,, y y c , 
(ts 2) množina (x © y: x€.W,, y 6) je totální v.%. 

Vyšetříme především otázku existence. 

4.6.1. Věta: Ke každé dvojici , existuje alespoň jedna realizace jejich tenzo- 
rového součinu. 
Důkaz: Uvažujme vektorový prostor % [7 jehož prvky jsou lineární kombi- 
nace „objektů“ x [ y x€W,, y€9 přitom rovnost xOy=sx y je 
definována podmínkou x= x,y= y a každá množina navzájem různých 
objektů je lineárně nezávislá, tj. (x [] y: x €.,, y 6) je Hammelova báze 
v prostomru H []„9?2.1) 

1) Prostor , [1.%, se dá realizovat např. jako prostor funkcí f F X W, > C takových, že 
množina f (C 1V[0]) je konečná. Každý objekt x [] y je realizován funkcí 6„ kde e (u, v):= 0 
pro [4 v] * [x, y], resp. e,,(x,y):= 1.
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Nechť Z je lineární obal prvků / tvaru 

1= Žk:ajůkxj L y — (Zajx,») u (šlgk)'k)' 

Pro dané [x, y] , X , | označíme symbolem x© y třídu všech 

f6%,0.%W, splňujících f = x [I y (mod L); tím je definováno zobrazení 

p: H, X HW, > (0 HW)/L, jež je v důsledku vlastností podprostoru L biline- 

ární. Každé u © (%W, D .%W)/ L se dá zapsat jako >x; © y;; množina (x © y 

ovšem není lineárně nezávislá. ! 

Na (W, D )/ L zavedeme skalární součin tak, aby byl splněn axiom (ts 1). 

Každé dvojicí x [ y, x' [] y', přiřadíme číslo s(x [ y, x 0 y):= (x x) (% wW)ož 

vzhledem k tomu, že (x [] y) je Hammelova báze v $ [1.%, lze takto 

definované zobrazení jednoznačně rozšířit na seskvilineární formu s na R) 0R 

(cvičení 1.20). Dále je vidět, že s(f; g) = 0, jestliže alespoň jedno z f; g patří do 

L. Odtud plyne, že pro daná u, v 6( U M)/L nezávisí s(f,, g,) na výběru 

prvků f,€ w g.,6 v Vztahem (u, 1) = s(fp g.) je tedy definována forma na 

, 0 W /L a snadno ověříme, že je seskvilineární. Ukážeme, že je navíc striktně 
nR 

pozitivní. Vezměme | libovolné u = zlxj © y; a v podprostorech 
j= 

X cc Zn CH Yn ccc Vyhiy C zvolme ortonormální báze (€;,..., ,) 

(frce; fpje Pomocí rozvojů X%, S »cC(é, Yx = > d„ f, dostáváme 
r s 

u=>a„e,],, kde a„,:= »czdy. (1) 
rs j 

Potom <L£, U) = d, ? ž 0, řičemž z (1 plyne, že rovnost nastává jen pro 
v p 

J p 

n$ 

u = 0. Standardním zúplněním prostoru: (3F, D 31:)/ L se skalárním součinem 

(., .) dostaneme Hilbertův prostor./, který splňuje (ts 1, 2), tj. (% g) je hledaná 

realizace. N 

Následující věta pojednává o vztahu mezi různými realizacemi a ukazuje, že 

podmínky (ts 1, 2) určují realizaci tenzorového součinu prostorů , , v pod- 

statě jednoznačně. 

4.6.2 Věta: Nechť (, g) a ((7', g') jsou realizace tenzorového součinu prostorů 

, ; potom existuje právě jeden izomorfizmus V W > W' takový, že pro 

všechna [x, y] < W, X , platí 

x ©,y= Vx ©,)). (2) 

Důkaz: Vzhledem k tomu, že pro libovolná [x y], [% ý] < s X , platí 

xG,y=XB0,j2x1B,.y=XxD. y (cvičení 22), je vztahem (2) definována 

bijekce V: 94% X H) > PH XP) která zachovává skalární součin. Roz- 

šíříme ji nejprve lineárně; dále z axiomu (ts 2) vyplývá existence právě jednoho
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spojitého rozšíření, které je izomorfismem prostorů.%, ' — argumentace je stejná 
jako v důkazu věty 4.2.10. II 

4.6.3 Poznámky: (a) Věta 1 ukazuje, že množina realizací tenzorového součinu 

prostorů , , není prázdná. Formuli (2) lze zapsat ve tvaru g' = Vog; na 

tomto vztahu a jednoznačnosti V je založena abstraktní definice tenzorového 

součinu pomocí teorie kategorií (viz např. [KGv], $ I. 3 a cvičení 61). My se však 

bez ní obejdeme; tenzorovým součinem prostorů , ?, budeme rozumět libo- 

volnou jeho realizaci (, gp). Tuto skutečnost budeme vyjadřovat zápisem 

%=%1 ©97%2' 

V případě konkrétních prostorů budeme mít zpravidla na mysli určité standardní 

zobrazení g; index g budeme potom vynechávat. Také v obecném případě budeme 

psát JW = W, ©.MW, pokud v úvahách bude vystupovat jediné zobrazení 

pH, XH >H Užití tohoto způsobu zápisu ilustruje hned následující po- 
známka. 

(b) Pro libovolné množiny McCHW, a NCMW, označíme 

MON=(x©y xeMysMu; (3a) 

zřejmě platí 

M©N= Myo NMe. (3b) 

Jestliže L, je podprostor v , r = 1,2, nazýváme podprostor Z, © Z, al- 

gebraickým tenzorovým součinem podprostorů Z a L, (viz též komentář). Snad- 

no se přesvědčíme o platnosti vztahu (cvičení 27) 

L © L, = L w l, (3c) 

Speciálně pro uzavřené podprostory , C %W, máme 9 w 9, = 9, © , (viz 
axiom (ts 2)). 

4.6.4 Tvrzení: Jestliže M je totální v W a N je totální v )/ potom 
MoN=H ©m, 
Důkaz: Vzhledem k (ts 2) a (3b) stačí dokázat, že x © y € M;, © N pro každé 

x €W, a y €.)W,. To je však snadný důsledek podmínek My = H,, N = P 
a implikace x, * x, y ? y > x, © y, > x © y, která plyne z odhadu 

|xdy-n Oy|šlu-z)dy])+IxAdy-y|= 

= *Xx - Xxh ly + lxh ly — y m 

135



136 

4 HILBERTOVY PROSTORY 

4.6.5 Důsledek: Nechť , , jsou separabilní a ( , je ortonormální báze 

v r = 1,2. Potom prostor J © P, je separabilní a vektory: 4) © zA 

j,k= 1,2,..., v něm tvoří ortonormální bázi. 

4.6.6 Příklad: Převezmeme označení a předpoklady z tvrzení 4.3.5. Definujeme 

zobrazení gp: L*(M, du) X L(N,dv)> LS vztahem: fO,z=sfog:=fXxXg; 

g je zjevně bilineární. Z Fubiniovy věty plyne (f © g, fedh) = =(f Ď u (8 8), 

a podle tvrzení 4.3.5 je (f © g: fe L*X(M, du), g € L*(N, dv)) totální množina 

v LA. Prostor £$ spolu s uvedeným zobrazením tedy splňuje axiomy (ts 1, 2), tj. 

L> = L'(M X N, d(v © v)) = I(M, du) © LY(N, dv). (4) 

Podobně zjistíme, že pro Hilbertův prostor: Lí(X, du) z příkladu 4.3.6 platí 

LA(X, du) = L*(X, d) © P; (5) 

příslušné bilineární zobrazení g je určeno vztahem (f ©, y) (x) := f(x) y (viz 

cvičení 17). 

  

Komentář 

$4.1 * Koncepci abstraktního (separabilního) Hilbertova prostoru vytvořil kon- 

cem dvacátých let J. von Neumann [vN 1,2]; zobecnění zahrnující i neseparabilní 

prostory provedli v polovině třicátých let H. Lówig a E Rellich. Pojmenovány byly 

na počest D. Hilberta, který studoval počátkem století prostory !* a L*. 

84.2 * [zometrie prostorů 31,.W* definovaná vztahem (4.2.5) je antilineární. 

Z Rieszova lemmatu dále vyplývá, že pro každé f €.X* platí Ker f = (y)", tj. 

Ker f'* = (ypio- 
* Pomocí dané ortonormální báze £ = (e,: a € ) se dá na prostoru W zavést 

involuce J (viz komentář k $ 1.1), která navíc splňuje podmínku ||/x|| = |x|| pro 

všechna x €.W. Vyjdeme ze vztahu (4.2.8a) a položíme 

Jx := > (x, 6) 0- 
j=1 

Přenecháváme čtenáři, aby ověřil, že tento předpis definuje zobrazení $ > P, 

které má všechny požadované vlastnosti. 

$84.3 * Tvrzení 4.3.1b říká, že každý Hilbertův prostor , v němž existuje 

nespočetná ortonormální množina, je neseparabilní. Toho Ilze užít ke konstrukci 

neseparabilního ž/. Jako příklad uvažujme prostor , jehož prvky jsou všechny 

funkce f: R > C, které mají nejvýše spočetný nosič $, a splňují ?, |/(x)| ?< m. 
xe$ 

Dá se snadno ověřit, že vzhledem ke skalárnímu součinu (f, 8) := >, f(x) g0x) 
„\tGSfn Sg
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je tento prostor úplný (viz též cvičení 21); charakteristické funkce jednobodových 

množin tvoří nespočetnou ortonormální množinu, a proto je , neseparabilní 
Hilbertův prostor. 

* O separabilitě prostorů L*(X, dw) se dá rozhodnout na základě vlastností míry 
„. Příslušnou o-algebru označíme / a systém W C W nazveme bází míry u, 

jestliže pro každé M € Y takové, že u(M) < %, je inff((MAMN): NER1 =0 

(srv. s poznámkou A.3.1). Pro o-konečnou míru « je prostor LZ(X, du) separabilní 

právě tehdy, když « má spočetnou bázi (cvičení 13). Přitom není podstatné, že jde 

o Hilbertův prostor — tvrzení platí i pro prostory I?, 1 S p < ©. 

* Funkce /: R > C, které tvoří uzávěr lineárního obalu množiny (e;: 1€R, 
e(x) := *| c C(R),; se nazývají skoro-periodické; vzhledem k normě ||. || 
v C(R) tvoří tedy tyto funkce B-prostor, který označíme A P. Jak ukázal H. Bohr, 

lze skoro-periodické funkce charakterizovat také „vnitřně“ v následujícím smyslu: 
funkce /: R > C je skoro-periodická právě tehdy, když je spojitá a když ke 

každému « > 0 existuje / > 0 takové, že libovolný reálný interval délky / obsahuje 

alespoň jedno £ splňující |f(x + ) — f(x)| < e pro všechna x< R. 

V prostoru AP se zavádí ještě další norma p(.) vztahem 

1 T 

p = Řim — J AG , 

(cvičení 14 a 15). Tato norma zjevně splňuje rovnoběžníkovou rovnost (a je proto 
různá od ||. ||); je indukována skalárním součinem 

1 (—— 
(f 8) := ;13_10 7 Jle(x) g(x) dx. 

V Hilbertově prostoru, který dostaneme standardním zúplněním prostoru AP 

s uvedeným skalárním součinem, je (e;: A € R) nespočetná ortonormální množi- 

na; jde proto o neseparabilní prostor. Základní vlastnosti skoro-periodických 
funkcí Ize najít v [JDS 1], $ IV.7; [RN], $$ 101, 102. 

$4.4 * Nechť m je Lebesgueova míra y C - W, tj. dm(z) = dxdy a G je 

nějaká souvislá otevřená množina v C. Funkce, které jsou analytické v G a patří 

do *(G,dm), tvoří Hilbertův prostor se skalárním součinem (/ g):= 
= (f(z) g(z) dm(z); značíme jej A*(G). Speciálně pro G = (z € C: |z] < 1) = 

G 

= K, je (e(z) = z"(n + 1)/n)'*: n = 0,1,...) ortonormální báze v A4XK,) 
— viz např. [Hal 2], $ 24, 25. 

$4.6 * Konstrukce v důkazu věty 4.6.1 je v podstatě převzata z [We] $ 3.4. 
Podobných konstrukcí realizací tenzorového součinu W = , ©„W, existuje 

celá řada: např. v [RS 1], $ II.4 se W konstruuje pomocí bilineárních forem na 
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M, X W, jiný postup užívá spojitých antilineárních operátorů T-G„ > H, 

definovaných pro každé x €.%W);, y €.W, vztahem 7,„z := (z, y)2x — viz příklad 

6.3.5. 

e Všechna tvrzení týkající se tenzorových součinů dvojice Hilbertových prostorů 
lze bez potíží ověřit pro případ libovolného konečného počtu prostorů. Příslušné 

zobrazení : [X,,..., X,| > x, © ... © x, je multilineární, splňuje podmínku 
m 

(x © ... © x, x) ©... © x;) = [](x;, xj); a množina (x © ... © x; x H 
j=1 

je totální v , © .... ©.„W, P(;jem tenzorového součinu byl zobecněn i pro 

nekonečné systémy Hilbertových prostorů [vN 3]; v této knize se však s tímto 

případem nesetkáme. 

* Mějme vektorové prostory V,, WV; realizací jejich algebraického tenzorového 

součinu nazveme každou dvojicí tvořenou vektorovým prostorem V a bilineárním 

zobrazením g: V, X V, > V, gp(x, y) = x G, y = x © y, jež splňuje následu- 

jící podmínky: 

(a) (x © xe V ye oh = V 
(b) k libovolné jiné dvojicí (WV', g/') splňující podmínku (a) existuje právě jeden 

lineární operátor: T: V > W' takový, že x8,„y= T(x , y) pro všechna 

[x] y] V x V 

Odtud je opět možno dospět k abstraktní definici algebraického tenzorového 

součinu — viz např. [MB], $ IX.8. Lze však vystačit s tím, že algebraický tenzorový 

součin chápeme jako jeho libovolnou realizaci; budeme psát V = V; ©, V; nebo 

V = V, © W; Ke splnění podmínky (b) zřejmě stačí, aby pro zobrazení 

[x y] > x © y platily implikace (i), (ii) z cvičení 22 (tím je zaručena konzistence 

s definicí (3a)). Existence alespoň jedné realizace tenzorového součinu se ověří 
opět konstruktivně; lze aplikovat např. postup z první poloviny důkazu věty 4.6.1 

a ověřit, že zobrazení [x, y| > x © y splňuje zmíněné implikace (i), (ii) (důkaz 

je nyní ovšem třeba provést jinak než ve cvičení 22, neboť nemáme k dispozici 

skalární součin — viz cvičení 26). 

e Tenzorový součin se zavádí také pro B-prostory. Jsou-li X; a X B-prostory 

s normami ||.|| |.||; nazveme přípustnou normou (angl. cross-norm) každou 

normu na algebraickém tenzorovém součinu 2) © X splňující podmínku 

|x © y = |x |y|> pro všechna x€6%), ye6%, Touto podmínkou není 

norma na %W;w % určena jednoznačně — ukazuje se, že ke každé dvojici 

B-prostorů X,, %5 lze sestrojit nekonečně mnoho přípustných norem (v tom je 

situace odlišná od tenzorového součinu Hilbertových prostorů, kde axiom (ts 1) 

spolu s lineárním rozšířením plně určuje skalární součin na H © JP,). Vždy však 

existuje maximální přípustná norma ||. |„ definovaná vztahem ||>'x, © y||„:= 
k 

= inf (?x |y/o)  kde infimum se vztahuje k množině všech vektorů 
! 

>x; © y; E % © % splňujících x; © y = >x © yx. Nechť |. || je daná 
t ! k
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přípustná norma na %; % %>; B-prostor, který vznikne zúplněním normovaného 

prostoru: (%; © 2% ||. |) se značí %; ©,X, přičemž pro % ©,„%X>; se užívá 

též označení: 2; © %,. Podrobnější poučení o této problematice viz [Sch] 

a rovněž |KGv], $ III.1.4. 

  

Cvičení 

1. Dokažte spojitost skalárního součinu chápaného jako zobrazení F © H » C 

užitím Schwarzovy nerovnosti. 

2. Ověřte vztahy (4.1.2). 

3. Pro libovolnou množinu M v Hilbertově prostoru platí M o M* c (0); je-li 

speciálně množina M totální, potom M* = (0). 

4. Jestliže 2 je uzavřený podprostor v , potom 9' .-49. Na základě toho 
a (4.1.2) dokažte vztah (4.2.3) a srovnejte jej s výsledkem cvičení 1.18. 

Návod: Pro x6 $**, x= y+z, kde y€9 a z€9", platí z = 0. 

5. (i) Jsou dány podprostory 7 a L v.W, přičemž % je uzavřený a L je konečně- 

dimenzionální. Potom algebraický součet 7 + L je uzavřený podprostor. 

(ii) Nechť L,, L jsou podprostory v P a nechť dim £; < %. Jestliže 7 je 

lineární operátor na W takový, že L,+ L,c D;, a podprostor 7L, je 

uzavřený, potom existuje podprostor: M C (TL,)“ splňující dim M < dim L, 

a T(L,+ L) = TL, © M. 

Návod: (i) Jestliže : L = (e)y, a f je ortogonální projekce e do , potom 

9+ L=9©1,|e— fy;,. Dále užijte indukce. 

(ii) Jestliže Xx,,..., X, je báze v L y; je ortogonální projekce 7Tx; do TL, 

a z;:= Tx; — y,; potom ta z;, která jsou lincárně nezávislá, tvoří bázi v M. 

6. Pro libovolné ? je.* Hilbertův prostor se skalárním součinem (., .),, který 

je definován pomocí zobrazení (4.2.5) vztahem (f g) := (y,, Y;)- 

7. Neexistuje Hilbertův prostor se spočetně nekonečnou Hammelovou bází. 

Návod: Užijte Gramovy-Schmidtovy věty. 

8. Dokažte existenci spočetné ortonormální báze v separabilním W bez užití 

Zornova lemmatu. 

Návod: Ze spočetné množiny M, která je hustá v , vyberte lineárně nezávislou 

podmnožinu N takovou, že Mc Mu. 

9. Ke každému podprostoru , který je hustý v separabilním.», existuje ortonor- 

mální báze f v.W taková, že f c $. 

Návod: Pomocí množiny (x,: m = 1,2,...), která je hustá v.JW, sestrojte množinu 

(Yymi n, m = 1,2,..) C 2 splňující |x, — Yn| < 1/m. 
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10. Pomocí lineární funkce zobrazující interval (a, b) na (a, S) sestrojte izomor- 

fismus prostorů I*(a, b) a L(a, 6). 

11. Dokažte vztah (4.3.5). 
Návod: Pro: J (k):= (2ny'Znexp(—k?/2) h(k) odvoďte pomocí (4.3.4) 
vztahy J, = iJ ; aJg(k) = exp(—k)). 

12. Pro posloupnost (fit7=> © C[0, 1] danou předpisem f,(x) := 1 — nx pro 

x€[0,1/m), f,(x):= nx — 1 pro x€e[1/n,2/n) a f.(x):= 1 pro xe 

€ [2/n, 1] platí f; Ť 1, |/] 7 1, tj. jsou splněny předpoklady tvrzení 4.2.7, 

avšak tato posloupnost nekonverguje podle normy. 

13. Nechť (X,.%, «) je prostor se o-konečnou mírou. K tomu, aby L*(X, du) byl 

separabilní je nutné a stačí, aby «« měla spočetnou bázi (viz komentář k $ 4.3). 

Návod: Jestliže % je spočetná báze míry , pak množina (x(M): M € R) je totální 

v L*(X, du) — viz cvičení 3.6. Nechť naopak existuje množina (f;: n = 1,2,...j) C 

c LZ(X, d) taková, že k libovolnému přirozenému n a dané množině M€., 

pro niž „«(M) < %, existuje f; splňující |xw — f„| < 1/m; dále uvažujte 

množiny My:=síi: |f„(x) — 1| < 1/27"), mm= 1,2,... a pomocí vzta- 

hu f|xa — x" du = m((B A C) o A) platného pro libovolná: A, B,CEW 
A 

ukažte, že : (MAMu) = S IXu 7 zn du < 1/m, kde NG„(M):= 
Namul M) 

= (x: |xa(2x) — fu(x)) S 1/m). 

14. Je dána skoro-periodická funkce f a posloupnost (/,) C (ex: A € Rh splňují- 

cí |/ — A| > 0. Označme 

1 T 

&m=šfmďw 

a stejně je definováno F(T) pomocí f. 

Ověřte, že posloupnost () konverguje stejnoměrně k F na R*, a na základě toho 
dokažte existenci vlastní limity 

1 T 

mďšgšíywm 

a vztahy p(f) = lim p(/.), P(G = lim (1/27) [ 1/.(x + A|? dx pro libo- 

volné z€e R. 

15. Jestliže skoro-periodická funkce f je nenulová, potom p(f) > 0.
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Návod: Bez újmy na obecnosti lze předpokládat |/(0)| = a > 0. Pomocí spoji- 

tosti a Bohrova kritéria ukažte, že každý interval / délky / obsahuje bod £ takový, 

že pro jisté ó >0 platí U(A) C 7 a inf(|/(x)|: x € UVyd) > 0. 

16. Vektorová funkce F: X > 4 je měřitelná právě tehdy, jestliže pro všechny 

prvky nějaké ortonormální báze (z;) C 7 jsou funkce x > (€;, Hx)), měřitelné. 

17. Jestliže (f „: a € /) je totální množina v Z*X(X, du) a (e,) je ortonormální báze 

v , potom vektorové funkce x » F„(x) := ff(x)e,, a€ l, n= 1,2,..., tvoří 
totální množinu v í( X, du). 

18. Odvoďte formule (4.4.6) pro koherentní stavy v Z*(R) a ověřte vztahy 

  Íxi Y(XP dx = J2 Re w, fw„(x) ddw„ (x) = —i J2Imw. 
x 

R R 

Návod: Užijte rozkladu , = exp(—|w|*/2) > (4,, 6) h vztahu (4.4.3) a vy- 
n=0 

tvořující funkce pro Hermiteovy polynomy: 

o Zk 

exp(— z* + 2zx) = zšHk(x), zeC, xEeR. 
k=0 k< 

19. Nechť (4,: a € Z) je systém vzájemně ortogonálních uzavřených podprostorů 

daného SW, přičemž 7 je libovolná množina. Podprostor: > *4, C W je tvořen 
asl 

právě těmi vektory  x6€.MW,  pro něž existuje nejvýše spočetná množina 
k 

(a: k = 1,2,...) C Z taková, že x = žim zlx,-, x; 6 9o, 
7 © j= 

Návod: Jestliže x, je projekce daného x do 7, potom I :=s(a€T:x,7*0) je 

nejvýše spočetná množina — to je snadné zobecnění tvrzení 4.2.8. 

20. Nechť £; je ortonormální báze v Hilbertově prostoru , j = 1,2,...; potom 

fi= U1 (0, ..., 0,d;, 0, ...) je ortonormální báze v prostoru W = ZÍBJF,»; jsou-li 
J= j= 

speciálně všechny prostory ; separabilní, je / rovněž separabilní. 

21. Neseparabilní Hilbertův prostor , který jsme zavedli v komentáři k $ 4.3, se 

dá zapsat ve tvaru , = >*. 
xeR 

22. Pro vektory x © y €6W, © , platí: 

(i) x © y = 0 právě tehdy, když alespoň jeden z vektorů x, y je nulový, 

(ii) je-li x © y $ 0 a platí 1G y = x © y', potom existuje nenulové a e C 

takové, že x' = ax, y = (1/a) y. 
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Návod: Vyjádřete x © y x © y pomocí e; © f;, kde (ej), resp. (fy) jsou 

ortonormální báze v prostorech (X%, xJjn C H,, resp. (Y Vh CH 

23. Pro každý Hilbertův prostor X? platí f =WoOL. 

24. V aplikacích se často setkáme s tenzorovými součiny J © , kde jeden 

z prostorů , , má konečnou dimenzi. Jestliže např.. dimF; = n, potom 

H AD H,==H DR A 

VAW, =R A R,. 
k=1 

Návod: Nechť (e€;, ..., €,) je ortonormální báze v ; potom (x© y: xe.m,, 

y EHohin = 20x © Y: Y 6) a  zobrazení p R KHR, >R 
k-1 k=1 

glx, Y) := [č,y,..., č„y], x= čej+...+ č,e,, splňuje axiomy (ts 1, 2). 

N 

25. Nechť W, = >Y*4,;, kde $ jsou navzájem ortogonální uzavřené podprostory. 
j=1 

Potom podprostory 2, © W, C W, © , jsou navzájem ortogonální a platí 

N 

H0 A M, = V9, ABH). 
j= 

Rozšiřte platnost tohoto tvrzení na ortogonální součet systému podprostorů libo- 

volné mohutnosti. 

/ 

N 

Návod: Libovolné z €.%, 8 % z = Yx, © y, zapište ve tvaru z = > >x © y,, 
r =1 r 

kde xW je projekce x, do $. 

26. Dokažte, že pro libovolné vektorové prostory W, W splňuje zobrazení 

[x y] > x © ye W, [ V/L implikace (i, ii) z cvičení 22 (viz definici V w V 

v komentáři k $ 4.6). 
Návod: Najděte všechna x€ V;, y€ , resp. též x € WV, y e V, splňující 

xU yeZ, resp. xLlly-xXxllyeL 

27. Dokažte rovnost (4.6.3c). 
Návod: Pro každé x€ L; a y€ L£, patří x © y do L, © Lo. 

28. Nechť F = (f„) je ortonormální báze v.J/, a pro každé k, 1 S k = dim.%w, 

existuje ortonormální báze £W = (eW]) C , Potom 

9=(MW Efu:j=1,..., dimm,, k= 1,..., dim»m) 

je ortonormální báze v W © W,. n 

Návod: Ukažte, že H, BA H,CH AF AHA PCÍh
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  5.1 ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI PROSTORU Z() 

Prostor 1() tvořený omezenými lineárními operátory na daném Hilbertově 
prostoru J je speciálním případem prostorů Z(V, W'), jimiž jsme se zabývali 

v $ 3.2. Vztahují se na něj proto všechny obecné věty tam uvedené, což především 
znamená, že H() je B-prostor s normou ||| definovanou vztahem (3.2.3); tuto 

normu lze vyjádřit také užitím skalárního součinu (cvičení 1). Pomocí složeného 

zobrazení je na F(.) definováno násobení: [ B, C] » BC:= Bo C; díky tomu, 

že platí nerovnost |BC| S |8] |cC|, která plyne přímo z definice normy, je 

B-prostor H() asociativní Banachovou algebrou (viz $ 12.3), jejímž jednotko- 
vým prvkem je identické zobrazení 1. 

Topologie indukovaná na Z() normou se nazývá stejnoměrná topologie 

a značí se 7,. To, že posloupnost (B,) C Z() konverguje k B vzhledem k z 

se zapisuje ve tvaru: B, > B, resp. B = u-lim B,. Pomocí vlastností normy se 

elementárně ověří, že z podmínek B,> B, C,> C plyne B,C,> BC, 

a protože prostory Ř(H) i ŘF(H) © () jsou metrické, je násobení spojité, 

chápeme-li je jako zobrazení B-prostoru Z() © P() do F(MW) - viz cvičení 
2.7. Tento závěr se vyjadřuje stručně v následujícím tvaru. 

5.1.1 Věta: Násobení na P() je spojité vzhledem ke stejnoměrné topologii. 

Jestliže Ker B = 0, tj. B je injektivní, existuje operátor B''; ten je vždy lineární 

(cvičení 3.25), avšak obecně nemusí být omezený. Připomeňme, že k tomu, aby 

B e S(3W), je nutné a stačí, aby 8 byl regulární operátor, tj. bijekce H na e 

— viz důsledek 3.4.7; postačující podmínkou je rovněž |Z — B| < 1 (lemma 
3,6.4). 

Z věty 3.2.4 vyplývá, že F(%) obsahuje jednoznačně určená spojitá rozšíření 

všech prvků prostorů FP(D, H), kde P je jakýkoli hustý podprostor v ; v tomto 

smyslu můžeme považovat F(D, ) za podprostor v Ř(). Pomocí věty o orto- 

gonálním rozkladu lze tento závěr rozšířit i na podprostory: D C , pro něž 
DH 

5.1.2 Tvrzení: Nechť podprostor DC W splňuje D 2 W a nechť 

B € d(D, ). Potom existuje právě jeden operátor B E P() takový, že 
BrD= B BrD* =0 a |B] = |B]
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Důkaz přenecháváme čtenáři jako snadné cvičení. 

Rovnost operátorů B, C e $() definitoricky znamená, že Bx = Cx pro 

všechna x € SF. Vzhledem ke spojitosti je možno tuto podmínku zeslabit: jestliže 

Bx = Cx pro všechna x € £, kde L je podprostor hustý v , potom B = C. 

Často se setkáváme se situací, kdy pro lineární operátory B, C na W a pro dané 

podprostory L, L C 3 platí (x, By) = (x, Cy) pro všechna [x, y| L x L'. 

Pokud jsou oba uvažované operátory omezené, plyne odtud rovnost B = (C za 

velmi jednoduchých podmínek. 

5.1.3 Tvrzení: Nechť Z., / jsou husté podprostory v W a nechť B, CE R(H). 

Jestliže (x, By) = (x, Cy) pro všechna [x, y| L X [', nebo (x, Bx) = 

= (x, Cx) pro všechna x€ L, potom B= C. 

Důkaz je elementární aplikací spojitosti, tvrzení 4.2.4 a polarizační formule. 

V této souvislosti se zmíníme ještě o vztahu mezi operátory BE H() 

a omezenými seskvilineárními formami na X/, tj. formami f; pro něž existuje 

c > 0 takové, že |/(x, y)| S c|x| |»| pro všechna x, y€SF. Každému 

B E Ř(JW) odpovídá omezená seskvilineární forma f definovaná vztahem 

f(x, Y) := (x By); (1) 

za c lze volit |8|. Pomocí Rieszova lemmatu se snadno přesvědčíme, že toto 

tvrzení lze obrátit. 

5.1.4 Tvrzení: K dané seskvilineární formě na X existuje B « H() splňující 

pro všechna x, y € S rovnost (1) právě tehdy, když f je omezená. 

Nechť Be Z(W); pro libovolné y€©.W je vztahem  /(x) := (yY Bx) 

definován prvek f,€ .W*, a proto existuje právě jedno y* e W takové, že pro 

všechna x 6 X platí (y Bx) = (y*,x). Tím je definován lineární operátor 

B*: W — W, B*y := y*, který nazýváme operátorem sdruženým (adjungova- 

ným) s B. Podle definice tedy splňují operátory B, B* pro všechna x,y€.W 

rovnost 

( Bx) = (Břy. x), (2) 

z níž vyplývají následující vlastnosti zobrazení B » Bř. 

5.1.5. Věta: (a) B » B* je antilineární izometrie prostoru F(H), tj. B*eB(H), 

aB* + C*, (3a) 

|B (3b) 

(aB + C)* 

[8*] I
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která navíc splňuje 

(BC)* = C*B", (3c) 

B** = B. (23d) 

(b) Jestliže B je regulární operátor, je i B* regulární, a platí 

(Břy7 = (B)*. (3e) 

Důkaz: Vztahy (3a,c, d) bezprostředně plynou z (2) a tvrzení 3. Položíme-li 

v rovnosti (2) x>= B*y dostáváme  |B*y|' = || |8] |B*y|, | takže 

B* c R(W), |B*|| < |B|; z (3d) potom plyne opačná nerovnost. K ověření (3e) 

stačí uvážit, že z regularity B vyplývá B'e R(), užít vztahů B7'B = I, 
BB"' = I, I* = I a již dokázané rovnosti (3c). II 

5.1.6 Poznámka: Vztahy (3a — d) znamenají, že B > B* je involuce na Banacho- 

vě algebře P() (viz 8$ 12.1, 3). 

5.1.7 Příklad: Pro danou ortonormální bázi é = (ejjj=; v separabilním X 

definujeme lineární operátor S, na f jako lineární rozšíření vztahů Se;:= ej+1, 

j = 1,2,.... Pro každé x € 6j, máme |Sx|| = |x||, takže S je omezený; jeho 

spojité rozšíření S má jednotkovou normu a říká se mu operátor pravého posunutí. 

Pro sdružený operátor dostáváme pomocí (2) vztah ($*ej, €;) = ój1+1, takže 

S*e; = ž(e Sře)ej = 0 projel j k jÍ k . 
k=1 €;-; pro j = 2,3,... 

vzhledem ke spojitosti je operátor S*, nazývaný též operátorem levého posunutí, 

těmito vztahy plně určen. 

Ze základních vlastností sdruženého operátoru plyne následující užitečný vztah, 

jehož důkaz přenecháváme čtenáři. 

5.1.8 Lemma: Jestliže: B « Ř(3), potom Ker B* = (Ran B)“. 

Vlastností sdruženého operátoru se užívá k nalezení funkcionální realizace 

libovolného omezeného operátoru na Z(R). 

5.1.9 Tvrzení: Ke každému B € A(L*(R)) existuje funkce G: R* > C s následu- 
jícími vlastnostmi: 

(a) pro všechna x €R platí G,E L*(R), kde G(y):= G(x, y); speciálně 
G = 0; 

(b) funkce x > (G„f) je pro každé f€e L*(R) absolutně spojitá v R. 
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(c) pro všechna f€ ZŽ(R) as.v. x€ R platí 

d 
(B80) = ĚJG(% y)f(y) dy; (4) 

R 

(d) funkce G je určena podmínkami (a)-(c) jednoznačně až na množinu míry nula 
ve druhém argumentu, tj. jestliže G: R? = C splňuje (a)-(c), potom G(x, y) = 

= (G(x, y) pro všechna x€R asyv yeR. 

Důkaz: Každému x€ R přiřadíme interval (x) C R, jehož jeden hraniční bod 

je x a druhý je 0. Pro e, = sgn(x) X potom platí e, € L(R), 8o = 0, a proto 

G,:= Bře, splňuje podmínku (a); dále je 

(G f) = (e, Bf) = sgn(x) J(Bf) (») dy 
Xx) 

pro každé fe /*(R). Uvažujme libovolný kompaktní interval [4, b]. Funkce 

x > Hx) := Í(Bf)(Y) dy 

je absolutně spojitá na [4, b]; vzhledem k tomu, že na [a, b| platí (G„ f) = 

= F(x) + konst., je splněno (b) a pro s.v. x€ [a, b| dostáváme 

d d 
(8Oo) = F0o) = Š(G“f) = EJ.G(X: y)f(y) dy. 

R 

Interval [a, b] je libovolný, a proto tento vztah platí pro s.v. x€R. 

Předpokládejme, že funkce G: R' > C splňuje podmínky (a)-(c). Potom 

Ž(G P= Ž(0 P (GN = 6u 

pro s.v. x€R a všechna fe /*(R). Z absolutní spojitosti a podmínky 

G, = G, = 0 vyplývá (G.,f/) = (G.„,/) pro všechna x€R; vzhledem 

k libovolnosti f jsou si vektory G G, « L*(R) rovny, tj. G(y) = Čx(y) pro 

všechna xER asv yER m 

5.1.10 Poznámka: Ze závěrečné části důkazu je vidět, že tvrzení o jednoznačnosti 

lze zesílit. Nechť funkce G: R > C splňuje podmínku (a) a nechť existuje 

množina D, která je totální v Z*(R), taková že G má vlastnosti (b), (c) pro každé 

fe D. Potom G(x,y) = G(x, y) pro všechna xER asv ye€R.
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Jestliže pro omezený operátor B na Z*(R) umíme najít explicitní tvar funkce 

y > (Bře.)(y) pro všechna x€R, dává formule (4) funkcionální realizaci 
daného operátoru. 

5.1.11 Příklad (funkcionální realizace Fourierova-Plancherelova operátoru F 

na L*(R)): Budeme užívat výsledků příkladu 3.2.6 a označení tam zavedených. 
Pomocí argumentace, jíž jsme užili při odvození formule (3.2.15), se ukáže, že pro 
každé he L?* n E" platí 

(F7'h) (x) = (2x) !? Je“y h(y) dy. (5) 

Dále snadno nahlédneme, že F' = F*. Skutečně, tvrzení 4.1.1 dává pro 
libovolná f, g € L* rovnosti (f, Fg) = (FF "'f, Fg) = (F7'f,g). Poznamenej- 
me, že formule (5) i vztah F* = F' platí i pro LZ(R"), n ž 2, s tím, že faktor 

(2x) '% je nahrazen (2x) " "* a místo e je nutno psát e'*», kde (x, y) je skalární 
součin v R". 

Pro každé x € R patří e do Z? o L, takže pro funkci G odpovídající podle 
(4) operátoru F platí 

G(x, ») = (Fře)(y) = (2x) 7* sgn (x) Jew dí, 
Xx) 

tj. G(x, y) = (2n) !? (e7* — 1)/(Ziy). Podobně pro funkci G*(x, y) odpoví- 
dající operátoru F* = F dostaneme G*(x, y) = (2n) * (0 — 1)/iy, Akce 
operátorů F a F na libovolné ' € [*(R) je tedy dána formulemi 

e—ixy — 1 d 
(Fy) (x) = (ŽH)_WŠ J. v v() dy, (6a) 

(F7d) ) = o ů J 7 y dy, (6b) 
dx iy 

R 

  

5.1.12 Poznámka: Z uvedených formulí je vidět, že funkce G* je komplexně 

sdružená s G. To však v obecném případě pro dvojici funkcí odpovídajících podle 

(4) operátorům B, B* e A(L*(R)) nemusí platit: jako protipříklad Ize uvést třeba 

operátor (P„f)(x)= g(x) [h(y) f(y) dy, g h fe L*R), ze cvičení 6. 
R 
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5.2 SILNÁ A SLABÁ OPERÁTOROVÁ TOPOLOGIE NA Ž() 
  

Kromě stejnoměrné topologie se na prostoru () pracuje s několika slabšími 

lokálně konvexními topologiemi. Se dvěma z nich se teď seznámíme, další probe- 

reme v $ 13.1. 

Silná operátorová topologie T na () je zadána pomocí systému seminorem 

B =z0íp:x6W, p(B):= |Bx|), který zjevně odděluje body. Řídící systém 
okolí nuly tvoří množiny 

VáM) := (Be R(W): Ppa4B) < , x6 M) (1) 

pro všechna € >0 a všechny konečné množiny M C W. Lokálně konvexní 

prostor (F(), 1) budeme značit symbolem P.(%). 

Z definice (1) bezprostředně vyplývá, že v topologickém prostroru Ř.(H) 

konverguje posloupnost (B,);-; k 8B právě tehdy, když B,x > Bx pro všechna 

x € W. Tuto konvergenci nazýváme silnou operátorovou konvergencí a značíme 

B,„> B, resp. B =s-lim 8,. Uvedeme dvě její vlastnosti, které jsou přímým 
n D 

důsledkem principu stejnoměrné omezenosti (viz též cvičení 3.22). 

5.2.4 Tvrzení: (a) Nechť posloupnost (B,,c () splňuje následující pod- 

mínku: pro každé x €.MW tvoří vektory B,x cauchyovskou posloupnost v 

Potom existuje: B « S(W) takové, že B,> B. 

(b) Jestliže B,>> B a C,Ž> C, potom B,C,> BC. 

První z uvedených vlastností se nazývá silnou úplností prostoru Ř(.%), druhá 

sekvenční spojitostí násobení vzhledem k 1.. Na rozdíl od stejnoměrné topologie 

(věta 5.1.1) však odtud neplyne spojitost násobení. 

5.2.2 Věta: Jestliže : dim W = %, potom násobení, chápané jako zobrazení 

topologického součinu Z() x P(HW) do F(H), není spojité. 

Důkaz: Nechť % je separabilní a e = (ej);Z, je ortonormální báze v JF. Stačí, 
abychom pro každou dvojicí okolí V; = V.(M,), r = 1,2, našli operátory B, 

takové, že B,c V,, zatímco B,B,g Vip((x)), kde x € J je nějaký jednotkový 

vektor. Uvažujme operátory posunutí z příkladu 5.1.7: pro libovolné ó >0, 
n= 1,2,... položíme B.;:= (1/0) ($*)* a C„:= 0S7. Potom B.oCno = I 

(cvičení 7), a proto B,„;C„; není prvkem množiny V »((x)) pro žádné přirozené 

n a ó >0. Jelikož |S"| = 1, patří pro: d,:= e/(2 max |y||) a všechna 
y€ M2 

přirozená 1 operátor C,;, do V.„(M.). Dále užijeme toho, že (S*)"ŠO; dá 

se proto najít přirozené m, (závisející na £€;, d, a množině M;) takové, aby 

|(S*)"z| < e,ó  pro všechna z € M,. Pro B; = Byjš; Bz = Ch jc, potom máme 

B,c V r=1,2 a B,B,é Vo((x)). U



5.2 SILNÁ A SLABÁ OPERÁTOROVÁ TOPOLOGIE NA Z() 

5.2.3 Poznámka: Srovnání s tvrzením 1b ukazuje, že pro dimXW = % není 
v prostoru () splněn první axiom spočetnosti. 

Vyšetříme vztah topologií 7 a T Jestliže pro dané V(M) položíme 

ó = s/max |x|, platí implikace |B| < ó > Be V(M); odtud plyne, že 
xEM 

T, C T, (viz tvrzení 2.3.5). Snadno se rovněž přesvědčíme o tom, že pro každý 
nekonečnědimenzionální prostor platí 1 * r,. 

5.2.4 Příklad: Nechť W je separabilní prostor s ortonormální bází (e)i.;. Pro 

n= 1,2,... definujeme operátory ©, vztahem O,x:= > (e6,x)€eW zjevně 
k=n+1 

platí |0,| = 1 a |0, — „| = 1 pro m m, takže posloupnost (0,) 
nekonverguje vzhledem k z,. Pro každé x €.? však platí |0,„x| > 0, tj. 0,>>0. 

Slabá operátorová topologie z, na P() je zadána systémem seminorem 

Py = Pr: X, Y E MW, Py(B):= |(y Bx)|), který opět odděluje body; odpovídají- 
cí lokální báze v bodě 0 je tvořena množinami 

W(M, N) := (BE P() po(B)y < , x6 M, ye N (2) 

pro všechna £ > 0 a všechny konečné množiny M, N c %W. Lokálně konvexní 
prostor (F(), 1,) budeme značit F(H). 

5.2.5 Poznámka: Vzhledem k tomu, že pro každá x, y€.%W je zobrazení 
B » f„(B):= (y, Bx) omezený lineární funkcionál na Z(/), je slabá operátoro- 

vá topologie slabší než slabá topologie na F(7), jež je určena všemi prvky 

prostoru F()* (viz $ 3.5 a cvičení 9). Výhodou slabé operátorové topologie je 
mj. to, že příslušné seminormy se velmi jednoduše vyjadřují pomocí vektorů z %, 

zatímco podobné vyjádření pro obecný prvek prostoru Z(%)* není známo. Proto 
se slabá topologie na P() prakticky neužívá. 

Jestliže v prostoru 9,„(21) konverguje posloupnost (8,,1 k operátoru B, mlu- 

víme o slabé operátorové : konvergenci; je ekvivalentní | podmínkám 

(x B,x) > (y, Bx) pro všechna x, y € JW a užívá se pro ni označení B,> B, 
resp.. B = w-lim B,. Platí analogie tvrzení 1a. 

5.2.6. Tvrzení: Nechť (B j= C () a pro každou dvojici x, y € W je číselná 

posloupnost ((y, B„x)h-; cauchyovská. Potom existuje : B « Ř(JF) takové, že 
B> B. 
Důkaz: Pro dané x € W označme z.(x):= B,x; ze slabé úplnosti prostoru 

(věta 3.5.6) vyplývá, že posloupnost (z,(x)) slabě konverguje k nějakému z(x) € H 

a je třeba ukázat existenci operátoru: B © () takového, že z(x) = Bx pro 

všechna x € .W. Z toho, že (z„(x)) je slabě konvergentní, plyne, že je omezená; 

v důsledku toho množina (B,: n = 1,2,...) splňuje předpoklady věty 3.4.1, což 
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znamená, že |B,„| < c, m= 1,2,.... Vzhledem k linearitě operátorů B, existuje 

lineární operátor B definovaný na celém JW, pro nějž | Bx = z(x). Dále 

WB,x, Bx)| < c|x| |8x| a současně z podmínky B,x — Bx  dostáváme 

(Bx, Bx) > |Bx| ?, a proto Be F(W). I 

K danému W(M, N) snadno najdeme ó > 0 takové, že pro množinu: Vý M) 
určenou vztahem (1) platí Vý(M) c W(M, N); to znamená, že 1, C 1 přičemž 
pro dimW = w je opět r, ? z, (viz cvičení 10). Poznamenejme ještě, že 

v prostoru Z() není násobení spojité ani sekvenčně (cvičení 11) a že pro 

dim W < % platí T, = T1, = T, (cvičení 12). 

  

5.3 HERMITOVSKÉ OPERÁTORY 

Operátor A « () je hermitovský, jestliže A = A*. Aplikací polarizační 

formule na seskvilineární formu [x, y] > f(x, y) := (yy Ax) získáme následující 

ekvivalentní definici: operátor A je hermitovský, když (x, Ax) € R' pro všechna 

x € W. Z věty 5.1.5 plyne, že množina hermitovských operátorů tvoří reálný 

podprostor v (.1); součin dvou hermitovských operátorů však obecně hermi- 

tovský není (cvičení 15). 
Každé Be Z() je možno zapsat pomocí dvojice hermitovských operátorů, 

které jsou určeny analogickými formulemi jako reálná a imaginární část komplex- 

ního čísla: 

1 1 
B=RoB+ilmB, ReB:=-(B+B'), ImB:==(B-7 B) (D 

1 

Řada vlastností hermitovských operátorů se vyjadřuje pomocí tzv. číselného 

oboru hodnot. Obecně pro lineární operátor: T: W > W s definičním oborem 

D+, nazýváme číselným oborem hodnot množinu 

AT) := ((x, Tx): x€ Dy, |x| S 1). 

Omezený operátor je tedy hermitovský právě tehdy, když jeho číselný obor hodnot 

je podmnožinou reálné osy. Čísla 

M,„:= sup A(A), m,„:= inf A(A) (2) 

nazýváme horní, resp. dolní hranicí hermitovského operátoru A. 

5.3.1. Tvrzení: Pro každý hermitovský operátor A platí 

|A|| = max (|mo], |Ma]) = sup |(x, Ax)|. 
|a] =1
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Důkaz: Označíme c„:= sup |(x, Ax)|; rovnost c, = max(|m,|,|M]) je 
Jx] = 1 

zřejmým důsledkem definičních vztahů (2). Dále pro každé x€%W, |x| = 1, 

platí |(x, Ax)| S |A||, takže c„ < |A|. K ověření opačné nerovnosti stačí 

uvážit, že pro každý hermitovský operátor A plyne z polarizační formule vztah 

Re (y, Ax) = ž(qA(x + y) — gaÓ(x — y)), kde g,(z):= (z, Az). Odtud dostá- 
váme pro všechna x,y € W odhad 

1 1 
|Re (x Ax)| = ZCA(IIX + Y|* + |Jx — l) = ; a +Dl). G) 

Nechť x je jednotkový vektor, pro nějž Ax * 0 (předpokládáme A z 0, jinak 

je vše triviální); dosadíme-li do (3) vektor y = Ax/||Ax|, nabude tato nerovnost 

tvaru |Ax|| S cs, a odtud ihned plyne tvrzení. II 

5.3.2 Příklad: Operátor © násobení nezávisle proměnnou na prostoru Lz(a, b), 

kde b — a< %, je definován pro každé f€ L(a, b)y vztahem 

(08/) (x) := xf(x). 

Jelikož (f, 0f) = fab x|f(x)|* dx € R pro všechna f€e L*(a, b), je O hermitov- 

ský a platí ©(©) C [a, b]. Uvažujme posloupnost jednotkových vektorů 

f, = /ny,, kde x,je charakteristická funkce intervalu (a, a+ 1/m). Potom pro 

všechna s platí 

1 
a+1/n 

mQš(f„,Qf„)=nf xdx=a+Š, 

takže mg = a. Stejným postupem se zjistí, že Mo; = b, a proto |o| = 

= max (|a|, |b|); např. pro operátor O na Z“(0, 1) platí || = 1. 

Operátory A € FP(H), jejichž číselný obor hodnot je tvořen nezápornými, resp. 

kladnými čísly, se nazývají pozitivní, resp. striktně pozitivní; píšeme A > 0, resp. 

A >0. Příkladem pozitivního operátoru je © na ZY(a, b) pro a ž 0; jestliže 

a > 0, platí © > 0. Každý pozitivní operátor je automaticky hermitovský; dále 

je zřejmé, že operátor A je pozitivní (striktně pozitivní) právě tehdy, když odpoví- 

dající seskvilineární forma [x, y] * (y, Ax) je pozitivní (striktně pozitivní). Pro 

pozitivní operátory proto platí Schwarzova nerovnost 

  

(y, Ax)|* S (x Ax) (Y, Ay) (4) 
a vztahy 

m,z0, M,„= |Al]. (5) 
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Pojem pozitivního operátoru umožňuje zavést nerovnosti mezi hermitovskými 

operátory A, B: píšeme A ž B, jestliže operátor A — B je pozitivní. Odtud 

bezprostředně plynou následující jednoduchá pravidla: 

AZ B CzD> A+CZB+D, (6a) 

ipeciálně A + C ž B + C pro každý hermitovský operátor C; 

Az0,cZz0 > cAZO, (6b) 

Az B> -Bě —A, (6c) 

A>B BzC> AZC. (6ď) 

Ze vztahu (5) je rovněž vidět, že na množině pozitivních operátorů je norma 

neklesající funkcí: 

A= B>0 > |A| z |B]. (7) 

5.3.3 Příklad: Pro každé Be P() platí (x B*Bx) = |Bx|P 2 0 tj. 
B*B > 0. Podle (5) dále dostáváme 

  

      

| B*B| = sup (B*Bx,x) = sup |Bx|* = |BIĎ. (8) 
lx] = 1 |x| = 1 

Speciálně pro hermitovský operátor A odtud indukcí plyne |A] = a 

= 1,2,..., což dává pro spektrální poloměr operátoru A (viz větu 3.6.7) vztah 

= ]Jal.     r(A) = lim |A"|" = lim |Aař 

Rovnost (8) hraje důležitou roli při vyšetřování vlastností algebry: () — viz 

$ 12.3. 

Nerovnosti mezi hermitovskými operátory umožňují zavést též pojem suprema 

a infima libovolné množiny (A,;: a € /) hermitovských operátorů: AY = 

= sup A, je hermitovský operátor takový, že (i) A, = A pro všechna a l, 
a€el 

(ii) je-li B hermitovský operátor takový, že A, = B, a€ l, potom A s B; 

analogicky se definuje : inf A,. Platí rovnost inf A, = —sup (— A), která 
asl a€lI ael 

představuje ekvivalentní definici infima. 

Otázka existence suprema a infima množin hermitovských operátorů je kompli- 

kovanější než pro množiny v R. Důvod je zřejmý: relace S definuje na množině 

hermitovských operátorů částečně uspořádání, existují ovšem hermitovské operá- 

tory A * B, pro které neplatí ani A < B, ani B< A. Pro uspořádané pod-
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množiny je však při vhodném výběru topologie v H() situace analogická jako 

vR. 

5.3.4 Věta: Nechť [A] je neklesající posloupnost hermitovských operátorů a B je 

hermitovský operátor takový, že A, S B pro m>=1,2,.... Potom existuje 

hermitovský operátor A = s-lim A, a platí A = sup A,. 
n w 

Důkaz: Označíme f(x):= (x, A„x), x6€.%W;, pro libovolná přirozená n, n, 

m > n je operátor An„,:= A„ — A, pozitivní a položíme-li ve (4) A = An 

y = AnX, dostáváme nerovnost 

1AmaX|' S 1409 — KOD9MA muX; AhmX) - 

Pro skalární součin na pravé straně dává implikace (7) odhad (A„„x, A%,x) = 
5 An P|? S |8 — A|?] |? Odtud vyplývá, že posloupnost (A4,x) je cau- 
chyovská pro všechna x €.W, protože (f(x)) je neklesající číselná posloupnost 

omezená shora číslem (x, Bx). Vzhledem k silné úplnosti prostoru H() existuje 

A « S(W) takové, že A,>>A. Potom f(x) = (x A„x) > (x Ax), t 
(%, Ax) = sup f„(x) pro každé x € JW. Odtud je především jasné, že (x, Ax) e R, 

tj. A = A*; dále (x, Ax) = sup f,(x), a proto A = sup A,. l 

5.3.5 Poznámka: Analogické tvrzení platí pro nerostoucí posloupnosti hermitov- 
ských operátorů takové, že A, S B, n = 1,2,...: s-lim A, = inf A,. Připomeň- 

n 

me, že věža neplatí pro stejnoměrnou topologii: jako protipříklad lze uvést třeba 

nerostoucí posloupnost (©0,), , z 0, z příkladu 5.2.4. 

Věta, kterou jsme právě dokázali, se často užívá při konstrukci operátorů 

s jistými požadovanými vlastnostmi. Ptejme se například, zda k danému pozitivní- 
mu operátoru A lze najít pozitivní operátor B vyhovující podmínce B* = A. Tato 

úloha je motivována analogií mezi nezápornými čísly a pozitivními operátory; 

hledaný operátor B proto nazveme odmocninou z A a označíme /A, resp. A! 

5.3.6 Tvrzení: Ke každému pozitivnímu operátoru A existuje jednoznačně určená 
odmocnina /A, která má navíc následující vlastnost: pro každé B € Z() jsou 

podmínky 

AB = BA, | JAB= B JA (9) 
ekvivalentní. 

Důkaz: Vyšetříme nejprve otázku existence odmocniny a ekvivalence podmí- 

nek (9). Jelikož případ A = 0 je triviální, můžeme se omezit na takové pozitivní 

operátory, pro něž |A|| = 1. Vzhledem k (8) musí platit |/A|| = 1, a tedy 

0S A s /, 0s /A s I (viz (5)). Označíme X:= 1— A a Y:= I — /A; 
podmínka /A* = A je potom ekvivalentní rovnici Y = X + Y*), kterou 
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budeme řešit iterací. Položíme 

Y := X,  Yys(X+ VY)  pro n=1,2,...; (10) 

R
 

R
|
 

kn 
je zřejmé, že pro každý z operátorů Y, platí Y, = Y aX*, ay S 0. To mj. zna- 

k=0 

mená, že (Y,: n = 1,2,...) je množina komutujících operátorů: Y,Y, = Y„Y, 

n,m=1,2,.... Z (10) potom dostáváme Y4 — V = (5 — Ys) = 

= (Y, — Y- )(Y, + Y,-); odtud pomocí indukce ověříme, že také rozdíly 

Y1 — Y, jsou polynomiální funkce operátoru X s nezápornými koeficienty, 

takže posloupnost ( Y) je neklesající. Dále pro všechna přirozená n z (10) vyplývá 

nerovnost : |Y„| < 1, což vzhledem k pozitivitě operátorů Y, znamená, že 

Y, S I. Podle věty 4 existuje pozitivní operátor Y = s-lim Y,, Y s l, a prove- 

deme-li v (10) limitní přechod (s využitím sekvenční spojitosti násobení v F(H')), 

vidíme,že (I7— YVyY=I-X=A, t. JA=7T-Y. 

Jestliže B komutuje s A, komutuje i s X, a potom BY, = Y,B pron = 1,2,...; 

limitní přechod dává BY = YB, takže operátory JA, B komutují. Implikace 

JAB = B JA + AB = BA je triviální, a zbývá tedy dokázat jednoznačnost. 

Předpokládejme, že B, C jsou pozitivní operátory splňující B = C* = A; 

z toho, co jsme již dokázali, plyne BC = CB. Nechť D:= B — (C; pro libovol- 

né x € S položíme y = Dx. Potom (y, By)+ (y, Cy) = (Y ( — C) x) = 0, 

a protože B, C jsou pozitivní, musí platit (y, By) = (y Cy) = 0. Z toho dále 

vyplývá /By = /Čy = 0, a tedy také Dy = 0. Potom |Dx|? = (D'x, x) = 

= (Dy,x)=0, t D=0. N 

5.3.7 Důsledek: (a) Jestliže A ž 0, potom pro každé x € ) platí implikace 

(%, Ax) = 0 > Ax =0. 

(b) Součin komutujících pozitivních operátorů je pozitivní. 

Důkaz přenecháváme čtenáři. 

Pomocí odmocniny se na základě analogie s vyjádřením absolutní hodnoty 

komplexního čísla ve tvaru |z| = (z2)* definuje pro každé B e H() pozitivní 

operátor 

|B| := JB*B. (11) 

Zobrazení z » |z| a B+» |B| mají sice některé společné vlastnosti, např. 

jaB| = |a| |B| pro každé a € C nebo B 3 0 > |B] = B, avšak svou podstatou 

jsou značně odlišná (viz cvičení 18).



5.4 PROJEKTORY 
  

5.4 PROJEKTORY 

Nechť 2 je nějaký uzavřený podprostor v 3/; pro každé x € H označíme y, jeho 
ortogonální projekci do 2. Z věty o ortogonálním rozkladu vyplývá, že zobrazení 

x * y, je lineární operátor, který nazýváme projektorem (nebo projekčním 

operátorem — viz též komentář) a značíme Es. Z uvedené definice je zřejmé, že 

operátor E„ je omezený a že platí 

Ran E9 = 9, | KerE„= $[ (1a) 

a |Eg| = 1, pokud 2 = (0). Dále vidíme, že 7 — E je projektor na podprostor 

4", takže pro libovolný uzavřený podprostor $ platí 

E,+ Eg = I. (1b) 

5.4.1 Příklad: Nechť (e,,..., e„) je ortonormální množina v W. Podle příkladu 

4.2.2 je akce projektoru E příslušejícího podprostoru f€,, ..., „„ na libovolné 

x € W dána vztahem 

E%x = > (e, x) €;. (2) 
j=1 

Jiný jednoduchý příklad projektoru dostaneme, uvažujeme-li pro dané £€R 

podprostor : 2, = (fe L*(R): f(x) = 0 pro s.v. x>G To je uzavřený 

podprostor, | protože | se | rovná ortogonálnímu | doplňku  podprostoru 

(g E L*(R): g(x) = 0 pro s.v. x< fj. Odpovídající projektor E, splňuje pro 

všechna A € Z*(R) vztah 

h(x) ... xs ť 

0 X >b 
(E,h) (x) () 

5.4.2 Věta: Operátor E definovaný na celém W je projektor právě tehdy, když je 

hermitovský a platí E* = E. Jsou-li tyto podmínky splněny, je Ran E uzavřený 

podprostor a obsahuje právě ta x € , pro něž platí Ex = x. 

Důkaz: Nechť E je projektor; vztah E* = £ plyne přímo z definice a hermitovost 

je důsledkem toho, že £ je definován pomocí ortogonálního rozkladu: pro libo- 

volné x € W platí (Ex,(I — E)x) = 0, tj. (Ex,x) = | Ex|* « R. Naopak, 

nechť £ je hermitovský operátor splňující £? = E. Jestliže y€ Ran E, tj. 

y = lim Ex,, potom ze spojitosti plyne Ey = lim E*x, = lim Ex, = y. Pod- 

prostor Ran £ je tedy uzavřený a pro všechny jeho prvky platí: Ey = y. 
Zapíšeme-li libovolné x € W ve tvaru x= y + z, y:= Ex a z:= (] — E) x, 

vidíme, že y € Ran £ a (y, z) = 0; y tedy je ortogonální projekce vektoru x do 

podprostoru | Ran E, a to znamená, že E£ je projektor na podprostor 

Ran £E. B 
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5.4.3 Důsledek: Každý projektor je pozitivní operátor. 

Říkáme, že projektor E je ortogonální k projektoru E jestliže Ran E 1 Ran £ 

což je ekvivalentní podmínce EF = FE = 0. Pomocí ortogonality a nerovností 

lze zformulovat podmínky pro to, aby součet, resp. rozdíl dvojice projektorů byl 

projektor, a najít příslušné podpostory. | 

5.4.4 Tvrzení: Nechť E, F jsou projektory na m. 

(a) Operátor E + F je projektor právě tehdy, když E je ortogonální k F; potom 

platí Ran(£E + F) = Ran E © Ran * 

(b) Následující podmínky jsou ekvivalentní: 

(i) E — F je projektor, 

(i) E= £ 

(iii) Ran E 2 Ran £ 

(i)y EF= FE= F 

Jsou-li splněny, je Ran (E — F) ortogonální doplněk podprostoru Ran F 

v RanZ. 

(c) Operátor EF je projektor právě tehdy, když EF = FE; potom Ran(EF) = 

= Ran E m Ran £ 

Důkaz přenecháváme čtenáři (cvičení 22). 

5.4.5 Poznámka: Z tvrzení (a) pomocí indukce pro projektory E E ..., E, 

plyne: >, £; je projektor právě tehdy, když E,E, = dyEy; j,k= 1,2,.... 
j=1 

Např. pro projektor E% z příkladu 5.4.1 platí EW = Y E;, kde E, je projektor 
j=t1 

na podprostor (e;h,. Další zobecnění na libovolné systémy vzájemně ortogonálních 

projektorů probereme v závěru paragrafu. 

5.4.6 Poznámka: Označme $ = Ran E, % = Ran F; jestliže projektory E a F 

komutují, je projektor na podprostor £' m % roven jejich součinu. Avšak průnik 

é n F je podprostor i tehdy, když E a F nekomutují; můžeme se tedy zeptat, zda 

existuje nějaké vyjádření projektoru na f n 2' pomocí E a Fi v tomto případě. 

Při řešení této úlohy se nejprve ověří, že pro pozitivní operátory G,:= (EFE)" 

existuje G = s-lim G, splňující 0 S G $ I (viz cvičení 20). Dále G = G 

takže G* = G, a G je tedy projektor. Ukážeme, že Ran G = f n P. K to- 

mu užijeme vztahů EG, = G,„E = G,, z nichž limitním přechodem plyne 

Ran G cC e (viz tvrzení 4b). Podobně z G,FG, = G„,EFEG, = Gx>+1 dosta- 

neme  GFG = G;  potom : |FG — G|* = |(FG — G)(FG — G)| = 

= |G — GFG| = 0, a odtud RanGc2. Platí tedy RanGcénzs,; 

naopak pro každé x6 f n W máme G,x = x, n = 1,2,... a limitní přechod
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dává Gx = x, takže G je hledaný projektor na podprostor Ran E ? Ran E Ze 
vztahu FG = GF = G dostáváme pro G další limitní vztah: 

G = s-lim (EF)*" = s-lim (FE)". 

Nechť £, F jsou projektory na 7; pro každý vektor x € W plyne z ortogonality 

vektorů K(I — F)x, (E — f) Fx a z rozkladu 

(E— F)x = E(I— F)x+ (E — 1) Fx (4a) 

vztah |(E— P)x|*=|ECI— Px| *+ |E- D Fx| *(G- Pa|+ | Fax|ř= |a]é 
takže každé dva projektory £, F na daném W splňují nerovnost 

|E — F| s 1. (4b) 

Zajímavý je případ, kdy platí ostrá nerovnost. Dříve než jej vyšetříme, uvedeme 
následující pomocné tvrzení. 

5.4.7 Lemma: Jestliže =,9 jsou uzavřené podprostory v W takové, že 
F o 9) = (0), potom dim F S dim 9. 

Důkaz: Budeme předpokládat, že * je separabilní (o obecném případu pojedná- 

vá např. [We], Theorem 3.11). Pro dim 9 = % je tvrzení triviální; nechť tedy 
dim $ = n a (e,,..., e,) je ortonormální báze v 7. Kdyby dim F > nm, existovala 

n+1 

by v 2 ortonormální množina (f,..., f,+1) a nenulový vektor x= X cjf; 
j=1 

ortogonální ke $ (neboť soustava rovnic (e;, x) = 0, k = 1,2,..., m pro nezná- 

mé Cy,..., C,+] Mmá vždy netriviální řešení), což je spor. W 

5.4.8 Tvrzení: Jestliže projektory E, F na / splňují podmínku |E — F| < 1, 

potom dim Ran F = dim Ran F a dim Ker E = dim Ker £ 

Důkaz se snadno provede pomocí výsledku cvičení 24 a lemmatu 7. 

Na závěr vyšetříme některé vlastnosti nekonečných množin projektorů. Začne- 

me s posloupnostmi. Jelikož pro každý projektor platí 0 < E s /, konverguje 

libovolná monotónní posloupnost projektorů vzhledem k silné operátorové topo- 

logii k jistému hermitovskému operátoru, £E, > E. Pro operátor E dále z podmí- 

nek E/ = E, plyne E* = E, tj. £ je projektor. Je-li posloupnost (£,„) neklesající, 

platí E, < E; pomocí tvrzení 4b a uzavřenosti podprostoru Ran £ odtud 

dostáváme U Ran £, C Ran £; naopak podmínka x= Ex znamená x= 

= slim E,x, tj. xe U Ran E,, takže Ran E= U Ran £,. Analogickými 
no w 

úvahami zjistíme, že pro nerostoucí posloupnost (£,) platl Ran £ = n Ran £,. 

Shrneme získané výsledky. 
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5.4.9 Věta: Ke každé monotónní posloupnosti projektorů (E„t;=1 Sxistuje pro- 

jektor E = s-lim E„ přičemž pro nerostoucí posloupnost platí Ran E = 
no oo 

= (] Ran £, a pro neklesající Ran E = U Ran E,. 
n=1 

n=1 

Nechť (E?)* „ je neklesající posloupnost projektorů; položíme-li E; := EO, 

E„ =s E0DL EO, n=1,2,..., zjistíme pomocí tvrzení 4b, že (E;: j=1, 2, .<c) 

je množina navzájem ortogonálních projektorů. Ze vztahu EW = Y E; plyne 
j=1 

Ran E = Y9 Ran E) 
j=1 

(tvrzení 4a); dále se snadno ověří, že pro algebraický součet podprostorů Ran ; 

platí 

Y Ran £, = |U Ran £EW 
1 j=1 n= 

(viz 8 4.5). Užijeme-li ještě rovnosti (4.5.1), vidíme, že 

E:= s-lim Y E,= Y E, (5a) 
jel n>o j=]1 

je projektor na ortogonální součet podprostorů: Ran £;, tj. 

Ran E = Y? Ran £,;. (5b) 
j=1 j= 

Tento vztah je východiskem pro definici součtu systému (E,: a € /) vzájemně 

ortogonálních projektorů libovolné mohutnosti. Nechť E je projektor na pod- 

prostor: >? Ran £E, (viz cvičení 4.19); potom definujeme >, E,„:= E. Jestliže 
ael asl 

speciálně: E = I, říkáme, že (E,„: a € l) je úplný systém projektorů. Projektor 

Y: E, můžeme vyjádřit jako limitu usměrněného souboru, což představuje přímé 
asI 

zobecnění formule (5a). 

5.4.10. Tvrzení: Jestliže (E,„: a € /) je systém navzájem ortogonálních projekto- 

rů, potom pro každé x € ? platí 

>, E„x = lim Exx, (6) 
a KecS 

kde S = (K c I: K konečná) je usměrněná množina a Ex := >, E,. 
aslI 

Důkaz si čtenář snadno provede sám za pomoci tvrzení 4b a cvičení 4.19. II
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5.5 UNITÁRNÍ A IZOMETRICKÉ OPERÁTORY 
  

Unitárním operátorem na Hilbertově prostoru ? nazveme každý izomorfismus 

U: ? > WW. Unitární operátor tedy splňuje podmínky Dy, = RanU =»w 

a |UVx| = |x| pro všechna x € 39W. Užívají se také dvě další definice. 

5.5.1. Tvrzení: Následující podmínky jsou ekvivalentní: 

(a) U je unitární operátor na , 

(b) zobrazení | U: 1 > W je surjektivní a pro všechna x, y 6 platí 

(Vx, UVy) = (x, Y) 
(c) U je omezený lineární operátor definovaný na celém % a platí U7' = U*. 

Důkaz se snadno provede pomocí příslušných definic a polarizační formule (viz též 
cvičení 27). 

5.5.2 Poznámka: Názvu unitární operátor se někdy užívá i pro izomorfismy 

různých Hilbertových prostorů, tj. pro operátory V e Ř(3,, %)  splňující 

Ran V=W, a |Vxl; = |x||; pro všechna x E€W,; to je opět ekvivalentní 

požadavku, aby W bylo surjektivní zobrazení prostoru ; na W, splňující 
(Vx, Vy); = (x, y); pro všechna x, y €.w,. 

5.5.3 Příklad: Na prostoru Z*(R") existuje třída unitárních operátorů, které mají 

jednoduchou funkcionální realizaci. Každý prvek této třídy se dostane pomocí 

spojité bijekce g = [g, ..., |: R" > R", která splňuje následující podmínky: 

i) každá z funkcí 9gp;: R" > R má na R" spojité parciální derivace J„g, = ] p ] 
= dgp/dx,, k=1,2,..., n 

ii) Jacobiho determinant zobrazení g, tj. funkce x > D(x), kde (D(x))+x := 
_(F d ] 

= (d,gp;) (x), nemá v R" žádný nulový bod a existují kladná a, b taková, že 
pro všechna x€R" platí 

b |D(x)| s a. (1) 

Množinu všech takových bijekcí označíme d$. Každý její prvek je tedy regulární 

zobrazení R" na R" (viz $ A.7), který navíc splňujé podmínku (1). To mj. znamená, 

že pro ně platí věta o substituci, která má pro každé f€e L*(R") tvar 

flf(x)l 'dx= Jlf( 9) |D(x)| dřx, (2) 
fs jír 

aže ý = gp'' je rovněž regulární. Ze vztahu D(yx)) D(x) = 1 potom plyne, 
že i g patří do . 

Nechť g€ ; definujme „dosazovací“ operátor $S, na podprostoru D(57) 

všech f'€ L*(R"), pro něž fo gpe LX(R"), vztahem S,f :=-fog, tj. v explicit- 

- 
1 
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ním tvaru 

(Sg f)(%1;...X) = f(PlXn - Xa)s ++0o PalX1s - X9))- 

Z formule (2) plyne, že pro každé f « L(R") je |fo gp|“ |D] měřitelná funkce; 

vzhledem ke spojitosti funkce x > (Dy(x)) " je měřitelná i |f© g|f a pomocí 

vztahů (1), (2) dostaneme 

A* = J.lf( p(x))|ř |Dx)] dřx Z b Ilf( g(x))|* d"x. 
Rn 

Vidíme tedy, že D($,) = L*(R") a že $,je omezený. Operátory S, a $,, kde 

w = g', kromě toho splňují $„S,= 1, takže 

Ran $ = L(R"). (3a) 

Uvažujme dále operátor 7; násobení funkcí |D"* (T„f) (x) := |D(x)|'* f(x). 

Z nerovností (1) je patrné, že T„ je omezený a invertibilní, přičemž (77'f) (x) = 

= jD()] 7* f(x); odtud plyne 

Ran 7; = L(R"). (3b) 

Akce operátoru: U,„:= T„S, na libovolné f L*(R") je dána vztahem 

(U) () = DO AD (4) 

z nějž vyplývá zachování normy: 

JU A = JIDw(X)i F pOx))Í dřx = Jlf(x)! 'ďx= |A 
n 

Konečně ze vztahů (3a, b) je vidět, že Ran U, = I*(R"); operátor U, je tedy 

unitární. 

Důležitým speciálním případem je operátor zrcadlení (parity) R:= Un, kde 

gr(xX):= — x, xE R". Jelikož |D„(x)) = 1, dostáváme 

(R)() = A72); 

odtud vyplývá vztah R* = 1, tj. R7' = R. Operátor R je proto současně unitární 

i hermitovský (viz cvičení 27). O některých dalších vlastnostech operátorů U po- 

jednává cvičení 32. 

Často se setkáme s úlohou sestrojit unitární operátor na / jako rozšíření 

zobrazení, které je definováno na jisté množině v JW a zachovává normu, resp. 

skalární součin (srv. důkaz věty 4.2.10). Taková úloha nemusí mít vždy řešení
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(cvičení 29); existují však jednoduché podmínky, které zaručují nejen existenci 
řešení, ale i jeho jednoznačnost. 

5.5.4 Tvrzení: Nechť ; je hustě definovaný lineární operátor na %W, tj. 

D(U0) = P, splňující Ran Vy = H a |UVxl| = |x|| pro všechna x € D(U;). 

Potom existuje právě jeden unitární operátor U takový, že U! D(U ) = U,. 

Důúkaz: Operátor U;, je omezený, ||| = 1; podle věty 3.2.4 existuje jedno- 

značně určené U F(HW) splňující UTD(U) = UG a |Ux|| = |x]| | pro 

všechna x € J. Dále ukážeme, že libovolné y € % lze zapsat ve tvaru y = Ux. 

V důsledku podmínky Ran V, = % existuje posloupnost (x,) © 3/ taková, že 
UoX, > Y. Jelikož |Ux, — Uyxu„|| = |x — *X„||, je (x,) cauchyovská, x, 7 x, 

a potom y = lim UV;x, = Ux. Konečně platí | j|Vx] = lim | Vox.]| = 

= lim |x = |x]|. m 

5.5.5 Důsledek: Nechť M c % je totální lineárně nezávislá množina a nechť 

V: M > W je zobrazení takové, že V M je rovněž totální množina a (Vx, Vy) = 

= (X%, y) pro všechna x, y € M. Potom existuje právě jeden unitární operátor 
U splňující UIM= Y. 

Důúkaz: Díky lineární nezávislosti množiny M určuje zobrazení V jednoznačně své 
v 

lineární rozšíření; o něm se snadno ukáže, že splňuje předpoklady tvrzení 4. N 

Lineární operátor V na W se nazývá izometrickým operátorem, jestliže jeho 

definiční obor Dy je uzavřený podprostor v W a | Vx| = |x| pro všechna 

x € Dy. Z této definice bezprostředně vyplývají následující vlastnosti izometric- 
kých operátorů. 

5.5.6. Tvrzení: Jestliže V je izometrický operátor na .W, potom 

(a) Ran V je uzavřený podprostor v , 

(b) (Vx, Vy) = (x, y) pro všechna x, y€ Dy, 

(c) operátor V ' existuje a je izometrický. 

Každý unitární operátor U: W > W je izometrický. Příkladem izometrického 

operátoru, který není unitární, je operátor $ pravého posunutí z příkladu 5.1.7, pro 

nějž D; = W a RanS= (ej“, nebo operátory E,„:= P Myhy, (viz ovi- 

čení 6), kde x, y jsou libovolné jednotkové vektory. Každý izometrický operátor V 

můžeme ovšem chápat jako prvek prostoru G(D,y, Ran V); potom je V unitární 

ve smyslu poznámky 2. 

Daný izometrický operátor W můžeme rozšířit na operátor W definovaný na 

celém W tak, že položíme  Wx:= 0 pro všechna x€ Dý (tvrzení 5.1.2). 

Dospíváme tak k následujícímu pojmu: operátor W € $() nazýváme parciální 

(částečnou) izometrií, jestliže jeho zúžení  Vy:= Wtr(Ker W)* je izome- 
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trický operátor.l) Je zřejmé, že každý izometrický operátor V určuje právě jednu 

částečnou izometrii W splňující Vy = V. 

Obory hodnot operátorů W a Vy jsou totožné, takže Ran W je uzavřený 

podprostor, který se nazývá koncovým podprostorem parciální izometrie W; 

počátečním podprostorem se nazývá uzavřený podprostor (Ker W)*, který 

budeme značit též AW). 

Každý projektor £ je zřejmě parciální izometrií, přičemž: (E) = Ran E = 

= EXW. Jako další příklady parciálních izometrií lze uvést operátory pravého 

a levého posunutí $, S*, pro něž platí /(5) = Ran S* = , resp. HSŤ) = 

= Ran $ = (e,)*, nebo operátory P,, ze cvičení 6 pro ||x|| = |»| = 1 splňující 

f(ny) = (ybj- a Ran ny = (Xhin 

Jestliže | Ker W = 0, neexistuje k parciální izometrii W inverzní operátor; 

nahrazuje jej však operátor W* v následujícím smyslu. Nechť E;, E,jsou projekto- 

ry na podprostory /(W), Ran W. Pro libovolná x, y 6 $ máme (Wx y) = 

= (VyE;x, Ey) = (Ex, VyEy)=(x Vy 'E,y), a proto W* = Vy'E,. Dále 

z lemmatu 5.1.8  dostáváme (Ker W*)l = Ran W = E„, takže 

W* r(Ker W*)+ = Vy!; získali jsme tak následující tvrzení. 

5.5.7 Věta: Operátor sdružený s parciální izometrií W je rovněž parciální izomet- 

rie, přičemž AW*) = Ran W; Ran W* = (W) a pro izometrické operátory 

VW7 Vw* platí VW* = V%l 

5.5.8 Důsledek: Operátory W*W, resp. WW* jsou projektory na počáteční, 

resp. koncový podprostor parciální izometrie W. 

Důkaz: Libovolné x € 3F zapíšeme ve tvarmu x = Ex + (7 — E;)x. Platí 

W*Wx= WVy„Ex= Vy'VyEx = Ex, takže Ww*W= E.  Potom 

WWw* = (W*)*W* je projektor na (W*) = Ran W I 

Nakonec se zmíníme o tzv. polárním rozkladu daného operátoru B € P(H). 

Jde o analogii vyjádření komplexního čísla ve tvaru z = |z| e e'"*. vníž nezáporné- 

mu číslu |z| odpovídá pozitivní operátor |B] = JB*B. Chceme tedy najít operáto- 

rovou analogii W komplexního čísla e!*8* tak, aby pro každé B E () platilo 

= |B| W nebo B = W|B|. Operátor W nemůže být obecně unitární, protože 

např. pro operátor pravého posunutí S máme S*S = I, tj. |5S| = I, a příslušný 

operátor W musí být proto roven $, což není unitární operátor; je to však parciální 

izometrie. Dále se snadno přesvědčíme o tom, že hledaný polární rozklad nemůže 

mít v obecném případě tvar B = |B| W; např. pro operátor levého posunutí S * 

platí |S*| = E,, kde E, je projektor na podprostor (e1*, tj. Ran |$*] W c lej)“, 

zatímco Ran S = W. 

) Přívlastek „částečný“ vy]admje tu okolnost, že W zachovává normu jen pro část vektorů z J — 

těch, které patří do (Ker WYy'.
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5.5.9. Věta: (o polárním rozkladu): Ke každému B € P() existuje právě jedna 

parciální izometrie W; taková, že B = W+„|B| a Ker W,; = Ker B. Dále platí 

Ran W, = Ran B. 

Důkaz: Definujeme W;: Ran |B] > Ran B pro y = |B]x vztahem 

Wy := Bx. (5) 

Vzhledem k tomu, že | B| obecně nemusí být invertibilní, je třeba ověřit, zda tímto 

vztahem je definováno zobrazení, tj. zda každému y € Ran |B] je přiřazen jediný 

vektor (tím bude současně zaručeno, že W je lineární operátor na ?). To je však 

důsledkem rovnosti || Bx|| = ||B| x|| (cvičení 19), z níž dále vyplývá, že operátor 

W; zachovává normu. Jeho spojité rozšíření je proto izometrický operátor, který 

zobrazuje podprostor Ran |B| = (Ker |B|)* = (Ker B)' naRan B, a ze vztahu 

(5) je vidět, že pro odpovídající parciální izometrii, kterou označíme Ws, věta platí. 

K ověření jednoznačnosti uvažujme libovolnou parciální izometrii W splňující 

Ker W = Ker B a B = W|B|, takže 

(W; — W)|B| = 0. (6) 

Ukážeme, že pro každé x€ % platí (W; — W)x=0. Pomocí rozkladu 

x= y+z, kde yeKer B a ze(Ker B)* = Ran |B], dostáváme (W; — W)x = 

=(W, — W)z = lim (W, — W)|B|v,, kde |B|v, >z Podle (6) je 

(W; — W)|B|v,=0, n= 1,2,... takže (W;— W)x=0. m 

5.5.10. Poznámka: Polární rozklad hermitovských operátorů má některé speciální 

vlastnosti. Jestliže A = A* a A = W|A), potom 

Ww*=W,  WA=|A|W. 

Dokážeme nejprve, že první rovnost plyne z druhé: jestliže A = W|A| = |A] W, 

potom z podmínky A* = A dostáváme A = W*|A|; dále W* je parciální 

izometrie s počátečním podprostorem Ran W = Ran A = (Ker A)“, což dává 

pro  Ker W* = (Ran W)* vyjádření Ker W* = Ker A, a z jednoznačnosti 

polárního rozkladu potom plyne W* = W. Stačí tedy ověřit rovnost W|A| = 

= [A] W; vzhledem k tomu, že |A] = (4%)7, je tato rovnost ekvivalentní 
podmínce WA* = A*W (viz (5.3.9)). Z hermitovosti plyne A = |A] W* a odtud 

  

A? = WAaP W = wa'w*. (7) 

Dále W*W je projektor na podprostor (Ker A4)*, a proto A = AW*W (cvi- 

čení 23); vynásobíme-li tedy (7) zprava operátorem W, dostáváme A?W = WA?. 
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5.6 SPEKTRÁLNÍ VLASTNOSTI NORMÁLNÍCH OPERÁTORŮ 
  

Z lineární algebry je známo, že k danému lineárnímu operátoru 8 na konečně- 

dimenzionálním Hilbertově prostoru , existuje ortonormální báze tvořená jeho 

vlastními vektory právě tehdy, když B komutuje s B*. Operátory na , s touto 

vlastností, tzv. normální operátory, mají tedy velmi jednoduché spektrální vlast- 

nosti. Nyní tento pojem zobecníme pro omezené operátory na Hilbertových 

prostorech nekonečné dimenze; další zobecnění uvedeme v kapitole 7. Budeme 

užívat označení z $ 3.6. 

Operátor B « () je normální, jestliže  B*B = BB*". Množinu všech 

omezených normálních operátorů na % označíme M(%?). Je zřejmé, že () 

obsahuje reálný podprostor hermitovských operátorů a grupu Z() unitárních 

operátorů; celá množina () však není podprostor ani grupa. 

5.6.1. Tvrzení: Následující podmínky jsou ekvivalentní: 

(a) BeM(P), 
(b) Bř e 4(P), 

(c) operátory Re B, Im B komutují, 

(d) |(B — 2)x| = |(B* — 4) x| pro všechna x€.W, Ae C. 

Důkaz přenecháváme čtenáři. 

Z podmínky (d) vyplývají dvě důležité vlastnosti operátorů BEM(3). Za 

prvé pro množiny vlastních hodnot operátorů B, B* platí 

A E 0(B) © 1eo(Bř); (1a) 

speciálně o„(B) = d právě tehdy, když o(B*) = W. Za druhé, nechť 2 € a((B); 

potom pro příslušný vlastní podprostor platí 

Ker (B — 2) = Ker (B* — 1). (1b) 

Odtud snadno zjistíme, že řada vlastností normálních operátorů na prostorech 

konečné dimenze zůstává zachována i pro dim = o. 

5.6.2 Věta: Nechť BeMN(H). 
(a) Jestliže A, 4 € 0,(B), A * u, potom Ker(B — 2) l Ker(B — uw). 
(b) Podprostor: Ker (8 — A)“ je B-invariantní pro každé 4€ o;(B). 

(c) Reziduální spektrum operátoru B je prázdné. 

Důkaz: Tvrzení (a) a (b) bezprostředně plynou ze vztahů (1a, b). (c) Jestliže 

A € o(B), tj. Ran(B — 2)* z (0O), je Ž vlastní hodnotou operátoru B* (viz 
lemma 5.1.8) a potom podle (1a) platí A € o(B), což je spor. W 

5.6.3 Věta: Množina o(B) regulárních hodnot každého Be M(7) je totožná 

s jeho oblastí regularity, tj. A € o(B) právě tehdy, když existuje c(4) > 0 takové,
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že pro všechna x € W platí 

J(B — Y x| S 2) |Jx - (2) 

Důkaz: Jestliže A € o(B), je podmínka (2) splněna pro «(2) = |R(2)| *: to 
plyne ze vztahu |p| S | R)] | |Ri(A) p|| a toho, že každé y E6 ! lze za- 

psat ve tvaru y = (B — 4) x. Naopak z podmínky (2) vyplývá Ker (B — 4) = 

= (0), takže existuje operátor: (8 — 2)"'. Pomocí vztahu (1b) dostaneme 
Ker(B* — 7) = (0), tj. Ran(B — 2) = W (lemma 5.1.8), a zbývá dokázat, že 

podprostor. Ran (8 — 2) je uzavřený. Nechť posloupnost (y,) C Ran(B — 7) 

konverguje k y; potom existuje (x C , splňující y, = (B — A)x, n= 

= 1,2,... a z nerovnosti (2) vyplývá, že (x,) je cauchyovská. Potom pro 
x = lim x,, dostáváme užitím spojitosi (B — 2)x = y. I 

sS.6.4 Důsledek: (a) Nechť Be MW(W); potom A26€ (8) právě tehdy, když 
inff|(B — 2) x|: x 6 , |x|| = 1) = 0, tj. když existuje posloupnost (x.) © 
jednotkových vektorů taková, že (B — 2) x, > 0. 
(b) Spektrum unitárního, resp. hermitovského operátoru leží celé na kružnici 
|A| = 1, resp. na reálné ose. 

Důkaz: 'Tvrzení (a) je zřejmé; první část (b) je ekvivalentní tomu, že unitární 
operátor U splňuje podmínku (2), jakmile |2| * 1, což je snadný důsledek 
unitarity: 

(U — 2) x|? = | Ux|2 + Ja |e] ? — 2 Re (Ux 2) = 
ž (1 + 120 x? — 212 e| = 1 — 120P [P 

Je-li A hermitovský, dostáváme pro každé 2 = 2, + i4, vztah 

(A — ) x|* = (A — A) x]? + 1 P J|? S 1 l?, (3) 

takže CXR C o(A4) neboli o(4)cCR. w 

Spektrum hermitovského operátoru lze dále lokalizovat (srv. s komentářem 
k $ 5.3 o vztahu spektra a číselného oboru hodnot): 

5.6.5 Tvrzení: Spektrum hermitovského operátoru A je podmnožinou intervalu 

[zn, M|, jehož hraniční body jsou dolní a horní hranice operátoru A, přičemž m, M 
patří do o(A). 

Důkaz: Vzhledem k tomu, že o(A) C R, je tvrzení o(A) C [m, M| ekvivalent- 
ní podmínce (— %, m) V (M, + %) C o(A). Jestliže např. 2 € (M, + w), pak 
pro všechna x€.JW, |x| = 1, platí podle definice horní hranice (x, (2 — A) x) > 
ž A — M a odtud |(A — 2) x| S (A — 2) x1 x)| S 2 — M; z věty 3 pak 
plyne A€ o(A). Ověříme dále, že me o(A); k tomu účelu aplikujeme na 
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pozitivní operátor A — m nerovnost (5.3.4), v níž x bude libovolný jednotkový 

vektor a y = (A — m) x.. Dostaneme tak vztah 

|J(A — m x|* S (x (A — m)x)|A — m||(A — m)x|* 

a z definice dolní hranice potom plyne 

inF(|(A — m) x|*: x€ , || = 1S 
< |A — m|| [inť ((x, Ax): x € W, |x| = l)- m|)=0. 

Stejně se ověří, že MeE o(A) N 

5.6.6 Příklady: (a) Uvažujme jakýkoliv projektor E různý od 0, I. Je zřejmé, že 

m; = 0 a Myr= 1, takže (E) C [0, 1]. Jestliže 0 < A < 1, potom 

J(E — 2) x|* = JA — 2) Ex — A(T — E) x|? — 

= |( — 2) Ex|* + |JA(Z — E) x|* S min (1 — 2)), P |1 

takže 46 o(E). Spektrum každého netriviálního projektoru tedy obsahuje jen 

čísla 0 a 1. 

(b) Najdeme spektrum hermitovského operátoru © násobení nezávisle proměn- 

nou na prostoru Z'(a, b), kde b — a < %. V příkladu 5.3.2 jsme ukázali, že 

mo = a, My = b. Pro libovolné A € (a, b) položíme f := n'%y,, kde I, = 

= (2,4 + 1/n) n (a, b); potom pro všechna dosti velká 1 je |/| = 1 a 

l/m 

J(O — YA = "I x*dx= — >0, 
0 

což znamená, že o(0) = [4a, bj. Přitom ( nemá žádné vlastní hodnoty (ověřte), 

a vzhledem k tomu, že a(0) = U (viz větu 2), platí (0) = a(0). 

Jak jsme uvedli na začátku, v případě dim * < % je nutnou a postačující 

podmínkou pro to, aby daný lineární operátor B byl normální, existence ortonor- 

mální báze tvořené jeho vlastními vektory. Jestliže dim f = , zůstává tato 

podmínka postačující (viz níže), ale není již nutná: existují normální operátory, 

které nemají dokonce vůbec žádné vlastní vektory (viz operátor © z předchozího 

příkladu). V této souvislosti je užitečné zavési pojem omezeného operátoru s čistě 

bodovým spektrem: nazveme tak každý operátor B E P(9W), jehož vlastní 

vektory tvoří ortonormální bázi v SW. Triviálním příkladem je každý projektor. 

Jestliže: dim S < , je množina operátorů s čistě bodovým spektrem totožná 

s N(21); pro dim.W = w to neplatí. Následující věta udává základní charakte-
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ristiku operátorů s čistě bodovým spektrem na libovolném 3/; je z ní patrný též 

původ názvu této třídy. 

5.6.7 Věta: Každý operátor: B e () s čistě bodovým spektrem je normální 

a platí o(B) = o (B). 

Důkaz: Nechť ; = (e,: a € /) je ortonormální báze v ? taková, že Be, = 

= A,e., pro všechna e,6€ ; Přenecháme čtenáři, aby ověřil, že 

  

Bře, = A.00; (4) 

odtud ihned plyne, že B je normální. Pokud jde o druhé tvrzení věty, vzhledem 
k inkluzi o(B)cC o(B) a uzavřenosti spektra stačí dokázat, že  o(B) C 

C a„(B). Předpokládejme, že 14 o„(B), takže |A — A| S ó pro nějaké d > 0 
a všechna 4,€ a „(B). Pro libovolné x € W nechť /, = joaj: j = 1,2,...]) je 

nejvýše spočetná množina taková, že (€e,;, x) = (6, Bx) = 0 pro afť1, (viz 

tvrzení 4.2.8). Pomocí (4) dostáváme 

  

B — )x = > 6 (B — 1) x) = _Žl A — A 1(0,, )F z dhx1*; 
je1 j= 

z věty 3 potom plyne AÉ0(B). N 

5.6.8 Příklad: Každé omezené posloupnosti s = (4,) C C lze přiřadit omezený 

operátor s čistě bodovým spektrem na separabilním X%. Nechť / = |jej) je orto- 

normální báze v ; definujme lineární operátor B, na fj, pomocí B.e;:= A;e; 

a lineárního rozšíření. Pro všechna x € d platí |B.x|* S sup|A|* |x|“, takže 
r 

7 

B, je omezený a  ||8,|| = sup |4;|. Spojitým rozšířením dostaneme omezený 
/ 

operátor s čistě bodovým spektrem. 

  

5.7 TENZOROVÝ SOUČIN OMEZENÝCH OPERÁTORŮ 

V tomto paragrafu ukážeme, že každé n-tici omezených operátorů B, na »„,, 

r = 1,2,...,nm, je přirozeným způsobem  přiřazen omezený operátor 

B,© B,©... © B, na Ě W, ©... © H, který nazýváme tenzorovým součinem 

operátorů B,,..., B,, a vyšetříme některé jeho vlastnosti. Budeme užívat označe- 

ní zavedeného v $ 4.6, které doplníme o symbol 

Ho:=zixD y xEH,yEM], (1) 

takže: H 09 , = () Prvky prostoru P() a jejiích normu značíme 

příslušným dolním indexem a pro tenzorový součin operátorů užíváme kromě 

explicitního zápisu B ©... © B, též jediného symbolu vytištěného tučně; 
speciálně B, znamená tenzorový součin operátoru B, € F(:W,) s jednotkovými 
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operátory 7 , na prostorech , s * r; např. pro n = 2 máme B = B, © l, 

B, = 1, © B,. Podobně jako v $ 4.6 se budeme zabývat jen tenzorovými součiny 

dvojic operátorů; všechna tvrzení, která uvedeme, lze bezprostředně zobecnit pro 

případ tenzorového součinu libovolného konečného počtu omezených operátorů. 

Pro danou dvojicí | operátorů B, « R(»,) uvažujme | zobrazení 

B: Ho > W,> definovaná vztahem 

B(x © y):= Bx © By. (2a) 

Korektnost této definice plyne z vlastností vektorů x © y uvedených ve cvičení 

4.22. Podobnou úvahou zjistíme, že zobrazení B;, lze jednoznačně rozšířit na 

lineární operátor B, w B, s definičním oborem W © W (viz cvičení 44). 

Zřejmě platí vztahy Ran B © B,c.f, © P, a 

B, © B, = BíB,, (2b) 

kde BÝ := B, © I, a Bi:= 1,w B; pomocí nichž dokážeme následující tvrzení. 

5.7.1 Lemma: Operátor 8, W B, je omezený, přičemž 

>- |8 © B] S 18h lBh 

Důkaz: Vzhledem k (2b) a inkluzi: Ran B c H, W MH, stačí dokázat, že pro 

libovolné 4 € P, © W a r = 1,2 platí |B/u|| S |B] |e|. Uvažujme třeba 
N 

případ / = 1. Nechť u = Y' x; © y; a nechť (e;,..., 0,), resp. (f;... fn) jsou 
j=1 

ortonormální báze v podprostorech (X Xx C A,, resp. (Ys - Yn E 

C ,  Pomocí příslušných rozvojů vektorů x; y; dostaneme (srv. (4.6.1)): 

u= Yae, © f, a |Buj|* = |> g.© f] kde g,.:= > a„B.e, Jelikož 

[g, © f;: s = 1,..., m) je množina vzájemně ortogonálních vektorů, platí 

jt ? = X lgÍ s 1845 Zlžlace lí = 1831 e] u 
S s r 

Podle věty 3.2.4 má operátor B, © B, právě jedno rozšíření Be (H © $), 

které nazýváme tenzorovým součinem omezených operátorů 8,, B; a značíme 

B, © B;. Tenzorový součin omezených operátorů tedy definitoricky patří do 

A(H © H) a pro jeho normu platí (cvičení 44) 

|J8 © B| = |šh |š (3) 

5.7.2 Poznámka: Jak jsme uvedli v poznámce 4.6.3, symbolem X © , rozu- 

míme kteroukoliv realizaci tenzorového součinu daných prostorů. Každé realiza- 

ci J potom odpovídá realizace operátoru: B, © B; což je jednoznačně určený
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omezený operátor na W Jsou-li B a B' dvě různé realizace operátoru B, © B, 

odpovídající různým realizacím W a ' tenzorového součinu , © P, pak 

B'= VBV7, () 

kde V je izomorfizmus prostorů ' a W' definovaný vztahem (4.6.2). K důkazu 

užijeme toho, že množina: HG := (x B y: x6 , y e W je totální v W 
a podobně P$ je totální v W'; vzhledem k omezenosti operátorů 8 ' a VBV"! 
stačí tedy ověřit, že (4) platí pro všechny vektory z 8) což je snadný důsledek 
vztahů (4.6.2) a (2a). 

Z rovnosti (4) plyne, že řada důležitých vlastností operátoru B, © B; je na 

realizaci zcela nezávislá. 'Tato rovnost totiž vyjadřuje tzv. unitární ekvivalenci 

operátorů 8' a B (viz $ 7.4), a v důsledku toho mají všechny realizace operátoru 

B, © B, shodná spektra, množiny vlastních hodnot včetně násobností, stejnou 

normu (což je patrné i přímo z formule (3)) atd. 

Vzhledem k tomu, že operátor B, © B, je jednoznačně určen pro každou dvo- 
jicíi B, « F(71,), r = 1,2, můžeme definovat zobrazení : () X () © 

> B(H, D H) 

Ý( B,, B) '= B © B,. (5) 

Rovnost (3) lze nyní zapsat ve tvaru |(B,, Bo)| = |B: |B];; | základní 

vlastnosti zobrazení © shrnuje následující věta (viz též cvičení 45). 

5.7.3 Věta: Zobrazení © definované vztahem ($5) je bilineární. Dále pro všechna 
B C, E R(W,), r=1,2, platí 

B,C, © B;C, = (B © B)(c, © C), (6) 

(B, © B)* = Bý © BŠ. (7) 

Důkaz: Stejně jako v případě rovnosti (4) stačí uvedená tvrzení ověřit pro vektory 

množiny X;>. Bilinearita a vztah (6) potom přímo plynou z (2a) a bilinearity 

zobrazení [x, y] > x © y. Rovnost (7) platí, jestliže 

(x © yY, (B, © B) (x © y)) = (BŤ © B) (x © y), x © y) 

pro všechna x, x €.W,, y, y' « , což je bezprostřední důsledek (2a) a axiomu 

(ts1). N 

5.7.4 Důsledek: Nechť operátory B, € Ř(W,), r = 1,2, jsou regulární; potom 

je regulární i B, © B, a platí (B © B) ' = Br' © B;'. 
Pomocí rovností (6), (7) se snadno přesvědčíme, že pro speciální třídy omeze- 

ných operátorů, probírané v předcházejících paragrafech, platí následující tvrzení. 
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5.7.5 Věta: Jestliže operátory: B, « (91,), r = 1,2, jsou normální (unitární, 

hermitovské, projektory), potom operátor 8, © B, je normální (unitární, hermi- 

tovský, projektor). 

5.7.6 Příklad: Nechť E, je projektor na XW,, rÓr= 1,2; ověříme rovnost 

Ran E, © E, = Ran £, © Ran £,. (5) 

Užijeme toho, že pro libovolný projektor E platí ekvivalence x€ Ran E © 

= Ex = x. Nechť ue€E Ran £, © Ran E; podle (4.6.3c) platí « = lim , 
B> 0 

kde' u, = Yx © yW, přičemž X = E) a yW = E,yW. Ze spojitosti 

potom plyne ? (E © E)u = lim (E, © B) u, = lim > Ex © E) = 

= lim x9 © yW = u, takže Ran £, © Ran E, C Ran E£, © £,. Naopak, pro 

každé u « W, © %W, máme w = lim m, kde u, = >x © yW pro xe m, 
no D 

a yW 6 , jestliže (E, © E) 4 = u, potom 4 = lim YEx © Eyb, tj. 
nT p 

u € Ran £, © Ran £,. 

  

Komentář 

$ 5.1 * Nechť %X;, % jsou Banachovy prostory. Operátorem sdruženým k danému 

Be B(X%,%) nazýváme operátor : B*: * > X*  definovaný pro všechna 

xeX* a ge6 Y* vztahem (B*g)(x):= s(Bx). Užívá se pro něj též názvu 

duální nebo banachovsky sdružený operátor a označení B'. Z uvedené deňnice je 

zřejmé, že B* je lineární a že pro všechna g « /* platí |B*g|| S |8] Ig což 

znamená, že B* e S(Y/*, WX*) a |8*| < |B|. Pro libovolný jednotkový vektor 

x€ X najdeme g6€ W*, takové, že |g| = 1 a gs(Bx) = |Sx| (viz důsledek 

3.3.4); potom — |Bx = (8*g)C9)] S |B*gl xl S 185x a- proto 
| B*| = |Z||. Povšimněme si toho, že zobrazení B » B* je lineární, zatímco pro 

sdružený operátor na Hilbertově prostoru S je toto zobrazení antilineární. 

V případě Hilbertova prostoru totiž sdružený operátor nepatří do Z(.F*), nýbrž 

je definován jako prvek prostoru F(:), což je umožněno tím, že prostory , * 

jsou antilineárně izometrické. 

$ 5.2 * Analogicky jako v H() se zavádí silná a slabá operátorová topologie 

v prostoru F(%, %;), kde X;, X; jsou B-prostory, a to pomocí systémů seminorem 

P= |(pě x6 %W, py(B) = |Bx|), resp. 

Po ZMpro x6 X, f6 AŤ, p (B) = BA 

Základní vlastnosti konvexních prostorů (F(%, %;), 1), resp. ((Z %1), 1,) lze 

najít v [DS 1], $ VI.1.



5 KOMENTÁŘ 

5.3 * Místo hermitovský se říká také samosdružený (samoadjungovaný) nebo 

symetrický operátor. My těchto alternativních názvů pro omezené operátory 

neužíváme; zavádíme je až pro neomezené operátory v kapitole 7 — tam však už 

nejde o totožné pojmy. | 

* Číselný obor hodnot libovolného operátoru B E () má dvě význačné 
vlastnosti: (a) ©(B) je konvexní množina v C, obecně však není uzavřená ani 

otevřená (to vše se vztahuje i na neomezené lineární operátory na J — viz [Sto], 

$ IV.2 nebo [Hal 2], $ 166); (b) spektrum operátoru B leží v AX(B) (důkaz je 

založen na vlastnosti (a) a větě 8.1.2 — uvádí jej např. [Ka], $ V.3.2). 

* Pomocí číselného oboru hodnot lze charakterizovat také antihermitovské operá- 

tory: operátor: B E P() je antihermitovský, jestliže E©(B) je podmnožinou 

imaginární osy, což je ekvivalentní podmínce B* = — B. 

  

$ 5.4 * Projektor je možno definovat obecněji pro každý podprostor L (ne nutně 

uzavřený), k němuž existuje podprostor / takový, že L © L = W Proto se 

někdy projektorům určeným ortogonálním rozkladem ? podle daného uzavřené- 

ho podprostoru říká ortogonální projektory (ortoprojektory). V této knize pracuje- 

me výhradně s tímto typem projektorů, a proto můžeme přívlastek „ortogonální“ 

vynechat. 

* Pro normu rozdílu libovolné dvojice projektorů E, F na „ platí 

„E u Fll — max ŠOEFa UFE%: 

kde 

o pri= sup(|(Z — F x|: x € EWW, |x]| = 1) = 
= sup (o(x, FW): xE EW, |x| = 1). 

Důkaz tohoto vztahu je založen na rozkladu (4a), z nějž pro každé x€m, 

|x| =1 plyne |E— F| Z |(E— P) x| > (|EU — Py x|P+ (E — D Fx| PP 
Speciálně pro x € F dostáváme |E — F| = |(E— ) x|, takže |E — F| = 

ž o Odtud plyne op;, S |F— E| = |E — F| a zbývá tedy ověřit, že 

|E — F| S max(0 zp, Opp) S M(E, F). Pro každé xE6 |x| = 1 platí 

|(Z — E) Fx| S oj|Fx| a |EU — Pxř = (E( — P)x E(T — Pr| = 
= |(— P) B- Px (- Pd | S omr|EI-— P0- Pxh v 
|E — Py x| $ ozr|(7 — F)x|. | Potom: |(E — Pyx| S m(E, P) (|Px|P + 
+ J — P x|e = mE P. 
$ 5.5 * Antilineární izometrii U: W > X nazýváme antiunitárním operátorem; 

téhož názvu se často užívá i pro antilineární izometrie různých Hilbertových 

prostorů, takže např. zobrazení (4.2.5) z J na J* je antiunitární operátor. 

Užitečná ekvivalentní definice zní takto: zobrazení U: 3? > W, které je surjek- 
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tivní a splňuje (Ux, Vy) = (y, x) pro všechna x, y € JW, je antiunitární operátor 

(srv. cvičení 27). 

8 5.6 * Dokážeme, že rovnost ( A) = |A|| kterou jsme v příkladu 5.3.3 odvodili 

pro spektrální poloměr hermitovského operátoru, platí pro všechny omezené 

normální operátory (viz též cvičení 12.24). Nechť. B € W(); stačí ověřit, že 

| B| < ((B). K tomu užijeme vztahu (B) = (B*) a toho, že pro hermitovské 

operátory rovnost platí: 

n((B)Ý = ((B*) (B) = lim (ICB7) j8 z lim |(8 Břjm = 

— lim |(B*By " = n((B*B) = |BB = |B] Č 

85.7 * Uvažujme podprostor : ; := (B, © B:: B, c R(,), r=1,2by C 

C(H © W). Vzhledem k tomu, že,zobrazení $ definované vztahem (5).je 

bilineární, plyne z výsledků cvičení 45, že , je realizací algebraického tenzorové- 

ho součinu B-prostorů F(H,) a B(() (viz komentář k $ 4.6). Kromě toho je 

podle vztahu (3) norma na prostoru Z(W © ,) přípustnou normou na Fo. 

  

Cvičení 

1. Pro každé Be P() platí |B| = sup |(x By)| = sup |(x, By)l. 
|x]| S1 jx| = 1 ž 

l| =1 j 1 

2. Neexistují B, C e () taková, že BC — CB = al pro nějaké nenulové 

a€eCC. 
Návod: Jestliže | BC — CB = al, potom | B*C — CB" = anB""', 

n= 1,2,... 

3. Jestliže: dim W = , je prostor P() neseparabilní. 
Návod: Každé posloupnosti s = (s„)s =1 tvořené nulami a jedničkami přiřaďte 

operátor B, (viz příklad 5.6.8) a užijte cvičení 2.6. 

4. Pro každé B E Z() a libovolnou množinu M C X platí BM C BM; je-li 
operátor B regulární, platí rovnost. 

5. Nechť M = I(M, dny), kde « je o-konečná míra. Každému 

ke L(MXM, d(n © 10)) = je vztahem | (KP)(2):= [(x ) FO) dmy), 
fe L*(M, du), přiřazen operátor K E F(W), tzv. Hilbertův-Schmidtův integrál- 

ní operátor s jádrem k«k, přičemž |K|* = f |k|*d(u © w) a pro operátor K* 
MXM 

platí (K*řf) () = Á k(y, x) f(y) du(y). 

Návod: Z Fubiniovy věty plyne, že pro s.v. x € M platí (Kf)(x) = (ko Pw 

kde k(y):= k(x, y); dále viz důkaz tvrzení 4.3.5.
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6. Pro libovolná x, y € W je vztahem P,z:= (y, z)x definován operátor 
s následujícími vlastnostmi: 

() P„R) 121 = xl lyl, 
() Pš = Po 

(ii) P,Pr; = (Y ) Pz 

7. Uvažujme operátory pravého a levého posunutí z příkladu 5.1.7. 

(i) Pro n= 1,2,... platí |S"|| = 1, |(S*)"| = 1, (S*y:$" = I, a označíme-li 
9,:= (€1;..., Eghino potom S"(S*)"x = 0 pro všechna x€9, a S(S*)"y = y 
pro všechna y€ 9;. 
(ii) s-lim ($*)" = 0. 

(iii) posloupnost ($"7—, nekonverguje vzhledem k z. 

8. Dokažte silnou úplnost prostoru P() (tvrzení 5.2.1a). 

9. Sestrojte omezený lineární funkcionál f na P() s následující vlastností: ke 
každé dvojicí x, y € ? existuje Be S(W), pro něž f(B5) ? (x, By). 

Návod: Nechť (w, vj je ortonormální množina a f(B) := (u, Bu) + (w, Bwv); 

dosaďte jednak B = I, jednak B= P, (v1z cvičení 6). 

10. Nechť dim ? = %; zobrazení B » B* je spojité vzhledem ke stejnoměrné 

a slabé operátorové topologii, ale není spojité vzhledem k silné operátorové 
topologii. 

Návod: Užijte výsledků cvičení 7 (ii), (iii). 

11. Jestliže dim ? = , potom z podmínek B,"> B, C,7> C nevyplývá 
B,C„ T BC. 

Návod: Viz cvičení 7. 

12. Jestiže dim .» < %, potom topologie 7; 7 a 7, na P() jsou totožné. 

Návod: Užijte vztahů | Bx|? = > |(e;, Bx)|* a |B|* S > | Bej|*, kde (ed, 
7=1 j1 

je ortonormální báze v %. 

13. Nechť posloupnost (x,) C / slabě konverguje k x; potom pro každý 
omezený operátor B platí Bx, * Bx. 

14. Omezený operátor B na separabilním / je hermitovský právě tehdy, když 

pro libovolnou ortonormální bázi (e) C W  platí (e; Bej) = (ex Bej), 
j,k= 1,2,.... 

15. Součin hermitovských operátorů A, B je hermitovský právě tehdy, když 
AB = BA. 

16. Jestliže A je hermitovský operátor, potom A* 32 0, k=1,2,...; je-li 
A 2 0, platí 4"30, n= 1,2,.... 
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17. Nechť 2 je vlastní hodnota operátoru A z 0; potom /2 je vlastní hodnota 

operátoru /A. 
Návod: Jestliže Ax = Ax, |x| = 1, potom /A komutuje s P,, (viz cvičení 6). 

18. Na prostoru C najděte lineární operátory 8, C, pro něž: 

G) |8 * |8] |C] 
(ii) |5"] = |B] 
(iii) neplatí nerovnost |B8 + C) < |B| + |C]. 

Návod: (iii) Položte B= 5 + l, C= I, kde 

„ [o1 „(10 
01-=10 a 03.=0_1. 

19. Pro každé B< Z() platí |B| = ||Bl| a Ker B = Ker|B| = Ker J| B] 
Návod: |Bx|| = ||B| x|) po každé x < ; dále užijte důsledek 5.3.7. 

20. Jestliže 0 < A < /, potom existuje s-lim A" = Á aplatí 0S ÁAs L 
no D 

Návod: Pomocí důsledku 5.3.7 dokažte, že A* — AT = A'(I — A) Z 0 
n1 

a J- A"=(I— A) Y Ařz0. 
k=0 

21. Je dán podprostor: L C W a nechť E je projektor na L.. Potom pro každé 

x € SF platí |Ex| = supl|(x y)|: y € L, || > 15 
Návod: Jestliže Ex * 0, existuje (y,) C £, |y„| = 1, splňující y, > Ex/||Ex|. 

22. Dokažte tvrzení 5.4.4. 

Návod: (a) Při důkazu nutné podmínky vynásobte rovnost EF + FE =0 

nejprve zprava a potom zleva operátorem F 

(b) Jestliže : E Z E potom (Ex, x) = |Ex|* > |Fx|*; dále z podmínky 

||Ex| = |x| plyne x € Ran £. 

23. Pro každé B « () platí B = BE = FB, kde £, resp. F je projektor na 

podprostor: (Ker B)*, resp. (Ker B*ř)“. 

24. Nechť £Z, F jsou libovolné projektory na J 

(i) Jestliže: Ran E n Ker F Z (0), potom |E — P = 1. 

(ii) Z podmínky dim Ran E = dim Ran F neplyne |E — F| < 1. 

25. Nechť (E „)*., je posloupnost projektorů, která slabě konverguje k projektoru 

E (monotonie se nepředpokládá); potom E = s-liim E,. 
no o 

Návod: Ukažte, že | E„x| > |Ex|, a užijte tvrzení 4.2.7. 

26. S označeními z tvrzení 5.4.10 platí > E,„ = sup Ex. 
ael KcS
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27. (i) Jestliže zobrazení U: P > JW je surjektivní a zachovává skalární součin, 
potom je U lineární. 

(ii) Unitární operátor U, pro nějž U* = I, je hermitovský; naopak pro každý 

operátor U E W(W), který je současně unitární a hermitovský, platí U? = I. 

Návod: (i) Ran U = W implikuje (x, U(ay + z)) = (x aly + U>2). 

28. Množina %W(J/) všech unitárních operátorů na daném W tvoří grupu vzhle- 

dem k operaci násobení v H() a topologický prostor (Z(W), 7) je topologická 

grupa (viz komentář k $ 2.6). Platí to také pro (Z(J), 1), resp. (Z(W), 1,)? 

29. Nahradíme-li v důsledku 5.5.5 podmínku (Vx, Vy) = (x, y) pro x, y < M, 

požadavkem ||Vx|| = |x|, x6= M, potom nemusí existovat unitární U takové, 
že UtM=VY. 

Návod: Na separabilním S s ortonormální bází (e;; uvažujte zobrazení: 
Ve,:= e;, Vej:= ej ; pro j2 

30. Jestliže U je unitární operátor na , potom pro každý podprostor L cz 
platí U(L*) = (UL)*. 

31. Každý nenulový hermitovský operátor lze zapsat jako lineární kombinaci dvou 
unitárních operátorů. 

Návod: Jestliže A je hermitovský operátor s jednotkovou normou, potom ope- 
rátory A + i J7 — A* jsou unitární. 

32. Užijeme označení z příkladu 5.5.3. Ověřte, že množina d je grupa vzhledem 

k binární operaci [g, ) > g'9 ' a na základě toho dokažte, že (U: g € d) je 

podgrupa v grupě Z(L*(R")) (viz cvičení 28). 
Návod: Užijte vztahu D „(x) = D(Y(x)) D (x). 

33. Pomocí vztahu A, = (—1)*h, (viz 4.3.5) zkonstruujte Fourierův-Plancherelův 

operátor na L*(R) a odvoďte formule (5.1.6a, b) bez užití výsledků z příkladu 3.2.6 
a vztahu (5.1.5). 

Návod: Lineární rozšíření zobrazení h, > h, je bijekce L > L, kde L:= 

=(hy: n= 0,1,...)jn,  která zachovává normu. Dále ověřte, že  G(x, y) := 

= (e7 — 1)/(—iy) splňuje podmínky (a)-(c) tvrzení 5.1.9 pro všechna A, 
a užijte poznámky 5.1.10. 

34. Pro Fourierův-Plancherelův operátor F na LX(R") platí F*= R, F=l, 
kde R je operátor zrcadlení z příkladu 5.5.3. 

Návod: Pro všechna fe F*(R") n Z'(R") platí Ff= F'RTf. 

35. Jestliže k danému projektoru E existuje We.R(W) tak, že E= W*W, 

potom je W parciální izometrie s počátečním podprostorem E%. 

Návod: Pro x€ E) platí |Wx| = |Ex|* = ||a|*.
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36. Nechť V je izometrický operátor a 2 je uzavřený podprostor v Dy. Po- 

tom dim $ = dim V9; speciálně dim Dy = dim Ran V. | Podprostory D; 

a (Ran V)* však mohou mít různou dimenzi, pokud dim = ©. 

Návod: Jestliže £ je totální ortonormální množina v , je Vg' totální ortonormální 

množina ve VÝ. Dále uvažujte např. operátor pravého posunutí. 

37. Nechť V r = 1,2, je izometrický operátor s definičním oborem , a nechť 

E, je projektor na D,. Jestliže plaí D L D, a Ran V; l Ran V je 

W := V,E, + V,E, parciální izometrie s počátečním podprostorem D, © D, 

a koncovým Ran V; © Ran W 

38. Je-li W|B| polární rozklad operátoru B E S(7F), potom |B] = W*B. 

39. Je dáno zobrazení x > U(x) z R" do množiny unitárních operátorů na da- 

ném SF splňující U(x + y) = U(x) U(y) pro všechna x y€ R*. Je-li toto 

zobrazení slabě spojité, je spojité i silně. 

40. Každý operátor: B « Z() s čistě bodovým spektrem je normální. 

Návod: Ověřte implikaci Be, = 1,e, > Bře, = Ae, 

41. Najděte příklad omezeného normálního operátoru, který není hermitovský 

ani unitární. 

Návod: Uvažujte nenulové komutující hermitovské operátory A, B takové, že 

A*'+ Bz 

42. Pro operátor: B E () splňující podmínku 0 € o(B)X a(B) není pod- 

prostor: Ran 8 uzavřený; najděte příklad takového operátoru. 

Návod: Užijte větu 5.6.2c; dále uvažujte operátor O z příkladu 5.3.2. 

43. Je dána posloupnost (B,) C H(W), která silně konverguje k BEMW(H); 

potom Bí > B* (srv. s tvrzením cvičení 10). 
Návod: Platí B> B* a |Býx| > |B*x| pro každé x€H. 

44. (i) Ověřte existenci a jednoznačnost lineárního rozšíření zobrazení (5.7.2a). 

(ii) Dokažte rovnost (5.7.3). 
Návod: (i) Viz návod ke cvičení 4.22. 

(ii) Pro libovolné jednotkové vektory x€W, a y€ , platí |B, © Bo|| = 

ž |Bx © Boy| = |81x |B2y|2 

45. Pro libovolné omezené operátory B, a C, na , kde = 1,2, platí 

následující tvrzení: 

(i) B, © B, = 0 právě tehdy, když alespoň jeden z operátorů B,, B, je nulový; 

(ii) jestliže B,© B; *0 a B © B,= C, © Č potom plaí G = aflB,, 

C; = (1/a) B; pro nějaké nenulové a € L. 

Návod: (ii) Existují vektory z , takové, že B,z, © Bz = C © Cz, F 0. 

Z axiomu (ts1) pak plyne a = (Biz, Ciz)y/| Bz |6
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46. Dokažte následující vlastnosti tenzorových součinů omezených operátorů: 
(i) Pro operátory B; = B,© I, a B,= I, © B, platí 8,B, = B,B, = B, © B,. 
(ii) Jsou-li A,, A; pozitivní, je i A © A, pozitivní a platí /A, © 4, = 
= [A, © [A 
(iii) Jestliže A, S A; 23 0, r = 1,2, potom A, © A4, ž A| © A; > 0. 

Návod: (iii) A, © A, — Aj © A; = (A, — 4) © 4, + Aj © (A, — A)). 

47. Nechť E,, F, jsou nenulové projektory na W r= 1,2. Potom projektory 
E:= E, © E>, F:= F, © F, jsou rovněž nenulové a platí následující analogie 
tvrzení 5.4.4: 

(i) E ++ F je projektor právě tehdy, když E, + F, nebo E, + F, je projektor. 
(ii) E — F je projektor právě tehdy, když E, — F, a E, — F,jsou projektory. 
(iii) EF je nenulový projektor právě tehdy, když E,F, a E,F, jsou nenulové 
projektory. Potom platí (Ran E, © Ran E) © (Ran F, © P;) = (Ran E, n 
n Ran F;) © (Ran E, 0 Ran PF;). 
Návod: (i) E,F, © E,F, == 0 právě tehdy, když E,F, = 0 nebo E,F, =0. 
(ii) Jestliže EF = F * 0, potom £,F, = afF,; tuto rovnost vynásobte zleva E, 
a využijte nenulovosti E, F,. 
(iii) Je-li EF nenulový projektor, potom E,F, * 0, r = 1,2; z komutativity E a F 
pak plyne E,F, = aF,E, a odtud a= 1. Dále viz (5.7.8). 

48. Pro Fourierův-Plancherelův operátor E na LY(R) platí P, = F© F 
Návod: Funkce h, (viz (4.3.4a)) splňují F(h; X hy) = Fh; X Fhy; dále užijte 
příklad 4.6.6 a tvrzení 4.3.5. 

49. Pro omezené operátory B,na MW,, r = 1,2, platí |B, © BJ = |B] © |BJ. 
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61 STRUKTURA MNOŽINY KOMPAKTNÍCH OPERÁTORŮ 

Lineární operátor C definovaný na celém Hilbertově prostoru ' je kompaktní, 

jestliže zobrazuje libovolnou omezenou množinu v na množinu prekompaktní. 

Vzhledem k tomu, že X je metrický prostor, je uvedená podmínka ekvivalentní 

požadavku, aby každá omezená posloupnost [x] C W obsahovala vybranou 

posloupnost (Xx„), pro niž (Cx„j je konvergentní (viz důsledek 2.5.8). Množinu 

všech kompaktních operátorů na daném / značíme X(%); alternativně budeme 

užívat též symbolu F.„(21) nebo jen /„ (viz komentář k 8 6.3). 

Z uvedené definice snadno plyne, že kompaktní operátor nemůže být neomeze- 

ný; platí tedy 

KHK(H) C RP). (1) 

Pokud dim.X = «, existují omezené operátory, které nejsou kompaktní, tj. 

K(H) A B(W): triviálním příkladem je jednotkový operátor nebo projektor na 

jakýkoli nekonečnědimenzionální podprostor. Jestliže : dim W < %, je každá 

omezená množina prekompaktní (viz důsledek 2.5.10), a ve vztahu (1) tudíž platí 

rovnost. 

6.1.1 Příklad:  Omezenému | operátoru 7; který | splňuje podmínku 

dim Ran T < %, se říká konečnědimenzionální operátor (viz též cvičení 1). 

Nechť 7 E Z() je konečnědimenzionální; pro libovolnou omezenou množinu 

M c AF je TM omezená množina v Ran 7; a je tudíž prekompaktní. Každý 

konečnědimenzionální operátor je tedy kompaktní. 

6.1.2 Věta: Operátor C je kompaktní právě tehdy, když C-obraz každé slabě 

konvergentní posloupnosti je posloupnost konvergentní, tj. x,—> x implikuje 

Cx,„ 7 Cx. 

Důkaz: Nechť Ce.XW() a předpokládejme, že x,7> x neimplikuje 

|Cx, — Cx| > 0. Existuje tedy « >0 a rostoucí posloupnost přirozených čísel 

(m) taková, že pro y := Cx„ je 

|Cx — Y| = e (2)
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pro všechna k = 1,2,.... Vzhledem k tomu, že f(x,) je omezená (viz větu 3.5.3), 
lze z (y,) vybrat konvergentní posloupnost ( Y) takovou, že 

lim |ys, — y| = 0. (3) 
j7 B 

Potom také w-lim y; = y; nyní z podmínky x,—> x plyne y = Cx (viz cvičení 
jí w 

5.13) a vztahy (2), (3) jsou ve sporu. 

Obrácená implikace je přímým důsledkem věty 3.5.6: protože každý Hilbertův 
prostor je reflexivní, lze z každé omezené posloupnosti (x,) C W vybrat slabě 
konvergentní (X „j; potom (Cx„) je konvergentní. N 

vvvvv 

6.1.3. Věta: (a) X( je podprostor v 1() uzavřený vzhledem ke stejnoměrné 
topologii. 

(b) Jestliže C E XW(), potom pro libovolný omezený operátor 8 jsou operátory 
CB a BC kompaktní. 

(c) Operátor sdružený s kompaktním operátorem je kompaktní. 

Důkaz: Tvrzení (b) a to, že X(W) je podprostor, dostaneme snadno 
z věty 2. Jestliže dále: CE X(W) a x,7>x, potom |C*x, — C*x|? = 
= J(x, — x CC*(x, — x))) S |x, — x| |CC*(x, — ©)|. Nyní (x,) je omeze- 
ná a operátor CC* je podle (b) kompaktní, takže CC*x, > CC*x; potom 
|C*x, — C*x| > 0, a operátor C* je tudíž kompaktní. 

Zbývá dokázat, že X(71) je uzavřená. Nechť pro posloupnost (C,) C X(w) 
a nějaké B © () platí |C — B| > 0 a nechť M je omezená množina v , 
tí. ||x|| S km pro všechna x€ M. Stačí, abychom ke každému © >0 našli 
konečnou s-síť pro množinu BM (viz důsledek 2.5.10). Nechť || Cý — B| < 
< e/2ky; jelikož Cg je kompaktní, existuje konečná £/2-síť N pro množinu 
CngM, tj. ke každému x € M umíme najít y € N tak, že | CeoyX — Y| < £8/2. 
Potom |Bx — y| Z |B = Czol [x] + |CmogX — y| < e, a proto V je hledaná 
konečná e-síť pro BM. I 

    

6.1.4 Poznámka: Předchozí věta má (s výjimkou tvrzení o uzavřenosti) čistě 
algebraický charakter, a lze ji proto zformulovat pomocí příslušných algebraických 
pojmů (viz $ 12.1). Vlastnost (b) znamená, že podprostor X( je oboustranný 
ideál v algebře P(7W), a (c) vyjadřuje, že jde o *-ideál vzhledem k involuci 
B> B* na.P(7/). Celkem tedy můžeme větu přeformulovat takto: Množina 
X () je uzavřený oboustranný *-ideál v P(./). Poznamenejme v této souvislos- 
ti, že pro separabilní ? neexistují v () jiné netriviální oboustranné ideály 

uzavřené vzhledem ke stejnoměrné topologii (viz např. [Si 3], kap. 2). 

179



1580 

6 IDEÁLY KOMPAKTNÍCH OPERÁTORŮ 

6.1.5 Důsledek: Jestliže C je kompaktní operátor na nekonečnědimenzionálním 

, potom 0€ (C). 

Důkaz: Pokud existuje C"', potom z tvrzení (b) věty 3 vyplývá, že C'' * Z(H), 

takže 0€0(C). B 

Konečnědimenzionální operátory nepředstavují jen jednoduchý příklad kom- 

paktních operátorů. Jak ukazuje následujcí věta, lze pomocí nich aproximovat 

každý kompaktní operátor (ve smyslu stejnoměrné topologie). 

6.1.6 Věta: Omezený operátor je kompaktní právě tehdy, když existuje posloup- 

nost konečnědimenzionálních operátorů, která k němu konverguje podle normy. 

Důkaz: Nechť C « X(%W) a E je projektor na podprostor F := (Ker C*)* = 

= Ran C. Jestliže dim 4, < %, je operátor C konečnědimenzionální a vše je 

triviální. Nechť nyní dim4, = % a (e)ž, je ortonormální báze v $ (tento 

podprostor je vždy separabilní — viz cvičení 4). Označme jako £, projektor na 

[61,-.., Cghin; potom: E£,-—> E, a odtud plyne E,„C > EC (cvičení 3). Pro každé 

x E W patří Cx do 4,, takže EC = C, a jako hledanou posloupnost konečně- 

dimenzionálních operátorů můžeme tedy zvolit (E,C). 

Opačná implikace vyplývá ze stejnoměrné uzavřenosti X(7F). W 

  

6.2 SPEKTRUM KOMPAKTNÍHO OPERÁTORU 

Nechť C je kompaktní operátor na ; východiskem pro vyšetřování jeho spektra 

je následující tvrzení. 

6.2.1 Lemma: Pro každé nenulové A € C je Ran (C — 2) uzavřený podprostor. 

Důkaz: Nechť posloupnost y, = (C — 2) x, konverguje k y; lze zjevně předpo- 

kládat, že 
(x © Ker(C — A)'. (1) 

Jestliže (x„) je omezená, potom kompaktnost C' zaručuje existenci vybrané po- 

sloupnosti (x,) takové, že ( Cx„) je konvergentní a tudíž x,, = (1/2)(Cx., — Yn) 

konverguje k nějakému x €. Odtud plyne, že y = lim(C — ) x, = 

=(C-—2)x, tj. y€ Ran(C — 2) o 
Stačí tedy dokázat, že (x,) je omezená. Předpokládejme, že existuje vybraná 

posloupnost (x,„„), pro niž Žim |x | = %. Položíme z> x„/x ;  opět 

najdeme vybranou posloupnost (Zspyzty=1; pro niž posloupnost 1 Czipy! konverguje, 

a stejnou úvahou jako v první části důkazu zjistíme, že Z) 7 Z, přičemž 

z € Ker (C — 2)* (viz (1)) a |z| = 1. Současně 

(C — 2) z = lim (C — 4) žay = lim IXng 7 Yng 7 0, 
což je spor. N
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6.2.2 Věta (Riesz-Schauder): Jestliže C je kompaktní operátor na , potom 181 

(a) každý nenulový bod spektra je vlastní hodnota, tj. 

o(C) 0) = o(C)V0), 
(b) každá nenulová vlastní hodnota má konečnou násobnost, 

(c) spektrum má nejvýše jeden hromadný bod 4 = 0, 

(d) množina vlastních hodnot je nejvýše spočetná: 

o(O=(2;j=1,2..,M, Nso, 

a lze vždy docílit toho, aby |A š |4j+], j = 1,2,...; jestliže N = «©, potom 
lim 2, = 0. 
j* e 

Důkaz: (a) Předpokládejme, že o(C) obsahuje nenulové 2, které není vlastní 
hodnotou, takže existuje (C — A)"' a Ran(C — 2) * , a uvažujme po- 
sloupnost | podprostorů $ :=(C— NNRF, n=0,1,.... Operátor 
(C — 4)" — (—2)" je polynom v C bez absolutního členu; je proto kompaktní 
a z lemmatu plyne, že 4, je uzavřený. Dále 9,,, = (C- 2) 9,C(C—1)"W = 
= , přičemž pro všechna m platí 9,„; * 9,; to plyne ze vztahu: 9 = 
= Ran (C — 4) * W a existence operátoru (C — 1)"7". Existují tudíž jednot- 
kové vektory x, takové, že x,69,,0 9) pro m=1,2...;  množina 
X,: n = 1,2,... je tedy ortonormální; pak z tvrzení 4.2,8 plyne x,-> 0 a odtud 
Cx, > 0. Nyní v rozkladu Cx, = Ax, + (C — 4) x, je vektor (C — 2) x, 6 9, 
ortogonální k x,, a proto pro všechna m platí |Cx,|| S 12] [x] = |24], což je ve 
sporu s podmínkou Cx, > 0. 

(b) Nechť A € o „(C)V40); podprostor Ker (C — 2) musí mít konečnou dimenzi, 
protože kompaktní operátor Ct Ker (C — 2) je roven A-násobku jednotkového 
operátoru na Ker (C — 4). 

(c) Stačí ukázat, že o;„(C) nemá žádné nenulové hromadné body, neboť podle (a) 
každý nenulový hromadný bod spektra je zároveň hromadným bodem množiny 
o„(C). Předpokládejme, že existuje posloupnost  (2,) c o„(C)  taková, že 
An P hg pro noé m a 2,7 A *0. Odpovídající vlastní vektory označíme x,; 
z podmínky 2, * A, plyne, že množina (x,: n = 1,2,...) je lineárně nezávislá. 
Aplikací ortonormalizačního procesu (věta 1.4.3) z ní dostaneme nekonečnou orto- 
normální množinu (y;: m = 1,2,...), pro niž platí (C — 2) ys S4Y1:--. Yyašio 
Potom v identitě Cy, = A,y, + (C — 2,) y, jsou vektory na pravé straně 
ortogonální, takže |Cy | ž L] y] = 12] > j2] * 0, ato je ve sporu s pod- 
mínkou Cy, > 0, která je důsledkem ortonormality množiny (y,). 

(d) Pro n= 1,2,... uvažujme množiny M,:= (A1€oy(C): |A] S 1/m). Ty 
podle tvrzení (c) nemají žádné hromadné body, a protože jsou omezené 

(IA| S ||C), musí být konečné. Množina o(C) 0) = UIM„ je tudíž nejvýše
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spočetná a pokud je nekonečná, platí | lim A; = 0 při libovolném očíslování. 
j7 o 

Přejdeme-li k disjunktním množinám N := My, N1 = M„z|VM,, pro něž 

opět |) M,= o(C)Vi0), vidíme, že vlastní hodnoty lze očíslovat tak, aby 

n=1 

4| S lAj] pro j= 1,2,.... B 

6.2.3 Důsledek (Fredholmova alternativa): : Pro daný kompaktní operátor C, 

komplexní A a y © W hledejme řešení rovnice 

x— ACx = y. 

Nastává právě jedna ze dvou možností: 

(i) rovnice má jediné řešení x, pro každé y€.W, speciálně x; = 0, 

(ii) rovnice bez pravé strany má netriviální řešení. 

Důkaz: Vše plyne z tvrzení (a) předchozí věty: jestliže 1/4€ a(C), nastává 

možnost (i); v opačném případě je 1/2 vlastní hodnota. I 

V $ 5.6 jsme ukázali, že každý omezený operátor s čistě bodovým spektrem je 

normální. Na množině kompaktních operátorů platí i obrácená implikace. 

6.2.4 Věta (Hilbert-Schmidr): Ke každému normálnímu kompaktnímu operáto- 

ru D na W existuje ortonormální báze tvořená jeho vlastními vektory, tj. D má 

čistě bodové spektrum. 

Důkaz: Nechť (A,: n = 1,..., N), N s %, je množina nenulových vlastních 

hodnot operátoru D, m,je násobnost vlastní hodnoty A, a L, odpovídající vlastní 

podprostor, takže  dim L = m, < % Podle věty 5.6.2 jsou podprostory L, 

navzájem ortogonální a platí 

L, C Ker D', n=1,2,.... (2) 

V každém podprostoru Z vybereme ortonormální bázi (Á ,;  sjednocením 

těchto bází získáme ortonormální bázi / v podprostoru 

N 

9:= ? L,. 
n=1 

Ověříme-li, že 9 = Ker D', bude tvrzení dokázáno: hledaná báze tvořená 

vlastními vektory operátoru D vznikne sjednocením £ a libovolné ortonormální 

báze v podprostoru Ker D. 

Ze vztahů (2) plyne, že 7 C Ker D*. K důkazu opačné inkluze vyjdeme z toho, 

že každý z podprostorů L,„je též vlastním podprostorem operátoru D* odpovídají- 

cím vlastní hodnotě Ž,;; protože množina (4,) je omezená, dostáváme z věty 4.5.3, 

že % je D*-inyariantní podprostor. Odtud ihned plyne, že podprostor 2* je 

D-invariantní, D ! - je tudíž normální kompaktní operátor na “, který nemá 

žádné nenulové vlastní hodnoty. Pak podle věty 2a má operátor DI$ * nulový
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spektrální poloměr, takže Dr9 =0 (viz komentář k $ 5.6). To znamená, že 
9 C Ker D, tj. 92 KerD'. m 

Na základě věty 2 lze předpokládat, že vlastní hodnoty normálního kompaktní- 

ho operátoru D jsou uspořádány v sestupném pořadí: |A] S |A„4], | pro 

n = 1,2,..., N.. Označíme Jcz:= dim(Ker D)*, tj. J( S %, a sestavíme 

z nenulovych vlastních hodnot posloupnost MK ])L ;; V níž každá vlastní hodnota 
se opakuje tolikrát, kolik činí její násobnost, přičemž 

IW)] z 1( + 1)), j= 1,2,...,J,. (3a) 

Odpovídající vlastní vektory, které tvoří ortonormální bázi v separabilním prostoru 
Ker D“, lze potom očíslovat tak, aby platilo 

Dej — Á(Í) é j= 1,2,..., JD' (3b) 

6.2.5 Důsledek: S výše uvedeným označením platí pro nenulové vlastní hodnoty 
normálního kompaktního operátoru D * 0 následující formule 

()] = min/o(9), | 7=12 )o, (4a) 

kde 7; C SF je libovolný podprostor, jehož dimenze není větší než j — 1, a 

[D($,) = sup t| Dx|: [x] = 1, xe 27). (4b) 

Speciálně platí |A(1)) = |Z] 

Důkaz: Pro dané j označme 7;:= (e;,..., e,hjn; podle lemmatu 5.4.7 existuje 

jednotkový vektor x € ; n 9;/', pro nějž pomocí (3a, b) dostáváme 

? j 

= 2 1AKB) (ex„ x)F z AY . 
k=1 

D(Z z |Dx|* = x) De, 
    

  

          

Naopak pro každý jednotkový vektor x € £;*, platí podle (5.6.1a) nerovnost 

|Dx|* = Y 1(Dřes l = S AÉ ez A S (A 
k=1 k=j 

a odtud plyne: min !() = !2p(7;j-1) = |A(7)). N 
Ké 

Pomocí ortonormální báze (3b) v podprostoru Ker D*“ a posloupnosti (4( D2 
můžeme vyjádřit akci normálního kompaktního operátoru D na libovolné x « H. 

Jestliže y je projekce vektoru x do Ker D*, platí Dx = Dy a (e;, x) = (e; Y) 
pro všechna j; potom 

Jp Jp 

Dx = Dy = > (e,y) De; = ?, (e;, x) AJ) €;. (5) 
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Ukazuje se, že rozvoj podobného tvaru existuje pro libovolný kompaktní operá- 

tor C. K jeho odvození užijeme toho, že hermitovský operátor | C] je také kompakt- 

ní (cvičení 6), takže pro každé x < X? platí 

|Ax = X( ) ĎE 6) 
kde Jr = dim (Ker |C]) * = dim (Ker C) , Kladná čísla „( /), tj. nenulové vlast- 

ní hodnoty operátoru |C|, nazýváme singulárními hodnotami kompaktního operá- 

toru C; budeme pro ně užívat také explicitního označení uc(/). Vždy se před- 

pokládá, že singulární hodnoty spolu s vlastními vektory ©€; splňují vztahy 

W ž n(j +1), |C]e;j = W)ej j=L27...Jo (srv. se vztahem (3)). Užije- 

me-li dále rovnost ||Cx|| = ||C| x||, která platí pro všechna x € , dostaneme 

z formulí (4a, b) následující vyjádření singulárních hodnot: 

Ucl]) = min (supl|Cx|: |x|> L x6 27),  j=l12.. (7) 

Vektory e; v rozvoji (6) patří do Ker |C|“ = Ker C“, což je počáteční pod- 

prostor parciální izometrie v polárním rozkladu C = W|ci. Potom vektory 

f,:= We;, j= 1,2,... lJo, (8a) 

tvoří ortonormální bázi v podprostoru Ran C. Lze je vyjádřit též bez užití W: 

f = W Ce;: (8b) 

Aplikujeme-li nyní na rovnost (6) operátor W, dostaneme hledaný rozvoj 

Je 

Cx = 2, ( %) K(J) f;> (9a) 
j=1 

který zapisujeme též v symbolickém tvaru 

Je 

C= ( )) f; (9b) 
j=1 

a nazýváme kanonickým tvarem kompaktního operátoru €. 

6.2.6 Poznámka: Kompaktní operátor C je tedy plně určen svými singulárními 

hodnotami, vlastními vektory e; operátoru |C|, které tvoří ortonormální bázi 

v podprostorou Ker C*, a ortonormální bází (f) C Ran U určenou vztahy (8). 

Jestliže operátor C není konečnědimenzionální, tj. J = %, můžeme pomocí 

těchto veličin sestrojit posloupnost (C,) konečnědimenzionálních operátorů 

C„x = Ž(e,-, ) KD)S;-
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Nyní podle (9a) platí 

C- CJx= X (v e x) s hx 
j=n+1 

kde a,:= supu(/), tj. |C— C| < a,. Nyní z tvrzení (d) věty 2 plyne 
j>n 

lim a, = 0, takže C, » C. Kanonický tvar (9) tedy udává konkrétní posloup- 
n m 

nost konečnědimenzionálních operátorů, která stejnoměrně konverguje k danému 

CE XK(H) (srv. s existenčním tvrzením věty 6.1.6). 

  

6.3 HILBERTOVY-SCHMIDTOVY OPERÁTORY 

V tomto paragrafu znamená W nekonečnědimenzionální separabilní Hilbertův 

prostor. Operátor Be P() je Hilbertův-Schmitdův, jestliže v H existuje 

ortonormální báze £(B) = (fjjž, taková, že > | Bf|* < %. Množinu všech 
j=1 

Hilbertových-Schmidtových operátorů na daném J značíme P(H), resp. / 

6.3.1 Lemma: Jestliže B €./,, potom B* e€./; a pro libovolnou ortonormální 
bázi = (ej)|7, C W platí 

|Be|“ < , (1) 
j=1 

přičemž součet řady nezávisí na £. 

Důkaz: Normy vektorů || Be;|| vyjádříme pomocí Fourierových koeficientů vzhle- 

dem k bázi £(B): |Bel|* = »1(f, Be)? = Y(B*fG ejyf. Označíme-li N B) 
k k 

součet řady (1) a užijeme toho, že pro řadu s nezápornými členy nezávisí její součet 
na pořadí sčítání, dostaneme 

NAB) = 22 1|(Bfs ejf = 2 I(6; BřRJP = 2|BAJÝ = Naz(B*). 
jok k j k 

Odtud nejprve pro 6= 6(B) zjistíme, že B* e., neboť Nayz(B*) = 

= Nap(B) < , a potom pro libovolné e dostáváme N4B) = Nsp(B). I 

Společná hodnota čísel N( B) pro všechny ortonormální báze £ C W se značí 
| S| a nazývá Hilbertovou-Schmidtovou normou operátoru B 

/ 

o 1/2 

|B := (=1 „Bejllz) ; (2) 

důvod pro takové označení je patrný z následujícího tvrzení. 
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6.3.2 Věta: (a) Množina ./, je oboustranný *-ideál v P(71) a |. | je norma na 

„ přičemž pro všechna B e./, platí 

|8] = H- (3) 

(b) Každý Hilbertův-Schmidtův operátor je kompaktní, t PH) C HR) 

Důkaz: Nechť (ej;2, je libovolná ortonormální báze v Pa Be 

(a) Pro libovolné C € ; dostaneme pomocí vztahů |(B + €) e| < |Be;|* + 

+ 2||Bej| | Ce;|| + |Cey|* a Hólderovy nerovnosti: |8 + Ch = |š] + 1 C- 

Dále je zřejmé, že |a B| = |a| | B| pro každé a € C. Jestliže |B|; = 0, platí 

Be; = 0 pro j = 1,2,..., a ze spojitosti plyne B = 0. Tím je ověřeno, že 

(4> ||.|.) je normovaný prostor. Jestliže nypní DE S(7F), platí |DBe| = 

< |D] |Be;| pro j = 1,2,...; odtud je zřejmě, že DB E/ a pomocí impli- 

kace Be./, > B*e./, (viz lemma 1) dostáváme D*B*eM, a BD= 

= (D*Bř)* c 1, 

K ověření nerovnosti (3) stačí uvážit, že ke každému jednotkovému vektoru 

x € JW lze sestrojit ortonormální bázi (f;);“, C F takovou, že x = f;. Potom 

|8x| S O BAJY? = |8]> 
(b) Nechť E, je projektor na podprostor (€,..o €,jin; potom B,:= E,„B je 

konečnědimenzionální operátor a pro libovolné x € F platí 

|(8 — B) x|? = ;I(ef, (Z — E,) Bx)|* = 

o o 

= > |65 Bal? S |x > 1Břelé. M 
j=n+1 jesntl 

Jelikož Y |Břej|?* < ©, dostáváme |B — B|* S 2 |B*ej||Ž > 0, a proto 
j j=n+1 

Be X(3) (viz větu 6.1.3). N 

6.3.3 Poznámky: (a) Normě ||. || na / se říká také absolutní norma (|AG], $ 31) 

a prvkům množiny /, operátory s konečnou absolutní normou. 

(b) Existují kompaktní operátory, které nepatří do 1:, takže HA(H)F HF („) 

(viz cvičení 13). 

(c) Díky tomu, že každý Hilbertův-Schmidtův operátor je kompaktní, existuje 

ortonormální báze tvořená vlastními vektory operátoru | B|. Užijeme-li této báze 

k výpočtu ||8||;; dostaneme následující vyjádření pomocí singulárních hodnot 

operátoru B: 
o 1/2 

nmu=(;uanů- (5) 

Z definice (2) je vidět, že norma ||. ||» splňuje rovnoběžníkovou rovnost. Je proto 

indukována skalárním součinem (., .)»;, pro nějž platí (viz $ 1.4) vztah
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(B C =(|B+ C1- |B=-C15) -(8 +ic15—|8-icl) v 

(B,C); = % (Be; Ce) = $ (e, B*Ce)). (6) 

Z této formule mj. plyne, že pro každou dvojici: B, C 6./, a libovolnou bázi 

e = (ej) řada »'(e; B*Ce;) konverguje (dokonce absolutně — ověřte!) a její 
j 

součet nezávisí na £. 

Uvažujme posloupnost (8,)C / která je cauchyovská vzhledem k |. || 

V důsledku nerovnosti (3) je ( B,) cauchyovská i ve stejnoměrné topologii, a tudíž 

existuje B := u-lim B, € .W(31). Zvolme nějakou ortonormální bázi ijej) C P 

a libovolné e > 0; potom pro všechna dosti velká mn, m a všechna N = 1,2,... 

platí 
N 

J(B, — B.)e|ř S |B — BŽ< (7) 
j=1 

Dále z B, > B plyne lim |(B, — B)ej|* = |(B — B.) ej| pro j = 1,2,.... 

Provedeme-li v nerovnosti (7) limitní přechod nejprve vzhledem k »n a potom k M, 

dostáváme  BE.W, a |ZB-— B,„|; < e pro všechna dosti velká m, tj. 
lim |B — By|| = 0. Dospěli jsme tak k následujícímu závěru. 

6.3.4 Tvrzení: Prostor „/ se skalárním součinem (6) je Hilbertův. 

V této souvislosti upozorňujeme na to, že ./; není úplný vzhledem k normě ||. || 

(viz poznámky 6.1.4 a 3b). 

6.3.5 Příklad: Abychom ilustrovali, jak lze využít toho, že A() je Hilbertův 

prostor, ukážeme, že pomocí něj lze realizovat tenzorový součin * © H pro 

libovolné separabilní H. Nechť x >> X je antilineární izomorfismus prostorů 

, W*, takže pro libovolná x, y € J platí (x, y) = (% X). (srv. cvičení 4.6). 
Zobrazení : : H* Xx W > PF (H) definované vztahem | g(X%, y):= P, = 

= (x, .) Y (srv. cvičení 5.6), je potom bilineární a splňuje axiom (ts 1) z $4.6: 

(Pylxv Pyzxz)Ž — Ž(Pylxlej? Py2xzej) = Z(yli y2) (x29 ej) (eP xl) = (yl, yZ) (Íb ÍZ)* - 

] J 

Axiom (ts 2) je splněn díky tomu, že (P„„: x, y € P) je totální množina v .A() 

(cvičení 14). Pro každý separabilní Hilbertův prostor W tedy platí ve smyslu 

poznámky 4.6.3 

SSNH)=RHOH. 

Na závěr uvedeme větu, která udává funkcionální realizaci Hilberových-Schmid- 

tových operátorů na prostorech Z*(M, du) se o-konečnou mírou « takovou, že 

prostor L*(M, dw) je separabilní. Užijeme výsledků cvičení 5.5 a zkráceného 
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označení L* = L*(M, du), resp. 1S = L*(M X M, d(u © wm)); integrační obor 

ve všech integrálech vzhledem k míře « je M, vzhledem k „m G « množina 

MxXxM. 

6.3.6 Věta: Operátor Be S(L*) je Hilbertův-Schmidtův právě tehdy, když 

existuje k„ € L4, tak, že pro všechna fe€e Z platí 

(B) (x) = Jka(x, y) f0) dmw(y), (8) 

tj. množina A(L*) je tvořena právě všemi Hilbertovými-Schmidtovými integrální- 

mi operátory. Kromě toho platí 

|82 = |* = Jlkg(x, y d(u © u)(x% Y). (9) 

Důkaz: Nechť (g,)“., je ortonormální báze v £*; pro m,n = 1,2,... tvoří 

vektory h definované vztahem  hn„(X%, y) = g„(x) g,(y) ortonormální bázi 

v L (tvrzení 4.3.5). Pro dané Be A(L*) označme 

bmn = (gm! Bg„) » (103) 

takže |8|5 = X |8g |* = Y ibu|*. V důsledku toho je vztahem 

kB = 2 bmnhmn kd (IOb) 

v němž limitní přechod se vztahuje k normě ||. ||s, definován prvek prostoru Lá. 

Jemu odpovídá podle výsledku cvičení 5.5 Hilbertův-Schmidtův integrální operá- 

tor, který označíme K„; potom pro všechna m, n = 1,2,... dostáváme pomocí 

Fubiniovy věty a vztahů (10) 

  

(8 Kp8,) = f 8gn(X) Jkg(x, Y) g(Y) du(y)| dm(x) = 

= Jhm„(x, Y) ka(x, y) d(u © u) (x%, Y) = (hnno ky)o = Bbun = (8m B8gG) - 

Jelikož oba operátory B, K; jsou omezené, plyne odtud B = Ks. 

Opačnou implikaci a vztah (9) dostaneme, když napíšeme pro dané *ke 1% 

Parsevalovu rovnost vzhledem k bázi (A,„„j, označíme B, operátor přiřazený 

funkci k podle (8) a opět užijeme Fubiniovu větu
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Jng Jk(x, Y) g„(Y) dm(y) 

= 218x Bg = |B:g = 18É m 

I = nC PDolt = X du(x) 
m,n 

    

    

6.3.7 Poznámka: Vztahy (10a, b) definují lineární zobrazení B » k„ prostoru 

PAL do Le. Z věty vyplývá, že toto zobrazení je izomorfismem uvedených 
Hilbertových prostorů, přičemž inverzní zobrazení je dáno formulí (8). 

  

6.4 JADERNÉ OPERÁTORY 

Stejně jako v předchozím paragrafu rozumíme symbolem W nekonečnědimen- 

zionální separabilní Hilbertův prostor. Abychom mohli definovat jaderný operátor, 

musíme nejprve zobecnit pojem stopy operátoru známý z lineární algebry. Zvolíme 

nějakou ortonormální bázi = (ej) v W a pro daný pozitivní operátor 

A € () utvoříme posloupnost nezáporných čísel ((e;, Ae;)).. Součet odpoví- 
dající nekonečné řady j 

Tr A := Z(ej, Ae;) (1) 

má vždy smysl: je buď konečný nebo Tr A = + w. Dále je podstatné, že Tr A 

nezávisí na volbě báze, což je ihned patrné z lemmatu 6.3.1, užijeme-li vztahu 

(e;, Aej)) = |/Ae|*. To zjevně stačí k tomu, abychom vztah (1) prohlásili za 
hledané rozšíření definice stopy na všechny pozitivní operátory na J/. Naším 

cílem je další zobecnění tohoto pojmu na třídu operátorů z H(W), která zahrnuje 

i operátory, jež nejsou pozitivní, a odvození některých vlastností této třídy. 

Operátor B E S(W) je jaderný, jestliže Tr|B| < %. Množinu všech jader- 
ných operátorů na daném X označíme F.(), resp. A,. 

6.4.1 Tvrzení: (a) Každý jaderný operátor B je Hilbertův-Schmidtův, a tedy 
kompaktní, tj. 

S(H C S(R) C KHK(R), (2) 

a splňuje vztahy 

Tr |B] = ||BÉ = Z4s00)» (3) 

Tr|5| S |8 = |8] (4) 

(b) Operátor B © F(W) je jaderný právě tehdy, když je součinem dvou Hilberto- 

vých-Schmidtových operátorů. 
Důkaz: (a) viz cvičení 15. 

(b) Podle vztahu (3) pro každé Be platí J/|B|€.4;. Nyní z polárního 

rozkladu: B = W|B| plyne, že B se rovná součinu Hilbertových-Schmidtových 
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operátorů W /|B| a J|B]|. Naopak nechť €C, D € ;; ukážeme, že Tr|CD| < . 

Užijeme k tomu polárního rozkladu CD = W|cD), z nějž  plyne 

|CD|] = W*CD (viz cvičení 5.38). Dostaneme tak odhad 

Tr|CD| = »|(e;, W*CDe)| = X|(C* We;, Dej)j| = 
] j 

| c*We;|* ŽAIIDBJ-IIZ)V2 = |Dh |C“W|: < , 
] 7 

neboť C*"We.7, W 

6.4.2 Věta: Množina /, je oboustranný *-ideál v d() a zobrazení B » Tr |B| 

je norma na /. 

Důkaz: Pomocí části (b) předchozího tvrzení a věty 6.3.2 se přímo ověří, že 

z podmínky B€./, plyne Bře P, a BC, CB c , pro všechna CE .(H). 

Dále ze vztahu (1) dostaneme Tr|aB| = |a| Tr|B| pro každé a € C a pomocí 

(4) zjistíme, že Tr|B| = 0 jen pro B=0. 

K dokončení důkazu stačí ověřit, že pro B,Ce6/, platí Wr|B+ C] = 

< Tr|B| + Tr|C]|. Tento vztah je přímý důsledek vyjádření stopy jaderného 

operátoru pomocí singulárních hodnot (viz (3)) a nerovností 

Ua+(P) S Uel) + K(J)> 

které plynou z formule (6.2.7). N 

6.4.3 Poznámka: Podle analogie s označením zavedeným pro ./; se norma Tr|.| 

značí též ||.||. Ze stejných důvodů jako v případě ./; není podprostor / uzavřený 

vzhledem ke stejnoměrné topologii (viz poznámku za tvrzením 6.3.4). Je však 

úplný vzhledem k normě ||. || tj. (/ |.].) je Banachův prostor. K důkazu se 

užije nerovnosti (4) a spojitosti singulárních hodnot ve stejnoměrné topologii (viz 

cvičení 9); dále se postupuje úplně stejně jako při odvození tvrzení 6.3.4. 

Vraťme se nyní k problému rozšíření definice stopy na operátory: B € H(.»), 

které nejsou pozitivní. Je přirozené opět požadovat, aby veličina  'Ir B byla 

vyjádřena řadou Y'(e;, Bej), jejíž součet nezávisí na bázi. Ukazuje se, že tyto 

] 

podmínky jsou splněny pro každý jaderný operátor. 

6.4.4 Věta: (a) Jestliže operátor 8 je jaderný, potom definice 

Tr B := Ž e;, Be;) (5) 
/ 

je korektní v tom smyslu, že řada vpravo absolutně konverguje a její součet nezávisí 

na volbě ortonormální báze (e;). 

(b) Zobrazení B » Tr B je omezený lineární funkcionál na Banachově prostoru 

(£5 || |); navíc platí |JTr(.)| = 1
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(c) Pro každé Be /M,, CEŘ(JW) jsou splněny rovnosti 

Tr B* = x B, (6a) 

Tr(BC) = Tr(CB). (6b) 

Důkaz: Nechť (f;) je ortonormální báze v ? tvořená vlastními vektory operáto- 

ru |8|, (e,) je libovolná ortonormální báze v X a W; je parciální izometrie 

vystupující v polárním rozkladu operátoru B. 

(a) Ověříme nejprve absolutní konvergenci řady (5): 

2.|(e; Be)| = > |(Bře; ej)| = 

S< ZŠI(B*e,-» ) (fr 8)| = Z;](e„ Bfo) (fw e)l- 

Jelikož jde o řadu s nezápornými členy, můžeme zaměnit pořadí sčítání podle j a k, 

čímž dostaneme odhad 

;l(ep Be;)| = ;(;](% Bf)P ;l(ei» fapy? = 

= ;"Bfk" = šIIIBI f] = );m(k) = r |B| < . 

Současně jsme dokázali, že dvojnásobná řada 

ZJÉ;(Č/» Bf) (fr €;) = ; e;, Be;) (7) 

absolutně konverguje, takže lze zaměnit pořadí sčítání: 

2,(e; Bej) = šZ(fk: ej) (€;, BR) = 2(f4 BR) 
/ ] k 

Díky libovolnosti báze (e;) vyplývá z posledních rovností nezávislost formule (5) na 

bázi. 

(b) Linearita je zřejmá. Z odhadu 

[Tr B| S PI WABL F = Zus( D1 Waf)| S Xus() = Tr1B) 

plyne, že Tr(.) je omezený funkcionál splňující |Tr(.)| S 1. Současně pro 

libovolný jednodimenzionální projektor E platí 1=TrEgs |Tr(.)|, t 

[T ()] = L 
(c) Rovnost (6a) plyne přímo z definice (5). K ověření (6b) užijeme toho, že každý 

omezený operátor lze vyjádřit jako lineární kombinaci unitárních operátorů (viz 
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cvičení 5.31). Stačí tedy ověřit, že Tr (BU) = Tr(UB) pro libovolný unitární 
operátor U: 

Tr(BU) = Y(e; BUej) = Y(Ue;, UBUej) = Tr(UB), 

neboť ( UVe;) je ortonormální báze. N 

Na závěr se seznámíme se základními vlastnostmi tzv. statistických operátorů, 

s nimiž budeme v pozdějších kapitolách často pracovat. Jaderný operátor W nazý- 

váme statistickým operátorem, jestliže W je pozitivní a splňuje normalizační 

podmínku Tr W = 1. Z této definice je ihned patrné, že statistické operátory tvoří 

konvexní podmnožinu W C /: jestliže W W eW a 0S asl1l, potom 

aW+(1—-—a)W20 a Tr(aW+(1—-—a)W)=aTrW+(1—a)TrW=1, 

takže aW+(1-aa)WeW. 

Díky tomu, že statistický operátor je pozitivní, jsou jeho singulární hodnoty 

totožné s vlastními hodnotami. Je zvykem značit je w přičemž posloupnost iw,) 

je sestavena z množiny všech vlastních hodnot (tedy i případných nul) tak, že každá 

vlastní hodnota se opakuje podle toho, jaká je její násobnost. Pro j = 1,2,... 

tedy platí 

0<ws“1 (9a) 

a z normalizační podmínky plyne (viz (3)) 

2 w=l1. (9b) 
j 

Připomeňme ještě, že podle věty 6.2.4 existuje ortonormální báze (ej) tvořená 

vlastními vektory operátoru W: 

Z podmínek (9) je zřejmé, že v posloupnosti (w;) může platit w; = 1 nejvýše 
pro jednu hodnotu /, a to nastane právě tehdy, když >) w; = > w,. V tom, a jedině 

] 7 

v tom případě je W projektor, a to jednodimenzionální — Ran W = (ejhin;  platí 

tedy ekvivalence 

WwW=WeTW=TW. (10) 

ooo 
Existuje ještě jeden způsob, jak charakterizovat projektory patřící do množiny %. 

6.4.5 Tvrzení: Statistický operátor je (jednodimenzionální) projektor právě 

tehdy, když je extremálním bodem množiny %; tj. když z podmínek W= aW + 

+(1— 0) W pro 0<a<1 a W,WEW plyné W=W=W. 

Důkaz přenecháváme čtenáři (cvičení 26).



6 KOMENTÁŘ 
  

Komentář 

$6.1 * Uvedenou definici kompaktního operátoru lze zobecnit na zobrazení mezi 

Banachovými prostory %, /: operátor CE P(X%, ) je kompaktní, jestliže pro 

každou omezenou množinu M c % je CM prekompaktní množina v Y. Z pří- 

slušných důkazů je zřejmé, že tvrzení (a) věty 3 a nutná podmínka ve větě 

2 zůstávají v platnosti i pro tento obecnější případ. Platí i tvrzení (c) věty 3 — 

v literatuře se uvádí jako Schauderova věta (viz [Ka], $ III.4, [Yo], $ X.5). Je-li 
prostor *X reflexivní, platí věta 2 v obou směrech (viz větu 3.5.6). 

88 6.3.4 * Hilbertovy-Schmidtovy, resp. jaderné operátory lze alternativně defi- 

novat pomocí singulárních hodnot (cvičení 11 a 16). To umožňuje zavést množiny 

F pro všechna reálná p ž 1: do./, patří všechny kompaktní operátory C, pro 

jejichž singulární hodnoty platí (u(/)tZ, s !?. Pomocí vlastností singulárních 

hodnot uvedených ve cvičeních 7 a 9 lze snadno dokázat, že pro každé p ž 1 je 

F oboustranný *-ideál, F, C X(71) a zobrazení B > |B|,:= (Člus()?y'? je 
norma na ./, taková, že (/ ||. |,) je B-prostor. 7 

Uvedené vlastnosti prostorů , jsou součástí obecné teorie oboustranných 

ideálů v prostoru H(W), která byla vytvořena J. W. Calkinem; Ize se o ní poučit 
např. v [Si 3]. 

e Pojem jaderného operátoru lze zavést i v prostoru ( %, Y/), kde %;, Y jsou 
libovolné B-prostory: operátor C € ( X;, /) je jaderný, jestliže existující omeze- 

né posloupnosti (s) C X*, (y„) C W a posloupnost komplexních čísel splňující 

2,|c| < % tak,že pro každé x € % platí Cx = Y c„f.(x) y„. Odtud se snadno 
n 1 

zjistí, že C je limitou posloupnosti konečnědimenzionálních operátorů vzhledem 

k normě v F(X, %), a je proto kompaktní. Obdobně se definují jaderné operátory 

zobrazující daný lokálně konvexní prostor do B-prostoru; pomocí nich zavedl 

Grothendieck důležitý pojem jaderného (nukleárního) prostoru (viz [Yo], dodatek 
ke kap. X.). 

* Z výsledku cvičení 17 (ii) plyne následující Vyjádřéní veličiny ||B||, jež je 
zajímavým doplňkem vztahu (3.2.3) a formulí ze cvičení 5.1: 

|8] = sup(|Tr(BOJ|: Tr|C = 1). 
* Prostor ./, je Hilbertův, a proto každý omezený lineární funkcionál f na , má 

tvar f(.) = (Cp :) = Tr(Cp, .) pro nějaké C, 6 přičemž |/] = |C] 

Probereme analogickou úlohu pro ; = (/,, |.|). Nechť g € ; operátor P, 

zavedený ve cvičení 5.6 patří do /; pro všechna x, y €%W, přičemž || = 

= |R | = xl ||| Potom [x, y] > Hy, x) := g(P,,) je omezená seskvilineár- 

ní forma na S a podle tvrzení 5.1.4 existuje B, © Z() takové, že g(P.) = 
=(Y B.x) = Tr(B,P.). Nyní g(.) i Tr(B,.) jsou spojité na /; a vzhledem 
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k tomu, že (P,: x, y « ) je totální v /; (viz cvičení 24), platí g(.) = Ir (B,.). 
xy* 

S přihlédnutím k výsledkům cvičení 17 dospíváme k následujícímu závěru: g< 

právě tehdy, když existuje : B, « H() takové, že g(.) = Tr(8,.), přičemž 

|g| = |8.|. Zobrazení g > B, je tedy lineární izometrie prostorů S a F(H). 

  

Cvičení 

1. (i) Nechť T e P(3F); ke splnění podmínky dim Ran T = m < % je nutné 

a stačí, aby existovaly lineárně nezávislé množiny (f;.-. fmbi81; 59 Bnž Z H 

takové, že 

Tx = šl (f; %) 8; 

pro všechna x € %P 

(ii) Jestliže pro omezený operátor T platí dimRan 7' = m, | potom 

dim Ran 7* = m. 

Návod: (i) Při ověřování postačující podmínky uvažte, že v důsledku lineární 

nezávislosti vektorů f,..., f, existuje pro každé j; 1=7j= m, vektor 

X%; SAfrs 90 fuhin takový, že 7X%; = 8;. 

2. Pro dim . = % není množina X(.W) uzavřená vzhledem k silné operátorové 

topologii (a tedy ani vzhledem k 7,). 

Návod: Viz větu 5.4.9 a příklad 5.4.1. 

3. Je dána posloupnost (B,,c () a nechť B, Z> B. Potom pro libovolné 

CE X(W) platí |B,C — BC) > 0. 

Návod: Nechť K, je jednotková koule v : pomocí konečné e-sítě pro množinu 

CK ; a omezenosti posloupnosti ( B,) ukažte, že pro všechna m > m(e) a všechna 

x € K, platí |(B,C — BC) x| < konst. e. 

4. Pro každý kompaktní operátor C je podprostor (Ker C)“ separabilní. 

Návod: Nechť £ = fe,) je ortonormální báze v (Ker C)*; platí £= U bh 
nesli 

kde f,:= (e,€ f |Ce,|| S 1/m). Ukažte, že všechny množiny £), jsou konečné 

(viz tvrzení 4.2.8b). 

5. Normální kompaktní operátor D * 0 má alespoň jednu nenulovou vlastní 

hodnotu. 

Návod: Nejprve vyřešte pomocí tvrzení 5.6.5 speciální případ D* = D; v obec- 

ném případě uvažte, že z komutativity operátorů Re D a Im D plyne, že každý 

vlastní podprostor jednoho z nich je invariantním podprostorem druhého. 

6. (i) Operátor C'€ S(2F) je kompaktní právě tehdy, když |CI je kompaktní. 

(ii) Pozitivní operátor A je kompaktní právě tehdy, když /A je kompaktní. 

(iii) Nechů BZ A0 a BeX(W); potom AE KHK(R).
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Návod: (i) Viz cvičení 5.38, (ii) užijte postupu z důkazu tvrzení (c) věty 6.1.3, 

(iii) dokažte, že /A je kompaktní. 

7. Dokažte následující vlastnosti singulárních hodnot kompaktního operátoru C: 

(1) B J) = KoJ), 

(ůi) Lzel1) Z |B] LAN) Kopll) S |B| Y( BERH). 
„Návod: (i) Ze vztahu (6.2.8a) plyne: W*f= e odtud CC*f = uc(])zfj 

a užije se výsledku cvičení 5.17, (ii) viz formule (6.2.7). 

8. Nechť pro daný kompaktní operátor C a uzavřený podprostor 7 c W platí 

A = sup(|Cx|: x« , |x| = 1) >0. Potom existuje jednotkový vektor y€ F 

takový, že 4= || Cvl. 

Návod: Užijte slabé kompaktnosti omezených množin v H 

9. Singulární hodnoty daného kompaktního operátoru C tvoří nerostoucí po- 
sloupnost kladných čísel fu(7));s,, kde Jo:= dim (Ker C)*. Jestliže Je < , 

dodefinujeme 4 (7) := 0 pro j > Je, což je konzistentní s formulí (6.2.7). Potom 
pro libovolná C, D « X( platí 

|8(J) — Ua(D) S Kc-p() S Kc-p(1) = |C — D 

Ve speciálním případě, kdy operátor C — D' je konečnědimenzionální, 

dim Ran (C — D) = m, platí 4o(7) = up(j) pro všechna jš m+ 1. 

Návod: Z (6.2.4b) a cvičení 5.19 plyne !(9;)) S !e p(79,) + [„(9)). 

10. Nechť B € () a dim Ker B* = %; pak B je kompaktní, jestliže pro 

každou ortonormální množinu (ejj|2, © Ker B* platí Be; > 0. 

Návod: Sestrojte rekurentně ortonormální množinu (ej) C Ker B“' takovou, že 

|Be+ | S ssup(|Bx|: |x| = 1, x6 Ker B o fej..., e| = z|8 — BE|, 
kde E, je projektor na (€;,..., €hin 

11. Operátor B © () je Hilbertův-Schmidtův právě tehdy, když je kompaktní 
a pro posloupnost jeho singulárních hodnot platí (us(j))ž, © /. 

12. Množina konečnědimenzionálních operátorů je všude hustá v Hilbertově 

prostoru ;. 

13. Na separabilním S sestrojte kompaktní operátor, který není Hilbertův- 

-Schmidtův. 

Návod: Viz příklad 5.6.8. 

14. Pro každou dvojici x,y € S patří operátor P,, € Ř(7W) (viz cvičení 5.6) do 

SAR). Je-li (ej);z ; ortonormální báze v , potom (Po: j k=1,2,...) je 
ortonormální báze v Hilbertové prostoru A(.F), a tento prostor je tudíž separa- 

bilní. 
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15. Dokažte tvrzení 6.4.1(a). 
Návod: Pro libovolnou bázi (ej) C P platí |(e; |B] ex)|* S (e;, |B| ey) (ex |B| ex). 

16. (i) Operátor B © P() je jaderný právě tehdy, když je kompaktní a pro 

posloupnost jeho singulárních hodnot platí (ws(/)) = ! Íu 

(ii) Množina konečnědimenzionálních operátorů je všude hustá v B-prostoru 

(5 -)- 

17. (i) Pro daný jaderný operátor C je zobrazení B = fo(B) := Ir (BC) omeze- 

ný lineární funkcionál na 2(7), přičemž platí |/ = |jch = Tricl. 

(ii) Pro dané B € H() je zobrazení C » g„(C) := r (BC) omezený lineární 

funkcionál na prostoru: (/, |) a platí |g = |51 

Návod: (i) Užijte polárního rozkladu C = We|CI. 

(ii) Jestliže = x € S je jednotkový vektor, potom platí (viz cvičení 5.6) 

Tr(BP,pe) = |Bx|? a Tr|P, p = | Bx] 
18. Nechť B RF(HW) a CEPF(W); potom 

(i) Tr|B8C) = |8] Tr |Ch 
(i) r| = Tr|Cři. 

Návod: (i) Užijte polárního rozkladu operátorů BC a C; (ii) — viz cvičení 7. 

19. Je dán jaderný operátor C a slabě konvergentní posloupnost (B.) C Ř(). 

Jestliže: B := w-lim B,, potom Tr(B,C) > T1 (BC). 
no DD 

Návod: Posloupnost (||B,||) je omezená (viz důkaz tvrzení 5.2.6), takže řada 

> (e; (B— B,) Cej) konverguje stejnoměrně vzhledem k m. 
j 

20. Libovolné statistické operátory W, W, splňují 0 S Tr(W,W;) s 1. 

Následující tři cvičení jsou věnována tenzorovým součinům kompaktních, Hil- 

bertových-Schmidtových a jaderných operátorů na prostoru H © > Index r 

nabývá hodnot 1, 2; normu na Z(,) značíme ||. |, podobně ||. |1?, resp. || J? 

je Tr-norma na /,(.W,), resp. Hilbertova-Schmidtova norma na P(,). 

21. Tenzorový součin konečnědimenzionálních operátorů B, € H() je koneč- 

nědimenzionální. 

22. Jestliže C, c HX(3,), potom C © C je kompaktní. 

Návod: Užijte větu 6.1.6, vztah (5.7.3) a předchozí cvičení. 

23. (i) Pro p = 1,2 platí: jestliže B, c F„(7F,), potom B © B SG( AH) 

a |8, © Bl, = |8] P 810 
(ii) Jsou-li C, jaderné operátory na W, a B,c R(W,), potom pro jaderný 

operátor (B, © B)(C, © C>) platí 

Tr (B, © B) (C, © C) = TIWB,C) T(B,Cz).
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(iii) Tenzorový součin statistických operátorů W, E d(,) je statistický operátor 
na prostoru J © H 

24. S označením z cvičení 14 a komentáře k $$ 3, 4 platí pro každé pe [1 %): 

množina (P,j: x, y € ) je totální v B-prostoru .£, = (5 |) 
Návod: Kanonický rozklad daného C €./, lze zapsat ve tvaru: C = u-lim C 

no oo 

C- C|= % udj) E kde Ejje 
j=n 

  
kde C,:= Ž Ko(7) Pr přičemž platí 

projektor náíoejhm. 

25. Nechť (£;: 1 < j < %) je množina libovolných jednodimenzionálních pro- 
jektorů na separabilním )/ a množina (w;: 1 S j < %) C R* splňuje Zw,- = 1. 

Pak posloupnost W, := žl w,E,; stejnoměrně konverguje a její limita je štatistický 
j= 

operátor. 

26. Dokažte tvrzení 6.4.5. 

Návod: Užijte cvičení 20 a vlastností stopy. 
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7.1 MNOŽINA (%). SDRUŽENÝ OPERÁTOR 

Symbolem () označíme množinu všech lineárních operátorů T: H > H, 

pro něž platí D = )- nazýváme je hustě definovanými operátory. Platí inkluze 

R(H) C L(W), množina H() však obsahuje i neomezené operátory: příkla- 

dem je operátor O násobení nezávisle proměnnou na I2(R) (viz dále příklad 5): 

pro jednotkové vektory g,. n=0,1,.... kde g,(x):= (202n)!) 7! x"e7?, 

platí |Og,|* = (2n + 1) (2n + 2). 

Je-li operátor 7' neomezený, nedává podmínka D; = W možnost rozšířit jej 

nějakým standardním způsobem na celý prostor J Důvod je zřejmý: z toho, že 

ke každému x € 21 existuje posloupnost (x.) C D,, která konverguje k x, 

obecně neplyne, že ( Tx,) je cauchyovská. Navíc i pro ta x, pro něž [ 7'x,) cauchyov- 

ská je, se může stát, že pro jinou posloupnost (x,) C D,, která také konverguje 

k x, bude lim Tx ? lim 7Tx,„; to souvisí s existencí uzávěru operátoru 7' (viz 

tvrzení 3.4.11). 

Z těchto úvah je patrné, že pro neomezené operátory lze z podmínky D = W 

odvodit méně než v případě operátorů omezených. Její význam spočívá přede- 

vším v tom, že umožňuje rozšířit pojem sdruženého operátoru na celou množinu 

„£(). Vzhledem k tomu, že definice operátoru sdruženého s daným Be F(H) 

je založena na spojitosti (viz $ 5.1), je třeba ji vhodně zobecnit. K tomu užijeme 

následujícího zřejmého tvrzení. 

7.1.1 Lemma: Jestliže T E 2(31), pak k danému y € existuje nejvýše jedno 

y* takové, že pro všechna x € D; platí 

(x 7x) = (y*, x). (1) 

Rozdíl proti případu, kdy T je omezený, je tedy pouze v otázce existence 

vektoru y*; to nás přivádí k následující definici. Sdruženým (adjungovaným) 

operátorem k danému 7 E () nazýváme operátor T*, jehož definiční obor 

D(T*) je tvořen právě všemi y, pro něž existuje Y* splňující (1), přičemž 

T*y := y*. Je zřejmé, že pro: T () je tato definice totožná s definicí 

z $5.1. 

Shrneme základní vlastnosti sdruženého operátoru.
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7.1.2 Tvrzení: Nechť 7 6 F(W); potom 

(a) operátor 7* je lineární a pro všechna x€ D, a y€ D(7T*) platí 

(Y Tx) = (T*y, x); (2) 

(b) Ker T* = (Ran T) *, což mj. znamená, že Ker 7'* je uzavřený podprostor; 

(c) jestliže $ 2 7; potom S*c 7* 

Důkaz: Tvrzení (a), (c) jsou evidentní. Jestliže y € Ker 7'*, platí podle (2) 
rovnost (y, 7x) = 0 pro všechna x € D;, takže y € (Ran 7)“. Naopak z této 

podmínky vyplývá, že y€ IXT*) a Třy=0. I 

Součet, resp. součin operátorů 7; $ « () nemusí být hustě definovaný; 

v souvislosti s tím platí místo věty 5.1.5 podstatně slabší tvrzení. 

7.1.3 Tvrzení: Pro každé Te () platí 

(a) (a7)* = aT*; 
(b) jestliže T* E P(),  potom 7T** 2 T; 

(c) nechť T je invertibilní a T E F(F); potom je i 7* invertibilní a platí 
(T—l)* = (T*) —1; 

(d) nechť $ je hustě definovaný operátor takový, že (S + T) € F(); potom 
($+ 7)* > S* + 7*, přičemž rovnost platí, je-li alespoň jeden z operátorů 

1; S omezený; 

(e) jestliže operátory S a 7S jsou hustě definované, potom (7$)* > $*7* 

a rovnost nastává, je-li T c fP(MH). 
Důkaz vychází přímo z definice a poskytuje vhodnou příležitost k tomu, aby si 

čtenář zvykl zacházet s neomezenými operátory. Pro ilustraci dokážeme část (c). 

Stačí ověřit splnění předpokladů tvrzení A.6.1a pro f= T* a g=(T"')*. Nechť 

ye D((T*) ) = Ran 7T*, tj. y = Třu, kde u€ D(T*). Pak pro všechna 
x€ D; platí (4 Tx) = (yx), neboli (w2z)=(y T'z) pro všechna 
ze Ran 7; odtud plyne vED(TY)*) a u=(TY)řy=(TY TL 
Podobně se dokáže inkluze D(7')*) c Ran 7*. m 

7.1.4 Poznámky: (a) V $ 7.2 ukážeme, že 7'** = T právě tehdy, když T je hustě 

definovaný uzavřený operátor. 

(b) Podmínky uvedené v tvrzeních 3d, 3e jsou pro platnost příslušných rovností 

pouze postačující. Ve tvrzení 3e vystupují operátory 7; S nesymetricky: všimněte 

si, že Te FR(W) implikuje TS EF) pro jakékoli SE.2(7). Podmínka 
S E S(W) není postačující pro to, aby (78)* = S*T* (viz cvičení 10). 

Pomocí zobrazení 7 » 7* se definují podmnožiny symetrických a samosdru- 

žených operátorů. Operátor A € W(W) je symetrický, jestiže A C A*, což je 

ekvivalentní podmínce 

(% Ax) = (4Y ) 
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pro všechna x, y€ D,. Hustě definovaný operátor A splňující podmínku 

A = A* se nazývá samosdružený (samoadjungovaný). Množinu všech symetric- 

kých, resp. samosdružených operátorů na daném J značíme F(W), resp. 

P(H 

Každý samosdružený operátor je symetrický; obrácené tvrzení evidentně ne- 

platí, takže 1() C F(9), přičemž () * £F(7F). Pro omezené 

operátory jsou ovšem pojmy symetrický, samosdružený a hermitovský totožné. 

7.1.5 Příklad (operátor O na L“(R)): Budeme užívat zkráceného označení £* = 

= [*(R); integrační obor ve všech integrálech je R. Operátor O definovaný 

vztahem (O4) (x) := xy(x) na množině Dg := ( € L*: f'|pyca)|? dx < %) je 

hustě definovaný, neboť D obsahuje např. Schwartzův prostor H(R), který 

je hustý v Z?. Přímo z definice vyplývá, že (g, 0) = (Og, ) pro všechna 

g, w € Do, takže O je symetrický. 

Ukážeme, že X(0*) = Do. Nechť w € D(0*); existuje tedy Y* € L?* takové, 

že pro všechna g € D, platí (Y, Og) = (y*, g), tj. 

Jw(x) [x(x) — vříx)) dx = 0. (3) 

Dále užijeme toho, že pro libovolné y € I? platí yx, € Do, n = 1,2,... kde x, 

je charakteristická funkce intervalu (— m, m); v rovnosti (3) můžeme tedy nahra- 

dit o funkcí gx,, čímž pro všechna g € Do dostaneme 

Jw(x)í;(xídwo, 

kde x) := x) [x [(x) — w*(x)]|. Nyní , S L* a z podmínky Do= L* 

plyne x y(x) = w*(x) pros.v. x€(—m,n), n=1,2,...; to je ekvivalentní 

rovnosti x x) = yw'*(x) pro s.v. x€R. Díky tomu, že w* e L?, plyne odtud 

w € Do. Operátor © je tedy samosdružený. 

Nechť A je symetrický operátor; každý symetrický operátor A' takový, že 

A C A', nazýváme symetrickým rozšířením operátoru A. Z této definice 

a tvrzení 2c plyne 

ACACA*CcA. (4) 

Každé symetrické rozšíření daného symetrického operátoru A je tedy částí operá- 

toru A*. Symetrický operátor A je maximální, jestliže nemá žádná vlastní symet- 

rická rozšíření, tj. z podmínek A' je symetrický a A C A' plyne A = A. 

Z inkluzí (4) je hned vidět, že kažďdý samosdružený operátor je maximální; existují 

však maximální symetrické operátory, které nejsou samosdružené (viz dále příklad 

7.2.7).
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7.1.6 Příklad: Nechť é = (ejt;j“; je ortonormální báze v separabilním X 

a s= (s)Z, posloupnost komplexních čísel. Vztahy 

Ťe := s;e;, j= 1,2,... (5) 

určují lineární operátor 7; s definičním oborem D( Ů) = d,. Operátor 7; je 
hustě definovaný; je zřejmé, že je omezený právě tehdy, když je omezená posloup- 

nost s (srv. s příkladem 5.6.8). Bude nás nyní zajímat hlavně případ, kdy s není 

omezená. Označíme 

D,.:= |x = Y 5jej e: Y čjs? < e| (6a) 
j=1 j1 

z rovnoběžníkové rovnosti a inkluze $ C D, plyne, že D, je vždy podprostor, 

který je hustý v %P 

Najdeme operátor 7$. Nechť y = Y yej€ D(7%); cxistuje tedy vektor 
j=1 

z = 2) č,e, takový, že pro všechna x € 6), platí (z, x) = (Y Ťx). Speciálně pro 
j=1 

x = e;, j= 1,2,..., dostáváme 3$;/; = č; a Parsevalova rovnost pro vektor z 

dává > |sy|“ < , tj. D(TŤ) C D,. Naopak pro libovolná y = Y wyje, € D, 
j=1 j=1 

00 

a x = > š;je; E dj, Máme 
j=1 

(% Ť.x) = Ž 7 ;SŠ; * (7) 
7 

Vzhledem k nerovnosti (6a) je řada > »5,;e; konvergentní a určuje vektor y, € 

Rovnost (7) má potom tvar (y, 7;x) = (y, x) pro všechna x € ój,, COŽ znamená, 

že y e D,. Tím je operátor 7% nalezen: pro jeho definiční obor platí X( 7) = D, 

a jeho akce na dané y = > Ýyjej € D, je dána vztahem 

Třiy = y = > 1še;- (6b) 
j 

Jelikož D, * dn, není 7) samosdružený; dále je ze vztahů (6b) a (7) patrné, 

že 7,je symetrický právě tehdy, když (s;) C R. Z předchozích úvah je také zřejmé, 

že operátor 7; můžeme standardním způsobem rozšířit: označíme-li jako 7; lineár- 

ní operátor definovaný pro všechna x € D(7;):= D, předpisem 

Tx = Ts( J Č/ef) = ž Š;8;€;» (8) 
j=1 j=1 
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vidíme, že T, je vlastním rozšířením operátoru 7;. Srovnání vztahů (8) a (6a, b) 

ukazuje, že 7 = T,, kde s:= (5;). Doslovným zopakováním postupu užitého 

pro nalezení 7Ý zjistíme, že TŽ = 7ž, což lze zapsat ve tvaru: 7; = T,. Odtud 

je zřejmé, že 7; je samosdružený právě tehdy, když s je reálná posloupnost. 

Shrňme odvozené poznatky o operátorech 7;. Pro danou orťonormální bázi 

v separabilním S je vztahy (8) a (6a) definováno injektivní zobrazení s» 1 

množiny všech komplexních posloupností do () s následujícími vlastnostmi 

(viz též cvičení 9): 

() T5=T,. 
(ii) T,c P() právě tehdy, když s je omezená, 

(iii) T, je samosdružený právě tehdy, když s je reálná. 

Operátor O z příkladu 5 není definován na celém L“(R): do EZ2X D, patří např. 

vektor , kde y(x) := (1 + x') ?, Podobně pro každý neomezený samosdruže- 

ný operátor 7,z příkladu 6 máme D, * W (viz cvičení 8). Jak ukazuje následující 

věta, jde o obecnou vlastnost všech neomezených symetrických operátorů, z níž 

vyplývá záporná odpověď na otázku existence jejich symetrického rozšíření na celé 

H 

7.1.7 Věta (Hellinger-Toeplitz): Nechť A je symetrický operátor na ; jestliže 

D, = %W, pak A je omezený. 

Důkaz: Každý symetrický operátor definovaný na celém / je nutně samosdruže- 

ný, a tudíž uzavřený (viz dále příklad 7.2.1); z věty 3.4.12. potom plyne 

Ae R(0))) B 

  

7.2 UZAVŘENÉ OPERÁTORY 

V tomto paragrafu užijeme základních pojmů a vět o uzavřených operátorech na 

Banachově prostoru, které jsme odvodili v závěru $ 3.4, ke studiu vlastností 

množiny Ý(./) uzavřených operátorů na Hilbertově prostoru ? Začneme s jed- 

noduchým příkladem, z nějž je vidět souvislost této problematiky s vlastnostmi 

sdruženého operátoru. 

7.2.1 Příklad: Nechť T je hustě definovaný operátor na W a (yj C XT*) 

libovolná posloupnost taková, že y, > y a T*y, > z. Pro všechna x € D, tudíž 

platí (y, Tx)= (T*y„x) a limitní přechod dává (y 7x) = (z,x), takže 

y €'D(T*) a z = T*y. To znamená, že pro každé T< £(3) je T* uzavřený 

operátor. 

Uvažujme nyní symetrický operátor A. Jelikož 4* je uzavřený, plyne z inkluze 

A C A* existence uzávěru: A C A C A*. Nechť x, y € D(4); podle tvrzení 

3.4.11b existuje posloupnost (x,) © D, splňující x, > x, Ax, > Ax; analogic- 

) Větu lze dokázat i bez použití věty 3.4.12 - viz cvičení 11.
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ky pro vektor y. Z rovností (y,, Ax,„) = (Ay,, x,) dostaneme limitním přechodem 

(y ÁAx) = (Áy, x).. Každý symetrický operátor má tudíž uzávěr, který je rovněž 
symetrický. Speciálně každý samosdružený operátor je uzavřený: A = A* = A. 

Na začátku předchozího paragrafu jsme se zmínili v souvislosti se zavedením 

množiny () o otázce rozšíření neomezených operátorů. Analogií spojitého 

rozšíření je uzávěr (pro omezené operátory tyto pojmy splývají); jeho existence 
však obecně není zaručena ani pro operátory T E P() (viz cvičení 3.29). Další 

nepříjemnou vlastností neomezených operátorů je to, že obecně I 7) * , což 

se opět týká i hustě definovaných operátorů. Například pro každý neomezený 

symetrický operátor A je A rovněž neomezený a symetrický a podle věty 7.1.7 musí 

být D(A) z H. 

Pro třídy operátorů, u nichž je existence uzávěru zaručena, nicméně představuje 

přechod k uzávěru standardní a jednoznačný postup. V důsledku toho má dobrý 

smysl následující pojem: symetrický operátor A nazýváme operátorem v podstatě 

samosdruženým, jestliže A je samosdružený. Jelikož každé samosdružené rozšíření 

A' daného symetrického operátoru A je uzavřené, platí A C A'; pokud je A v 

podstatě samosdružený, dostáváme A' = A, takže A je jediným samosdruženým 

rozšířením — viz též cvičení 7. Platí i obrácené tvrzení: symetrický operátor, který 

má právě jedno samosdružené rozšíření, je v podstatě samosdružený (viz cvičení 

8.11). V této souvislosti zavedeme další pojem: pro daný samosdružený operátor A 

nazyveme podprostor D C D, oborem podstatné samosdruženosti, je-li operátor 

A| D v podstatě samosdružený. 

7.2.2 Příklad (pokračování o operátorech 1T; z příkladu 7.1.6): Ze vztahu 

T, = Tý vyplývá, že pro každou posloupnost s je 1; uzavřený operátor. Dále 

7, c T„ a proto 7,c 7,. Naopak každé x€ D(7;)) = D, můžeme zapsat ve 
n n 

tvaru x = lim x,, kde x,:= > (e; x) e;j Potom Tix, = > s((ej, x) e; > Tx, 
j=1 j=1 

o — j — 

což znamená, že x € IX(7,). Pro každou posloupnost s tedy platí 7, = T;; je-li 

speciálně s reálná posloupnost, je operátor 7; v podstatě samosdružený. 

Vyšetříme nyní podrobněji vlastnosti uzávěru a souvislost se sdruženým operá- 

torem. Použijeme k tomu unitárního operátoru U na X © W definovaného 

vztahem 

Ux y| := [7] () 

V souvislosti s tím budeme chápat graf daného operátoru 7' na ) jako podprostor 

Hilbertova prostoru SF © W (viz poznámku 3.4.13). 

7.2.3 Lemma: Lineární operátor 7' na W je hustě definovaný právě tehdy, když 

(UI(T)) * je graf. Je-li tato podmínka splněna, pak 

1(T) = (UT(T))“. 0) 
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Důkaz: Z identity (y*, x) — (y, Tx) = ([y, y*], [ Tx, x]) plyne, že [y] y] € 

E (UT'(T)) * právě tehdy, když (y, Tx) = (y*, x) pro všechna x € Dy; speciálně 
platí [0, z] e (UT(T)) * pro každé z € D;z. Jestliže D; * JW, existuje nenulové 

z€ D;ř, a proto (Uřr(T))“ není graf. V opačném případě pro každé 

[x Y*] E (UI(T)) * platí y€ D(T*) a y* = T*y, takže (UI'(T))“ je grafem 
operátoru 7*. l 

Vzhledem k tomu, že podprostor (Uřr'(T))* je vždy uzavřený v F © , 

dostáváme znovu tvrzení o uzavřenosti operátoru 7'*, které jsme jiným postupem 

odvodili v příkladu 1. 

7.2.4 Věta: Jestliže T E P(2), pak T existuje právě tehdy, když 7* je hustě 

definovaný. Jsou-li tyto podmínky splněny, platí 

() T*=T, 
(b) (7)* = T*. 
Důkaz: Jestliže : T* 6 (21), je T** > T a protože 7*"* je uzavřený, 

existuje 7; Nechť naopak existuje Ť tj. T( T) = ř(T). Pomocí vztahů U= T 
a U(Fr ))= (Ur)“, které platí pro každý podprostor: P C HFD W (viz (1) 

a cvičení 5.30), dostáváme následující řetěz rovností: 

n(T) = n(T) = VNT) = (UNT(TY))? =(WUT(D)Y. 

Dosadíme-li 7(7T*) za(UT(T))*, dostáváme T(7T) = (UF(T*))"; vzhledem 
k tomu, že 7'(ŤT) je graf, plyne nyní z lemmatu, že 7* je hustě definovaný 

a r(Ť) = r(T**). Tvrzení (b) plyne z (a) a uzavřenosti operátoru 7'*, neboť 
(T)* — T*** — (T*)** — 'I'—* — T*. N 

7.2.5 Poznámka: Pomocí této věty lze pro uzavřené operátory na W dokázat větu 

3.4.12 o uzavřeném grafu bez užití věty o inverzním zobrazení (viz cvičení 13). 

Z věty 4 vyplývají následující jednoduché vztahy mezi základními spektrálními 

charakteristikami operátorů 7 a 7*. 

7.2.6 Důsledek: Jestliže T je hustě definovaný uzavřený operátor, potom 

(a) 1€ 0(7) právě tehdy, když Ae «T*), 
(b) Rr(u)* = Ry(A) pro všechny regulární hodnoty operátoru 7: 

Důkaz: Jestliže ( € o(T), potom z tvrzení 7.1.3c plyne j € o(T*) a rovnost 

(Rr(w))* = Rr(i). Platí tedy (b) a implikace 4 € o(7) > „E o(T*"), neboli 
Ae (T*) > 2€0(7). Nyní podle věty 4 platí Tř€F(W) a Tř* = T 

zopakováním předchozí úvahy pro operátor 7'* pak získáme tvrzení (a). N 

7.2.7 Příklad (operátor P): Na prostoru £*(7), kde J C R je libovolný otevřený 
interval s hraničními body a,b, — % S a < b S + , chceme zkonstruovat 

uzavřený symetrický operátor určený diferenciálním výrazem a d/dx, kde a je 

nějaké komplexní číslo, které budeme za okamžik specifikovat.



7.2 UZAVŘENÉ OPERÁTORY 

Úloha tedy spočívá v nalezení vhodného definičního oboru. Do něj mohou 

patřit jen ta ' € Z*, pro něž 

(i) existuje konečná derivace y/'(x) s. v. v J, 

() w e L 
Dále budeme požadovat, aby y byla absolutně spojitá v /, tj. absolutně spojitá na 

každém kompaktním intervalu K C /. Tím bude automaticky splněna podmínka 
(i) a zaručena platnost pravidla o integraci per partes. Množina všech ' splňujících 

uvedené podmínky je podprostor, který je hustý v Z*(J), neboť obsahuje např. 

množinu C() (viz cvičení 3.15). Označíme jej ACCJ), tj. 

AGJ) := ( e L*(J): je absolutně spojitá v J, ' € LX(D). (3) 

Pro libovolná g, w€ AC/) a € C dostáváme 

(g, a) = anW' dx = alg, $| — aíó'wdx = alg, $| — (čg', 9), (4a) 

kde [9, w| := lim g(x) W(x) — lim g(x) ý(x). Z tohoto vztahu je zřejmé, že 
xb x7>a+ 

nutnou podmínkou symetričnosti je Re a = 0; zvolíme a= —i a označíme 
symbolem / následující operátor na Z* 

Py:= ziy, D( := ac. (5) 

Operátor P je hustě definovaný, ale není symetrický. To je vidět z rovnosti (4a), 

která má nyní tvar 

(9, PŽy) = —ilg, $| + (Po, Y). (4b) 

Požadavek g, ' € AC sice zaručuje, že [g | je konečná veličina, avšak nevyplý- 

vá z něj [g, y] = 0, kromě prlpadu J = R (cvičení 16). Zároveň je jasné, že 

každý hustě definovaný operátor P C / takový, že pro všechna g, w z jeho 

definičního oboru platí [g, | = 0, je symetrický. Uvidíme, že Ize docílit toho, 

aby P* = A Tím bude dokázána uzavřenost operátoru A a současně zaručena 
jednoznačnost uzavřeného symetrického operátoru P:= P c P v následujícím 

smyslu: jestliže | P, C Z je jakýkoli uzavřený symetrický operátor, pro nějž 
Př = P potom 

Po=Př=sP=spP*=P=P. (6) 

Existenci symetrického operátoru P C P splňujícího P* = P dokážeme 

konstruktivně. Jako Ó označíme množinu všech funkcí Ý € AC, jejichž nosič je 

kompaktní a leží v J. Operátor P:= *Ď je hustě definován, protože 

") Užíváme zkráceného označení AC = AC(J) atd.; podobně [.. dx = [„. dx. 
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C$(J) © ĎD. Výraz [g, )] je roven nule nejen pro všechna g, y € ĎD, nýbrž i pro 

každou dvojicíi p € AC, w € Ď. Pro takovéto vektory lze rovnost (4b) zapsat ve 

tvaru: (g, P) = (fgp, ), což ukazuje, že AC P*. Rovnost bude platit, 

dokážeme-li následující implikaci: je-li pro nějaké g, y © I? a všechna wge€e Ď 

splněno 

(9, P)= (1 9) (7) 

potom gp€ AC. 

Vezměme libovolný kompaktní interval : K= [|a, f| C / a označíme 

wx := xxg. Na K definujme 

k(x) = J () dí+ c, (8) 

kde c je konstanta, která bude za okamžik specifikována. Funkce x* je absolutně 

spojitá na K a ve smyslu rovnosti v Z? platí 

x 7 o (Y 

takže celkem Ý € AC(K). Nechť nyní v je libovolná funkce z D, jejíž nosič leží 

v K; pomocí (8) a integrace per partes dostáváme ze (7) 

(vx Papr) = —J.;ĚV);( dx, 

K 

což přepíšeme ve tvaru 

(7k t igx, Yr) = 0. (10) 

Uvažujme funkci ' na J, která je rovna nule vně intervalu K a pro x€ K je 

definována vztahem 

nx (xX) = _í (7(0) + igpx(é)) dé. 

Zvolíme-li konstantu c v (8) tak, aby 7E'(B) = 0, patří j do D, a můžeme proto 

v (10) dosadit ) = yX'; odtud dostaneme ; = —igx, což znamená, že gx 

je absolutně spojitá na K a (gwx) (x) = iy(x) (viz (9)) pro s.v. x e K. Vzhledem 

k libovolnosti intervalu K odtud plyne g' = iyy s.v. v J, a protože YE L 

dostáváme celkem g € AC(/). Tím je rovnost P* = P dokázána; z ní dále pro 

operátor: P = P plyne P= Př* = P*. 
Definiční obor D, operátoru P Ize jednoduše popsat pomocí okrajových pod- 

mínek pro libovolný interval J. Uděláme to (i) pro libovolný konečný interval 

J = (a,b), (ii) pro J = (0, %) reprezentující všechny „polonekonečné“ inter- 

valy a (iii) pro J = R. V koncových bodech existují vlastní jednostranné limity
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pro každé y € AC(J) (viz cvičení 16); užíváme pro ně označení Yy(a), ý(b) atd. 
Nechť 

(w 6 ACCa, b): W(a) = 4(5) = 0) 
D:= ( ACO0, w): y0) = 0j ; (11a) 

(y e ACCRY 

ukážeme, že D, = D. Z rovnosti (4b) a cvičení 16 plyne, že Py:= PTD je 

symetrický operátor vyhovující inkluzi c Pj; pomocí vztahů PC P, 

a P* = P dále dostáváme P = P). Pro 7 = R je P; = A takže v tomto 
případě je operátor Py samosdružený, tj. uzavřený, a podle (6) platí Py= R 

Abychom mohli stejné argumentace užít i ve zbývajících dvou případech, stačí 

ověřit, že P; je uzavřený, což bude splněno, když D(PÝ) C D. Nechť 

peDPr), tj. (g, Phy) = (Přřep, ) pro všechna ' © D(Př) = AC. Jelikož 
Př = P ainkluze P; C P spolu s uzavřeností A implikuje Pí c A můžeme 
tuto podmínku zapsat jako (g Pey) = (Pep, ) a srovnáním s rovností (4b) 

vidíme, že pro všechna ' € AC musí platit [g, | — 0. V případě konečného 

intervalu (a, b) mohou nabývat funkce ) € AC v hraničních bodech libovolných 

hodnot, a proto uvedená podmínka je splněna jen tehdy, když g(a) = g(b) = 0, 

tj. když g € D. V případě intervalu (0, ) je [g, || = 0 ekvivalentní rovnosti 

g(0) (0) = 0, což je vzhledem k libovolnosti (0) splněno jen pro: g(0) = 0. 
Tím je uzavřenost operátoru Py ověřena, a pro všechny intervaly J C R tedy platí 

P=ŽP1ID. (11b) 

Souhrnně lze říci, že pro libovolný interval J C R určuje diferenciální výraz 

—i d/dx právě jeden neomezenýl) uzavřený symetrický operátor PC P, který 

splňuje podmínku P* = P, jeho definiční obor je určen vztahem (11a). 

Vyšetříme ještě otázku symetrických rozšíření P' operátoru A Podle vztahu 

(7.1.4) platí P? C P'* c A, takže jde jen o nalezení definičního oboru splňujícího 

Dc D(P) c AC, přičemž D $ D(P"). Jestliže J = R, je P samosdružený, 

a tudíž žádná symetrická rozšíření nemá. Stejná situace je i pro J= (0,%): 

jestliže , E D(P')VD, musí být y4(0) * 0; položíme-li však ve vztahu (4b) 
g = w = W dostaneme spor s podmínkou, že P' je symetrický. Operátor P na 

L“(0, 0) je tak příkladem maximálního symetrického operátoru, který není 

samosdružený. Nechť nyní J = (a, b) a w € D(P')VD; předpokládejme třeba, 

že y (a2) * 0. Položíme-li ve vztahu (4b) ' = g = W vede požadavek symet- 

ričnosti operátoru P' k podmínce |(H = |ypola)|“, takže (b) = ď Yvo(a), 
jů] = 1. Podobně pro w = ; a libovolné g€ D(P'*) dostáváme vzhledem 

k tomu, že P* c P rovnosti g(a) a) = 0(b) v(b) = © 0(b) v(a), tj. 
g(b)= d p(a). Odtud plyne,že P= Př a D(P)=(y e6 AC: pW(b)= © ya)). 

) Z omezenosti P by plynula omezenost P a odtud: D = D(P) = L*. To, že je operátor P 
neomezený, lze ověřit i přímo (cvičení 17). 
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Tím jsou nalezena všechna symetrická rozšíření operátoru P na I/(a, b) pro 

b — a < %: jsou vzájemně jednoznačně přiřazena komplexním číslům splňujícím 

|A] = 1, přičemž pro definiční obor symetrického rozšíření odpovídajícího dané- 

mu Ď platí 

D,=(y€ AC: y(b) = d waji 

a operátor: Pc := Pt D, je samosdružený. 

V $ 3.6 jsme zavedli základní klasifikaci bodů spektra uzavřeného operátoru na 

B-prostoru. Pro uzavřené operátory na Hilbertově prostoru je účelné uvažovat 

další podmnožinu spektra. Nazývá se esenciálním spektrem (značení o.(T)) 

a patří do ní právě ta A« C, pro něž existuje posloupnost jednotkových vektorů 

x, Dy, z níž nelze vybrat konvergentní podposloupnost a přitom 

(T — A)x, > 0. 

7.2.8 Tvrzení: Pro každé T E W(W) platí 

o(T) = o(T) v odT) v ox[T), (12a) 
o(T) = o(T)V(0o(T) v okT). (12b) 

Důkaz: Jestliže 1€ (T), tj. A € o(T), potom v důsledku omezenosti rezolven- 

ty Ry(2) pro všechny vektory x€ D; máme |(7 — 2)x| = |R l, 

a odtud je zřejmé, že 16 o„(T); platí tudíž inkluze o (7) - o(7). Nechť 

nyní A je libovolný bod spektra; jestliže existuje c; > 0 splňující |(7 — 2) x|| = 

> c;l|x|| pro každé x € D;, je Ran (7 — 2) uzavřený podprostor (cvičení 3.34); 

pak podmínka A1€ «(7) implikuje Ran(T — 2) * W, tj. 1E a(T). V opač- 

ném případě je inf (||((7 — 2) x|: x € Dy, |x|| = 1) = 0, takže existuje posloup- 

nost jednotkových vektorů x, “€ D, taková, že (T — A)x, > 0. Jestliže pro 

nějakou vybranou posloupnost platí x, > x, potom |x| = 1, 7%, > 1x 

a z uzavřenosti operátoru T dostáváme x€ D; a Tx = x, tj. 2€Ex(7). 

Jestliže naopak z (x,) nelze vybrat konvergentní podposloupnost, platí 

A € 0 ,„(T). Tím je ověřen rozklad (12a). Vztah (12b) plyne z (12a) s využítím 

toho, že rozklad (3.6.4) je disjunktní. N 

7.2.9 Důsledek: Jestliže T © W(W), potom pro oblast regularity n( 7) definova- 

nou ve cvičení 3.34 platí 

C1a(7) = o(7)Va(T) = o(T) v ox(T). 
Důkaz: Vzhledem k tomu, že 9(7) C n(7), platí CVna(7) = (7T)Xn(7). 

Přímo z příslušných definic je zřejmé, že a(T) Y o„(T) c CWn(7). Jestliže 

naopak A6€C1n(7), tj. existuje posloupnost jednotkových vektorů x, € Dyr 

taková, že (T — 4) x,7>0, potom buď A€ o(7), nebo A€0„(7). m
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7.2.10 Poznámky: (a) Rozklad (12a) obecně není disjunktní; např. každá vlastní 
hodnota uzavřeného operátoru 7; která má nekonečnou násobnost, patří do 
Oss( T), neboť příslušné normalizované vlastní vektory tvoří nekonečnou ortonor- 
mální množinu. 

(b) O esenciálním spektru uzavřeného symetrického operátoru pojednává $ 8.4; 
vlastnostem množiny o (A) pro A E() je věnována část $ 10.4. 
(c) V definici množiny o můžeme požadavek neexistence vybrané konver- 
gentní posloupnosti (x„j/-; nahradit podmínkou nekompaktnosti množiny 
(X,: n= 1,2,...). Skutečně, jestliže z (x nelze vybrat konvergentní posloup- 
nost, je množina (X,: 4 = 1,2,...) zjevně nekompaktní. Naopak, je-li tato 
množina nekompaktní, tj. existuje nekonečná podmnožina (X„: k=1,2,...) 
která nemá hromadný bod (viz důsledek 2.5.8), neobsahuje posloupnost (x,) 
konvergentní posloupnost. 

Na závěr uvedeme jednu pozoruhodnou vlastnost množiny £(3) hustě defino- 
vaných uzavřených operátorů. 

7.2.11 Věta: Jestliže T E F.(3F), potom T*T je pozitivní samosdružený operá- 
tor, a označíme-li 7 := TIXT*T), platí 7,= T 
Důkaz: Pro každé x€ D(T*T) máme (x, T*Tx) = |Tx|* S 0, takže 
operátor 7'*7' je pozitivní. Užijeme-li rovnosti (2) pro T* a vztahu 7T** = T 
dostaneme 7) © U IT*) = W © W. Pro libovolné x € W tedy existují 
vektory u4u€ D;, veD(T*) takové, že [x.0] = [4 Tu] + [— Třv, v]. : Po 
rozepsání do složek a vyloučení vektoru v dostáváme u€D(T*T) a x= 
= (Z7 + 7*7) «. Jelikož vektor x je libovolný, plyne odtud, že oborem hodnot 
operátoru $ := 7 + T*T je celý prostor X. Díky pozitivitě operátoru T*T je 
S invertibilní: jestliže Sx = 0, potom 0 = (x, Sx) = |a|* + (x, T*Tx), což 
implikuje x = 0. Dále pro všechna x,y€ D(T*T) platí (y Sx) = (Sy, x) 
a pomocí toho se snadno ověří, že operátor $7' je symetrický. Nyní: DX($7!) = 
= Ran $ = , a proto je $7' omezený symetrický operátor, tj. ($7')* = 87 
Operátor $ je potom samosdružený a totéž platí o T*T (viz cvičení 4 a 7). 

Druhé tvrzení věty je ekvivalentní rovnosti 7(7) = I(Tp), což je vzhledem 
k inkluzíi 75 C T a uzavřenosti operátoru 7 ekvivalentní požadavku, aby 
ortogonální doplněk podprostoru 7(7,) v Hilbertově prostoru 71 (7) obsahoval 
jen nulový vektor (viz tvrzení 4.2.4). Nechť pro nějaké x€ D, a všechna 
y€ D(T*T) platí ([x, 7x], [y, Ty]) = 0; odtud plyne 0= (x (I+ T*T) y) = 
= (x, Sy), a protože Ran$S= W, je x=0. m 

7.2.12 Poznámky: (a) Pro T€ P() je T*ř E £(%) a T** = T; věta proto 
zůstává v platnosti při záměně 7 + 7*. 

(b) Věta implicitně zahrnuje následující netriviální tvrzení: pro každé Te L(H) 
jsou podprostory DX(7T*T) a D(TT*) husté v.. 
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73 NORMÁLNÍ OPERÁTORY. SAMOSDRUŽENOST 
  

Pojem normálního operátoru, který jsme zavedli v $ 5.6, je účelné zobecnit i pro 

neomezené operátory. Říkáme, že lineární operátor 7' na W je normální, jestliže 

T je hustě definovaný, uzavřený a platí 

T*T = TT*. (1) 

Množinu normálních operátorů na daném X značíme £,(7/). Je zřejmé, že každý 

samosdružený operátor je normální, tj. 

fsa(%) c fn(%) c fc(*%) : 

V uvedené definici je samozřejmě zahrnuta rovnost definičních : oborů 

D(T*T) = IXTT"*), což je podmínka, jejíž ověřování může být dosti kompliko- 

vaná záležitost. To je jeden z důvodů, proč je užitečné následující kritérium 

normálnosti. 

7.3.1 Věta: Hustě definovaný uzavřený operátor T je normální právě tehdy, když 

D(T) = D(T*) a pro všechna x€ D(T) platí 

|x = 17x « (2) 

Důkaz: Předpokládejme, že platí rovnost (1) a označme D:= D(T*T) = 

= D(TT*). Podle věty 7.2.11 a poznámky 7212je TID=TaTID=T"; 

dále z (1) dostáváme |7x| = | 7*x|| pro všechna x € D. Odtud již snadno 

plyne (2) (viz cvičení 20). 

Nechť naopak || Tx| = |7*x| pro každé x € Ď:= DT) = DT*). Z po- 

larizační formule plyne, že všechna x, y € Ď splňují (Tx, Ty) = (T*řx, Třy). 

Nechť x€ WXT*T), tj. x6 Ď a Tx€ Ď; potom (7x, Ty) = (7*Tx, y). Pro 

každé y © Ď = D(T*) tedy platí (T*x, Třy) = (Tx, 1y) = (T*Tx, y), což 

znamená, že : Tx AT**) = D(T) = Ď a TT*x = T*Tx, | nebolí 

T*T c TT*. Vyměníme-li role operátorů 7' a 7'*, dostaneme rovnost (1). N 

7.3.2 Poznámky: (a) Ve větě 1 lze vypustit předpoklad uzavřenosti operátoru 7; 

jež je důsledkem podmínky (2) (viz cvičení 15). 

(b) V definici normálního operátoru vystupují T a T'* symetricky; je-li T normál- 

ní, platí proto totéž o operátoru 7* a naopak. 

(c) Každý normální operátor 7 je maximální v tom smyslu, že z podmínek 

TC S, S6.£(2) plyne T = $; to je zřejmé ze vztahů D(5) = D(S*) c 

c XAT*) = MT). 

7.3.3 Příklad (operátory násobení funkcí): Nechť (X, m 4) je prostor se 

o-konečnou mírou. Každé měřitelné funkci f;: X > C lze přiřadit operátor 7;
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na Z(X, du) s definičním oborem : 

D(T;) = D,;:= iw € L*(X, du): J-|f]2 || du < %;), (_3&) 

xX 

jehož akce na vektory Ý € D, je dána předpisem 

() () := f0x) v0x); (3b) 

nazýváme jej operátorem násobení funkcí /. Operátory 7; hrají důležitou roli 

v obecné teorii — viz $ 10.9. Odvodíme základní vlastnosti operátorů 7;, které 

vyplývají z dosud probraných vět o neomezených operátorech; spektrálním vlast- 
nostem je věnován příklad 8. Budeme užívat obvyklého zkráceného označení 
I* = L*(X, du), [gpdu =s (gwpdu apod. 

* 

(a) Operátor T; je hustě definován. 

K ověření tohoto tvrzení zavedeme měřitelné množiny 

M,„:= (x X: |f(X)] = n), n=1,2,..., (4) 

pro něž zjevně platí M,c M„„, a U M, = X. Nechť x, je charakteristická 
n=1 

funkce množiny M,; pro libovolný vektor w € £* dostáváme z Lebesgueovy věty 
|x.Ww — w| > 0; současně z nerovnosti : (|fyx d < w plyne, že 
Wwx, « D,;, takže D, = I 

(b) Rovnost T,; = T, platí právě tehdy, když f(x) = g(x) pro u-s.v. xe X. 
Postačující podmínka je zřejmá. K ověření nutné podmínky zavedeme množiny 

N,:= (x€X: |/(x)) S n, |g(x)) S m); charakteristické funkce všech těchto 

množin opět patří do D, = D,. Jelikož |]N, = X, stačí ukázat, že pro 

n= 1,2,... platí f(x) = g(x) prou-s.v. x € N,; to však ihned plyne ze vztahu 
WT — T) Xx | = 0 (viz příklad A.6.3). 

(c) Z tvrzení (a) vyplývá existence 7/; zopakujeme-li postup, který jsme užili 

v příkladu 7.1.5 při důkazu samosdruženosti operátoru ©), s tím, že x, jsou nyní 

charakteristické funkce množin (4), zjistíme, že 

Tý = T;. () 

  

  

Z evidentních rovností D, = D; a |Tyy| = |7)w] pro w€ D formule (5) 

a tvrzení (b) plyne 

() 7, je normální, 

(ii) 7; je samosdružený právě tehdy, když f(x) € R pro s.v. xe X. 
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(d) Jestliže f € L(X, du), je D,; = L* a pro každé y platí 

|T] = Jlflz I da S 1S I: 

operátor 7; je proto omezený a || 7;|| S |/] „- Toto tvrzení lze obrátit. Pro dané 

T, c S(L?) označme N:= (x€ X: |/()| > |T||; ukážeme-li, že.: u(N) = 0, 

bude platit f € L*(X, du) a |/ S | 7)] (viz příklad 1.3.3). Nechť R je libovol- 

ná množina taková, že „(R) < %. Potom || Z/x(R ? M|? s |7A BR O M), 

tj. 

J.(W — |7A) zR o MduZo0. 

Aby tato nerovnost nebyla ve sporu s tím, že |/(x)| > |Z] na N,; musí platit 

„(N n R) = 0. Díky tomu, že « je o-konečná, dostáváme dále w(N) = 0, což 

vede k následujícímu závěru: podmínka f € L* je nutná a postačující pro to, aby 

T,; byl omezený; je-li splněna, platí ||7|| = |A = 

-7.3.4 Poznámky: (a) Pro míru u definovanou na o-algebře 2* pomocí spo- 

četných množin (4€X:j=1,2,..]) a (4>0)=12, ...) — vztahem 

udM) := > xm(x;) u; je každá funkce f; X > C měřitelná a příslušný operá- 
j=1 

tor 7; na L*(X, du.)) splňuje 75 = U -1 T.„U. Zde T) je operátor na separabilním 

W definovaný vztahem (7.1.8) pro posloupnost s):= (f(x )jje, a U je izomor- 

fismus prostorů Z*(X, du) a SF určený pomocí ortonormální báze (e) C 

takto: Uy := 21 pl(x;) u;e;- 
j= 

(b) Tvrzení uvedené ve cvičení 9 platí pro operátory násobení funkcí na libovol- 

ném prostoru L*(X, du) s následující modifikací pro inverzní operátor: 7' 

existuje právě tehdy, když f(x) * 0 pro s.v. x € X; je-li tato podmínka splněna 

a položíme-li g(x):= 1/f(x) pro x€ f6)(Cc1V0j), platí 7;" = T, (funkce g 

je měřitelná a na u-nulové množině /"(f0)) ji lze dodefinovat libovolně). 

Vyšetříme základní vlastnosti spektra normálního operátoru. Stejně jako v $ 5.6 

plyne z podmínky (2) pro vlastní hodnoty každého Te.2,(3) ekvivalence 

Aso(T) © AeogT"), (6a) 

'přičemž odpovídající vlastní podprostory jsou totožné 

Ker(T — 2) = Ker (T* — Ž). (6b)
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Vlastní podprostory příslušející různým vlastním hodnotám jsou ortogonální, 

A,.uEG(T), An © Ker(T— 2) L Ker(T- m). (6c) 

Pomocí ekvivalence (6a) a tvrzení 7.1.2(b) zjistíme, že reziduální spektrum je 
prázdné, 

o(T) = , (7a) 
a ověříme platnost ekvivalence 

AE o(T) ©» Ran(T—- ) ž w. (7b) 

V platnosti zůstává i věta 5.6:3; vzhledem k jejímu významu (zejména pro 
samosdružené operátory) ji zde znovu uvedeme. 

7.3.5 Věta: Množina regulárních hodnot normálního operátoru T je totožná 
s jeho oblastí regularity, tj. 4 € o(T) právě tehdy, když existuje c(2) > 0 takové, 
že 

J(7 — A) x|| S 2) Jx] (8a) 

pro všechna x € Dy, což je dále ekvivalentní podmínce 

Ran(T>— ) =R. (8b) 

Důkaz je stejný jako v případě věty 5.6.3 až na ověření uzavřenosti podprostoru 
Ran (T — 4); zde je nutno užít toho, že 7 je uzavřený (viz cvičení 3.34). Z uza- 
vřenosti operátoru 7' rovněž plyne, že (8b) implikuje (T — 2)' e S(%). B 

7.3.6 Důsledek: (a) Pro každé TE ZF,() jsou následující podmínky ekviva- 
lentní: 

() 26 «T), 
(ii) inff|(7 — 2) x|: x€ Dy, |x| = B = 0, 
(iii) existuje : posloupnost jednotkových | vektorů x, « D,r taková, že 
(T — 2)x, 70, 

(iv) Ran(7 — D) * H. 

(b) Spektrum samosdruženého operátoru A je podmnožinou reálné osy; je-li spe- 
ciálně operátor A omezený zdola, pak inf «(A) ž inf f(x, Ax): xe D,, |x|=1)) 

7.3.7 Příklad: Nechť « je regulární hodnota normálního operátoru T: Vzhledem 
k tomu, že rezolventa normálního operátoru je normální (cvičení 23), můžeme 
použít předchozích výsledků k určení spektra operátoru Rr(w). Především je ze 
vztahu (8b) jasné, že 0€ o(Rr(u)) právě tehdy, když W = Ran Rr(u), tj. 
F = Dr, což je ekvivalentní podmínce : T€ MW(W). Pro každý normální 

1) Viz důkaz tvrzení 5.6.5; v $ 10.4 uvidíme, že platí rovnost. 
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operátor T a každé w € o(T) tedy platí ekvivalence 

0E o(Rr(u)) © TENM). (9a) 

Vyšetříme dále, které nenulové body obsahuje množina o(Rr(£)). Nechť 2* 0 

a y Ran(Rr(u) — 2), tj. y= (Ry(u) — )x pro nějaké x € JW;, pomocí 

vektoru: z := — A Ry(w) x € D; získáme rovnost y>=(T - u 1/2) z, tj. 

yE Ran(T—4—1/4). Obrátíme-li pořadí kroků, dostaneme Ran (Rr(u) — 2) = 

= Ran(T— — 1/2). Potom z důsledku 6a plyne ekvivalence A € o(Rr(u)) © 

© u+ 1/4€ o(T), což spolu se vztahem (9a) dává 

4 As(vop)), veo(D) pro TE N(H), 
: (9b) 

: ks(von), veo(T)YI0) pro TEZFZ(HYN(H). 

Užijeme-li dále toho, že spektrální poloměr omezeného normálního operátoru je 

roven normě (viz komentář k $ 5.6), dostáváme 

|R-] = sup v n| (10a) 
veo(T) 

Uvažujme dále operátor | TRr(u) = 1+ uRr(m), který je rovněž normální 

a omezený; pomocí důsledku 6 zjistíme, že 

o(TRHW)) = (4: 1= 1+ ux, x€ oO(Rr(4))) 

a z formule (9b) potom plyne 

  | TRr(z)| = sup 
veo(T)   

. (10b) 
V7H 

7.3.8 Příklad: Najdeme spektrum operátorů 7; z příkladu 3. Pro danou měřitel- 

nou funkci f: X > C označíme 

RW(F) = Ra(f) = (4€C: p(M(A)) * 0 pro každé e >0j, 
C5 

kde M(2):= (x€ X: |f(x) — A| < ej. Tuto množinu nazýváme podstatným 

oborem hodnot funkce f. Dokážeme následující tvrzení: 

o(7) = Rel(f)- (11) 

Díky tomu, že 7; je normální, můžeme užít věty 5 a jejího důsledku. Nechť 

A E Re(f); pro každé e > 0 tedy platí w(M.) > 0 (píšeme stručněji M, místo 

M(2)) a vzhledem k o-konečnosti míry „ lze bez újmy na obecnosti předpo- 

kládat, že u(M) < %©. Pro x€ M, je |/(x)) < J4] + 8, a proto patří funk-



7.3 NORMÁLNÍ OPERÁTORY. SAMOSDRUŽENOST 

ce P= (u(M)) 1/2%(1\/1) do D Nyní: Jv|=1 a 1( — ) Y]p= 
= (s(M)y) ' f |f — A* du < *; podle tvrzení (a) důsledku 6 tedy 2€ o( 1;). 

Jestliže naopak AÉ Rg(f), existuje © > 0 takové, že «(M,) = 0. Pro každé 
w e L* tedy platí [|y|* du = j |* du. Užijeme-li ještě toho, že na XVM, 

je |f(x) — A| = «, dostáváme pro všechna Ý € D; nerovnost 

WT — D vlř = J | — iř|yřduz e J- WyFdu = 21ylř 
XM, XNMs 

a z věty 5 plyne 14 o(T,). Speciálně pro Lebesgueovu míru na R" platí: je-li f 
spojitá na R", potom o(7;) = Ran f. 

  

V $ 5.6 jsme definovali omezené operátory s čistě bodovým spektrem; každý 

takový operátor je normální a jeho spektrum je uzávěr množiny vlastních hodnot. 

V případě neomezených operátorů vznikají opět potíže s definičním oborem: daná 

ortonormální báze (e;) a neomezená posloupnost (2;) neurčují jednoznačně lineární 

operátor 7' takový, že Te; = Aje; pro j = 1,2,... — tuto podmínku splňují pro 

s = (A) operátory 7', a 7, z příkladu 7.1.6, přičemž 7; * T,. Abychom tuto 

nejednoznačnost odstranili, zavedeme pojem neomezeného operátoru s čistě bo- 

dovým spektrem jen pro normální operátory. Budeme říkat, že operátor 

T E Z() má čistě bodové spektrum, jestliže existuje ortonormální báze 
é = (€gfa.; C D; tvořená vlastními vektory operátoru T 

7.3.9. Tyrzení: V uvedeném označení platí pro každý normální operátor s čistě 
bodovým spektrem o(7) = oy(7), přičemž 

Dr=zixe H: ?, (6o x)F 1 JE < ) (12) 
acl 

vvo 
Důkaz: 'Ivrzení o spektru se ověří úplně stejným postupem jako ve větě 5.6.7. 

Označme pravou stranu vztahu (12) jako D,. Jestliže x € Dy, potom z ekvivalence 

(6a) plyne | Zx]P = I(e, Tx)|? = 2I(Tře„ x)F = (0 x)|!, | takže 

D; C Ds. Z tvrzení 4.2.8 a Hólderovy nerovnosti vyplývá, že D, je podprostor; 

vztahem : Tx := z).a(ea, x)e, je na D, definován lineární operátor splňující 

T > T. Stejně ]ako v príkladu 7.1.6 se ověří, že DNf)= D, a Třx= 

= YA6 x)e, takže |7x| = | P*x| pro všechna x€ D Operátor 7 je 

tedy normální, a proto Ť = T; tj. D,; = D, (viz poznámku 2c). N 

Důležitou aplikacíi věty 5 představují kritéria samosdruženosti a podstatné 
samosdruženosti, která nyní odvodíme. 
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7.3.10. Věta (kritérium samosdruženosti): Nechť A je symetrický operátor; po- 

tom následující podmínky jsou ekvivalentní: 

(a) A je samosdružený, 
(b) A je uzavřený a Ker (A t i)* = (0), 

(c) Ran(A t )= 

Důkaz: (a) > (b): Samosdružený operátor A je uzavřený a platí pro něj 

Ker(A + i)* = (0), protože (A + )* = A Fi a o(4) C 4) CR 

(b) > (c): Podle tvrzení 7.1.2b je Ran (A k 1) = HF; dále |(A + 1Y)x| = lx] 

pro všechna x € D, (cvičení 6); z toho a uzavřenosti operátoru A plyne uzavře- 

nost podprostoru: Ran (A + i) (viz cvičení 3.34). 

(c) > (a): - Pro libovolné y€ D(A*) označme z:= (4* + i) ».  Jelikož 

Ran(A +i) = W a Ac A*, existuje y € D, takové, že z = (A* + i) Yo. 

Potom y — y E Ker(A4 — i)* = Ran(A — í) = (0), j y = ; | proto 

D(A*) = D(A). N 

7.3.11. Důsledek (kritérium podstatné samosdruženosti): Pro symetrický operá- 

tor A jsou následující podmínky ekvivalentní: 

(a) A je v podstatě samosdružený, 

(b) Ker (A ž i)* = (0), 

(c) Ran(A ž ) = „. 

Důkaz ponecháváme jako cvičení. 

7.3.12 Poznámka: Z důkazu věty 10 je patrné, že čísla +i lze nahradit dvojicí z, Z 

pro jakékoli z CVR. 

7.3.13 Příklad: Ke každému y € [*(R) a e > 0 existuje p € CÝ(R) takové, že 

|w — g|| < e (viz příklad 3.1.7). Funkce x > 7,(x) := g(x)/(x t i)  patří 

rovněž do C/'(R) (ověřte!) a odtud pro zúžení operátoru O z příkladu 7.1.5 

na Cý(R), jež označíme ©O, máme |Y — (0 ž )9] = |Y — l| < e t 

Ran(0, t 1) = L*(R). Operátor O, = A! CT(R) je tedy v podstatě samosdru- 

žený (stv. s obecnějším tvrzením ve cvičení 22). 

Často se vyskytuje úloha ověřit samosdruženost operátorů typu T= A + S, 

kde A je samosdružený a S symetrický; jde o tzv. problém stability samosdruženos- 

ti vůči symetrickým poruchám. Postačující podmínky stability se formulují pomocí 

následujícího pojmu. Nechť A, S jsou lineární operátory na HF; budeme říkat, že 

operátor S je A-omezený (nebo relativně omezený vůči A), jestliže D, > D, 

a existují nezáporná a, b taková, že pro všechna x € D, platí 

|Sx] S alx| + 5|1Axl - (13a) 

Infimum množiny čísel b S 0, pro něž existuje a S 0 takové, že platí nerovnost 

(13a), se nazývá A-mezí operátoru S. Poznamenejme, že nerovnost (13a) nemusí 

být splněna pro žádné a ž 0, dosadíme-li A-mez za číslo b (viz cvičení 26).
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v 

Někdy je výhodnější pracovat s kvadráty norem. Je zřejmé, že pro a= a, f = b 

je podmínka 

|Sx]? S oř|a| ř + P|Ax|Ů (13b) 

postačující pro platnost (13a). Naopak pro libovolné e >0 můžeme položit 

dd=s(l+1/9ď, fg =(1+9MW, čímž dostáváme z (13a) pomocí 
2 Jeaf||x|| |Ax| S a*|x|? + | Ax|* nerovnost (13b). Z této úvahy dále ply- 
ne, že A-mez operátoru $ je rovna též infimu množiny všech $ ž 0, pro něž 
existuje a S 0 tak, že platí (13b). 

7.3.14 Věta (Kato-Rellich): Nechť A je samosdružený a S je symetrický, A-ome- 
zený operátor s A-mezí menší než 1; potom 

(a) A + $ je samosdružený; 
(b) jestliže pro nějaký podprostor D C D, je A t D v podstatě samosdružený, 

je i (A + $)! D v podstatě samosdružený. 

Důkaz: Podle předpokladu je operátor A + S symetrický, D(A + 5) = D, 
a platí (13b) pro nějaké 6 < 1. 

(a) Pro f = 0 je S omezený, $ je hermitovský a operátor A + $= A + $ je 

samosdružený (cvičení 7). Nechť tedy f * 0; položíme y:= a/f a podmínku 

(13b) zapíšeme ve tvaru 

|Sx| * S POAxEŮ + Žx] = FICA F iy) xé (14) 

(viz cvičení 6). Čísla +iy jsou regulárními hodnotami operátoru A a pomocí 

rezolvenřy dostáváme  D, = R(tiy))?. Dosadíme-li x= R,(tiy) y do 

nerovnosti (14), platí pro všechna y € ? vztah |SR„(žiy) y| S A| y||. Operá- 

tory Bí := SRg„(tiy) jsou tudíž omezené, přičemž |B.| < 8< 1; z lemmatu 

3.6.4 nyní vyplývá, že B, + I jsou regulární. Ke každému z < % tedy existují 

y+ 6 J taková, že z = (B, + /) y, a dále vektory x, € D, splňující 
(A Fiy)x+ = ys. Potom z=(SR(tiy)+ ) (A +iy)x, =(S+A Fiy)x, 

tj. Ran(S+ A +iy) = JP. Samosdruženost operátoru: A + S nyní plyne 

z věty 10 a poznámky 12. 

(by Nechť ATD = A; potom ke každému x€ D, existuje posloupnost 

(x,, C D taková, že x, > x a Ax, > Ax. Ze vztahu (13b) potom dostáváme 

|(A + 9 (x, — w s 2|40x, — F + 2150x — DF s 

Z 21 + P) |A(x, — |* + 2 |x, — xl*, 

a protože (A + $) = D(A4), platí (A + $)! D 2 A + S. Opačná inkluze 

plyne ze vztahu (A + S) D c A + S a toho, že operátor A + $ je podle již 
dokázaného tvrzení (a) samosdružený. I 
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O některých dalších výsledcích týkajících se stability vůči symetrickým poru- 

chám se zmiňujeme v komentáři. 

  

7.4 REDUCIBILITA. UNITÁRNÍ EKVIVALENCE 

Nechť T je lineární operátor na W s definičním oborem Dy;, přičemž obecně 

D, $ W. Je-li Ý uzavřený T-invariantní podprostor (viz $ 3.6), je T1 Y operátor 

na Hilbertově prostoru 4 s definičním oborem D; n 7; nazýváme jej částí T 

ležící v 4. Předpokládejme, že i " je T-invariantní, a nechť 7;, 7; jsou části 

T ležící v , resp. $". Symbolem 7; © 7> označíme lineární operátor s definič- 

ním oborem DX(T © T) := (D, N 9) D (Dy 0 $"), jehož působení je určeno 

vztahem 

(7T, © T) (x, + x) := Tx + TDoro (1) 

pro x, € D, n $ a x, € D,; 0 9"; nazýváme jej ortogonálním součiem operáto- 

rů T,, T;. Jestliže D,; = , je zřejmé, že T = T, © T>; v opačném případě není 

zaručeno, že projektor E na podprostor 2 splňuje podmínku  ED, C Dyr, 

a pokud tato inkluze neplatí, potom T©O7,cT ade T©OD T 

7.4.1 Příklad: Uvažujme operátor P na 2*(—1,1) (viz příklad 7.2.7) a nechť 

projektor E je operátor násobení charakteristickou funkcí intervalu (0, 1). Pod- 

prostory. Ran £ a (Ran £)* jsou zjevně P-invariantní, ale např. pro funkci 

x > yW(x) := 1 — x* patřící do D, platí Eyp é Dr. 

Je proto účelné zavést následující pojem: lineární operátor T na š je reducibil- 

ní, jestliže existuje netriviální projektor E (tj. E * 0, E A I) takový, že 

(). ED, C Dr, 
(ii) podprostory EX a (T — E) W jsou T-invariantní; v opačném případě je T 

ireducibilní. 

O operátoru, který splňuje uvedené podmínky, se alternativně říká, že je reduko- 

ván projektorem E, resp. podprostorem EX. Je zřejmé, že operátor 7' je reduko- 

ván podprostorem E% právě tehdy, když je redukován podprostorem EW". 

Následující tvrzení bezprostředně plyne z uvedených definic. 

7.4.2 Tvrzení: S označením (1) platí 7 = T[ © 7, právě tehdy, když podpro- 

stor: $ = E redukuje operátor 7; je-li tato podmínka splněna, potom 

DT) = D, n 9= ED, a DT) = Dr o 9* =(I— E)D+r. 

7.4.3 Příklad: Nechť 2 je vlastní hodnota normálního operátoru 7: Díky tomu, 

že T je uzavřený, je příslušný vlastní podprostor. Ker (7' — 4) rovněž uzavřený 

(ověřte!); dále z Ker(T — 4) C D; plyne, že projektor E(4) na Ker(7 — A) 

splňuje : E(2) D, © D;. Podprostor: Ker(7 — 2) je zjevně Z-invariantní, 

a protože podle (7.3.6b) pro každé y € Ker (7 — )) n Dr a xe Ker(7T — 4)
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platí (Ty, x) = (y, T*x) = Ay x) = 0, je Ker(T — 2)“ rovněž T-invariantní. 

Každý normální operátor je tedy redukován kterýmkoli ze svých vlastních pod- 

prostorů. 

7.4.4 Věta (kritérium reducibility): Lineární operátor 7 je redukován projekto- 

rem £ právě tehdy, když 

ET c TE, (2) 

což je ekvivalentní podmínkám  ED,c D; a ETx = TEx pro všechna 

x€Dy. 

Důkaz: Nechť 7 je redukován projektorem E; libovolné x € D; zapíšeme ve 

tvaru x= y + z, kde y:= Ex a z:= (7 — E)x. Podle předpokladu je 

yyzE D,;, dále Tys EW a Tz€ EW', takže ETx = ETy = Ty = TEx. 

Naopak, z podmínky (2) plyne Z-invariance podprostoru EX, neboť pro x€ 

6EW n D;,; je Tx = TEx = ETx EXW. Stejně se ověří Z-invariance pod- 

prostoru (7— EF) H. © 

7.4.5 Příklad: Nechť 7 je normální operátor, jehož množina vlastních hodnot je 

neprázdná. Pro dané 21€ a(7) označíme E(4) projektor na příslušný vlastní 

podprostor; podle vztahu (7.3.6c) platí E(2) E(w) = 0, jestliže A ? u V pří- 

padě konečné množiný G(7) = (A 4) je E,„:= > E() projektor 
j= 1 j= 

na > Ker(7 — 2;), a protože každý z projektorů E(2;) redukuje operátor 7; 
j=1 

vyplývá z věty 4, že E, rovněž redukuje 7 Je-li o„(T) spočetně nekonečná, 

a (T)=(4,;: j= 1,2,...), označíme jako E projektor na H := > *Ker(7—2)). 
j=1 

Podle vztahů (5.4.5) platí E = X E(4)) = s-lim E,. Nechť x€ D;, y:= Ex; 
j=1 

pro každé přirozené n je E,E = EE,= E,, takže y,:= E„y= E„xe D,r 

a y, > y. Díky tomu, že £, redukuje 7; platí Ty, = TE,x = E„Tx > ETx, 

a z uzavřenosti operátoru 7' vyplývá y € Dy, tj. ED, C Dyr, a TEx= ETx. 

Podprostor , tedy redukuje operátor 7; a proto T,:= T1W,, respe = 

= T lW jsou normální operátory na Hilbertových prostorech , resp. ; 
(cvičení 29). Z konstrukce prostoru W je zřejmé, že v tomto podprostoru existuje 

ortonormální báze tvořená vlastními vektory operátoru 7; naproti tomu 7; nemá 

žádné vlastní hodnoty. Poznamenejme ještě, že předpoklad spočetnosti množiny 

o „(T) není podstatný: pomocí tvrzení 5.4.10 snadno zjistíme, že podprostor 

>* M4) redukuje operátor 7' pro množinu a„(7) libovolné mohutnosti. 
isop(T) | 
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Shrneme závěry, k nimž jsme dospěli: každý normální operátor 7 lze vyjádřit ve 

tvaru ortonormálního součtu 

T=T,erT, (3a) 

kde 7; je normální operátor s čistě bodovým spektrem, zatímco o(T.) = 8. 

Dále platí (viz cvičení 29 a tvrzení 7.3.9) 

o(T) = o(T) v o(T) = o(T) v o(T). (3b) 

Speciálně platí tyto formule pro každý samosdružený operátor A, přičemž operá- 

tory A, a A, jsou rovněž samosdružené. 

Vraťme se ke kritériu reducibility. Pro TE S(W) má podmínka (2) tvar 

ET = TE a vyjadřuje, že operátory 7; E komutují. To poskytuje motivaci 

k následujícímu zobecnění pojmu komutativity. Nechť 7 je libovolný lineární 

operátor na W a B e B(W); budeme říkat, že operátory 7' a B komutují, jestliže 

BT C TB, (4) 

což můžeme opět rozepsat jako BD, C D, a BTx= TBx pro všechna 

x € D;. Je jasné, že pro Te P() přechází (4) na BT = TB. Vhodnost 

uvedené definice ilustruje např. to, že z ní vyplývá komutativita každého invertibil- 

ního omezeného operátoru B s B"' (viz též cvičení 31); přitom BB"' * B'B, 

jakmile RanB 7 . 

Pro širokou třídu neomezených operátorů lze podmínku (4) vyjádřit pomocí 

rezolventy operátoru T 

7.4.6 Věta: Nechť 7 je uzavřený lineární operátor s neprázdnou rezolventní 

množinou. Postačující podmínkou komutativity 7 s omezeným operátorem B je, 

aby 

Pr(u) B = BRr(t) (5) 

alespoň pro jedno « € o(T); nutnou podmínkou je platnost této rovnosti pro 

všechna u € o(T). 

Důkaz: Při ověření postačující podmínky vyjdeme z toho, že libovolné x € D, 

lze zapsat ve tvaru: x = Ry(H) y.. Pomocí (5) dostáváme Bx = BRr(u) y = 

= Rr(w) By, takže Bxe Ran Rr(4) = D;. Dále BTx = B(T-ut+u) Rr(u)y= 

= By+uBx a TBx=(T—u) BRrA(u) y+uBx= By+ uBx, tj. BTx = TBx 

pro všechna x€ Dr. 

Jestliže naopak: BT c TB, potom pro každé 4 € C platí B(T — ) C 

C (T — um) B; speciálně pro « € e(7) odtud plyýne BRr(w) = Rr(u) B (viz 

cvičení 30). N
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7.4.7 Důsledek: Nechť 7; S jsou uzavřené operátory, jejichž rezolventní množiny 

jsou neprázdné. Jestliže existují A; €E W(T), 44 € 0(S) taková, že Rr(A,;) komutuje 

sS Rs(/o), potom operátory Ry(A), Rs(u) komutují pro všechna 2€ 0(7), 

u € 0(5). 

7.4.8 Poznámka: Pojem komutativity dvojice neomezených operátorů budeme 

potřebovat jen v případě, kdy oba uvažované operátory jsou samosdružené. Pří- 

slušnou definici uvádíme v $ 10.3; vyplývá z ní, že samosdružené operátory A, B 

komutují právě tehdy, když R () Rz(u) = Rz(u) R(A) pro všechna 

A,u e CXR. 

Zbývající část tohoto paragrafu je věnována unitární ekvivalenci. Budeme říkat, 

že lineární operátory 7; S na W jsou unitárně ekvivalentní, jestliže existuje 
unitární operátor U takový, že 

T = USU "'. (6a) 

Tato podmínka zahrnuje následující vztah mezi definičními obory: 

D,„= D(USU 7) = UD,;, ; (6b) 

a plyne z ní 

Ran 7 = U Ran $. (6c) 

7.4.9 Poznámky: (a) Díky tomu, že unitární operátory tvoří grupu vůči násobení 

v () (viz cvičení 5.28), je vztah unitární ekvivalence reflexivní, symetrický 
a tranzitivní. 

(b) Ve smyslu poznámky 5.5.2 mluvíme o unitární ekvivalenci i v případě operáto- 

rů 7,, 7> na různých Hilbertových prostorech , %>, jestliže existuje izomorfis- 

mus V: W, > , takový, že T, = VT,V. 

Unitárně ekvivalentní operátory mají řadu shodných charakteristik — nejdůleži- 
tější z nich nyní uvedeme (viz též cvičení 32, 33). 

7.4.10 Tvrzení: Z unitární ekvivalence operátorů 7; $ plyne: (a) Je-li S hustě 

definovaný, je T = USU"' hustě definovaný a 7* = US*U"'. Je-li speciálně 
S symetrický (samosdružený), je 7' symetrický (samosdružený). 

(b) Je-li S invertibilní, je T invertibilní, přičemž: T ' = USTUU". 

(c) Je-li S uzavřený, je T uzavřený, platí o(7) = «) a IH(7) = Us I(:S), kde 

Uolx, j| := [Ux Vy). 7) 

Důkaz: (a) Implikace D, = W > UD,;= W plyne z výsledků cvičení 5.4. 

Vztah 7* = US*U "* dostaneme z cvičení 2 a tvrzení 7.1.3e. Je tedy X 7*) = 
= UD(S*) a odtud plyne zbytek tvrzení (a). 
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(b) Označme T := US7'U7'; podle (6b,c) platí  D(7) = VRan S = 

= Ran 7; pro každé x€ D, je T'Tx = x a z tvrzení A.1.6a plyne T' = T" 

(c) Operátor Ua definovaný na Hilbertově prostoru ? © W vztahem (7) je uni- 

tární a přímo z definičního vztahu plyne Us I(5) = KT). Dále pro S W.„) 

platí U I(5) = Us I(5) = Us I(S), a proto Te VP). Pro každé AEC 

jsou operátory T — A a $ — A unitárně ekvivalentní. Je-li 4 € o($), potom ze 

vztahu (6c) a zřejmé rovnosti Ker(T — 2) = UKer($S — 2) plyne 2€ (7); 

záměnou operátorů 7; S dostáváme o(5) = o(7), a tedy též o($) = o(7). I 

7.4.11 Poznámka: Z provedeného důkazu je patrné, že tvrzení platí i v případě, 

kdy 7; S jsou unitárně ekvivalentní operátory na různých Hilbertových prostorech. 

7.4.12 Příklad: Uvažujme operátor T:= F-7'OF na I*(R), kde O je samosdru- 

žený operátor násobení nezávisle proměnnou z příkladu 7.1.5 a F je Fourierův- 

-Plancherelův operátor. Operátor 7 je tudíž samosdružený a pro každé Y € D 

platí y = F'g, kde gpe€e D,C LW(R) (viz cvičení 5). Pak ze vztahu (5.1.5) 

dostáváme 

XY — 

(2n)'? wx) = Jew g(y) dy = iJ N 7 y g(y) dy + pr(y) dy.   

Odtud na základě tvrzení 5.1.9b a formule (5.1.6b) vyplývá, že y je absolutně 

spojitá v R, přičemž 

z oalý -1/2 d 
-iwLx) = (2n) — 

dx 

eixy — 1 

; (O0Og)(y) dy = (F7'Ov)(x).   

To znamená, že ' € I(R) a —iy = F'OFy. Vidíme tedy, že každá funkce 

p © D, je absolutně spojitá v R, přičemž Y' € I? a Tw = —iy, což můžeme 

pomocí samosdruženého operátoru P na IL7(R) z příkladu 7.2.7 zapsat ve tvaru 

T c P. Nyní Ti P jsou samosdružené, a proto jsou si rovny. Operátory P a © na 

L*(R) jsou tedy unitárně ekvivalentní: 

P= F'OF. (8) 

Odtud např. vyplývá, že o(P) = o(0) = R (viz příklad 7.3.8). 

  

7.5 NEOMEZENÉ SESKVILINEÁRNÍ FORMY 

Mezi omezenými operátory a omezenými seskvilineárními formami na daném ? 

existuje vzájemně jednoznačná korespondence vyjádřená vztahem (5.1.1). Podob- 

ná korespondence existuje i mezi neomezenými operátory a formami; vztahuje se 

však jen na určitou třídu neomezených operátorů a souvislost mezi operátorem 

a odpovídající formou je složitější. Omezíme se zde na symetrické zdola omezené
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formy, které jsou pro nás důležité z hlediska dalších aplikací; o některých zobecně- 
ních získaných výsledků se lze poučit např. v [Ka], kap. VL. 

Budeme vycházet z definic uvedených v $ 1.2. Nechť D je podprostor v ; 

seskvilineární formu f: Dx D » C budeme stručně nazývat formou na 

a podprostor D = D(f) jejím definičním oborem. Jestliže D(f) = „, říkáme, 

že forma je hustě definovaná. Pro kvadratickou formu g; generovanou formou f 

budeme užívat jednoduššího označení 

f] = al)=fxx2), xD0) 

Z linearity vyplývá, že f je jednoznačně určena příslušnou kvadratickou formou 

pomocí polarizační formule. Pro formy se definují běžné operace bodového sčítání 

a násobení skalárem; výsledkem je opět forma, pro jejíž definiční obor platí stejná 

pravidla jako pro sčítání neomezených operátorů. Rovněž operace rozšíření a zúže- 
ní mají obvyklý význam a užívá se pro ně stejných symbolů jako v případě 

operátorů. 

Jednotkovému operátoru přiřazuje vztah (5.1.1) skalární součin; pro tuto formu 

budeme někdy užívat označení e, tj. e je forma definovaná na celém ) vztahem 

e(x, Y) := (% )). 
Množina : AX(f) := (f[|x|: x€ W(f), |x| = 1) se nazývá číselným oborem 

hodnot formy f. Stejně jako v případě operátorů z polarizační formule plyne, že 

forma / je symetrická právě tehdy, když ©(f) — R. Symetrická forma s je zdola 

omezenůá, jestliže 

m,:= inf A(s) > — o. 

Je zřejmé, že forma s je pozitivní právě tehdy, když , S 0. Každé symetrické 

zdola omezené formě odpovídá pozitivní forma 

S5 $ me. (1) 

Jestliže s je pozitivní forma, potom pro všechna x, y € D(s) platí Schwarzova 

nerovnost 

js(x, »)| S Gh] slyD) * (2) 

z níž plynou nerovnosti (viz cvičení 1.9) 

s[x + y] 1/2 < S[x]lll + s[y]I/Z, ls[x]I/Z A S[y]1/2| < s[x — y] 1/2' (3) 

7.5.1 Příklady: (a) Nechť 7 je lineární operátor na X/ s definičním oborem Dz. 

Formu f;, pro niž D(f'):= D; a fr(x, y):= (x, Ty), nazýváme formou 
generovanou operátorem T. Je zřejmé, že množina ©X(f;-) je totožná s číselným 

oborem hodnot operátoru 7' Je-li speciálně 7' zdola omezený symetrický operátor, 

je f zdola omezená symetrická forma. 

223



224 

7 NEOMEZENÉ OPERÁTORY NA HILBERTOVĚ PROSTORU 

(b) Pro lineární operátor 8: 4 > , kde ; je líbovolný Hilbertův prostor, je 

vztahem 

p(x, Y) := (Sx, 8y) 1, 

definována pozitivní forma s definičním oborem D(p):= Ds. 

(c) Pro W = L*(a, b), b — a < %, danou reálnou funkci g € L*(a, b) splňu- 

jící g(x) ž m, pro s.v. x €(a,b) a konstanty hh R položíme D() := 

= AC(a, b) a 

m%wr=J\$Gíwuy+anEčíwnwu+húíňwwr+měčíww- 

Forma / je hustě definovaná a symetrická. Pro dané g € AC dává integrace per 

partes 

, , (x — a)* 
g(b) = (8,w)+ (8.,9), kde g(x):= ————, n=1,2,.... (4a) 

(b — a) 

Podobně platí g(a) = (h,, g') + (h ) pro funkcí 

x> hx):= —(x— by'(a— by7", 

přičemž 

(4b)   

b a 1/2 

= A = > eh = I] = lg = I £„+J lez = A (- d0 — D) 

Potom: g] S |o|*+ mloj? — |h |o(F - k |a s Alel — Blol, 

kde A:= 1 — 2(|hd + |D JeJ a B> 20h + |k) |gs? — m Jelikož 
||g.|| > 0 pro m > %, Ize docílit, aby A > 0. Forma é je proto omezená zdola, 

přičemž m, > — B. 

V dalším bude s označovat symetrickou zdola omezenou formu a s, odpovídající 

pozitivní formu (1). Na podprostoru D(s) zavedeme skalární součin 

(x Y = 0x ) + (1 — m)(4 ») = sdk )) (52) 7 (0)w 

Tím se D(s) stane pre-Hilbertovým prostorem, který označíme ; zřejmě platí 

W = W Budeme říkat, že forma s je uzavřená, jestliže %P je Hilbertův prostor. 

Nechť posloupnost (x,) C D(s) je cauchyovská vzhledem k normě |.||s 

snadno nahlédneme, že to je splněno právě tehdy, když x, > x € W ake každému 

eg > 0 existuje n takové, že n > n, a m > n, implikuje |s[* „ — X„]| < e Tyto 

dvě podmínky se zapisují jako X, B x, 

7.5.2 Tvrzení: Následující výroky jsou ekvivalentní:
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(a) s je uzavřená forma, 
(b) pro každou posloupnost (x,) takovou, že x, A x, platí xe Ds) 
a s[x, — x] > 0, 

(c) s + ae je uzavřená pro každé a R. 
Důkaz přenecháváme čtenáři. 

7.5.3 Příklad: Pro formu p z příkladu 1b platí x, Bx právě tehdy, když x, > x 
a (Sx,„)je konvergentní posloupnost v ,. To znamená, že nutnou a postačující 
podmmkou uzavřenosti formy p je uzavřenost operátoru S. Např. pro %) = 
= W = I*(a, by a operátor = -id/dx, s definičním oborem D,= 
= AC(a, b), tj. $ = P* (viz příklad 7.2.7), je p(g, ) = fabm Y(x) dx 
uzavřená forma. 

7.5.4 Lemma: Jestliže x, © x, y B y potom posloupnost (s(x,, y )) je cauchy- 
ovská; je-li speciálně forma s uzavrena platí s(X,, Y) > s(x, y). 
Důkaz: Z podmínek x, Bx A e y plyne (x, y,) > (x, y); proto můžeme 
bez újmy na obecnosti předpokládat, že s je pozitivní. Dokazované tvrzení potom 
plyne z odhadu 

|8lXn> Y1) — W%noo Ya)| S |809 — Xnts Ya)| F |n Pa — J) S 
< s[x„ aa xm]l/Z s[yn]l/l + S[y„ — ym]1/2 s[xn]I/Z (5) 

a z toho, že posloupnosti (s[x,]) (s[y,]) jsou cauchyovske (viz ( 22 a tudíž 
omezené. V případě, že forma s je uzavřená, z podmínek x, x y * y plyne 
s|X%, — x] > 0, sly, — y)| > 0, a vztah s(x,, y„) > s(x, y) dostaneme, položí- 
me-li v nerovnosti (5) x, = % Y„ =y m 

Ne každá symetrická forma je uzavřená; vzniká tedy otázka existence uzavře- 
ných rozšíření. Na rozdíl od operátorů, kde díky pojmu grafu jsou úvahy související 
s uzávěrem velmi názorné, je u forem situace poněkud složitější a tvrzení jsou 
slabší; jak za okamžik uvidíme, existují např. symetrické zdola omezené formy, 
které nemají žádné uzavřené rozšíření. 

Budeme říkat, že formu s lze uzavřít, jestliže existuje uzavřená forma s > s. 
Jak ukazuje následující věta, vyplývá z této podmínky existence minimálního 

N 
uzavřeného rozšíření formy s které nazýváme jejím uzávěrem a značíme 5 

7.5.5 Věta: K tomu, aby symetrickou zdola omezenou formu s bylo možno uzavřít, 
je nutné a stačí, aby z podmínky x, Bg vyplývalo s[x,] > 0. Jestliže tato 
implikace platí a označíme-li jako D(š) podprostor tvořený právě těmi vektory 
x € JP, pro něž existuje (x,) C D(s) splňující x„f(% x, potom je na podprostoru 
D(s) vztahem 

s(x, Y) := lim s(x,, Y,), (6) 
no w 
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pro x„-(—s)> X, y„—(—s—)> y definovaná forma $, která je minimálním uzavřeným 

rozšířením formy s. Dále platí 

m,= m,. (7) 

Důkaz: Jestliže s; 2 s je uzavřená forma, potom x, 0 implikuje x, B 0, 

a odtud díky uzavřenosti vyplývá 0 = lim s [x,] = lim s[x,]. 

Předpokládejme naopak, že platí implikace x, Bg = s[x,] > 0; ukážeme, 

že vztahem (6) je na D(š) definována uzavřená forma, a že pro libovolnou uzavře- 

nou formu 5) 2 s platí s; > s Existence limity (6) plyne z lemmatu a její 

nezávislost na posloupnostech (x,) a (y„) z cvičení 37 a odhadu (5). Dále z tohoto 

cvičení vyplývá, že D(5) je podprostor; pak díky linearitě limitního přechodu 

dostáváme ze vztahu (6), že S je forma, přičemž $72 s. Kromě toho je z tohoto 

vztahu patrné, že S je symetrická, omezená zdola a m, Z m, což spolu s inkluzí 

$ S s dává rovnost (7). Zbývá ověřit, že 5 je minimální uzavřené rozšíření. 

Nechť x€e D($) a x„& x; ke každému £ >0 tedy existuje přirozené n, 

takové, že mn,m > n, > |s[X, — X„m]|| < €. Provedeme-li zde limitní přechod 

vzhledem k m, zjistíme pomocí (6), že |š[x, — x|| S e, jakmile m > n. Odtud 

plynou následující závěry: 

(i) D(s) je hustý podprostor v pre-Hilbertově prostoru: J = D(s); 

(ii) ke každé posloupnosti (x,) C D(s), která je cauchyovská vzhledem k || s 

existuje x € , takové, že |x, — x| > 0. 

Na základě těchto závěrů ověříme, že , je úplný. Nechť posloupnost 

(y„) C , je cauchyovská vzhledem k |.|. Podle (i) existuje posloupnost 

(x,) C D(s) taková, že |x, — Y| < 1/n, n= 1,2,.... Posloupnost (X„) je 

potom cauchyovská vzhledem k ||. ||„ tj. také vzhledem k || |„ a z tvrzení (ii) plyne 

|*x — x| > 0. Potom |y, — x|| S |x, — x| + 1/mn — 0; prostor je tedy 

úplný, takže s je uzavřená forma. Uvažujme konečně uzavřenou formu: $; 2 s 

a libovolné x € D(5); podle předpokladu existuje posloupnost (x.) C D(s), pro 

niž x, % x. Potom x, x; z uzavřenosti formy s, plyne x € D(s,) a vztah (6) 

spolu s lemmatem dává s[x] = lim s[x,] = lim s[x,] = sd[x], — takže 

25 m o o 

7.5.6 Příklad: Uvažujme znovu formu p z příkladu 1b. Implikace x„QO > 

> p[x,] > 0 platí právě tehdy, když operátor $ lze uzavřít (viz tvrzení 3.4.11). 

Každému operátoru, který nelze uzavřít, tudíž odpovídá pozitivní forma, která 

nemá uzávěr. Taková je např. forma p, již dostaneme, zvolíme-li % = I/(R), 

=0 a (Sy)(x):= 400) pro ý6AGR), tj. pg Y) — 900) w0): 
podmínka (p„QO znamená g, € AC(R), g, > 0 a g,(0) > a € ; z toho však 

nevyplývá, že a = 0 (srov. se cvičením 3.29).
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Existují tedy symetrické zdola omezené formy (dokonce hustě definované), 
které nelze uzavřít. Tato situace však nemůže nastat pro formu, která je generována 
zdola omezeným symetrickým operátorem. 

7.5.7 Tvrzení: Forma s = f, generovaná symetrickým zdola omezeným operá- 

torem A má uzávěr a pro všechna x€ D(8), y€ D, = D(s) platí x, y) = 
= (x, Ay). 

Důkaz:; Podle věty 5 stačí ověřit implikaci x, Bg = s|[X„] > 0. Předpokládej- 

me nejprve, že A je pozitivní, takže s je rovněž pozitivní. Nyní z podmínky x, Bg 
a (3) plyne, že (s[x,]) je cauchyovská, tj. omezená, s[x,] < M pro všechna n; dále 
Schwarzova nerovnost dává 

s|X] = (Xnp; X 7 Xu) R X Xn) S 

S spo |? s[x — z? + (Ažy; %) < (Me)? + |Ax Iml 

pro všechna , m > n, Jelikož x, B o zahrnuje podmínku x, > 0, dostáváme 
limitním přechodem m > % nerovnost s|x,] < (Me)'“* pro všechna n > nm, p n p £ 
tj. s[x,] > 0. Jestliže inf EA(A4) = m, < 0, je forma s= s — mg„e pozitivní, 

a protože z x,9%0 plyne x, 6B 0, platí s|x„,| > 0. Potom |s[x]] = p n P y n P o n 

S so[X„] + |n] ||x |* > 0. Tím je existence uzávěru dokázána. Nyní k libovolné- obnm A J y 

mu x€ D() existuje podle věty 5 posloupnost (x,) C D, taková, že x, B x 

potom vztah (6) pro každé y € D,„dává x, y) = lim s(x,, y) = lim(x,, Ay) = 
= (X, Ay). N 

Následující věta má základní význam pro teorii neomezených forem. 

7.5.8 Věta (o reprezentaci):  Nechť s je hustě definovaná uzavřená symetrická 

a zdola omezená forma na J7. Potom existuje samosdružený operátor A takový, 
že 

(a) D,„cC D(s) a pro všechna x€ D(s), y€ D, platí 

s(% Y) = (x Ay); (8) 

(b) s! D, = s; 

(c) jestliže existují vektory x € D(s) a z € JW takové, že pro všechna y € D(s) 
platí 

% )=>(5, (9) 
potom x€ D, a z = Ax; 

(d) jestliže lineární operátor 7' splňuje D, C D(s) a (Tx, y) = s(x, y) pro 

všechna x € D;y a y€e D(s), potom T C A; je-li speciálně operátor T samo- 

sdružený, platí 7 = A, takže podmínka (a) určuje samosdružený operátor 
A jednoznačně; 
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(e) operátor A je omezený zdola, přičemž inf YA(A) = m,. 

Důkaz: Předpokládejme nejprve, že m, = 0. Díky tomu, že s je uzavřená, je H 

Hilbertův prostor. Pro libovolné y € / uvažujme antilineární funkcionál / na. , 

[(x) := (x, y). Z nerovnosti |x| S lx] plyne, že /„ je spojitý na ;; snadnou 

modifikací důkazu věty 4.2.5 zjistíme, že existuje právě jedno y € „ takové, že 

(4 )= (4)) (i0) 

přičemž zobrazení C: y > y' je lineární. Speciálně pro x = y platí |y|; = 

< 171 ll < 1 s Cw S Cwh S ly takže CE HF) Rovnost 
(10) zapíšeme ve tvaru 

(x ») = (% Cy), = sx Cy) + (x C) (114a) 

Pro všechna x € D(s), y © P tedy platí 

s(x, Cy) = (x, y — Cy). (11b) 

Z podmínky Cy= 0 potom plyne (x, y) = 0 pro každé x€ D(s), a jelikož 

tato množina je hustá v 3/, musí být y = 0; operátor C je proto invertibilní. 

Dále pro každou dvojicí u, v € W z (11a) dostáváme (Cu, v) = (Cu, Cv), = 

= (Cv, Cw), = (Cv, 4) = (u, Cv), tj. operátor C je hermitovský, a proto c 

je samosdružený (viz cvičení 4). Označíme-li v (1ib) z = Cy, tj. y= C'' 

dostáváme pro samosdružený operátor A := C7' — I vztah s(x, y) = (% Az) 

pro všechna x€ D(s) a z€ D, = Ran CC D(s). V obecném případě, kdy 

m, * 0, je hledaný operátor A roven A; + m,7, kde A, je samosdružený 

operátor odpovídající pozitivní formě s !:= s — 'm,e; tím je dokázáno tvrzení (a). 

K ověření (b) stačí ukázat, že podprostor: D, = Ran C je hustý v H (viz 

cvičení 38). Z (11a) pro všechna x € D(s) plyne |x||? = (x, Cx),; odtud je vidět, 

že každý vektor patřící do ortogonálního doplňku podprostoru  Ran C vH, je 

nulový, a proto (D), = P, 

Tvrzení (c) dostaneme, přepíšeme-li podmínku (9) pro y € D, pomocí (8) do 

tvaru : (x, Ay) = (z, y); : odtud plyne x€ D(A*) = D, a z= Ařx = Ax 

Konečně tvrzení (d) plyne z (c); (e) plyne z (b) a formule (7). II 

7.5.9 Důsledek: Věta o reprezentaci definuje bijekci $ > A, množiny všech 

hustě definovaných uzavřených symetrických forem omezených zdola a množiny 

všech samosdružených zdola omezených operátorů, přičemž A, je omezený právě 

tehdy, když forma s je omezená. 

Důkaz: Nechť A, = A; a označme D = D(A,) = D(A,). Pro formy s, s tedy 

platí s! D = g ) D az tvrzení (b) plyne s= S; zobrazení sg A, je tedy 

injektivní. K ověření surjektivity uvažujme formu s, generovanou samosdruženým 

zdola omezeným operátorem A. Podle tvrzení 7 má tato forma uzávěr s, splňující
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Sa(X%, Y) = (x, Ay) pro všechna x€ D(s,), y€ D, a z tvrzení (d) dostáváme 
A = A- I 

Pro A, se užívá názvu operátor asociovaný s formou s. 

7.5.10 Příklad: Jestliže S E (3), je pozitivní forma p z příkladu 1b hustě 
definovaná a uzavřená. Pro všechna x € D; a y € D(A,) C D, platí (Sx, Sy) = 

= (x, A,y); to znamená, že Sy€ D(S*) a S*Sy = A,y, neboli A,C S*S. 

Vzhledem k tomu, že $*$ je samosdružený (viz větu 7.2.11), platí A, = S*s. 
N 

7.5.11 Věta (Friedrichsovo rozšíření):  Nechť A, je symetrický zdola omezený 
operátor, s je uzávěr formy generované operátorem A; a A, je samosdružený 

operátor asociovaný s formou s. Pak 

(a) A, C A, a DA,) C D(s). 

(b) inťf XA,) = inf A(A,), 

přičemž každý samosdružený operátor splňující podmínky (a) je totožný s A.. 

Důkaz: Forma s; generovaná operátorem A, má podle tvrzení 7 uzávěr s = s 

přičemž pro všechna x€ D(s) a y€ D(A) = D(so)) platí s(x, y) = (x, Ay). 
Odtud pro operátor A,plyne A, 2 A, (viz větu 8d); dále D(A,) C D(s) a podle 

rovnosti (7) a věty 8e máme inf AXA,) = m, = m,, = inf AA,). 

Nechť A 2 A, je samosdružený operátor splňující D, C D(s) a nechť s' je 

forma generovaná operátorem A. Jelikož s' 2 5;, platí s' > s, přičemž podle věty 

8d a tvrzení 7 A = A;. Potom pro každé x € D(s), y € D, z věty o reprezentaci 

plyne : s(x, Y) = s'(x, y) = (x, Ay), což podle věty 8d znamená AC A; 
vzhledem k tomu, že oba operátory jsou samosdružené, platí A = A,. E 

7.5.12 Poznámka: Uvažujme samosdružené zdola omezené operátory A, a A; 

označíme s, a s, odpovídající formy, tj. A, = A, pro r= 1,2. Obě tyto formy 

jsou hustě definované, symetrické, zdola omezené a uzavřené a tytéž vlastnosti, 

kromě první, má forma s$:= s; + s, (viz cvičení 39). Jestliže s je hustě definova- 

ná, potom samosdružený operátor A, nazýváme součtem operátorů A,, A, ve 

smyslu forem. Jelikož : D(A, + A) C D(s,) ? D(s,) = D(s) a pro všechna 
xe D(s) a y€ D(A,; + A) platí s(x, y) = si(x, y) + s(x, y) = (x, (A, + A) y), 

plyne z věty 8d inkluze A; + A, c A, (přitom není vyloučen případ 

A + A; 6ZF(9), tj. tento operátor nemusí být symetrický). Poznamenejme 

ještě, že když operátor A; + A, je symetrický, pak existuje jeho Friedrichsovo 

rozšíření A", obecně však A* * A, (viz [Ka], $ VI.2.5). 

  

7.6 TENZOROVÝ SOUČIN NEOMEZENÝCH OPERÁTORŮ 

Pojem tenzorového součinu, který jsme v $ 5.7 zavedli pro omezené operátory, 

nyní zobecníme pro libovolnou dvojici lineárních operátorů 7; definovaných na 

podprostoru D, Hilbertova prostoru H,, r= 1,2. 
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Stejně jako v $ 5.7 vyjdeme ze zobrazení 7p, které je definováno pro všechna 

[x, y| e D, X D, vztahem T(x © y) := Tx © Z:y; jeho lineární rozšíření na 

podprostor: D, w D, označíme 7,© 7; a nazveme tenzorovým součinem 

operátorů T,, 7T>, tj. 

(7, © 7) (ij © y) = ZTlx, © Ty,; () 

pro všechna x,€ D;,, y € D> 

7.6.1 Poznámky: (a) S ohledem na označení zavedené v $ 5.7 bychom měli pro 

rozšíření zobrazení Tj; na D, % D, užít spíše symbolu 7; © 7 a jako 7, © 7; 

označit uzávěr operátoru 7; % 75. V případě omezených operátorů má B, © B, 

jen pomocný charakter a prakticky se s tímto operátorem nepracuje, zatímco 

u neomezených operátorů je situace odlišná. Např. pro neomezené samosdružené 

operátory A,, A,je A, © A, v podstatě samosdružený (viz níže příklad 3) a často 

je výhodnější pracovat s ním než se složitějším operátorem A, © A,. Kromě toho 

je označení (1) obvyklé v literatuře, i když se někdy nečiní rozdíl mezi T © 77 

a T,© 7 

(b) Stejně jako v případě omezených operátorů odpovídají jednotlivým realizacím 

X a W' tenzorového součinu W © , realizace T a 7' operátorm 7; © 7> 

takové, že T" = V TV , kde V je izomorfismus (4.6.2). To se dokáže stejně jako 

v případě omezených operátorů (viz poznámku 5.7.2) s tím, že navíc musí platit 

rovnost D,;. = VD;, jež však plyne ze snadno ověřitelných inkluzí VD, C Dr, 

resp. V'Dz C Dy. : 

7.6.2 Věta: Předpokládejme, že operátory 7 r= 1,2, jsou hustě definovány; 

potom 

(a) 7; © 7 je hustě definován a platí 

(T © D)*2 T58 7; (2) 

(b) jestliže operátory 7; lze uzavřít, existuje 7; © 7% přiíčemž: 7; © 7; = 

z(TET *2 TřeEeTÝ=TToOD 

Důkaz: Z podmínek D, = , r=1,2, a tvrzení 4.6.4 plyne, že operátor 

T, © T, je hustě definován. Vztah (2) vyplývá z (1) a definice sdruženého 

operátoru. Existence 7; © 7, je důsledkem věty 7.2.4 a inkluze (2); vztah 

[x = |1 > 0, JY — p|; >0 > |x, © y — x© | >0 m 

7.6.3 Příklad: Ve formuli (2) nemusí platit rovnost ani tehdy, když jeden z ope- 

rátorů je omezený. Uvažujme třeba tenzorový součin samosdruženého neome- 

zeného operátoru A na % a jednorozměrného projektoru E na ; pro jedno- 

duchost předpokládejme, že  dim , = 2 a zvolme v .* ortonormální bázi 

(e, f) tak, že Ee = e, Ef=0. Potom platí (viz cvičení 4.24) W © W49,—
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=(xGCec+ y © f x, yEmW) a speciálně 

DA9DOB=lxoe+yoOfxyeD). 

Podle vztahu (2) je operátor A © £ symetrický; ukážeme, že D(A © E) + 

A D((A © E)*). Nechť zs= uoe+vofeD(a © E£)"); existují tedy 
vektory u*, v* E , takové, že 

(uDBetrvědfjAaAdrrrade+yorn)= 

=(u*e+vřejxoce+yehn 

pro všechna x,y € D,. Užijeme-li podmínek Ee = e a Ef=0, přejde tato 

rovnost na («, Ax); = (u«*, x); + (v*, y),. Speciálně pro y = 0 ze samosdruže- 

nosti operátoru A plyne uw€ D,, čímž dostáváme inkluzi D(A © E)*) C 

cíxDoe+ yBf xeD,ysM). Naopak, pro každou dvojicíi xe D,, 

y JW, a všechna x, y € D, máme 

(xOe+yoBRG(AOFBxXxXOctrtyBOP))= 

= (1, Ax'), = (Ax1,x), = (AxBexyBc+y©Dph. 

Platí tudíž rovnost 

D(A © FY)=(x©Oc+ yOEBfxeD,ysM), (3a) 

přičemž akce operátoru (4 © £)* je dána vztahem 

(A8 Fř(xOc+HyOf)= Ax Be. (3b) 

Nyní díky neomezenosti operátoru A je množina .%,VD, neprázdná, takže 

D(A © E) 7 D(A © E)*). Operátor A © £ tedy není samosdružený; uká- 
žeme, že je však v podstatě samosdružený. Podle cvičení 12 stačí ověřit, že 

(4 © £)* je symetrický. Ze vztahu (3a) je vidět, že je hustě definovaný, a rovnost 
(3b) pak pro libovolná x, x' € D, a y y €.%W, dává 

(xOetRybBG(AO©FP(xoOctrHyoh)= 

=((AE L (x8de+yOf),x dBGct+yoDP). 

Operátor A © £ je tedy v podstatě samosdružený; tento závěr zobecníme 

v $ 10.8. 
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Při provádění algebraických operací s tenzorovými součiny neomezených operá- 

torů je třeba dávat opět pozor na definiční obory. Jestliže např. A, je neomezený 

symetrický operátor na , a Ker G / (0), potom existuje : x € V D(A,) 

a nenulové y€ Ker Z;; vektor: x© y nepatří do: D(A © 72), avšak 

x© yE D(A, © Db)(l, © 7T)), neboť ( © 7) (x © y) =0 ONA, © h). 

To znamená, že A © 7, = A , © LT, * (A, © h)(I, © 7%) (srv. s (5.7.6)). 

7.6.4 Tvrzení: Pro libovolné lineární operátory S,, T, na W, r=1,2, platí 

následující „aritmetická““ pravidla: 

(TN+SODnsTSODn+SOTD, 
4 

TO(D+SJSTODITNEOB, 4) 

(T,5)) © (T8:) C (T, © T)(5, © $). (5) 

Jestliže speciálně S, je invertibilní a Ran $ © D(7T:) (nebo když existuje $;' 

a Ran $ c D(T,)), potom ve vztahu (5) platí rovnost. 

Důkaz: Snadno nahlédneme platnost inkluze (T+ S)0D - TD + 

+5,© 7T. Nechť xEe(MXT)© D(T)) o (D(S) © WX7)), U existují 

x, D(T), y D(To) tak,že x = > x; © y; a současně x = >, x, © y, pro 
j=1 k=1 

xL D(S), y s D(T). Nechť (ej/e, je ortonormální báze v podprostoru 

Šyla ..., yn: yí, ..., y;nhm c D(TŽ): takže yj — ;cjlel, yl,c — Žl:dklel' POÍOH'I pro 

vektory X;:= > cyx,E D(T,) a Xi:= >) duxk E D(S,) platí > (X,- X/)d9D e,=. 
j=1 k=1 I 

Díky ortogonalitě vektorů e; odtud plyne X= f l= 1,2,..M t 

X,s D(T,) o D(S,); jelikož e; € D(T2), patří - x= >X,© e;  do 
! 

D(T, + 8) © D(T). Tím je první z rovností (4) dokázána; druhá se ověří 

stejným způsobem. 

Platnost vztahu (5) plyne přímo z definice (1). Důkaz postačujících podmínek 

pro to, aby platila rovnost, přenecháváme čtenáři (cvičení 40). N 

  

Komentář 

$ 7.1 © Stejně jako v případě omezených operátorů jsou některé třídy neomeze- 

ných hustě definovaných operátorů charakterizovány pomocí číselného oboru 

hodnot (viz $5.3). To se týká především symetrických operátorů, pro něž 

EA(A) C R (cvičení 3). Říkáme, že symetrický operátor je omezený zdola, resp. 

shora, jestliže jeho obor hodnot splňuje podmínku inf ©(A) > — , resp. 

sup ©(4) < %; je-li speciálně ©E(A) C [0, + ©), je operátor A pozitivní.
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$ 7.2 * Někdy se zavádí pojem esenciálního spektra uzavřeného operátoru 7' po- 

někud odlišně. Rozdíl proti definici uvedené v hlavním textu je pouze v tom, že 

podmínka |x,„| = 1 pro m= 1,2,... je nahrazena požadavkem, aby posloup- 

nost (x,„) byla omezená. Jelikož každá posloupnost jednotkových vektorů je omeze- 

ná, stačí k ověření ekvivalence ukázat toto: jestliže posloupnost (x,) C D+ splňuje 

podmínky druhé definice, potom posloupnost (e,), kde e,:= x,/||x,„], vyhovuje 

definici první. Z toho, že neexistuje konvergentní podposloupnost (x,.) plyne 

x, ) 0 pro všechna m větší než jisté mn, a dále nerovnost c = inf ||x,| > 0. 

Vektory e,„jsou tedy definovány pro všechna = > $m dále platí |(T — 2) e,|| < 

e (1/c) |(T — 2) x,„| > 0. Předpokládejme nyní, že nějaká podposloupnost 

(e„j je konvergentní. Díky tomu, že množina (||x,||) je omezená, existuje konver- 
gentní podposloupnost (|x)|), kde x := Xwyj  potom (x = (eW|x9||) je 
konvergentní posloupnost, což je ve sporu s výchozími předpoklady. 

$ 7.3 * Problém stability samosdruženosti je podrobně diskutován v [|Ka], $ V.4, 

kde se mj. probírá případ symetrické poruchy $ samosdruženého operátoru A 

s A-mezí rovnou 1. Potom A + $ je v podstatě samosdružený operátor a toto 

tvrzení platí i v případě, kdy A je pouze v podstatě samosdružený. Další vlast- 

ností, která je stabilní vůči symetrickým poruchám, je omezenost zdola. Jestliže 

operátory A, S splňují předpoklady Katovy-Rellichovy věty a A je navíc omezený 

zdola, potom A + $ je rovněž omezený zdola a pro jeho dolní hranici m,1 = 

= inf A(A + $) platí odhad 

  my,+s Ž M,„ — max 
a 

J a + b|)moli, 

kde a, b jsou konstanty vystupující v nerovnosti (13a). 

$7.4 * Jestliže k danému lineárnímu operátoru 7' na % existuje úplný systém 

(E,: a € /) vzájemně ortogonálních projektorů takový, že pro každé a € I platí 
E„T c TE „ potom pro všechna x € D; z podmínky úplnosti, tj. > E„x = x, 

asl 

plyne 7x = > E,„Tx = >) TE,x, což se píše ve tvaru 
asf aefF 

T= >»*T,, kde T,:= T'rE,D,, 
a€f 

a představuje zobecnění tvrzení 2. V této souvislosti se zmíníme o obráceném 

postupu, který spočívá v tom, že pomocí daných operátorů 7; na Hilbertových 

prostorech , konstruujeme operátor na W = >?%W, Vektory X E jsou 
asl 

podle $ 4.5 zobrazení a > X(a)€ , taková, že každé X má jen spočetně 

mnoho nenulových „komponent“ X(a), pro něž platí ||X||ř = > |X(a)|% < . 
ael 

Nechť D, C , je definiční obor operátoru 7;; položme 
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D:=(X<%W: Xa)eD.„>Y|]T.X(a)|; < %) a pro  X€eD definujme 

(TX)(a) := T, X(a). Snadno zjistíme, že D je podprostor v X/ a zobrazení 7 

s definičním oborem D; = D je lineární operátor na ; nazýváme jej direktním 

součtem operátorů T, a značíme T = »*T,. 
asI 

Je zřejmé, že každý z uzavřených podprostorů P9 := (X: X(f)=0 pro f ? a) 

redukuje operátor T a platí T9 = T10 = U„T,U7", kde U, je izomorfis- 

mus prostorů ,„W9, který danému x€MW, přiřazuje X E s jedinou 

nenulovou komponentou X(a):= x. Direktní součet 7' operátorů T, je tedy 

roven ortogonálnímu součtu operátorů 7%; proto pro oba pojmy užíváme stejné- 

ho symbolu. 

Jsou-li všechny operátory T, omezené a sup|7T.||. < , potom je T = 
acfI 

= >*T, omezený a |T| = sup |Zo]|.  Nerovnost |7] = sup |Z[ plyne 
acŤ 

z toho, že ||7X|ř = > |7, X(a)|c; naopak pro každé a€ 7 platí |7] = 
aef 

= sup ||7X|| Z supí||7TX|: X e P0) |JA] = 1= 17oo 
X = 1 

Předpokládejme nyní, že všechny operátory 7;,; a € 7, jsou hustě definované, 

a nechť x; = X(a;), j = 1,2,..., jsou nenulové komponenty daného Xemw. 

Z definice normy v / vyplývá, že ke každému < >0 existuje m, takové, že 

> ||x|e, < £/2; dále ke každému x; existuje y; € D proněž ||x — y < 
j=n;+1 

< 27ť*+Dg. Položíme-li Y(aj):= y; pro j= 1,2,...n, a Y(a):= 0 pro 

ostatní a €Z, je zřejmě Ye D; a přitom ||X— W = Ž |x — y F e/2 < E 

Z podmínky T,s 2(%.), a€sl, tedy plyne Te f(]žžp.%a). 

Za těchto předpokladů dále platí " 

T*= yYoTž. 
ati 

Skutečně, jestliže X e IXT*), tj. (X, TY) = (Z, Y) pro všechna Ye Dy 
a nějaké Z 6 , a E% je projektor na podprostor 09 potom EBW9YE D; 

a (X, TE Y) = (X, EWTY) = (X(a), T„Y(a)), = (Z(a), Y(a)),. | Proto 
X(a) € D(T2), Tí X(a) = Z(a) a z podmínky Z< , $j. Y |Z(alE < © 

ael 

plyne XED( PT) a T*X = Y9T5X, takže T* C >*7%. Naopak pro 
at€lI ae9 ael 

Xe D( Y*T%) a pro všechna Ye D, máme (X,7TY) = (Z, Y), | kde 
atcl 

Z(a):= Tý X(a), tj. X e D(T*). Odtud vyplývá důležité tvrzení: jestliže pro 
všechna a € I jsou operátory T, symetrické (v podstatě samosdružené, samosdru-



7 CVIČENÍ 

žené), jei Y* T, symetrický (v podstatě samosdružený, samosdružený). Platí též 
aeI 

implikace T„ P(H), asl > YT W >) (srv. s cvičením 27). 
atfH asl 

* Tvrzení 10c říká, že spektrum daného uzavřeného operátoru se nezmění při 

přechodu k operátoru UTU"', kde U je libovolný unitární operátor. Říkáme, že 

spektrum je unitární invariant; podobně je unitárním invariantem každá vlastní 

hodnota a její násobnost. V této souvislosti vzniká úloha najít pro dvojici operátorů 
T, S daného typu (např. samosdružených) systém jejich charakteristik (p,: a € /) 

takový, aby rovnost p.(7) = pÓ(5) pro všechna a€c/7/ implikovala unitární 

ekvivalenci operátorů 7' a S. Např. jsou-li 7' a $ normální operátory s čistě bo- 

dovým spektrem, které mají stejnou množinu vlastních hodnot včetně násobností, 

potom pro každou vlastní hodnotu 2 existuje izometrický operátor W;, který zobra- 

zuje podprostor Ker (7 — 2) na Ker (S — 2); dále W = Y?Ker(T — 2) = 
AEc0op 

= Y9 Ker($ — A), a pak U:= Y9*V, je unitární operátor, pro nějž: $ = 
Acop Ay 

= UTU * 

8 7.5 * Jako součty ve smyslu forem se např. definují kvantověmechanické hamil- 
toniány pro některé třídy singulárních potenciálů, pro něž obyčejný operátorový 

součet H + V není v podstatě samosdružený (viz např. [RS 2], kap. X; [Si 1], 
kap. II). 

  

Cvičení 

1. (i) Dokažte tvrzení 7.1.3. 

(i1) Jestliže SF je separabilní, potom ke každému T€E.F(W) existuje spočetná 
množina (x,) C D, taková, že (x,) = „. 

2. Nechť 7; S © P(7P), S je invertibilní a S' e .R(5); potom TS E PH) 
a platí (TS)* = S*7*. 
Návod: D(TS) = S7'(D;);) dáe yEe XTS* > yes XT*) a Třy= 
=s(SF)'z zEep. 

3. Operátor A € Z(.3F) je symetrický právě tehdy, když jeho číselný obor hodnot 

leží na reálné ose. 

4. (i) Jestliže A je samosdružený a invertibilní, potom A"'* je samosdružený. 

(ii) Symetrický operátor A splňující Ran A = JW je samosdružený. 

5. Pro definiční obor operátoru O na Z*(R) platí Dg C L'(R). 
Návod: Aplikujte Hóolderovu nerovnost na |* (1/x) |x yXx)| dx. 

6. Jestliže A je symetrický operátor, potom pro každé 4€C a všechna x€ D, 

platí: (A — 2) z|? = J(A — Re 2) z|? + jIm AJ* |] * 
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7. (i) Součet samosdruženého a hermitovského operátoru je samosdružený. 

(ii) Je-li operátor A v podstatě samosdružený, platí totéž o jeho každém symetric- 

kém rozšíření A', přičemž A' = A, 

8. Pro danou neomezenou posloupnost (s);; — C najděte vektor () C Ů 

takový, že (s,51€ P. 
Návod: Fxistuje rostoucí posloupnost přirozených čísel (mj;Z, taková, že 
j] > ž 

9. Dokažte následující vlastnosti operátorů 7; z příkladu 7.1.6: (i) T4,2 

> T, + T, a rovnost nastává právě tehdy, když D, > D.,, nebo D, 2 D,,, (zde 

(s + )= s;+t, j= 1,2,...); 

(i) T„ T,T, a rovnost nastává právě tehdy, když D, 2 Du. 

(iii) T' ' existuje právě tehdy, když s; * 0 pro všechna j: je-li tato podmínka 

splněna a označíme-li s"'*:= [s )ž,, platí 7! = Te 
Návod: Dokažte rovnosti  DnD,= D.,,0 D,= D,.1, 0 D, resp. 

D,o D,= OT,T,). 

10. Ukažte, že následující tvrzení neplatí (srv. s tvrzením 7.1.3e): | jestliže 

Te 8(W), SE RH) a TSEF(), potom (TS)* = S*T*. 

Návod: Položte T = T, S= T kde t= tje, 

11. Dokažte větu 7.1.7 bez užití věty o uzavřeném grafu. 
Návod: Aplikujte princip stejnoměrné omezenosti na množinu 

: y6W, || = 1) C Př , kde f(x) := (y Ax) = (4y, x). 

12. Jestliže A je symetrický operátor, potom následující podmínky jsou ekviva- 

lentní: 
(i) A* je symetrický 

(ii) A* je samosdružený. 
(iii) A je v podstatě samosdružený. 

13. Dokažte pomocí věty 7.2.4, že uzavřený operátor 7' splňující podmínku 

D,; = W je omezený. 
Návod: Stejným postupem jako ve cvičení 11 dokažte, že T* je omezený; potom 

z věty 7.24 plyne MHXT)= DT) =W. 

14. Pomocí unitárního operátoru V na W © M, V[x, y| := [y x] dokažte: 

(i) operátor 7 je invertibilní právě tehdy, když VI(T) je graf, potom 71 (T") = 

= VI(C7); 
(ii) je-li T invertibilní a uzavřený, je i T" uzavřený (srv. s cvičením 3.27); 

(iii) je-li T invertibilní a T' 6 2(1), potom I((7")*) = VHT*). Pomocí 
(i) a (iii) dostáváme znovu tvrzení 7.1.3c. 
Návod: (iii) Pro operátor U definovaný vztahem (7.2.1) a libovolný podprostor 
PCHO H platí UVD= VUI.
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15. Pro lineární operátor T na W je definován vztahem +(x, y); := (x, Y) + 

+ (7x, Ty) skalární součin na D;. Dostáváme tak pre-Hilbertův prostor, který 

označíme *;. Dokažte, že operátor 7 je uzavřený právě tehdy, když , je 
Hilbertův prostor. Z tohoto kritéria vyplývá dále následující tvrzení: jestliže k 7 

existuje uzavřený operátor S takový, že D, = D,; a | Px|| = | Sx|| pro všechna 

x € D;, potom je 7' uzavřený. 

Následující čtyři cvičení doplňují materiál příkladu 7.2.7. 

16. (i) Jestliže p € AC(a, + %), potom 11m g(x) = 0; analogické tvrzení platí 
pro g€ AC — , b). 

(ii) Pro každý 1nterval JCR platí AC(J) = AGJ). 

Návod: (i) Užijte vztahu fax (g9+ př) dt = |plx)|* — |ela)|?. 

(ii) Nechť = sup í < %; pro každé gp€ AC(/) existuje konečná limita 
e] 

g(b — 0) = lim g(x). Položíme-li gp(b) := g(b — 0), je g absolutně spojítá na 
x>bo 

[c, d| pro libovolné ce J. 

17. Pro každý z intervalů / = (0, 1), (0, + w), R sestrojte posloupnost jednot- 

kových vektorů ( C D, takovou, že lim |Py,| = + . 

18. Dokažte, že operátor P9 na Z*(0, 1) definovaný vztahem P := Př D0) 
kde D := (p e AC: y(0) = 0), je uzavřený, není symetrický a platí: D(P) = 
=z(yEAC: yW(1) =0) a Přees -ziy. 

Návod: Jestliže p€ D(P) a y = Pře, pak wwx):= ( (1*(9) + iedd) dí, 
kde yř(d) := —[ m(u) du, patří do DO), 

19. Pro libovolný interval J C R označíme 

AC = |Y LWJ): w 6 ACD); 
potom AC?* = D(P) = D, kde D(P) z (y 6 AC: y € AC) (stv. s (7.2.5)) 
a D,:= ( 6 L*; y), y absolutně spojité v J, y e £*). 

Návod: Pro e D, plyne z identity (vý + yyy = 2yP+ vý + vý 
a předpokladu Ý é L? spor s podmínkou Y € Z? (viz cvičení 16). 

20. Nechť 7; SE WP) a existuje podprostor: D C D; 0 D;s takový, že 
() |7x]) =1 Sx|| pro všechna x € D; 

() TID=T $SID=5y. 

Potom D,= D;s a „ Tx|| = |Sx| pro všechna x€ Dyr. 
Návod: Užijte tvrzení 3.4.11b. 

21. Nechť 7; je operátor násobení funkcí na prostoru Z*(X, du) s konečnou 
mírou, u(X) < M. 
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(i) Jestliže míra v je definována pomocí funkce x » g(x):= exp (—|/(x))) 

vztahem  vM) := fg du, potom pro všechna p 1 platí fe LMX, dv), 
M 

zobrazení 4 > Vy := T,-my je izomorfismus prostorů L*(X, du) a I*(X, dv) 

a VT7, V"" je operátor násobení funkcí / na prostoru IL*(X, dv). 

(ii) Předpokládejme, že f € LY(X, du) pro nějaké p > 2 a položme r:= 2p/ 

(p — 2). Potom L'(X, du) C IXT;) a pro libovolnou množinu , která je totální 

v L'(X, du), platí 7,! Dg = 77 

Návod: (ii) Každé y € D(7) splňuje: |Y S |w],(w2)'? a 17,vb 
< |wl, || Dále pomocí posloupnosti (Xxw,);=; kde M,:= (x: |yx)) =S n) 

ověřte, že 7,! ' = Tyj; konečně z předchozích nerovností plyne 7(7;! ) c 

c TT Dyo). 

  

  

22. Nechť « je borelovská míra na R" a fe L (R",du). Potom pro operátor 

násobení funkcí f na L*(R", du) platí 

T,1 CF(RN) = Ty. 

Návod: Nejprve ukažte, že  7,!Ky = T);; kde Ky je podprostor tvořený 

funkcemi x; pro všechna Ý € D,; a všechny kompaktní intervaly J c R“. Dále 

pro každé x, sestrojte posloupnost (g,) C C$ó(J) splňující |g.(x)| S 1Yx)| 

pro všechna x€ J, g,7 x; a T;yg, 7 T,ywx; (viz cvičení 3.7). 

23. (i) Rezolventa normálního operátoru 7 je normální pro každé ue€ o(T). 

(ii) Nechť A je samosdružený operátor a A€0(4);  potom neexistuje 

s-lim R„(A + im). 
y70 

Návod: (ii) Z předpokladu existence uvedené limity plyne pomocí uzavřenosti 

A rovnost Ran(A — ) = ». 

24. Najděte spektrum libovolného samosdruženého rozšíření P; operátoru P na 

L*(0, 1) a ukažte, že je čistě bodové. 

25. Dokažte kritérium podstatné samosdruženosti (důsledek 7.3.11). 

Návod: Užijte rovnosti (A + i)* = (A zt i)*. 

26. Jsou dány následující operátory na L*(R): A je operátor násobení funkcí xXx 

a S operátor násobení funkcí x* + x. Ukažte, že S je A-omezený a jeho A-mez 

rovná se 1, avšak pro každé a > 0 existuje , € D(A) takové, že |Sy.|| > 

> |Av] + alv.. 
Návod: Pro libovolné e > 0 z rozkladu R = (x: jx| S 1/g) v (x: |x] < 1/a) 

plyne |Sy|* s (1+ P |Ay|+ (1 + 2 |? Dále položte , := x(0, r7) 

pro dosti velké r,.
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27. Nechť (E£,jjž, je úplný systém projektorů, tj. E,E1 = č„E, a Y E,= I 
j=1 

(silná operátorová konvergence). Nechť dále 7 je uzavřený lineární operátor, který 

je redukován všemi projektory E;; část T ležící v podprostoru E% označíme T;. 

Potom x € D právě tehdy, když Ejx € Dy, j = 1,2,... a Y | Zx||? < %; pro 
j=1 

tato x plaí Tx = > T;x. 
j=1 

28. Nechť T je hustě definovaný a E je projektor takový, že ED, C D; a pod- 

prostor E je T-invariantní. Potom podprostor E" je T*-invariantní. Speciál- 

ně pro symetrický operátor A jsou uvedené podmínky postačující pro to, aby A byl 

redukován projektorem £. 

Návod: Ukažte, že pro každé y € EW* n IXAT*) platí ET*ye D$. 

29. Jestliže projektor £ redukuje normální operátor 7; potom redukuje také T* 

a 1,:= T EDr, respy. :> TM(7 — E) D; jsou normální operátory na 

Hilbertových prostorech H = EW, resp. , := (I — E) W. Je-li speciálně A 

samosdružený, jsou operátory A,;, A, samosdružené. Dále platí 

o(7) = o(T) v o(D). 

Návod: Pomocí předchozího cvičení dokažte, že pro j = 1,2 jsou operátory 7; 

a (7*); hustě definované na JW a splňují | Zx|| = |(7*) x|| pro všechna 

x; € D,;, Dále ověřte, že (7*)) = (7))* a uzgte věty 7.3.5. 

30. (i) Nechť 7 je (obecně neomezený) invertibilní operátor na ./, který komutuje 

s Be R(W). Potom 77' komutuje s B. 

(ii) Nechť T E v(W) komutuje s B, C F(W), n = 1,2,...; jestliže B,> B, 
potom 7B> BT. 

Návod: (u) Pomocí rozkladu W © W = I(T) © I(T)“ dokažte, že předpo- 

klad* [Bx, BTx| $ I(T) pro nějaké x € D; vede ke sporu. 

31. Jestliže 7; S jsou lineární operátory na W a B, CE P(W), potom: 

() BTcC TB, BScC SB > BT+9c((T+ 98 a BTSC TSB, 

(i) BTC TB,CTC TC > (B+ OTC T(B+C a BCTCc TBC, 
(ii) BT C TB, Te F(W) > BT* C T*B*; 
(iv) jestliže existuje 7; potom BTC TB > BTCc TB. 

32. Nechť operátory 7; S jsou unitárně ekvivalentní,; : T'= USU"'; a nechť 

existuje podprostor D C D,; takový, že S1 D = $; potom TIÝUĎ = T. Je-li 

speciálně S samosdružený a D je jeho obor podstatné samosdruženosti, je operátor 
| UD v podstatě samosdružený. 
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33. (i) Množina vlastních hodnot a násobnost každé vlastní hodnoty jsou unitární- 

mi invarianty libovolného lineárního operátoru 7' 

(ii) Je-li B « R(), a U je unitární operátor, pak UBU"' € P() a |B| = 

= |VBU ) 

(iii) Je-li T normální operátor, pak UTU"' je normální; má-li 7' navíc čistě 

bodové spektrum, pak totéž platí i pro UTU"'. : 

(iv) Jestliže operátor 7 lze uzavřít, potom existuje UTU ' a platí UTU " = 

= UTU * 

34. Projektory E, F splňující podmínku |E — F| < 1 jsou unitárně ekviva- 

lentní. 

Návod: Z tvrzení 5.4.8 plyne existence unitárního operátoru , který zobrazuje 

ortonormální bázi v Ran £ na bázi v Ran F a bázi v Ker E na bázi v Ker £ 

35. Nechť projektor E redukuje lineární operátor S a U je unitární; potom je 

UEU "* projektor, který redukuje operátor USU"'. 

36. Je dána funkce f: R" > R, která je lebesgueovsky měřitelná, a existuje m e R 

takové, že  f(x) ž m s.v. v R". Forma s na Z*(R"), sďg, ) := f fpy dx 
Rfl 

s definičním oborem D(s):= (g 6 L?: (|fA || dx < ) je hustě definovaná, 
RH 

symetrická, zdola omezená a uzavřená. 

Návod: Pro s := s— me platí s(g, ) = (T,gp, T,w) pro funkci x > g(x):= 

= (f(x) — m)'?; dále užijte výsledků příkladů 7.3.3 a 7.5.3. 

37. Nechť s je symetrická zdola omezená forma a « €C; potom z podmínek 
(s) x„x, y y plyne ax +y B ax+y. 

38. Je dána uzavřená forma s. Dokažte, že podprostor D C D(s) splňuje 

s! D = s právě tehdy, když (D), = , 

39. Jestliže s,, r= 1,2, jsou symetrické zdola omezené formy, pak forma 

$ := s, + s, je rovněž symetrická a zdola omezená. Pokud jsou formy s, uzavřené, 

je s uzavřená. Mají-li formy s, uzávěr, má s uzávěr a platí $ C s, + s,. Indukcí 
v 

se tato tvrzení rozšíří na libovolný konečný systém forem. 

40. Ve vztahu (7.6.5) platí rovnost, jestliže operátor $; je invertibilní 

a RanS$S c WX7). 

Návod: Stačí ukázat, že pro každé x = > x; © y € D((T, © 7) (S, © S2)), 
j=1 

kde vektory y; jsou lineárně nezávislé, platí S;x,€ D(T,) pro j= 1,2,..., m 
V podprostoru (S5y,..., S:Yuhin  SXistuje ortonormální množina (e€;,..., e )C 

C D(7>) taková, že (5, © S) x = k;x,'( © e, přičemž každé $,x; je lineární
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kombinací vektorů x;. Dále > x, © e; = Y u, © v;; pro nějaká w € D(T,;) 
k=1 : 

a v D(T), a pomocí rozkladu vy= Y (egv)ez+ vý, kde vwvje 
K=1 

E (6;,..., 0,17, ověřte, že xj€ IXT,) pro k=1,...,nm 

41. Dokažte následující vlastnosti operátorů na H © %W, kde dimMW, < : 
(i) Jestliže T E () a S je invertibilní operátor na % potom operátor 7T © S 
je uzavřený. 

(ii) Operátor A © /; je samosdružený, je-li A samosdružený. 
Návod: Každé x € IXT © S) lze zapsat ve tvaru x = Zx © e;, kde x)6 D; 
a (e€,j je ortonormální báze v m 

(ii) Ukazte že Ran(AOD Lhti)= P, D% 
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242 8 ROZŠÍŘENÍ SYMETRICKÝCH OPERÁTORŮ 
  

  

8.1 INDEXY DEFEKTU 

Vyšetříme některé vlastnosti oblasti regularity z( T) lineárního operátoru 7 na$. 

Připomeňme, že z( T) je množina všech 4 € C, pro něž existuje c; > 0 takové, že 

pro všechna x € D, platí 

(T — 2) x| Z ealxl. 1) 
Množina z(7T) je vždy otevřená; je-li speciálně 7 uzavřený operátor, potom 

m(T) > o(T) a Ran(7 — 4) je uzavřený podprostor pro všechna A € z(7) (viz 

cvičení 3.34). 

8.1.1 Příklad: Podle cvičení 7.6 pro každý symetrický operátor A platí 

n(A) 2 C* VC =sCIR, (2a) 

kde C*:= (2€C:; +Im4 >0). Je-li operátor A navíc omezený zdola, tj. 

m, = inf AXA) > — , potom (— %, m,) C X(A) (viz důkaz tvrzení 5.6.5). 

Uvažujme dále libovolný izometrický operátor V; pro všechna x € Dy platí 

I(V — 4) x| S 11 — JA |a] a proto | 

z(Vy CVAEC: jA| > 1). (2b) 

Ortogonální doplněk podprostoru Ran (T — 2) nazýváme defektním podpros- 

torem operátoru T vzhledem k A; budeme užívat označení 

def(7 — 2) = dim Ran(7 — 2) . (34) 

Je-li operátor T hustě definovaný, plyne z tvrzení 7.1.2b 

def (T — 4) = dimKer(T* — 1). (3b) 

8.1.2 Věta: Jestliže G je souvislá komponenta (tj. otevřená křivkově souvislá 

podmnožina) oblasti regularity lineárního operátoru 7, potom deť(7 — A) je 

konstantní na G. 

Důkaz: Pro každé A € G označme jako £; projektor na Ran(7 — 2)'. Podle 

předpokladu lze libovolnou dvojicí A,, 4, € G spojit křivkou, což je kompaktní 

množina v C, neboť jde o spojitý obraz intervalu [0, 1]. Stačí proto ověřit, že 

funkce A >> def (T — 4) je lokálně konstantní v G, a to je splněno, jestliže pro
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všechna « z jistého okolí bodu 2 platí 

supij|(Z — E) Exx|: x€6%, |Exx| = 1)< 1 

a stejná nerovnost se záměnou 4 +* « (viz tvrzení 5.4.8 a komentář k $ 5.4). Pro 
|8 — A| < c;/3 plyne z (1) 

2 
(T — m)x| S WT x| — w — 2) x] = šCallxll— (4) 

Nyní podle cvičení 5.21 máme 

J(Z — E) Exx| = sup (|(Eix, y)|: y € Ran (T — m), |y| = 1); 

užijeme-li odhadu (4) a toho, že E,x € Ran (7 — 2) *, dostáváme pro každý 
vektor x €.77' takový, že | E;x|| = 1: 

J(Z — E) Exx| = supl|(Ex(T—- dMA/MT- wWzh: zD zř0)s 
S supf(|(E:x (T—-MPha|+ Je - ANPAT- w)z|: zD z0)< 1/2. 

Užijeme-li místo (4) nerovnost (1), dostaneme stejným  postupem odhad 
supi|(Z — E) E„x|: x€6W, |E„x]| = 1) < 1/3. N 

Pro každý symetrický operátor A jsou množiny C*, C- souvislými komponenta- 
mi jeho oblasti regularity; funkce A > deťf (A — 2) na nich tedy nabývá konstant- 

ních hodnot, které nazýváme indexy detfektu operátoru A a značíme m,(A), tj. 

n,(A):= def(A Fi) = dimKer(A* + i). (5) 

8.1.3 Poznámky: (a) Vzhledem k tomu, že A* = A*, platí pro každý symetrický 
operátor - 

n(A) = n(A). (6) 

(b) Z věty 7.3.10 a jejího důsledku vyplývá, že symetrický operátor A je samo- 

sdružený právě tehdy, když je uzavřený a 1,(A) = 0; nutnou a postačující pod- 
mínkou podstatné samosdruženosti je 1,(A) = 0. 

(c) Indexy defektu se často zapisují jako uspořádaná dvojice (1,(A), n (A)). 

8.1.4 Důsledek: Jestliže oblast regularity symetrického operátoru A obsahuje 

alespoň jedno reálné číslo 2, tj. z(A4) n R * 0, potom n,(A) = n (A) = 
= def (A — 2); speciálně to platí pro každý symetrický operátor, který je omeze- 
ný zdola (shora). 

8.1.5 Příklad: Najdeme indexy defektu uzavřeného symetrického operátoru P na 

I?(J) z příkladu 7.2.7. Jelikož D(P*) = AGJ) a Přyp = —iy', redukuje se úloha 

na nalezení těch řešení diferenciální rovnice —iy' * iyp = 0, která patří do 
AC(J). Obecné řešení má tvar y,(x) = cze**; jedi J = (a,b), b-z a< , 
platí 9', € AC(J), tj. n,(P) = n (P) = 1. Pro J = (0, %) máme , $ AC(J) 
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a w € AC(J) neboli n,/(P) = 0, n (P) = 1, a konečně pro J = R je n+(P) = 

= n (P) =0 

Uvažujme uzavřený symetrický operátor A; vzhledem k tomu, že pro každé 

A € z( A) existuje operátor (A — A)"' a je omezený, je dané 24 € z(A) regulární 

hodnotou operátoru A právě tehdy, když Ran (A — 2) = %W, tj. Ker (A* — ) = 

= |0). Odtud plyne, že pro A e C* platí A € o(A) právě když n,(A), * 0; analo- 

gicky pro C-. Přihlédneme-li ještě k uzavřenosti spektra, dostáváme následující 

větu. 

8.1.6 Tvrzení: Pro spektrum uzavřeného symetrického operátoru A platí jedna ze 

čtyř : alternativ: (a) (A4)=C, (b) «ď4)=C1C"7, (c) (4)= CA C*, 

(d) a(4) C R. Přitom nutnou a postačující podmínkou pro (a) je n(A) * 0, 

n (A) * 0, pro (b) n„(A) * 0, n (A) = 0, pro (c) n,(4) = 0, n (A) ? 0 a pro 

(d) n,(A) = 0, n (A) = 0, tj. samosdruženost operátoru A. 

8.1.7 Důsledek: Má-li uzavřený symetrický operátor A reálnou regulární hodno- 

tu, je samosdružený. 

Důkaz: Množina o(A) je otevřená, takže z o(A) 0 R * d plyne o(A) o C* +9, 

tj. nastává alternativa (d). N 

Každý symetrický operátor splňuje inkluzi A C A*. Následující věta dává úplný 

popis operátoru A* pomocí A a defektních podprostorů Ker (A4* z* 1). 

8.1.8 Věta (první von Neumannova formule): Jestliže A je uzavřený symetrický 

operátor, potom pro každé x € D(A*) existuje jednoznačný rozklad 

x=x +x,t+ztx, (7) 

kde x, € D(A) a x, s Ker(A* t i). 

Důkaz: Budeme užívat zkráceného označení K, := Ker (A* + i). Prox € D(A*) 

nechť z je projekce vektoru A*x — ix do K,, takže 

A*z +iz=0. (8a) 

Díky uzavřenosti operátoru A platí Ran (A — ) = Ran(A — ) = K j; k vekto- 

m y = A*x — ix — z € K+ tedy existuje x, € D, takové, že 

y=(A -)x = (A* Z )io. (8b) 

Z rozkladu A*x — ix = y + z plyne pomocí vztahů (8) A*(x — % — iz/2) = 

= i(x — xo — iz/2); proto vektor x.:= X — Xo 7 iz/2 patří do K. Jelikož 

x, := i z/2 € K „, tvoří vektory X x,ÍŮ hledaný rozklad. Zbývá dokázat jedno- 

značnost; k tomu stačí ověřit, že pro libovolná y € D,, y+ € K+ podmínka 

Y + y + y- = 0 implikuje y = y+ = y  =0. Aplikujme na vektor 

y + y+ + y jednak operátor A*, jednak tento vektor vynásobme —i; po 

sečtení dostaneme (A — i) y = 2iy. Nyní y| € Kr a (A —i) y, E Ran (A —i) =
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= K+, takže musí y; = 0 a y € Ker (A — i); odtud vyplývá y = 0 (viz cvičení 
7.6). N 

8.1.9 Poznámka: Ekvivalentní formulace zní: podprostor D(A*) je roven násle- 
dujícímu direktnímu (ne nutně ortogonálnímu) součtu 

D(A*) = D„ © Ker(A4* + j) © Ker(A* — j). (9) 

Z rozkladu (7) dále plyne 

Ax = Ax, - i(x, — x.). (10) 

  8.2 CAYLEYOVA TRANSFORMACE 

Teorie rozšíření symetrických operátorů je založena na injektivním zobrazení, 
které každému uzavřenému symetrickému operátoru přiřazuje izometrický operá- 
tor. Pomocí tohoto zobrazení lze celou úlohu v podstatě zredukovat na konstrukci 
izometrických rozšíření daného izometrického operátoru. 

Uvažujme nejprve funkci w: R > C definovanou vztahem 

x7í 
wx = (1a)   

která představuje bijekci R na množinu K:= (z = e'? gpe(0, 2x)). Pro inverzní 
funkci platí 

1+z 

1—=—z 
  

1 
w'z)=si = —ctg (ž arg z) . (1b) 

Cayleyova transformace je operátorovou analogií tohoto zobrazení, přičemž reálné 
ose odpovídá množina , = £.„(/) všech uzavřených symetrických operátorů na 
daném ; ta se bijektivně zobrazuje na jistou množinu / izometrických operátorů 
V: W > , kterou budeme za okamžik specifikovat. 

8.2.11 Lemma: Pro každé A €.Z. je vztahem 

V :=(A-i)(A+j)" (2) 

definován izometrický operátor, přičemž Ran(Z7 — V,) = D,, tj. podprostor 
Ran (7 — V,) je všude hustý v.%. 
Důkaz: Díky existenci operátorů (A + i)"' zobrazuje V,podprostor Ran (A+1) 
na Ran (A — i); tyto podprostory jsou uzavřené v důsledku uzavřenosti operátoru 
A. Dále pro každé y € Ran (A + i) platíy =(A + ) xa Vyy = (A — ř) x, kde 
x € D,, a protože |(A + i) x|| = |(A — i) x||, je V, izometrický operátor. Nyní 
vztah 

Ran(7— V)=(7—- V)Ran(A+1) 
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implikuje, že dané y €.3W patří do Ran(7 — V,) právě tehdy, když existuje 

x€ D, takové, že y=(I- V)(A+ )x= (A+i)x— (A — i)x = 2ix, 

takže Ran(7 — V)= D,. M 

Zobrazení C: A » V „ definované vztahem (2) nazýváme Cayleyovou transfor- 

mací; C zobrazuje .£, do množiny Y = V(X/) všech izometrických operátorů 

V: W — W, pro něž Ran (7 — V) = 

8.2.2 Věta: Cayleyova transformace C je bijekce množiny £. na , přičemž pro 

všechna V e % platí 

CYVysSi(I+ Vyr- Vy7. (3) 

Důkaz: Nechť V e W a Vy = y pro nějaké y € Dy; jelikož V je izometrický 

operátor, pro každé x = (1 — V)z, z€e Dy, platí (x, y) = (z — Vz, y) = 0; 

z podmínky Ran(7 — V) = % potom plyne y = 0, takže existuje operátor 

(7 — V)"'. Odtud pro každé V vyplývá existence hustě definovaného operátoru 

Ay:= i(I+ Vy(I — V) s definičním oborem D(A,) = Ran (7 — VW). 

Ukážeme, že A „ je uzavřený symetrický operátor, tj. že V > Ay je zobrazení 

do-£.. K ověření symetričnosti stačí ověřit, že (x, Avy) = (Avyx, y) pro všechna 

x, y € D(A „); to snadno plyne ze vztahu D(A,) = Ran (7 — V) a z toho, že V 

zachovává skalární součin. Uvažujme dále libovolný bod [x, y] uzávěru grafu ope- 

rátoru Ay, [X, y| € J( Av); k němu existuje posloupnost (z) © Dy, pro niž platí 

(1— V)yz, > x, i(Z+ V)z, > y. Potom z, > (x — iyy/2 a Vz, > — (x +iyy/2. 

Vzhledem k tomu, že operátor V je izometrický, je podprostor Dy uzavřený, a vek- 

tor z:= (x — iy)/2 tudíž patří do Dy; dále ze spojitosti plyne Vz = —(x + iy)/2. 

Z toho dostáváme x = (7 — V)z, y = i(7 + V)z, takže [x, y] « I(Av). 

K ověření rovnosti (3) zbývá ukázat, že Ay = C ")(W); k tomu stačí, aby platilo 

Aga; = A pro všechna A€F, a C(A,) = V pro všechna Ve%. Nechť 

y€ D(C(Av)), tj. y = (Ay + i) x pro nějaké x € D(Ay); z této podmínky plyne, 

že existuje z € D, splňující x = (7 — V)z, přičemž A„x = i(Z + WV)z. Potom 

y=s(A, +)x=si(I+ V)z+ (Z — V)z = 2iz a (A)y=(A,-ri)x= 

=j(Z+ Vy)z — i(7— V)z = 2iVz = Vy; obracením pořadí kroků získáme 

inkluzi D, C D(C(Avp)), takže celkem C(A) = V. Rovnost Adga; = A se doka- 

zuje analogicky (viz též důkaz lemmatu 1). W 

8.2.3 Důsledek: Cayleyova transformace zobrazuje množinu , všech samosdru- 

žených operátorů na množinu %,, do níž patří právě ty unitární operátory, které 

nemají vlastní hodnotu 2 = 1. 

Důkaz: Nechť %, je množina všech unitárních operátorů U na , pro něž 

16 o,(U). Je-li A samosdružený, pak Ran(A ži) = , takže operátor 

U = (XA) je unitární. Dále Ran (7 — U) = , proto 1$ o(U) (viz (7.3.7b)); 

celkem tedy U € %, a zbývá dokázat, že pro každé U€ %, je Ay = C7'(U) 

samosdružený operátor, tj. že Aj C Ay. Nechť y € X(A7), tj. pro nějaké y* « 

a všechna x € D(Apg) = (I — U) platí (y) Ayx) = (y*, x); díky vlastnostem
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Azs je tento vztah ekvivalentní rovnosti i(y, (Z + U) z) = (y*, (I — U) z) pro 

všechna z €. , z níž plyne (7 + Uř) y = i(Z7 — U*) y*. Aplikujeme-li na tento 

vztah operátor U a pak k oběma stranám přičteme vektor (7 — U) y, dostaneme 

vyjádření y = (7 — W)(y — iy*)/2, tj. y€ Ran(7— U) = D(A„). m 

8.2.4 Poznámka: Při Cayleyově transformaci se vlastní hodnoty operátoru 

A 6 které tvoří podmnožinu 0„(4) C R, zobrazují bijektivně na a„(C(A)) 
pomocí funkce (1a). Skutečně, jestliže pro A € R a nenulové x € D, platí Ax = 1x, 

potom y := (A + i)x = (4 + i) x je nenulový vektor, který patří do D(C(A)) 
a splňuje W(A)y =(A - )x=(1-)(Ú+i)'y, tj. u:=(4—- )/ +i) je 
vlastní hodnota operátoru C(A4). Naopak, nechť « € C a nenulové y € D( C(A)) 
splňují C(A) y = wmy; potom |«] = 1 a w ? 1, neboť C(A) je izometrický operá- 

tor a existuje (7 — C(4))"' (viz důkaz věty 2). Pro x:= (I — (A)) y = 
= (1 — „) y potom platí Ax = i(I + (AY)y=i(l + 1)(1 — m)'x. 

Pomocí Cayleyovy transformace je každému uzavřenému symetrickému rozšíře- 

ní daného A €.%. přiřazeno izometrické rozšíření operátoru V = C(A). Naopak 

pro každý izometrický operátor V' > V platí WV' € %; neboť V € $; potom operá- 

tor A' := C7'(W') patří do , a je rozšířením operátoru A. Množinu všech 

uzavřených symetrických rozšíření daného A € W.tedy dostaneme pomocí inverz- 

ní Cayleyovy transformace, najdeme-li všechna izometrická rozšíření operáto- 
ru C( A). 

Následující tvrzení je východiskem konstrukce symetrických rozšíření daného 
A , jíž se budeme zabývat v $ 8.3. 

8.2.5 Tvrzení: Nechť A je uzavřený symetrický operátor a V jeho Cayleyův obraz. 

(a) K tomu, aby operátor W' > V byl Cayleyovým obrazem nějakého (netriviální- 

ho) uzavřeného symetrického rozšíření A' operátoru A, je nutné a stačí, aby bylo 
současně splněno: 

(i) existují uzavřené podprostory $, C Ran (A t i)* takové, že 

dim$?, = dim$? >0; (4a) 

(ii) Dy = Ran(A+ ) BY,, Ran V = Ran(A — i) © 9.;  (4b) 

(iii) pro každé x € Dy tvaru x = y + z, kde y E Ran(A + i) a z € , platí 

Vx=Vy+ Vz, (4c) 

přičemž V je nějaký izometrický operátor zobrazující 9, na $ . 

(b) Platí-li podmínky uvedené v bodu (a) a navíc dim9, = dim9 = d< , 
potom 

nÁ(A) = n;(A) — d. (5) 
Důkaz: (a) Nechť V' = (A'), kde A C A'6.£,, takže D„ = Ran(A' + i) 

Ran WV' = Ran (4' — i). Položíme-li , := Ran(A' * i) o Ran(A + i) *, bude 
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platit (4b). Dále pro 1zometrlcky operátor V:= |9., je splněna podmínka 

(4c); ukážeme, že Ran V = 9 .Pro každéz € $F„ a Vsechna y € Ran (A + i) platl 

(Vy Vz2)=(V'y, Vz)=(y z)=0, takže Vz e (VRan(A +1)) = Ran (A —1) 

jelikož současně Vz € Ran V' = Ran (4' — i), dostáváme Vz « 9 ,tj. Ran V c 

c 9 . Naopak každé z' « 4 C Ran (A — i) = Ran W' lze podle (4b) zapsat ve 

tvaru Z = V'(yo + z), kde y € Ran(A + i) a z„ 6 7,. Nyní V'yo = Vy(J 

E Ran(A — i) C 9 , takže 0 = (Vyy, Z) = (Yw Yo + Z0) = | v ||*; potom z 

= V'z, = Vz e Ran V. Izometrický operátor V tedy zobrazuje 2, na £., což 

implikuje rovnost (4a). Naopak, podle výsledku cvičení 5.37 určují vztahy (4b, c) 

izometrický operátor W' > V = ((A), a proto pro operátor A' := C "(V) E 

€ , který je rozšířením operátoru A, platí V' = ((A"). 

(b)y Z rovnosti V' = C(A'), vztahů D„ = Ran (A' +i), Ran V' = Ran (A' — i) 

a (4b) dostáváme / = Ran (4' + i)“* © Ran (A ž i) © $.; potom 

Ran(A ž i)* = Ran(4' r ) © 9,, 

a odtud plyne (5). N 

8.2.6 Důsledek: Operátor A « ,Ň je maximální právě tehdy, když alespoň jeden 

z jeho indexů defektu je nulový. 

Důkaz: Nechť třeba n (A) = 0; potom Ran(A +i)=D,j = W, takže V nemá 

žádná netriviální izometrická rozšíření, a tudíž A nemá žádná netriviální symetric- 

ká rozšíření. Jsou-li naopak oba indexy defektu nenulové, lze pomocí vztahů 

(4b, c) zkonstruovat netriviální izometrické rozšíření V' operátoru V, takže A není 

maximální. I 

  

8.3 KONSTRUKCE SYMETRICKÝCH ROZŠÍŘENÍ 

O existenci symetrických rozšíření a speciálně samosdružených rozšíření daného 

symetrického operátoru A lze rozhodnout pomocí indexů defektu. V dalších 

úvahách, které vycházejí z tvrzení 8.2.5, budeme vždy předpokládat, že výchozí 

operátor A je uzavřený; to fakticky není žádné omezení, protože každý symetrický 

operátor A má symetrický uzávěr A (viz příklad 7.2.1), přičemž n,+(A) = n(A). 

Z téhož důvodu se budeme zabývat pouze uzavřenými symetrickými rozšířeními. 

Mohou nastat následující tři případy. 

(i) Alespoň jeden z indexů defektu je nulový: Podle důsledku 8.2.6 je A maxi- 

mální symetrický operátor, který je samosdružený právě tehdy, když n,(A) = 

= n (A)=0. 

(ii) Oba indexy defektu jsou nenulové, přičemž n,(A) * n (A): Predpoklade]- 

me pro určitost, že třeba n,(A) > n (4). K libovolnému 7, C Ran(A + i)* 

(užíváme označení z tvrzení 8.2.5) splňujícímu dim $, S n- (A) existuje uzavřené 

symetrické rozšíření A' operátoru A. Speciálně pro $ = Ran (A + i)“ určují 

vztahy (8.2.4b,c) nějaké maximální izometrické rozšíření:: W' operátoru
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V = C((A), neboť D(WV') = ; pro operátor A' = C"(W') potom platí 
Ran(A' + ) = D(WV) = , tj. n (A') = 0. Jde tedy o maximální operátor, 

který však není samosdružený, neboť z podmínky n (A) > n (A) a vztahu (8.2.5) 

plyne 1 „(A') * 0. V tomto případě tedy operátor A nemá žádné samosdružené 

rozšíření. 

(iii) Indexy defektu jsou stejné a nenulové, n,(A) = n (A) = d: Zvolíme-li 

, = Ran(A * i)“, určují vztahy (8.2.4b, c) unitární rozšíření W' operátoru 

C(A), takže C7'(W') je samosdružený. Jestliže d < %, plyne z formule (8.2.5) 

a důsledku 8.2.6, že každé maximální rozšíření operátoru A je samosdružené. 

Jsou-li indexy defektu nekonečné, je situace složitější: některá maximální rozšíření 

operátoru A jsou samosdružená, a jiná nikoli. Posledně zmíněný případ nastává 

např. tehdy, když 9) = Ran (A + i)* a 2 je nějaký vlastní nekonečnědimenzio- 

nální podprostor v Ran(A — i)“; vztahy (8.2.4b, c) potom určují maximální 

izometrický neunitární operátor, tj. C"'(V') je maximální, ale nikoli samosdruže- 

ný. 

Shrneme výsledky provedené diskuse: 

8.3.1 Věta: (a) Uzavřený symetrický operátor A má uzavřené symetrické rozšíření 

A' %* A právě tehdy, když oba indexy defektu z (A) jsou nenulové. 

(b) Nutnou a postačující podmínkou existence samosdruženého rozšíření operáto- 

ru A je rovnost indexů defektu. 

(c) Nechť n +(A) = n (A) = d; jestliže d < , je každé maximální rozšíření 
samosdružené, v opačném případě existují nesamosdružená maximální rozšíření. 

Na základě tvrzení 8.2.5 lze vyjádřit libovolné uzavřené symetrické rozšíření A' 

daného operátoru A €.Z.„(»%) pomocí izometrického operátoru W zobrazujícího 

podprostor , C Ran(A + i)“ na £.. C Ran(A — i)*. 

8.3.2. Věta (druhá von Neumannova formule): S označením zavedeným ve tvrzení 
8.2.5 platí: ke každému y € D, existuje právě jedno y € D, a x, € , tak, že 

Y =zy+(I— V)xo, (1a) 
A'y = Ay +i(7+ V)x,. (1b) 

Důkaz: Jelikož D„ = (I — VW') Dy, kde W' := C(A'), plyne z rozkladu (8.2.4b), 

že ke každému y' € D, existují x € D„ = Ran(A + i) a x) € £, taková, že 

Y =(I—- Vx t+x). (2) 

Pomocí (8.2.4c) dostáváme (IJ— V)x=(I— V)xe€eD, a (I— V)x, = 

= (I — V)x,. Označíme-li y := (7 — V) x, plyne (1a) ze vztahu (2) a formule 

(8.2.3) dává 

Ay =sil+ VJ(zx+rx)=si(l+ Vx+ i(T+ Vyx, = Ay+i(Z+ V)žy. 
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Jednoznačnost rozkladu (1a) je důsledkem toho, že (7 — W') je invertibilní: 

jestliže totiž pro nějaká y € D, a x, € 9, platí y + (Z — V) x, = 0, pak pro 

x:= ( — V)"' y e Dy máme 

0O=S(I—- Vyxzx+(I— Vyx =(T= V)(x+ xo). 

Díky invertibilitě operátoru 7 — W' odtud plyne x + % = 0; dále ze vztahu 

9,cC Ran(A + i)* = Dy; vyplývá, že vektory x, x, jsou ortogonální, tj. x = 

= x9 =0, atedy iy=(7— V)x=0. N 

8.3.3 Poznámky: (a) Díky jednoznačnosti můžeme rozklad (1a) zapsat jako di- 

rektní součet : 

„ = D,D(I— V)7?,. (1c) 

(b) Jestliže dim , = d < , lze formule (1a, b) upravit do následujícího expli- 

citního tvaru. Zvolíme ortonormalm báze (ej)/-1, resp. ( f,ř, 1 v podprostorech $7,, 

resp. $ ; potom lineární izometrie prostorů $,, 4 jsou vzájemně jednoznačně 

přiřazeny d-rozměrným unitárním maticím: V je izometrický operátor z ý+ do 

4  právě tehdy, když existuje unitární matice (w,) taková, že Ve = Z ux f j- 

Zapíšeme-li x, € F ve tvaru x, = č,e; + ... + č,„e,„, dostáváme ze Vztahu (la b) 

d d 

Y =syt+ Zčk(ek— Žu/kf,-), (3a) 

A'y = Ay t zlšk (ek + z1u]kf]) (3b) 
j= 

Těmito formulemi je speciálně pro operátor A s konečnými indexy defektu (d, d) 

definováno zobrazení množiny U(ď) všech unitárních matic d X d na množinu 

všech samosdružených rozšíření operátoru A. Z injektivity Cayleyovy transforma- 

ce a formule (8.2.4c) vyplývá, že toto zobrazení je injektivní, tj. formule (3a, b) 

určuje bijekci množiny všech samosdružených rozšíření operátoru A © Z() 

s konečnými indexy defektu (d, d) a množiny U(d). 

8.3.4 Příklad: Probereme znovu otázku samosdružených rozšíření operátoru 

P na I[?(J), kterou jsme elementárním způsobem vyřešili v příkladu 7.2.7. Víme 

už (viz příklad 8.1.5), že indexy defektu operátoru P jsou (1, 1), je-li J omezený 

interval, (0, 1) pro J = (0, %) a (0,0) pro J = R. Vzhledem k tomu, že P je 

uzavřený, plyne z věty 1, že jakmile interval / je neomezený, je P maximální 

operátor, přičemž pro / = R je P samosdružený, zatímco pro J = (0, %) jde 

o nesamosdružený maximální symetrický operátor. V případě omezeného interva- 

lu J = (a, b) je každé netriviální uzavřené symetrické rozšíření samosdružené; 

příslušné podprostory jsou „nataženy“ na jednotkové vektory 7,, kde 

n4(x) = ce"*, n-(x) = ceř“* (4)
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a c := [2/(1 — exp (2a — 2b)))?. Izometrické operátory z , na $ jsou nyní 
vzájemně jednoznačně přiřazeny komplexním číslům « s jednotkovou absolutní 

hodnotou. Podle formule (3a) je definiční obor odpovídajícího samosdruženého 

operátoru P'(w) tvořen vektory 

y=gptšn,— un-),  gpebl; (5a) 
a ze vztahu (3b) dostáváme 

P)= zig +išn,t+ un-) = zíg +išony +uy) = zíý 

(5b) 

Abychom našli souvislost s parametrizací samosdružených rozšíření zavedenou 

v příkladu 7.2.7, vyjádříme y(5) pomocí ý(a) a «. Jelikož pro každé g € D; platí 

gp(a) = gp(b) = 0, vyplývá ze vztahů (4) a (5a) 

WwWb)= čdett—-), | Wd) = l — pet)), 
tj. wW(b) = dya), kde d:= (077? — u)/(1 — ue"")). 

Na závěr uvedeme jednu vlastnost operátoru sdruženého s uzavřeným symetric- 

kým operátorem A, která je důsledkem formule (1c), resp. cvičení 10. 

8.3.5 Tvrzení: Jestliže uzavřený symetrický operátor A má konečné indexy defek- 

tu (m, n), potom pro každé A€R, které není jeho vlastní hodnotou, platí 

def (A — 4) = dimKer(A* — 2) < n. 
Důkaz: Zavedeme zkrácené označení K,:= Ker(A* — 2). Z předpokladu 

A $ o „(A) a symetričnosti operátoru A plyne K; n D, = (0j; ověříme, že operá- 
tor A,:= A* 1(D, © K;) je symetrické rozšíření operátoru A. Vzhledem k tomu, 

že A, je zjevně hustě definovaný, stačí pro libovolnou dvojicí x, x; € D(A,) ověřit 

rovnost (Xi, A;x,) = (A,x,, x,) To se snadno provede pomocí rozkladů 

X, = y, + z, kde y, € D„az,c Ky, s využitím podmínky A € R. Nyní pro uzavře- 

ný symetrický operátor A; platí (viz cvičení 10): » ž dim(D(Á,)/ D) z 

ž dim (D(A,)/D,„), a protože D(A,) je direktním součtem podprostorů D,„a K;, 

dostáváme dim K,; = dim(D(A,)/D „) < n. I 

  

84 SPEKTRA SAMOSDRUŽENÝCH ROZŠÍŘENÍ SYMETRICKÉHO OPERÁTORU 

Pomocí teorie probrané v předchozích třech paragrafech je možno odvodit řadu 

obecných vlastností spektra libovolného samosdruženého rozšíření daného uzavře- 

ného symetrického operátoru A s konečnými indexy defektu (m, n). Nejprve se 

budeme zabývat otázkou vlastních hodnot. 
Pro dané A € C označíme N„(4) := Ker (A — 4) a my„(2) := dim Ker (A — A), 

takže pokud 2 je vlastní hodnota operátoru A, udává „() její násobnost; 

v opačném případě m,(14) = 0. Uvažujme libovolné uzavřené symetrické (ne 
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nutně samosdružené) rozšíření A' > A; pro každé 4 € C zřejmě platí N„(4) 2 

2 N„(2) a díky uzavřenosti operátorů A, A* jsou podprostory N„(24), N„(24) 

uzavřené. Nechť dále A(1) je ortogonální doplněk N.„(2) v N„(2), tj. 

N„(1) = Ní((Ó) © 4) (1a) 

Vzhledem k tomu, že N(2) = N((2) 0 D,, platí 4) o Ds = N( m 
D N(2) 0 D„ = Ní(A)" o Ní(2) = (0). Dále 4(1) C D,, takže () © D,„C 

C Dy„, a tedy také (4(A) © D)/D,C D„/D,; užijeme-li nyní formule (8.3.1c), 

cvičení 1.6 a 10, máme 

dim A(2) = dim (4(4) © D)/D,„ < dimD,„/D,sn. (1b) 

Díky tomu, že rozklad (1a) je ortogonální, dostáváme následující závěr. 

8.4.11 Tvrzení: Nechť A je uzavřený symetrický operátor s konečnými indexy 

defektu (n, n) a A' je jeho uzavřené symetrické (speciálně samosdružené) rozšíře- 
ní. Jestliže 4 je vlastní hodnota operátoru A' s konečnou násobností m,(4), pak 

my„(A) S m,(A) + n, přičemž m„(1) = 0 v případě, že A není vlastní hodnotou 
operátoru A. 

Dále vyšetříme, co plyne z inkluze A © A', kde A, A' « F„(), pro esenciální 

spektra těchto operátorů (viz $ 7.2). Nejprve odvodíme užitečné kritérium pro to, 

aby dané A € C patřilo do 0oz(A). K tomu účelu definujeme operátor A, jako část 
A ležící v podprostoru Ker (A — 4)* = N„(2)“ (viz cvičení 7.28). Je jasné, že pro 
všechna 4 € o„(A) platí A; = A; snadno se také přesvědčíme o tom, že pro každé 

A je A; uzavřený symetrický operátor na Hilbertově prostoru N„(2)*, existuje 

(A, — 2)"' a platí 
Ran (A, — 4) = Ran (A — 4). (2) 

8.4.2 Tvrzení: Komplexní číslo A patří do esenciálního spektra uzavřeného symet- 

rického operátoru A právě tehdy, když platí alespoň jedna z následujících podmí- 

nek: 

(i) 42 je vlastní hodnota nekonečné násobnosti, 

(ii) operátor (A; — 2) * je neomezený. 

Důkaz: Platí-li (i), existuje v podprostoru N„(4) nekonečná ortonormální množi- 
na (€,„1,=; taková, že (A — 2) e, = 0 pro všechna n. Z ortonormality plyne, že tato 

množina nemá hromadné body, a proto A € oz(A). Podobně z podmínky (ii) 

plyne existence posloupnosti jednotkových vektorů x, € D(A;) C D,, která nemá 

hromadné body a splňuje (A; — 4) x, = (A — 4) x, > 0 (viz cvičení 3.27). Před- 

pokládejme nyní naopak, že A není vlastní hodnota nekonečné násobnosti a sou- 

časně (A, — 2) ' je omezený operátor. Uvažujme jakoukoli posloupnost jednotko- 

vých vektorů x; € D, splňující vztah (A — 2) x, > 0. Dokážeme-li, že existuje 

vybraná konvergentní posloupnost (x,), bude platit A é 0o,„(A). Nechť yj, resp. z 

jsou projekce vektoru x, do N„(2), resp. N„(2)', takže x, = yj + zx. Odtud
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plyne (A; — 4) zx = (A — J) z = (A — 2) x, > 0 a díky omezenosti operátoru 

(A; — 4)"' dostáváme z, > 0. Dále (y,| je omezená množina v prostoru N A(2), 

který je podle předpokladu konečnědimenzionální. Proto Ize vybrat konvergentní 

posloupnost (y„) a posloupnost (x,,) je potom rovněž konvergentní. N 

8.4.3. Věta: Nechť A, A' €.F.(3) a nechť operátor A má indexy defektu (7, m). 

Jestliže A C A potom o(A) C oJ(A') a0 (A4) C o„(A'), přičemž pron < © 

platí rovnost 

Vw(A) = ox(4). 3) 
Důkaz: Obě inkluze vyplývají přímo z příslušných definic. Zbývá ověřit, že pro 

n < % předpoklad 1 $ o0„(A) implikuje A £ 0„(A'). Pomocí tvrzení 2 z uvedené- 

ho předpokladu snadno plyne, že A není vlastní hodnotou operátoru A' s neko- 

nečnou násobností (viz tvrzení 1) a že k dokončení důkazu stačí ověřit následu- 

jící implikaci: (A4; — 2)"' je omezený » (A; — 4)"' je omezený. Díky uzavře- 
nosti operátoru A; plyne z omezenosti (A; — 2)"' uzavřenost podprostoru 

Ran(4,; — 4) = Ran(A — 4). Pomocí formule (8.3.1c) pro podprostor 

L:= (I — V) , dostáváme dim £ = dim(D „/D,) S n; z cvičení 4.5 pak 
plyne 

Ran (4' — ) = (A — )(D,© L) = Ran(4 — 1) © M, 

přičemž dim M < n a M l Ran(A — 2). Vzhledem k uzavřenosti podprostoru 

Ran (4 — 4) je uzavřený i podprostor Ran (4' — 4) = Ran (A; — 2), což je 

definiční obor uzavřeného operátoru (A; — 2) "'. Z věty 3.4.12 pak plyne, že tento 

operátor je omezený. N 

8.4.4 Důsledek: Nechť A je uzavřený symetrický operátor s konečnými indexy 

defektu (m, n). Jestliže pro nějaké reálné A platí def (A — 2) < n, patří A do 

spektra každého samosdruženého rozšíření A' operátoru A; jestliže navíc A není 

vlastní hodnotou operátoru A, platí A € 0„ (A'). 

Důkaz: viz cvičení 13. 

8.4.5 Příklad: Uvažujme uzavřený symetrický operátor P na I(0, 1) - viz příklad 

7.2.7. Jeho indexy defektu jsou (1, 1) a z tvrzení 8.1.6 vyplývá, že o(P) = C. 

K určení o„(P) užijeme toho, že uzavřený operátor P9 definovaný na množině 

(y € AC0, 1): 0) = 0) má prázdné spektrum (viz cvičení 7.18 a příklad 3.6.9). 

Vzhledem k tomu, že PC PO platí oo(P) C og(PO) C o(PWO) = , takže 

O(P) = 9. Přejdeme-li k samosdruženým rozšířením, která tvoří jednoparamet- 

rickou: množinu (Py: d = !% 0 S a < 2x), esenciální spektrum se nezmění, tj. 

Oss(Pz) = W pro všechna d, avšak celkové spektrum operátoru P5 se zcela liší od 

o(P):  platí o(P;) = (a + 2kn: k = 0, +1,...) (viz cvičení 7.24). 
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8.5 OBYČEJNÉ SYMETRICKÉ DIFERENCIÁLNÍ OPERÁTORY DRUHÉHO ŘÁDU 
  

V tomto paragrafu se seznámíme s univerzálním postupem, který umožňuje dané- 

mu diferenciálnímu výrazu, jehož koeficienty jsou lokálně integrabilní v intervalu 

(a, b), jednoznačně přiřadit lineární operátory A a H na IJ(a, b), přičemž 

H představuje maximální operátor na Z/(a, b), který lze pomocí daného diferen- 

ciálního výrazu zkonstruovat, a H je uzavřený symetrický operátor takový, že 

H* = H. Uvidíme, že jde o přímé zobecnění postupu z příkladu 7.2.7, kde jsme 

uvažovali nejjednodušší diferenciální výraz —i d/dx. 

Omezíme se na studium operátorů odpovídajících diferenciálním výrazům 

2 

—d—+Vx 1 1 (x) (1) l 

na intervalu (a, b), kde — o S a < b S + %. Budeme předpokládat, že V je 

reálná funkce patřící do množiny L.„(4, b) funkcí lokálně integrabilních v (a, b), 

tj. integrabilních na každém kompaktním intervalu K C (a, b). 

Diferenciální výraz (1) je regulární, jestliže b — a < % a V je integrabilní na 

(a, b); v opačném případě jde o singulární výraz. Podobně se klasifikují koncové 

body intervalu (a, b): bod a nazýváme regulárním koncem, jestliže a > — o a V 

je integrabilní na (a, c) pro nějaké c > a; jinak je a singulární konec. Definice pro 

pravý koncový bod je analogická. Je zřejmé, že výraz (1) je regulární právě tehdy, 

když oba konce a, b jsou regulární. Pro dané ? na J = (a, b) položíme 

J,:= J U (množina regulárních koncových bodůj . 

V regulárním případě tedy máme J, = [4a, b], jestliže a je regulární a b singulární 

konec, dostaneme J; = [a, b) atd. Z definice intervalu J; vyplývá, že funkce V je 

vždy lokálně integrabilní v J/;. 

Pro daný interval / C R označíme 

ac(l) := (f: 1 > C: f a f jsou absolutně spojité v /). 

Každá funkce f € ac(7) má tedy s.v. v / druhou derivaci, která je lokálně integra- 

bilní v /. Pro diferenciální výraz (1) na intervalu / a každé f€ ac(J;) potom 

z definice intervalu J, plyne, že funkce x > (/[/]) (x) je definována s.v. v J; a je 

v tomto intervalu lokálně integrabilní. 

8.5.1  Lemma (Lagrangeova formule): Nechť / je diferenciální výraz (1) na (a, b); 

potom pro všechna f, g € ac(J;) a libovolný kompaktní interval [c, d| - J, platí 

J ([/] g — fi[g])dx = [£ g]a — lÉ g] 

kde [f, g]. := f(x) g(x) — f(x) g(x) pro každé x € JĎ
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Důkaz: Funkce x > [f g] „ je pro f, g € ac(J;) absolutně spojitá v J, a s.v. v J, 

platí ![f] g — /ilg] = [f s] m 

Jak uvidíme dále, hraje Lagrangeova formule důležitou roli při konstrukci 

operátoru H, a je proto rozumné definovat /[f] jen pro ty funkce f, pro něž tato 

formule platí. Z vlastností absolutně spojitých funkcí vyplývá, že v tomto smyslu 

představuje (maximální) definiční obor diferenciálního výrazu (1) na 7 = (a, b) 
právě množina ac(J;). 

Pro danou funkci g, která je lokálně integrabilní v J;; nazveme řešením zobec- 

něné diferenciální rovnice l[|f] = g každou funkci fe ac(J;), která splňuje 
([f]) (x) = g(x) pro s.v. x€J. 

8.5.2 Věta: Nechť / je diferenciální výraz (1) na / a funkce g je lokálně integra- 

bilní v J;; Potom ke každému c € J; a libovolným komplexním , Y existuje 

právě jedno řešení rovnice /[f] = g splňující okrajové podmínky /(c) = 1 
a f(c) = Y1 

Důkaz neuvádíme; je založen na metodě postupných aproximací a lze jej najít 

např. v [Nai 2], $16.1 nebo [DS 2], $ XIIL.1. Uvedená věta platí i tehdy, když 

funkce V je komplexní — podstatná je pouze její lokální integrabilita v J;. 

Z věty 2 vyplývá, že zobecněné diferenciální rovnice mají řadu vlastností 

shodných s klasickými. 'To se týká zejména existence fundamentálního systému 

řešení homogenní rovnice a metody řešení nehomogenní rovnice tzv. variací 

konstant (viz cvičení 15). Přitom lze většinou užít stejného postupu (např. vlast- 
ností wronskiánu) jako v klasickém případě (viz třeba [Kam], $ 25). 

Pro diferenciální výraz (1) na intervalu / = (a, b) označíme 

Ď:= ( € ac(J): s Ia, b), J| e L*(a, bý (2a) 

a zavedeme lineární operátor H na Z(a, b) s definičním oborem Š vztahem 

Hy := ly] (2b) 

Je zřejmé, že pro každý interval [c, d| C J,a všechna g, y € Ď platí Lagrangeova 
formule ve tvaru 

f [(H 9) () Y0x) — wx) (HY) (x)) dx = [9, vh — [9, Y- 

Pro každou dvojicí ) a ' € D navíc existují vlastní limity [e, Y], = lm [9, y], 
x7a+ 

a[g, w|, = lim [g, w|, atoivpřípadě, kdy jeden nebo oba konce jsou singulár- 
x>b—- 

ní; přitom odpovídající limity funkcí g, g', ' a ' nemusí existovat, resp. některé 

z nich mohou být nevlastní. Uvedené tvrzení plyne z toho, že pro g a ' € D platí 
l|ě] w — o H[|yw]) s L'(a, b), takže pro každé d < b máme 
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d d 

lim J ([ š] Y — lY) dx = I ([ š] v — wYy))dx, 

a vyjádříme-li integrál vlevo pomocí Lagrangeovy formule, zjistíme, že funkce 

x > [g, |„ má v bodě a vlastní limitu zprava. Obdobně se postupuje i v případě 

druhé limity. Pro všechna g, ' € D potom platí 

(Ho, 9) — (9g, Hy) = (9, Y| — 19 vl.- (3) 

Z tohoto vztahu je patrné, že operátor H není symetrický. Ukážeme nyní, že lze 

najít uzavřený symetrický operátor H - H, který navíc splňuje H* = H. 

Nejprve budeme uvažovat regulární případ, kdy J; = [a, b| a ac[a, b] - 

c I(a, b); podprostor D lze nyní zapsat ve tvaru 

Ď = (gp€ ac|a, b): Je] « L*(a, by). (4a) 

Položíme 

D:=s(ye Ď ya)= p(a)= ýb)= w(b)=0), H= HID. (4) 

K ověření toho, že operátor H má všechny požadované vlastnosti, užijeme násle- 

dující pomocné tvrzení. 

8.5.3 Lemma: Pro regulární diferenciální výraz (1) na intervalu (a, b) platí: 

(a) jestliže (g,, gp.)je fundamentální systém řešení zobecněné diferenciální rovnice 

l[wp] = 0, potom 

Ker H = (gw Pn | Ran H = (Ker A)*"; (5) 

(b) pro libovolná , , dg 0, € C existuje funkce g € Ď splňující 

g(a)= y  gXb|=d, r=01, (6) 

kde gPsgag)sy,; 
(c) jestliže pro nějakou dvojicí , 77 € I(a, b) a všechna y € D je 

potom gpelĎay= Ho = I[ o]. 

Důkaz: První z rovností (5) plyne přímo z příslušných definic. Nechť Y € Ran H, 

tj. y = H[w] pro nějaké ) € D; potom pro všechna g € Ker H z Langrangeovy 

formule a podmínek y/(a) = 4%(b) = 0, r = 0,1, dostáváme 

b b b 

J.ňgodx= J. l[ v] gdx = J. Y l|g] dx =0, 

takže Ran H C (Ker H)'. 
Naopak k danému » € (Ker H) existuje podle věty 2 funkce y € ac|a, b] 

taková, že J|w] = 1 a (a) = y'(a) = 0. Dále pro každý fundamentální systém
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(% P) řešení rovnice /[ g] = 0 plyne z první z rovností (5), Lagrangeovy formule 
a podmínek ý(a) = ý'(a) = 0: 

0 = (773 (Pr) — (l[VJ], 90,) = [1/)9 (Pr]ba r O, ]— . 

Zvolíme-li funkce g, g tak, aby pro r, s = 0, 1 platilo 

gW(b) = d,, (8) 

dostáváme y(b) = y'(b) = 0; to znamená, že y D a y = l|Y] = Hy s Ran H. 
(b) Uvažujme nejprve případ y = y; = 0. Pomocí fundamentálního systému 
splňujícího podmínky (8) sestrojíme funkci 7:= kgy + k„ey, přičemž konstanty 
ko, k, zvolíme tak, aby (w, 4) = — d a(g, 7) = do. Tyto podmínky určují k a k, 
jednoznačně — viz cvičení 1.19. Jelikož 4 € ac(a, b) c Lz(a, b) c I(a, b), lze 
podle věty 2 najít , € ac[a, b] takové, že I[gw,] = 1 a gp,(a) = gp;(a) = 0; díky 
tomu, že y € I(a, b), platí /[] = I(a, b), tj. g, « D. Dále pomocí podmínek (8) 
dostáváme d, = —(vo, [9,]) = gpi(b) a d = (gp, Jgp,]) = p(b). Analogickým 
postupem získáme funkci g, € Ď vyhovující pro r = 0,1 podmínkám gW(a) = 
= y pP(b) = 0. Potom gp:= g, + g, patří do Ď a splňuje (6). 
(c) Podle předpokladů máme y € Z/(a, b), a proto existuje č e D splňující 
l[č] = s. Z Lagrangeovy formule a podmínky y € D plyne (7, 9) = (č, Hy) a po 
dosazení do (7) dostáváme pomocí vztahů (5) g — č e Ran H* = Ker H* = 
= Ker H (poslední rovnost platí díky tomu, že podprostor Ker H má konečnou 
dimenzi, a je tudíž uzavřený). Existují tedy konstanty a, Be C takové, že 
gp= 5 + ap, + B; odtud vyplývá pe Ď adjg| = fJč]j=ry. m 
8.5.4 Tvyrzení: Pro regulární diferenciální výraz (1) na (a, b) je vztahy (4b) určen 
uzavřený symetrický operátor splňující H* = HA. Indexy defektu operátoru H jsou 
(2, 2). 

Důkaz: Nechť y € D“, takže platí rovnost (7) pro g = 0; potom Y = l[g] = 0, 
a operátor H je tedy hustě definován. Pomocí formule (3) se snadno přesvědčíme 
o tom, že H je symetrický a splňuje H C H*; naopak z tvrzení (c) lemmatu 3 
plyne, že platí opačná inkluze, takže celkem JŤ = H*. K ověření uzavřenosti stačí 
ukázat, že H** C H (viz tvrzení 7.1.3b). Vzhledem k tomu, že H je symetrický, 
platí H** c H*, takže akce operátoru H** na každé y z jeho definičního oboru 
je dána vztahem Hřřy = I[4]. Dále platí (Y, Hřg) = (H**y, g)) pro všechna 
peDH) = D, tj. (Y, [g]) — ([v], w) = 0, a Langrangeova formule impliku- 
je [ g]; = [ gp],. Užijeme-li ještě tvrzení (b) lemmatu 3, vidíme, že z této 
rovnosti vyplývá y(a) = 4%b) = 0 pro r = 0,1, tj. w € D; tím je inkluze 
H** c H dokázána. 

Díky tomu, že H* = , jsou indexy defektu operátoru H rovny počtu lineárně 
nezávislých řešení rovnice Z[g] = Fig. Taková řešení jsou v regulárním případě 
pro obě znaménka právě dvě (viz větu 2 pro [= —-ď/dx*+ V(x) ž i). m 
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V singulárním případě je situace složitější. Hledaný operátor H je určen pro- 

střednictvím „pomocného“ operátoru H:= H1 D, kde 

Ď := (w e Ď: supp w C (a, b) je kompaktní) . ( 

Vyšetříme základní vlastnosti tohoto operátoru. 

8.5.5 Tvrzení: Pro libovolný diferenciální výraz (1) na (a, b) určuje vztah (9) 

symetrický operátor splňující H* = HA. Indexy defektu operátoru H jsou (1, m), 

kde0 S n < 2. 

Důkaz: Nechť pro daná g, Y © ZX(a, b) a všechna ) € D platí 

(9, Hy)= (1 Y) 

Ukážeme, že z této podmínky plyne p € ĎDay = Hp. Zvolme libovolný kompakt- 

ní interval K = [c, d| C (a, b); diferenciální výraz / je na K regulární a určuje 

podle tvrzení 4 na prostoru ZŽ(K) uzavřený symetrický operátor, který označíme 

Hyx. Vezměme jakékoli $| € D(Hx); položíme-li x) := yx(x) pro x € K, resp. 

Y(x) := 0 pro x € (a, b)) K, patří ' do Ď a platí (Hy) (x) = (Hk x) (x) pro s.v. 

x € K, resp. (Hy) (x) = 0 pro x€ (a, byV K. Z uvedené podmínky pro každé 

wx  D(Hx) dostaneme (9, HxYWx)x = (1 Yx)x; kde (.,.)x je skalární součin na 

IŽ(K). Z lemmatu 3c nyní vyplývá, že funkce g a g' jsou absolutně spojité na K£ 

a n(x) = (J[g]) (x) s.v. v K. Díky libovolnosti intervalu K odtud dostáváme 

g€ ac(a, b) a n(x) = (J[g]) (x) pro s.v. x€ (a,b), tj. gp€ Ď a y = Hoy. Na 

základě toho se symetričnost operátoru H a rovnost H* = A ověří stejně jako 

v důkazu tvrzení 4. 

Indexy defektu jsou nyní rovny počtu lineárně nezávislých řešení rovnic 

l|g] = žig, která leží v Iž(a, b). Díky tomu, že V je reálná funkce, platí 

ní(H) = n (H), jestliže totiž J[g] = ig, potom [g] = Tw] = —iď. V singu- 

lárním případě ovšem mohou existovat řešení uvedených rovnic, která do Iř(a, b) 

nepatří, takže případy n,(H) = 1 nebo n,(H) = 0 nejsou vyloučeny (viz dále 

tvrzení 13 a důsledek 14). N 

Uzávěr symetrického operátoru H určeného vztahem (9) označíme H, tj. 

H:=H, (10a) 

nazýváme jej (symetrickým) diferenciálním operátorem generovaným diferenciál- 

ním výrazem (1). Ze vztahu (10a) dostáváme H* = H* = H a odtud 

H = H*=H. (10b) 

8.5.6 Poznámka: V regulárním případě určuje definice (10a) týž operátor jako 

(4b): podle tvrzení 4 určuje (4b) uzavřený operátor H splňující H* = H 

a tvrzení 5 dává H* = H*, takže H = H** = H* = 1. 

Shrneme získané výsledky.
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8.5.7 Věta: Ke každému diferenciálnímu výrazu (1) na intervalu (a, b), kde 
— o š a< b S + , je vztahy (2), (9) a (10a) jednoznačně určen uzavřený 
symetrický operátor H, který splňuje podmínku H* = H. Operátor H má indexy 
defektu (mn, n), kde 0 S n S 2, přičemž v regulárním případě vždy platí n = 2. 
Do definičního oboru D operátoru H patří právě ta y € , která pro všechna 
g € Ď splňují podmínku 

19 ; — [g Y] = 0)). (11) 
8.5.8 Příklad: Pro [= — d/dx?, tj. V = 0, budeme psát T místo H, D, místo 
D atd. Podprostor Ó, je totožný s definičním oborem operátoru /? (viz cvičení 
7.19), takže Ť = P?. Pro (a, b) = R je operátor A samosdružený a pomocí (10b) 
a tvrzení 7.1.3e dostáváme T = Ť* = (P)* > (P*y? = P? = Ť což spolu s in- 
kluzí T C Ť dává T = f = T*; operátor T na IŽ(R) je tedy samosdružený. 

Uvažujme dále — d*/dx* na intervalu (0, %); jde tedy o singulární diferenciální 
výraz, přičemž bod 0 je regulární konec. Podle rovnosti (11) je definiční obor D, 
odpovídajícího diferenciálního operátoru T na Z*0, 0) tvořen právě těmi 
w € Ď; = AC*(0, ), která pro všechna g € D, splňují 

[tpa 1/)]0 — x!ilšlm [% tp].\r - 

Nyní z výsledků cvičení 7.19 plyne, že pro každé g € Ď, platí g' € I7(0, ); 
potom pro všechna g, w € D; patří funkce x > [9, w|, do Z'(0, %), a proto 
lim [9, w]|, = 0. Funkce Y tedy patří do D; právě tehdy, když g(0) '(0) = 
x> + B 

= g(0) yý(0) pro všechna g€ Ďy, a díky tomu, že g(0) a g'(0) mohou 
nabývat nezávisle libovolných | hodnot (cvičení 14), dostáváme D, = 
=(y e AC*0, w): 0) = y'(0) = 0). Určíme ještě indexy defektu operátoru 
T na ZŽ(0, o). Rovnice —f" = if má dvě lineárně nezávislá řešení f+(x) := 
exp (+2'%(1 — i) x), z nichž jen /- patří do Z2(0, %o); proto indexy defektu jsou 
(1, 1). 

Pro singulární diferenciální výrazy s jedním regulárním koncem lze tvrzení 
věty 7 zesílit. 

8.5.9 Tyrzení: Pro singulární diferenciální výraz (1) na intervalu (a, b) s jedním 
regulárním koncem platí: 

(a) je-li a regulární konec, potom definiční obor operátoru / je tvořen právě těmi 
w e D, která pro všechna g € Ď splňují 

Wad) = p(d)=0 a [g,y], =0; (12) 

(b) indexy defektu operátoru H jsou (1, 1) nebo (2, 2). 

1) Ekvivalenci podmínek $ € D a (11) je věnováno cvičení 16. 
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Důkaz: (a) Stačí ověřit ekvivalenci podmínek (12) a (11). Díky tomu, že a je 

regulární konec, podmínka y(a) = $'(a) = 0 implikuje [, gp]|, = 0 pro všechna 

g € Ď, a odtud je zřejmé, že z (12) plyne (11). Opačná implikace bude platit, 

jestliže: ukážeme, že z (i1) plyne (a) = y'(a) = 0. Pro libovolné c € (a, b) 

najdeme funkce , g € D takové, že 

pWd)=d,, 55=01 (13) 

a g,(x) = 0 pro x€(c, b) (viz cvičení 14). Potom [w, |, = 0 pro všechna 

x € (c, b), a tudíž [9g, v|, = lim [ yw|, = 0. Z podmínky (11) nyní plyne 
x-b“ - 

[ $| = 0 a odtud pomocí (13) dostáváme yW(a) = y'(a) = 0. 

(b) Nechť indexy defektu operátoru H jsou (1,mn) a := Ker(H*+ 1) © 

© Ker (H* — i); potom z první von Neumannovy formule plyne dim$ = 

= dim D/ D = 2n (viz cvičení 1.6). Stačí tedy ukázat, že ve faktorovém prostoru 

D/ D jsou alespoň dva lineárně nezávislé vektory. Uvažujme třídy ekvivalence , 

odpovídající funkcím , € D splňujícím podmínky (13) a předpokládejme, že 

Boďo +F Prýď,; = , tj. existuje | € D, pro něž fyGpo + B; = v. Podle tvrzení (a) 

platí y(a) = y'(a) = 0, což spolu s podmínkami (13) implikuje A = f = 0, 

takže třídy d a d jsou lineárně nezávislé. W 

8.5.10 Důsledek: Operátor H generovaný singulárním diferenciálním výrazem 

s jedním regulárním koncem nemá žádné vlastní hodnoty. 

Důkaz: Ze vztahu Hy = Ay plyne, že ý je řešením zobecněné diferenciální 

rovnice /[] = A s okrajovými podmínkami (a) = yw'(a) = 0, a podle věty 2 

platí Ý = 0. N 

Seznámíme se nyní s tzv. metodou rozštěpení, která umožňuje převést vyšetřová- 

ní některých vlastností obecných singulárních diferenciálních operátorů na studi- 

um dvojice diferenciálních operátorů, z nichž každý má nejvýše jeden singulární 

konec. Mějme singulární diferenciální výraz / daný vztahem (1) na intervalu (a, b); 

zvolíme libovolné c€(a,b) a uvažujme / na intervalech /;:= (a, c), resp. 

J := (c, b). Pro r = 1,2 nechť H, je symetrický operátor na Z*(J,) s definičním 

oborem (9). Potom je zřejmé, že direktní součet H, © H je částí operátoru H/) 

Operátor H, © H, je symetrický a pro jeho uzávěr platí H, © H, = H, © H, 

kde H,:= H, (viz komentář k $ 7.4); dále z inkluze H, © H, c H plyne 

H, © H, c H. Direktní součet H, © H, se nazývá rozštěpením operátoru H. 

Ukážeme, jak pomocí H, © H,lze určit indexy defektu operátoru H, známe-li 

nÍ(H,) pro r = 1,2. Vyjdeme přitom ze vztahu 

dim(D„/D(H, © H)) = 2. 

) Striktně vzato platí V(H, © H) V7) c H, kde V je přirozený izomorfismus Hilbertových pro- 

storů Z*(a, c) © I(c, b)y a I(a, b) (viz příklad 4.5.5).
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K jeho ověření užijeme tvrzení 9, z nějž vyplývá, že pro každé j € D(H, © H) 

platí w(c) = yw'(c) = 0. Dále tvrdíme, že existují funkce gw, g, € Dy takové, že 

pro m s = 0,1 platí gW(c) = ó,„. Skutečně, stačí vzít uzavřený interval [c;, c] = 
C (a, b) obsahující bod c a sestrojit funkce , € ac(a, c] splňující y,(x) = 0 pro 

x € (a, ci], 1(c) = ó,„a y] « LP(a, c) (viz cvičení 14). Analogicky sestrojíme 
funkce Ď, na [c, b); hledané funkce g, jsou pak dány vztahy g,(x) := 1,(x) pro 

x€(a,c|] a g(x):= d(x) pro x€|[c, b). Označíme-li 9:= (% Pt platí 

dim 4 = 2 (neboť wronskián W(9w9, :) = 1 v bodě x= c), 9 n D(H, © H)= 

= (0) a 9 © D(H, © H) c Dy. K dokončení důkazu zbývá ověřit, že F © 

© D(H, © H) = Dy. Nechť pe Dy a p:= gp—- gple) po — Píc) gp,, takže 
YW(c) = yw'(c) = 0, a k tomu, aby e D(H, © H;), je podle tvrzení 9 třeba ověřit, 

že [4, m]|., = 0 pro všechna 7; € Ď, a [4, m] = 0 pro všechna Y, € D;. Na 
základě výsledků cvičení 14 lze dané , € D, rozšířit na funkci y € D, která je 

nulová v okolí bodu $. Potom [9g, y]; = 0 a pomocí (11) dostaneme 0 = 

= [9, Y] = [Y, m],„; užijeme-li ještě toho, že w a , jsou nulové v okolí bodu a, 
vidíme, že platí [ m], = 0. Podmínka [, m], = 0 se ověří analogicky. Vzhle- 

dem k tomu, že Hi H, © H,jsou uzavřené symetrické operátory, plyne ze vztahu, 

který jsme právě dokázali, formulí (8.2.5), (8.3.1c) a cvičení 10 a 17 rovnost 

n(H)= n (H © H)—-2= n(H)+n(H)-2, (14) 

což je hledané vyjádření indexů defektu operátoru H pomocí n,.(H,), r = 1,2. 

Dodejme ještě, že díky tomu, že c je regulární konec pro H, i H», platí nerovnosti 

1 < n,(H,) < 2, takže např. n,„(H) = 0 právě tehdy, když n,(H,) = 1 pro 

r=1,2. 

Indexy defektu operátoru H generovaného singulárním diferenciálním výrazem 

není většinou možné stanovit přímým postupem užitým v příkladu 8. Existují však 

různé nepřímé metody umožňující určit indexy defektu z chování funkce V. Při- 

tom ze vztahu (14) plyne, že stačí uvažovat jen singulární diferenciální výrazy 

s jedním regulárním koncem; ty mají následující pozoruhodnou vlastnost. 

8.5.11 Věta: Pro singulární diferenciální výraz (1) na intervalu (a, 5) s jedním 

regulárním koncem jsou následující podmínky ekvivalentní: 

(a) operátor A má indexy defektu (2, 2); 

(b) pro každé 4 € C patří každé řešení rovnice /[] = Ay do Zř(a, b); 
(c) existuje A € R takové, že všechna řešení rovnice /[] = 1 patří do Z(a, b). 

Důkaz: (a) > (b): Pro A € C1R je dokazovaná implikace zřejmá (viz větu 8.1.2), 

stačí tedy uvažovat A € R. Nechť funkce g, , € Ď tvoří bázi v podprostoru 

Ker (H* — i); jejich wronskián je konstantní (viz cvičení 15) a vhodnou normali- 

zací lze docílit toho, že W = g.g; — gpígp; = 1. Uvažujme libovolné řešení rovnice 
l[|w] = A a položme: g:= (A — i)y, takže rovnici lze zapsat ve tvaru 

l[w] — iwp = g. Předpokládejme pro určitost, že a je regulární konec. Potom 

w € ac[a, b), a funkce g je tudíž lokálně integrabilní v [a, b). Z výsledků cvičení 
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15 a věty 2 plyne, že pro s.v. x € (a, b) a libovolná «, a, € C splňuje / rovnici 

Yl(x) = m p(x) + w poalx) +(A— i)J [a.(x) lY) — x) ()] Wy).dy. 

Označíme-li g := |g,| + |gpo| a m := max (|a,|, |co|), získáme nerovnost 

x 2 

x)F S Imw(X) +|á-dl fp(x)f P() 1)] dyl S 

s XAmo(x))“ + 2 ílí — i| x) J Y) |10)] d)'] . (15a) 

Nyní užijeme podmínek g€ ZŽ(a, b) a e ac[a, b); druhá z nich implikuje 

s € IX(a, x), a označíme-li M := 2|A — i|* (? w(x)* dx, dostaneme z (15a) pomocí 

Holderovy nerovnosti 

IYx)|ř s 2Amordý + Mšú(x)ZJ I dy. (15b) 

Dále díky absolutní spojitosti integrálu existuje c € (a, b) takové, že Jcb w(x)* dx < 

< 1/(2M); potom pro všechna z € (c, b) platí 

z X z z 1 z 

J w(X)ŽJ- IwCyyl? dy] dx < J x) dxf Iw(y)| dy S ží_í I dy. 

Nerovnost (15b) nyní dává 

J I(x)|? dx = 2m2J gp(xy dx + ŠJ |Iw(x)|* dx, 

J Kux)|? dx = 4m2J g(x) dx + J |wp(x)|“ dx. 

Z. Fatouovy věty potom plyne € JŽ(c, b), a protože y € ac[a, b), platí 

iype I(a, b). 
Jelikož implikace (b) > (c) je jasná, zbývá dokázat (c) > (a). Díky tomu, 

že operátor H nemá vlastní hodnoty, můžeme užít tvrzení 8.3.5, podle nějž 

def (H — 2) < n,(H). Podle předpokladu je def (H — 2) = 2 a dále indexy 

defektu operátoru H nemohou být větší než 2; odtud n.(H) = 2. N 

  

takže 

8.5.12 Poznámka: Kombinací věty 11 a tvrzení 9 dostáváme tzv. Weylovu alterna- 

tivu pro řešení rovnice /[y] = A4, kde / je singulární diferenciální výraz (1) na 

intervalu (a, b) s jedním regulárním koncem. Nastává právě jedna z následujících 

možností:
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(i) pro každé A € C patří každé řešení do I'(a, b), 
(ii) pro každé A € C existuje alespoň jedno řešení, které nepatří do I/(a, b). 
Navíc v případě (ii) existuje pro každé A € C V R právě jedno kvadraticky integrabil- 
ní řešení, které je určeno jednoznačně až na multiplikativní konstantu. 

Možnost (i) odpovídá indexům defektu (2,2) a nazývá se případem /immitní 

kružnice, zatímco (ii) je tzv. případ /imitního bodu — odpovídající indexy defektu 

jsou (1, 1). Tuto terminologii zavedl H. Weyl, který vytvořil základy teorie singu- 

lárních diferenciálních operátorů. 

Na závěr uvedeme jednoduchou ilustraci toho, jak je možno určit indexy defektu 

operátoru H z chování funkce V. 

8.5.13 Tvrzení: Nechť / je diferenciální výraz (1) na /=(a,%), resp. 
J = (— %, b) takový, že a, resp. b je regulární konec a funkce W je omezená zdola 

na J. Potom odpovídající operátor H má indexy defektu (1, 1). 

Důkaz: Podle věty 11 stačí ověřit, že rovnice /[] = 0 má alespoň jedno řešení, 

které nepatří do Z*(J). Takové řešení existuje, jestliže z podmínek /[] = 0 

a p € [7(J) plyne ' € ZŽ(J): potom totiž předpoklad existence lineárně nezávis- 

lých kvadraticky integrabilních řešení ;, ; rovnice /[y] = 0 implikuje, že funkce 

W = , — W je na / rovna nenulové konstantě a současně W € Z/(/), což 

není možné vzhledem k neomezenosti intervalu J. 

Nechť tedy Z[w] = 0 pro nějaké nenulové y € ZŽ(J); díky tomu, že V je reálná 

funkce, můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že funkce ' je rovněž 

reálná. Z podmínky /[w] = 0 dostáváme Vy? = y'yw a odtud pro každé 

x € (a, %) plyne 

v'(x) 0x) z v(a) la) + J v(y' dy + Vo_í Y) dy, 

kde Vy:= inf(V(x): a < x < %). Předpoklad s' é [/(a, ) tedy implikuje 
lim y'(x) x) = + %, takže funkce x > y(x)' roste pro x > , a to je ve 

sporu s podmínkou v € ZŽ(a, %). Podobně pro J = (— %, b) z předpokladu 

1/)' é LŽ(— , b) plyne lim w'(x) '(/)(x) = — 

8.5.14 Důsledek: Jestliže / je diferenciální výraz (1) na R takový, že funkce V je 
omezená zdola, potom m,(H) = 0, tj. operátor H je samosdružený. 

Důúkaz: Diferenciální výraz / na (0, %), resp. (— %,0) generuje operátory H.,, 
resp. H , které mají indexy defektu (1, 1); potom ze vztahu (14) plyne n+(H) = 

=n(H)+n.(H)—-2=0 u 

8.5.15 Poznámka: Twvrzení 13 platí i za značně slabších předpokladů o funkci V: 
stačí, aby pro všechna dosti velká x platilo V(x) > — M(x), kde M je kladná 

neklesající diferencovatelná funkce na (a, %) taková, že funkce M' M ** je omeze- 
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ná shora a ( M7"?* dx = + w. Důkaz Ize najít např. v [Nai 2], $ 23 nebo pro 
nepodstatně odlišné předpoklady o funkci M v [DS 2], $ VIII.6. 

  

8.6 SAMOSDRUŽENÁ ROZŠÍŘENÍ DIFERENCIÁLNÍCH OPERÁTORŮ 

V tomto paragrafu se budeme zabývat samosdruženými rozšířeními uzavřených 

symetrických operátorů H generovaných diferenciálními výrazy (8.5.1). Vzhledem 

k tomu, že maximální operátor generovaný daným diferenciálním výrazem je H, 

musí každý samosdružený operátor H' takový, že H'y = I|y] pro všechna 
w€ Dy, být zúžením operátoru A; potom pomocí (8.5.10b) dostaneme 

H* = H c H'. Naopak z obecných vlastností symetrických operátorů plyne, že 

každé samosdružené rozšíření H' operátoru H splňuje H' c H* = H tj. pro 

každé p € D(H') platí Hy = I[|]. Množina všech samosdružených operátorů, 
které lze sestrojit pomocí diferenciálního výrazu l je tedy totožná s množinou všech 

samosdružených rozšíření příslušného operátoru H. 

Naším cílem je najít explicitní charakteristiku všech prvků této množiny. Výcho- 

diskem je následující kritérium. 

8.6.1 Tvrzení: Pro daný podprostor D' splňující D C D' C Ď je operátor 

H := Ht D' samosdružený právě tehdy, když současně 

(a) pro všechna g, w € D' platí 

[QD, w]b_ [(P, w]a=0> (1) 

(b) jestliže nějaké g € Ď splňuje podmínku (1) pro všechna $ € D', potom 

pED. 
Důkaz: Pomocí (8.5.3) lze tvrzení (a) přepsat ve tvaru (g, Hy) = (Hoy, Y) 
a podobně (b) je ekvivalentní rovnosti (g, H) = (Ho, ). Dokazované tvrzení je 

potom přímým důsledkem definic symetrického a samosdruženého operátoru. N 

Nechť indexy defektu operátoru H jsou (m, n), 1 < n $ 2, a nechť vektory 

n; “ D, 1 S j S n, tvoří ortonormální bázi v podprostoru Ker (H* — i). Potom 
platí [[7,] = —iř, takže (1ý je ortonormální báze v Ker(H* + i). Podle 

poznámky 8.3.3b existuje bijekce u >> H, množiny U(n) všech unitárních matic 
n X nna množinu všech samosdružených rozšíření operátoru H, přičemž formule 

(8.3.3), kterými je tato bijekce definována, lze nyní zapsat ve tvaru Hg = I] 

pro g € D(H „), kde 

D(H)= D,=|peĎ:gop=sy+ Zn(m — zujkňj), pweD, y « C] .(2) 
k=1 j=1 

8.6.2. Příklad: Vyšetříme některá samosdružená rozšíření operátoru 7 generova- 

ného regulárním diferenciálním výrazem — d“/dx* na konečném intervalu (0, b); 
pro zjednodušení formulí budeme uvažovat případ b = /2x. Indexy defektu jsou
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(2, 2) a označíme-li c:= 2*/(e%" — 1)% a:= (1 — i)//2, lze funkce 1,, m 
vystupující ve formuli (2) zvolit takto 

m(x) = cexp(ax), 1n(x) = cexp(mn — ax). (3) 

Pro každé komplexní © splňující |8] = 1 je 

1+i(-—i 9) 
uaš   

2 © —i 

unitární matice, jejíž vlastní hodnoty jsou 1, —i. Každá z matic ug je tedy unitárně 
: ; 0 0 v : c: 8 ekvivalentní matici ; proto všechna Zojsou navzájem unitárně ekvivalent- 0 

ní. Definiční obor Ds operátoru 7,„„ = Te, který odpovídá matici us podle (2), je 
možno zadat okrajovými podmínkami (jak uvidíme dále, existuje tato možnost 
v regulárním případě vždy — viz větu 4). Abychom je našli, vezmeme libovolnou 
funkci g € Do, tj. 

1=1 0 1+i 
2 m   

  

    

1+i - 1-i ) 
(P=1/1+%(771'_ 9772)+72(772— 2 ; 

(4) 

a vypočteme g(0), g'(0), w(b) a g'(b); po dosazení (0) = y/'(0) = Yp(b) = 
= y(b) = 0 a vztahů (3) dostáváme 

  

  

  

1-+i1 — 
g(0) = c[Y (1 — 8e) + u(eř — O)), 

P)= Z adníi- 0) — o — OJj, 

1-+i — 
pwb) = — ; cly(e? — ©) + »(1 — 7d)), 

g((b) = — % ac|Y(e* — ©) — y(1 — e*d)], 

a odtud plyne 

wb) = ďdgW), | g(b) = d gp(0). (5) 

Zde jsme označili d := (e7 — E)/( e" — 1), a protože |6] = 1, platí jd] = 1. 
Každé g € Ds tedy splňuje okrajové podmínky (5). Ukážeme, že tyto podmínky 
jsou také postačující pro to, aby dané g € D, patřilo do Ds. Vzhledem k tomu, že 
funkce 17,, 7; , H tvoří bázi v podprostoru Ker (H* — i) © Ker (H* + i), lze 
podle první von Neumannovy formule každé g € Drjednoznačně vyjádřit ve tvaru 
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p=sýt m + m Yth h vh kde p € D;. Jestliže g splňuje podmínky 

(5), potom pomocí (3) snadno zjistíme, že má tvar (4), tj. w € Do- Platí tedy 

Do=(pe Ď,: pb) = d pl0), p(b) = d gp(0)) a odtud je vidět, že Tg = PŠ 

(viz příklad 7.2.7). 

Nalezené vyjádření podprostoru Do pomocí okrajových podmínek lze užít např. 

k určení spektra operátoru 75; ukážeme, že pro všechny uvažované hodnoty 

parametru © je o(To) čistě bodové. Úloha najít vlastní hodnoty se redukuje na 

řešení diferenciální rovnice — g' = Ag splňující okrajové podmínky (5). Díky 

tomu, že operátor 75 je roven kvadrátu samosdruženého operátoru P;, nemá Ta 

žádné záporné vlastní hodnoty. Nula je vlastní hodnotou jen pro ů = 1,tj. © = 1. 

Pro A > 0 je obecným řešením rovnice —g = Ag funkce x > y e + decihh, 

a označíme-li e(2) := e" /2 vedou okrajové podmínky (5) na soustavu 

We(2) — d) + čó(e(2) — 0) = 0, 

p(e(4) — d) — á(e(4) — Y) = 0. (6) 

Je výhodné zavést místo d rcálný parametr d € [0, 1) vztahem d:= (2x) ' arg d, 

který spolu s rovností © = (e* + d)/(deř + 1) definuje bijekci d > EA(d) inter- 

valu [0, 1) na jednotkovou kružnici v C se středem v počátku. Soustava (6) 

má netriviální řešení právě tehdy, když A = 4, = 2Xk+ d), k=0,31,.... 

Vlastní hodnotě 2, přísluší normalizovaná vlastní funkce x" g(x) = 

= b "exp(i /2(k + d) x). Díky tomu, že tyto funkce tvoří pro každé d orto- 

normální bázi prostoru Z/(0, b), má každý z operátorů 75 čistě bodové spektrum, 

a protože množina vlastních hodnot nemá hromadné body, platí 

Á(To) = o(T) = (Ak+ d k=0 tl..). 

Najdeme dále násobnosti vlastních hodnot A,. Jestliže pro dané d z podmínky 

Ay = A; plyne k = I, což zjevně nastává pro d € (0, ) v (5 1), tj. pro Im © * 0, 

má každá vlastní hodnota jednotkovou násobnost. Pro d = 0 má vlastní hodnota 

Ao = 0 jednotkovou násobnost, zatímco násobnost všech ostatních vlastních hod- 

not je rovna 2; totéž se týká všech vlastních hodnot pro d = s. 

Na závěr vyšetříme následující otázku: víme, že všechny matice Ugg jsou 

unitárně ekvivalentní; plyne z toho unitární ekvivalence odpovídajících operátorů 

Toja;? Snadno zjistíme, že pro každou dvojicí d, ? d, ležící v intervalu (0, 5) platí 

Á Taa) * ATxay); operátory Tara) A Ta proto nejsou unitárně ekvivalentní 

(viz : tvrzení 7.4.10). Naproti tomu pro každé de(0, 1) platí o(Taag) = 

= d( Tor-9); dále pro de (0,5) v ($, 1) mají všechny vlastní hodnoty jednotko- 

vou násobnost a odtud vyplývá unitární ekvivalence operátorů Tag A Tor-d 7 viz 

komentář k $ 7.4 o unitárních invariantech. 

Tento příklad názorně ilustruje, že pro konkrétní výpočty není charakteristika 

definičních oborů samosdružených rozšíření operátoru H pomocí formule (2) 

příliš vhodná. Ukážeme, že existuje alternativní charakteristika pomocí vztahů,
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které mají analogický tvar jako (1). Budeme k tomu potřebovat následující pojem: 
pro daný podprostor Z/ vektorového prostoru V nazýváme  vektory 

, X1s X +++; X,„ E V lineárně nezávislými modulo L, jesthze žádná netriviální lineární 

kombinace těchto vektorů nepatří do Z, tj. z podmínky z a;x; € L plyne a; = 

0= a,=0. m 

8.6.3. Věta: Nechť indexy defektu operátoru H jsou (s, n), kde 1 S n < 2. 
(a) Pro každou m-tici funkcí w,, ..., w, € D, které jsou lineárně nezávislé modulo 
D a splňují pro j, k = 1,..., a podmínky 

[wx w] = [dw w] = 0, (7) 

tvoří funkce g € D vyhovující vztahům 

[wx g] = [x l, = 0, k=1,...,n (8) 

definiční obor nějakého samosdruženého rozšíření operátoru H. 
(b) Způsobem popsaným v tvrzení (a) získáme všechna samosdružená rozšíření 
operátoru H; jinými slovy, jestliže D' je podprostor takový, že DC D c D 
a operátor H t D' je samosdružený, potom existují funkce «w,..., , « D, které 
jsou lineárně nezávislé modulo D, splňují (7) a 

D =í(gpgeĎ: [Wx l; — [w% gp|, = 0O, k =1,...,m). 

Důkaz: (a) Nechť w,, ..., w, € D jsou lineárně nezávislé modulo D a splňují (7). 
Podle první von Neumannovy formule platí 

Ď=D©9, kde :=Ker(H* -) O Ker(H*+1); (9) 

každé w, lze tedy zapsat ve tvaru w, = x + 15 kde y € Day, c 2. Je zřejmé, 
že , ... , jsou rovněž lineárně nezávislé modulo D. Pomocí (8.5.11) dále 
zjistíme, že podmínky (7) platí právě tehdy, když 

1% 91 — [ m] = 0, J k=1,...,n, (10a) 

resp. že g € Ď splňuje podmínku (6) právě tehdy, když pro k = 1,..., n platí 

[ Pls — [ l, = 0 (10b) 

Ukážeme, že podprostor D,„:= (gpe Ď: [Wk% 9], — [wx g] = 0, k = 1,..., m) 
je totožný s D' := D © (m,... Muhin. Ze Vztahů (8.5.11) a (10a) je vidět, že každé 
gp€ D' splňuje (10b), tj. také (8), a proto D' C D,. K ověření opačné inkluze 
doplníme množinu (7, ..., „] na bázi (7,j;Z, v . Podle (9) ke každému g € D, 

existuje |) € D a komplexní čísla 6,,..., f;„tak žegp=s y+ z P,1,. Po dosazení 
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do (10b) dostaneme s přihlédnutím k (8.5.11) a (10a): 

2n 

z Ígr([nb nr]b u [„k: nr]a) = 07 k — 15 ** n. (100) 

re=n+1 

Této soustavě rovnic vyhovují jen fy+1 7* <<< = Pnn = 0 (viz cvičení 19), a proto 

g € D'. Nyní stačí ověřit, že D' splňuje obě podmínky tvrzení 1. První z nich je 

přímým důsledkem vztahů (8.5.11) a (10a). Nechť dále pro nějaké g € D a všechna 

y € D' platí [1, l; — [77, g|, = 0. Díky tomu, že , patří do D', lze dosadit 

n = m pro k = 1,..., m; funkce g tedy splňuje vztah (10b), tj. take (8) a proto 

oED,=D. 

(b) Podle formule (8.3.1c) a výsledků cvičení 10 platí D' = D © L, kle L C I 

a dim L = n. Nechť (w|ž., je báze v L, takže funkce w,, ..., w, jsou lineárně 

nezávislé modulo D. Jelikož w, € D', plynou z podmínky (1) Vztahy (7), resp. (8) 

pro každé g € D'. K dokončení důkazu zbývá ověřit, že každé g € Ď splňující (8) 

patří do D'. K tomu účelu se opět množina (wx, ..., „) doplní na bázi v 4 a stejně 

jako v první části důkazu se zjistí, že p = p + Z,Bkwk, t j p5D, N 
k=1 

Nevýhodou podmínek (8) je nutnost ověřovat lineární nezávislost funkcí 

W +.., W modulo D; v tom se projevuje závislost uvedených podmínek na výcho- 

zím diferenciálním výrazu /. Ukážeme, že v regulárním případě tyto potíže odpa- 

dají. 

8.6.4 Věta: Jestliže / je regulární diferenciální výraz (8.5.1) na intervalu (a, b), 

potom 

(a) každá dvojice lineárně nezávislých funkcionálů f,, f; na Ď 

fk):= n G) — w P(a) — B WB) + Bro P() (11a) 

takových, že komplexní čísla «;;, Bx; splňují pro k, j = 1,2 rovnosti 

Andčn — Aply = Bualp — Brabn > (1ib) 

určuje samosdružené rozšíření H(f;, fo) operátoru H s definičním oborem 

D f„f):=(psĎ. fdg)=0,k=17; (12) 

(b) ke každému samosdruženému rozšíření H' 2 H existují lineárně nezávislé 

funkcionály f',, f na Ď splňující (11a, b) takové, že D(H) = A f f2) 

Důkaz: Podle lemmatu 8.5.3 ke každé dvojicí funkcionálů f;, f; na Ď tvaru (11a) 

existují funkce w, w, € Ď takové, že 

ofMa) = čy, af7h(b)y = fy. (13a) 

Pro všechna g € Ď potom platí 

fk9) = [x P|s — [drw l (13b)
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a z (11b) plyne, že w,, w splňují vztahy (7). Naopak, pro daná w,, w, splňující (7) 

určují rovnosti (13a) a (11a) funkcionály fi, f, takové, že platí (11b). Dále ze 

vztahů (13b) a (8.5.11) plyne, že yw, + čw, € D platí právě tehdy, když 

pf.(g) + čf(p) = 0 pro všechna g € Ď; lineární nezávislost funkcionálů f;, f 

tedy implikuje, že odpovídající funkce w, w, jsou lineárně nezávislé modulo D 

a naopak. Obě dokazovaná tvrzení jsou nyní bezprostředním důsledkem věty 3. N 

8.6.5 Poznámka: Jestliže funkcionál (11a) je nulový, tj. f(g)) = 0 pro všechna 

g € D, plyne ze vztahů (13b) a (8.5.11), že odpovídající funkce w, patří do D, 

takže pro r = 0,1 platí afP(b) = ofW(a) = 0 (viz (8.5.4b)). Užijeme-li ještě 
(13a), vidíme, že f; = 0 právě tehdy, když ay = ap = Bu = f = 0. Odtud 

vyplývá, že prostor všech lineárních funkcionálů na J tvaru (11a) je algebraicky 

izomorfní prostoru C*; funkcionály f;, f jsou proto lineárně nezávislé právě tehdy, 

když [a11, — A; — Biys Bro| a [A — Ao; — Prt; Pro| jsou lineárně nezávislé vekto- 
ry v C 

8.6.6 Příklad: Jestliže v jednom z funkcionálů (11a) vystupují jen veličiny g(a) 

a g/(a), zatímco ve druhém jen g(5b) a g'(b), říkáme, že samosdružené rozšíření 

H(f,, f) je určeno separovanými okrajovými podmínkami. Bez újmy na obecnos- 

ti lze předpokládat, že v takovém případě 

fFil(9g) = dy la) — a pía), fol) = b 0) — Po píb). (14a) 

Tyto funkcionály jsou lineárně nezávislé právě tehdy, když |a] + Ja] > 0 

a |Ba| F |B] > 0, a podmínky (11b) mají nyní tvar Im a čů;; = 0, resp. 

Im BBx = 0. Uvážíme-li ještě, že v případě separovaných podmínek pro li- 

bovolná nenulová y, 0 € C platí H(f,, f2) = H(yf , óf), vidíme, že lze vždy 

docílit, aby koeficienty funkcionálů (14a) byly vesměs reálné. Konečně, díky 

lineární nezávislosti můžeme tyto funkcionály zapsat pomocí dvojice parametrů 

š, 7 € [0,x) v následujícím normalizovaném tvaru: f = (a + apy2f, 

af:= ( + P)7 f kde 

fŘ(o) = a) cos 5 — g(a)sin ě, | folg) = gp(b) cos y — g(d) sin Y. 
(14b) 

V podmnožině samosdružených rozšíření odpovídajících separovaným okrajovým 

podmínkám je tedy každý prvek plně určen dvojicí [č, 7] a lze zavést zkrácené 

označení H(f,, f) = H ji, jj O některých vlastnostech zobrazení [č, 5) > Hz zj 

pojednává cvičení 20. 

Vztahy (8) mají charakter okrajových podmínek nezávislých na diferenciálním 

výrazu / rovněž v případě, kdy operátor H má indexy defektu (1, 1) a / má jediný 

singulární konec; budeme pro určitost předpokládat, že koncový bod a je regulární 

a b singulární. 
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8.6.7 Věta: Za výše uvedených předpokladů platí: 

(a) každé £ € [0, x) určuje samosdružené rozšíření Hz operátoru H s definičním 

oborem 

D.:= (w9€ Ď: g(a) cos č — gp(a) sin 5 = 0); (15) 

(b) ke každému samosdruženému rozšíření H 2 H existuje : právě jedno 

č € [0, x) takové, že H = H1 D, 
Důkaz: Nejprve ukážeme, že pro všechna g, y € Ď platí 

[1, p]. = lim [7 g] = 0. (16) 

Užijeme funkcí gw, g» € Ď zkonstruovaných v důkazu tvrzení 8.5.9, které ]sou 

nulové v jistém okolí bodu b a vyhovují pro *, s = 0, 1 podmínkám gW(a) = d„ 

Vzhledem k tomu, že každé y € D splňuje y(a) = y'(a) = 0 (viz (8.5.12)), 

nepatří o W do D; užijeme-li rozkladu (9), dostáváme pro r = 0,1 vztahy 

= , + , kde , € D a y, € , přičemž yW(a) = ó,.. To znamená, že funkce 

770, m, jsou lineárně nezávislé, a tvoří tudíž bázi v podprostoru 9 (z předpokladu 

o indexech defektu totiž plyne dim 7 = 2). Libovolné g € D zapíšeme ve tvaru 

p=yY+ Yn tT m kde pe D; nyní pro každé y € Ď podle (8.5.12) platí 

[7 w|, = 0 a z vlastností funkcí g, plyne [%, n]|; = [7 p,]), = 0, takže 

[77> (p]b = 0. 

Obě dokazovaná tvrzení nyní dostaneme z věty 3 pro z = 1. Skutečně, k dané- 

mu Š € [0, x) existuje funkce w € Ď taková, že w'(a) = cos č a a(a) = sin Š; to 

znamená, že w % 0, nepatří do D a s přihlédnutím ke vztahu (16) vidíme, že 

a splňuje podmínku (7) a že z (15) plyne (8). Naopak, k danému samosdruženému 

rozšíření H' > H s definičním oborem 2 existuje nenulová funkce w € ĎVD 

taková, že platí (7), tj. 

a(8) w'(a) = wd) o(D. (17) 
Dále vzhledem k (16) máme D' = (g € Ď: w'(a) a) — a(a) g(a) = 0), a pro- 

tože w é D, je |a(a)| + |w'(a)| > 0. Z této podmínky a vztahu (17) již snadno 

plyne, že D' = D; pro nějaké š € [0, z): jestliže w(4a) = 0, lze položit č = 0; 

v opačném případě je «'(a)/w(a) € R a položíme Š = arcctg (w'(a)/a(a)). 

Konečně k ověření injektivity zobrazení č » H, předpokládejme, že H = Hy 

nyní podle cvičení 14 existuje w, € Ď takové, že g(a) = sin š a la) = cos č. 

Potom g € D;, a tedy také w € D,„ takže 0 = la) cos y — gpol(a) sin Y = 

= sin (£ — Yy), a protože č — y € (—n,m), platí 5 = 7 I 

8.6.8. Poznámka: Množinu všech samosdružených rozšíření operátoru H splňují- 

cího předpoklady věty 7 lze jednoznačně charakterizovat rovněž pomocí paramet- 

ru c€ R v (w%), označíme-li H(c) = Ht D(c), kde
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D(c) := (g € Ď: gp(a) + c pla) = 0) 

procERaD(x»):= (gp€6 Ď: a) = 0) 

8.6.9 Příklad: Operátor 7' generovaný diferenciálním výrazem — d?/dx* na inter- 

valu (0, ) splňuje předpoklady věty 7 (srov. s příkladem 8.5.8), přičemž pro 
příslušný maximální definiční obor platí D, = AC*(0, o). Množina samosdruže- 
ných rozšíření operátoru 7' je tedy tvořena operátory T(c):= Ťt Dr(c), kde 

c €R v (%). Mají tyto operátory nějaké vlastní hodnoty? Rovnice — g" = Ag má 
řešení patřící do A C*(0, %) jen pro A < 0; položíme-li 2 = — ?, k > 0, má toto 
řešení tvar g(x) = ae"". Odtud je ihned vidět, že operátory T(%) a T(c) pro 
c S 0 nemají žádné vlastní hodnoty, zatímco pro každé c > 0 má T(c) právě 
jednu vlastní hodnotu A = — ď jednotkové násobnosti. 

Určíme nyní spektrum operátoru 7(%). Nejprve ukážeme, že 

[0, ) < o(T(©)). (18a) 

Podle důsledku 7.3.6 stačí ke každému k = 0 najít posloupnost jednotkových 
vektorů g, € D„(%) takovou, že |g; + k*gp,|| > 0. Přímým výpočtem ověříme, 
že tyto vlastnosti mají např. funkce x > g,(x) = l[6/n e'*(e7*"" — e77e9), pro 
něž 

6|4 (*11 2 o 1 2 

nwa+ť%w=—ď——f ĚeWL—fjdp+„%J Fw—zewůdt. 
nno o 

Dále tvrdíme, že operátor 7(%) je pozitivní. Skutečně, pro každé g e D() 

patří g, g' a g" do H(0, %) a funkce g, g' jsou absolutně spojité v intervalu [0, %); 

potom ze vztahu (og') = gpg" + |g'|! plyne existence konečné lim gx) gp'(x), 

a protože gg € Z/(0, ), musí být tato limita rovna nule. Pro každé g € Dr( %) 
tedy platí (g, T(%) g) = g(0) g'(0) + |g'|* = |gi|* S 0. Z důsledku 7.3.6b 
nyní plyne inf o(7T(%)) = 0, což spolu s (18a) dává : 

o(T(%)) = [0, ©). (18b) 
Odtud snadno získáme spektra všech ostatních samosdružených rozšíření T(c), 

c€ R. Užijeme vztahu (7.2.12a), z nějž plyne o(7T(2)) = og(7(%)), neboť 
reziduální spektrum operátoru 7( %) je prázdné (viz (7.3.7a)). Dále T splňuje 
předpoklady věty 8.4.3, takže všechna jeho samosdružená rozšíření mají stejné 
esenciální spektrum: o (7(c)) = 0 „( 7(%0)) = [0, %). Užijeme-li znovu vztahu 
(7.2.12a) a (7.3.7a), dostaneme 

0, %o), <0 TOD= | ovieé, c>0 (180) 
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Na závěr určíme charakter spektra a najdeme rezolventy některých samosdruže- 

ných rozšíření operátoru H generovaného regulárním diferenciálním výrazem [; 

výsledky pro singulární případ lze najít v citované literatuře. 

8.6.10. Věta: Nechť / je regulární diferenciální výraz (8.5.1) na intervalu (4a, b) 

a H je odpovídající uzavřený symetrický operátor na I(a, b) s definičním oborem 

D určeným vztahem (8.5.4b). Pro každé samosdružené rozšíření H: „ 2 H zada- 

né separovanými okrajovými podmínkami (14b) platí: 

(a) Pro každé 2 € o(H|e,„) je rezolventa Rg „(2) = R(A) integrální Hilbertův- 

-Schmidtův operátor s jádrem 

„|) *y (a9) 
k,(x, = -W ; 

(% 0) IYddy),  x<y 
kde funkce , , jsou řešení rovnice /[] = 4 splňující podmínky Y(a) = 

= sin č, p(a) = cos č, resp. w(b) = sin y, w;(b) = cos , a W je wronskián 

těchto funkcí. 

(b) Spektrum operátoru H„ je čistě bodové, nemá žádné hromadné body 

a všechny vlastní hodnoty mají jednotkovou násobnost. 

Důkaz: Existence funkcí , a , plyne z věty 8.5.2. Kdyby tyto funkce byly 

lineárně závislé, patřily by do D(H „) (viz (14b)); potom / by byla vlastní 

hodnota, což je ve sporu s předpokladem 2 € o(Hjs „). Funkce , , jsou tedy 

lineárně nezávislé, a proto jejich wronskián je na celém intervalu [4a, b] roven 

nenulové konstantě (cvičení 15). Jelikož ,, , € ac[a, b|, jsou tyto funkce kvad- 

raticky integrabilní na (a, b); pomocí poznámky A.8.5 potom snadno zjistíme, že 

jádro k; patří do ZŽ((a, b) X (a, b)). Odpovídající Hilbertův-Schmidtův integrální 

operátor označíme K, a ukážeme, že R(A) = K;. K tomu účelu vezmeme libovolné 

gp€ IŽ(a, b) a položíme 
b b 

%7 W„;lí wOo)oYdy, | d= — J B) 0) dy 
Potom z (19) plyne 

(Kx9) (x) = 

= v $4x) + W |0x) J v(Y) ply) dy — Y(X) J vw(Y) P() dy] = 

  

= d„ p(x) + W wb(X)J vw(Y) p(y) dy — w„(X)_í w(Y) pl(y) dy] . 

  

Z výsledků cvičení 15 a vztahu /[] = 2w, nyní vyplývá 

(— )IKg] = vp, ' (20)
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a protože K:gp € I(a, b), patří K1gp do Ď; dále dostáváme (K:9) (a) = y, pla), 

(K„gy (d) = y„yva), (Kg)(b) = d,p(b) a (Kgy(b) = d,vyw,(b), takže 
Kgp E D(H|s „). Vztah (20) můžeme tudíž zapsat ve tvaru (Hjs, j — 1) K:g = g, 
což je díky libovolnosti g» ekvivalentní rovnosti K; = R(4); tím je tvrzení (a) 
dokázáno. 

(b) Jelikož rezolventa každého samosdruženého operátoru je normální operátor 
(cvičení 7.23), je R(4) normální kompaktní operátor, jehož všechny vlastní hodno- 
ty jsou nenulové (díky injektivitě). Kombinací vět 6.2.2 a 6.2.4 zjistíme, že existuje 
ortonormální báze fg;);“, © Z/(a, b) a posloupnost nenulových čísel (w4)j=, tako- 
vé, že pro j = 1,2,... platí R(2) g; = „;gp; a lim «; = 0. Odtud plyne wp; € 

j> © 
€ D(H|zy) a Hag = (n57+ 2) gp;, takže H má čístě bodové spektrum. 
Kdyby množina a(Hy; „) měla hromadný bod u«, existovala by posloupnost ( Hydk=i 
taková, že ;) > u — 2; to je však ve sporu s podmínkou u„; > 0. Konečně tvrzení 
o násobnosti vlastních hodnot je důsledkem toho, že řešení rovnice /[g] = ueo 
splňující separované okrajové podmínky je určeno jednoznačně až na multiplika- 
tivní konstantu: pro libovolná dvě taková řešení g,, r = 1, 2 představují podmínky 

gp,(a) cos č — gp,(a) sin $ = 0 soustavu dvou rovnic pro neznámé cos £, sin č, 
takže determinant soustavy, který je roven W(g, go), musí být nulový; proto 
gw,, p jsou lineárně závislé. W 

8.6.11. Poznámka: Vzhledem k tomu, že esenciální spektrum každého samosdru- 

ženého operátoru je tvořeno právě všemi hromadnými body spektra a vlastními 
hodnotami nekonečné násobnosti (viz větu 10.4.6), je a„(H (54j) = U. Potom 
podle věty 8.4.3 pro všechna samosdružená rozšíření H' operátoru H platí 
o(H') = 9 a odtud o(H') = o(H'). Dále operátor H nemá žádné vlastní 
hodnoty, proto násobnost každé vlastní hodnoty libovolného samosdruženého 
rozšíření M je nejvýše 2 (tvrzení 8.4.1). Vlastní hodnoty násobnosti 2 existují — 
ovšem jen v případě neseparovaných okrajových podmínek (viz příklad 2 pro 
O = +1). 

  

Komentář 

8$ 8.1 * Určení indexů defektu je obecně obtížná úloha. Často však potřebujeme 
pouze zjistit, zda pro daný symetrický operátor A platí n (A4) = n (A); proto 
byly hledány různé postačující podmínky přro platnost této rovnosti — jednu 
z nich vyjadřuje např. důsledek 8.1.4. Jiná postačující podmínka se formuluje 
pomocí tzv. operátoru konjugace; nazýváme tak každý antiunitární operátor J 
splňující J* = I. J. von Neumann odvodil následující větu: Jestliže k danému 
symetrickému operátoru A existuje operátor konjugace takový, že JA C AJ, 
potom n „(A) = n (A). Skutečně, z podmínky JA C A/ a vlastností operátoru 
konjugace uvedených ve cvičení 9 plyne D, = JD, a dále JRan(A + i) = 

=JA+) D„ =(A71) JD,„= Ran(4 —i); odtud dostáváme Ran (4 — i)* = 

273



274 

8 ROZŠÍŘENÍ SYMETRICKÝCH OPERÁTORŮ 

=(JRan(A +i))“ = JRan(A+i)“ a konečně ny(A) = dim Ran(A — i)* = 

= dim (J Ran (A + i)*) = dim Ran (A + i)* = n (A). Například na prosto- 

rech ZŽ(X, du) je operátorem konjugace zobrazení y > ; postačující podmínkou 

rovnosti indexů defektu daného symetrického operátoru A na I(X, du) je, aby 

p € D, implikovalo w € D, a aby pro všechna y € D, a s.v. x€ X platilo 

(Ay) (x) = (A4) (x). 

$ 8.5 * V obecné teorii symetrických obyčejných diferenciálních operátorů se 

vychází z tzv. formálně samosdružených diferenciálních výrazů 

: „ d d 
h] = » (—1)13(19 - ——f) n=1,2,..., 

j= 0 dx 

kde py, ..., p,jsou reálné funkce na intervalu (a, b). Speciálně pro s = 1 dostává- 

d 
me tzv. Sturmův-Liouvilleúv operátor — dí Po k + p,, který pro p = 1 pře- 

X X 

chází na diferenciální výraz (1). Jsou-li funkce 177% Py +++ Pn lokálně integrabilní 

v (a, b), určuje Z, opět dva operátory H a H na Z(a, b). První z nich má 

maximální definiční obor tvořený všemi g € Z*(a, b), pro něž má A[] smysl 

a platí L|g] « Iř(a, b). Operátor H C H je potom jednoznačně určen, požaduje- 

me-li, aby byl symetrický, uzavřený a splňoval H* = H; jeho indexy defektu jsou 

(m, m), kde 0 S< m < 2n. 

$8.6 * Pro operátor 7' generovaný diferenciálním výrazem — d'/dx* platí 

T = P*?, kde P je uzavřený symetrický operátor z příkladu 7.2.7. Proto je T pozi- 

tivní a podle věty 7.5.11 existuje jeho Friedrichsovo rozšíření T Z toho, co bylo 

řečeno na začátku tohoto paragrafu, vyplývá, že 7" = T r DW, přičemž definiční 

obor DW má v regulárním případě tvar (12) a v případě jednoho singulárního 

konce tvar (15) (jsou-li oba konce singulární, je T samosdružený, takže T" = T). 

Určíme hodnoty příslušných parametrů. 

Podle definice je 7% operátor asociovaný s uzávěrem formy s7, definované na 

podprostoru P „ vztahem sr(9, $) = (g, TyY). Z rovnosti T = P? plyne s, C p, 

kde p je uzavřená forma splňující D(p) = D„aplg, Y) = (Pg, Py) pro všechna 

w a D;. Podle věty 7.5.8 platí DP © D(s7), takže DW C Dy; dále ze vztahů 

T© c Ť = P? (viz příklad 8.5.8) a P* = P pro všechna g € D a we D; 

dostaneme: (7T%g, 9) = (Pgo, Py) = p(gp, w). Tvrzení (d) citované věty nyní 

dává T = A; zde A, je operátor asociovaný s formou p a podle příkladu 7.5.10 

platí A, = P*P. Získali jsme tak rovnost T9 = P*P = PP. Odtud pro regulární 

případ, b — a < %, dostáváme DP = (gp€ AC*(a, by: g(a) = g(b) = 0) tj. 

s označením z příkladu 6 platí T" = T|o;. V případě jednoho singulárního konce 

máme D = (g € AC*(0,0): g(a) = 0); užijeme-li označení z věty 7, resp. 

z poznámky 8, dostáváme vztahy 7% = T resp. 7T“ = T( w).



8 CVIČENÍ 
  

Cvičení 

1. Komplexní číslo A patří do oblasti regularity lineárního operátoru 7 právě 
tehdy, když operátor (T — 2) ' existuje a je omezený. 

2. Pro každý izometrický operátor V platí def (V — 2) = dim (Ran V)*, je-li 
JA] < 1, a def(VW — 2) = dim (Dy)*", je-li || > 1L. 

Návod: Množiny (24 € C: |JA] < 1j a (4€ C: |A] > 1) jsou souvislé komponenty 

oblasti regularity. Pro |4| > 1 užijte rovnost Ran(V — 1) = Ran (W7* = 47)) 

3. Jestliže A je symetrický a B hermitovský operátor, potom 1,(A4) = n,(A + B). 

Návod: Ukažte, že funkce £ » deť(A + :B + i) je konstantní na R (viz důkaz 
věty 8.1.2). 

4. Pomocí první von Neumannovy formule dokažte, že pro libovolné x € ZXA*) 

platí Im (x, A*x) = |x |* — |x |*. 
5. Samosdružený operátor A komutuje s B © .W(%) právě tehdy, když C( A) B = 
= BC(A). 

6. Nechť (e„)s-; je ortonormální báze v separabilním J a S je operátor 
pravého posunutí, Se; = €1+1, definovaný v příkladu 5.1.7. Ukažte, že S € %; že 

2 

< 00 

oo n 

267 
j=1 

, a na- 
  

    

pro operátor A; = C""($) platí D(A,) = šx = > e: D) 
j=1 n=1 

jděte pro libovolné x € D(A,) Fourierovy koeficienty (€,, A,x), k = 1,2,.... Jaké 
indexy defektu má operátor A,? 

7. Jestliže U je unitární operátor, potom 

(i) pro každé A , patří UAU ' do „a UC(A) U 7' = ((UAU 7)), 
(ii) pro každé V e W patří UVU Ť do F a UC(V)U7! = CTAUVU I 

8. Pro Cayleyův obraz operátoru P na ZŽ(0, %) z příkladu 7.2.7 platí C(P) = 

= S* tfyo)", kde S* je operátor levého posunutí vzhledem k ortonormální bázi 
Prhreo C P0, ©), 9 (x) = P2 e7*L„(2x) a L, = [P (viz $ 4.3). 

Návod: Platí Ker (P* — i) = (h (viz příklad 8.1.5); dále užijte vztahu 

f e "L.(y) dy = e *(£.(x) — L.—1(x)) 

(viz [GR], $8 7.414), z nějž plyne , = (P+ i)y,, kde y,:= Yr — Y) 
n= 1,2,.... 

9. Dokažie následující vlastnosti operátoru konjugace J nam: 

(i) pro každý podprostor L C W platí JI* = (JL)*, JÍ = (JL) a dim JŽ = 
= dim Z; 

(ii) jestliže podprostory L, L' C ) splňují JE C L a J[ C L, potom JL = E 
a JL' = L. : 
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10. Jestliže operátor A «(1) má konečné indexy defektu (m, m), potom 

s označením zavedeným ve větě 8.3.2 platí: 

(i) dim(7 — V)9,= dim$, S n 

(ii) dim(D„/D,) < n, přičemž rovnost nastává právě tehdy, když operátor A' je 

samosdružený. 

Návod: (ii) Viz cvičení 1.6 a formuli (8.2.5). 

11. Symetrický operátor, který má právě jedno samosdružené rozšíření, je v pod- 

statě samosdružený. 

Návod: Užijte tvrzení 8.2.5 a injektivity Cayleyovy transformace. 

12. Pro každý uzavřený symetrický operátor A platí: 

(i) jestliže A é 0„(A), potom Ran (A — 2) je uzavřený podprostor; 

(ii) jestliže A € o„(A) a není vlastní hodnotou nekonečné násobnosti, potom 

podprostor Ran (A — 2) není uzavřený. 

Návod: Užijte tvrzení 8.4.2 a větu 3.4.12. 

13. Dokažte důsledek 8.4.4. 

Návod: Užijte důsledky 8.1.4 a 7.2.9. 

14. Nechť 7 je diferenciální výraz (8.5.1) na (a, b) a předpokládejme, že a je 

regulární konec. Potom pro každé c € (a, b) a libovolná , Y € C existuje p € D 

takové, že g(a) = yv, pro r = 0,1 a g(x) = 0 na intervalu (c, b). 

Návod: Uvažujte / na (a, c) a užijte lemmatu 8.5.3. 

15. Je dán diferenciální výraz (8.5.1) na J = (a, b) a funkce g, která je lokálně 

integrabilní v intervalu J;. Jestliže f; a f jsou lineárně nezávislá řešení zobecněné 

diferenciální rovnice /[/] = 0, potom jejich wronskián W = ff — fifje nenu- 

lová konstantní funkce na J a pro libovolné c € J; je funkce 

x> f(x) = W J (X fo(y) — fa(x) fC)) gs(y) dy 

řešením rovnice /[f] = g splňujícím podmínky f(c) = f(c) = 0. 

16. Dokažte, že podmínka (8.5.11) je nutná a postačující pro to, aby dané Y € Ď 

patřilo do D. Dále pro regulární případ je (8.5.11) ekvivalentní podmínkám 

yP(a) = 9%b) =0 pror=0,1. 

Návod: Užijte (8.5.3) a (8.5.10b); pro regulární případ ještě lemma 8.5.3. 

17. Nechť pro r = 1,2 je A, uzavřený symetrický operátor na Hilbertově prostoru 

S,; potom pro indexy defektu, resp. esenciální spektrum uzavřeného symetrické- 

ho operátoru A := A, © A, platí n+(A) = n(A;) + n+(A), resp. o„(A) = 

— Oess(Al) n Uess(AZ)' 

Návod: Z tvrzení 8.4.2 plyne, že podmínka 4 $ (0(A;) Y 0(A)) implikuje 

AÉ o (A).
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18. Je dán vektorový prostor V a jeho podprostor £. Vektory x,..., x, E V 

jsou lineárně nezávislé modulo Z/ právě tehdy, když třídy ekvivalence X*;:= 

(xy + y: y€ L), j = 1,2,..., m jsou lineárně nezávislými prvky faktorového 

prostoru V/L. 

19. Ověřte, že soustava (8.6.10c) pro neznámé f,+1, ---; B„ má jen triviální řešení. 

Návod: Kdyby existovalo netriviální řešení, měla by netriviální řešení i soustava 

oo ?, cknk] — [17„ ?, cknkl = (), r = n + 1,..., 2n; avšak z těchto podmínek 
k=1 k=1 

a 

  

b 

pomocí (8.6.10a) a (8.5.11) plyne > cz € D. 
k=1 

20. (i) Ukažte, že zobrazení [č, 9) " Hrz g množiny [0, x) X [0, n) na množinu 

samosdružených rozšíření odpovídajících separovaným okrajovým podmínkám 

(8.6.14b) je injektivní. 
(ii) Pro diferenciální výraz — d“/dx* na (0, x) najděte spektra operátorů To, /2) 

resp. T o; Určených okrajovými podmínkami g(0) = g/(x) = 0, resp. g(m) = 

= g(0) = 0 a ověřte, že tyto operátory jsou unitárně ekvivalentní. 

Návod: (i) Pomocí lemmatu 8.5.3 najděte g;j, g € D(H jz „) taková, že z podmí- 

nek (8.6.14b) plyne sin ( — č) = 0 asn(y — 7) = 0. 
(ii) Operátory T|o,z/2) A Tn/z,oy Mají totožná spektra, která jsou čistě bodová, 

a všechny vlastní hodnoty mají jednotkovou násobnost. 
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278 9 PROJEKTOROVÁ MÍRA A FUNKCIONÁLNÍ POČET 

  

9.1 ZÁKLADNÍ POJMY 

Spektrální teorie samosdružených a normálních operátorů, jíž se budeme zabývat 

v následující kapitole, je založena na zobecnění pojmu číselné míry, které spočívá 

v tom, že prvkům dané o-algebry W přiřazujeme místo čísel projektory na 

Hilbertově prostoru . Omezíme se přitom na případ, kdy W je o-algebra Bi 

borelovských množin v R“, d = 1,2,...; ten je z hlediska spektrální teorie dosta- 

tečně obecný. 

Zobrazení E(.): £? > B () nazýváme projektorovou mírou na R“ (s hodno- 

tami v .F(%)), jestliže jsou splněny následující podmínky: 

(pm1) pro každé M € 27 je E(M) projektor, 

(pm2) E(R) = I (1) 

m3) jestliže (M j c 7 je nejvýše spočetný disjunktní systém, potom p 

E (UM„) = > EM), (2) 

přičemž pro nekonečný systém jde o limitu vzhledem k silné operátorové topologii 

v (). Podobně jako v případě číselných měr se zavádí pojem E-nulové množiny 

a výrokové funkce na R*", která platí E — s.v. 

9.1.1 Poznámky: (a) Projektorová míra se často definuje obecněji na abstraktním 

měřitelném prostoru (X,.W) - viz např. [BS], $ 5.1; užívá se rovněž názvu 

spektrální míra. 

(b) Z aditivity plyne E(0) = 0. 

(c) Jsou-li M, N disjunktní borelovské množiny, je E(M v N) projektor, který se 

rovná součtu projektorů E(M) a E(N); proto musí být E(M) E(N) = 0 (viz 

tvrzení 5.4.4). Projektory na pravé straně rovnosti (2) jsou proto vzájemně ortogo- 

nální a E(U M,„) je projektor na ortogonální součet podprostorů Ran E(M,) (viz 

(5.4.5)). 

9.1.2 Tvrzení: Nechť E(.) je projektorová míra na R?.



9.1 ZÁKLADNÍ POJMY 

(a) Pro libovolné množiny M, N e £? platí 

E(M n N) = E(M) E(N) = E(N) E(M), (2a) 
E(M Y N) = E(M) + E(N) — E(M n N), (3b) 

McC N> E(M) s E(N). (3c) 

(b) Je-li (M,„) neklesající a (V,) nerostoucí posloupnost v .£?, potom 

E ( U M„) = s-lim E(M,), (4a) 
net n- o 

E ( 1 N„) = s-lim E(N,). (4b) 
n=1 no 0 

(c) Pro každé x €.W je zobrazení «: ' > R*, definované vztahem u(M) := 

(x, E(M) x), konečná borelovská míra, a podobně pro každou dvojicí x, y € W je 

M > vy(M) := (x, E(M) y) komplexní míra, přičemž 

1 1 
Re vxy — Z(/ux+y u :ux—y) > Im ny - Z(:ux—íy w fux+íy) ' 

Důkaz přenecháme čtenáři (cvičení 1). 

9.1.3 Příklady: (a) Nechť (P) C G(/ je konečný nebo spočetný systém navzá- 

jem ortogonálních nenulových projektorů takový, že > P; = I, a nechť (2,) C R* je 
j 

množina stejné mohutnosti jako (P). Pro libovolné M € £% definujeme 

EG(M) := YP, zaďlů)) (5a) 
j 

Z uvedených předpokladů je zřejmé, že takto definované zobrazení Ep(.) splňu- 

je podmínky (pml) a (pm2). Jestliže (WM ) CS7 je disjunktní systém 

a M= |) M,, potom pro každé x €.X? platí (x, E„(M) x) = > >(x, P;x) xu (A)). 
n=1 j nR 

Díky tomu, že jde o řadu s nezápornými členy, lze zaměnit pořadí sčítání, což dává 

(x E„(M) x) = 2 (x Ep(M,) x). (5b) 
n=1 

Z ortogonality systému ( P) a vztahu (5a) je zřejmé, že ( E„(M,)) je rovněž ortogo- 

nální systém; potom E% := s-lim > E„(M,) je projektor na podprostor 
m7* 9 n1 

9 Ran Ep(M,) a platí (x, EMx) = x, E „(M„) x) pro všechna x € J. Srov- 
1 p l n= 

náním s rovností (5b) dostáváme E„(M) = E = s-lim > Ep(M,). Zobrazení 
m+© nel 
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Ep(.) definované vztahem (5a) tedy splňuje podmínky (pm1)—-(pm3). Nazýváme 

je diskrétní projektorovou mírou (srov. s příkladem A.3.2); pro množinu 

(% L] se užívá názvu nosič diskrétní projektorové míry (viz: poznámku 

A.3.3b). 

(b) Pro libovolnou množinu M € ? je operátor násobení charakteristickou funkcí 

Xw projektor na ZŽ(R?) (viz příklad 7.3.3); označme jej E(M), tj. E(M) = , 

Pro disjunktní množiny M a N máme Yyox = Xm + Xx a odtud dostáváme 

E(M v N) = E(M) + E(N). Jestliže M = ůM„, kde (M ) C 7 je dis- 

junktní systém, potom pro každé x € R“ je n;„(x) = IÍFŽ„ Xs„(x), kde N„:= 

ÚM„; odtud na základě Lebesgueovy věty snadno mzjistíme, že pro každé 

E LARY platí: Jim |[E(M) — EN „)] w = 0, í ECM) = selim ECN,) = 
= s-lim žl E(M„)r.n Dmále je zřejmé, že E(R*) = I, takže zobrazenímM > E(M) je 

m7 % 

projektorová míra na R? s hodnotami v Z(ZŽ(R?)). 

Na reálné ose pracujeme kromě projektorových měr s další třídou zobrazení do 

množiny projektorů na daném W — s tzv. rozklady jedničky. Dříve než podáme 

příslušnou definici, uvedeme jedno pomocné tvrzení. 

9.1.4 Lemma: Nechť £ » £, je neklesající zobrazení reálné osy do množiny pro- 

jektorů na daném W, tj. pro všechna £, u € R platí implikace £ < u > E, S E„ 

Potom existují jednostranné limity 

E„+o = s-lim E, = inf £,, E,„-, = s-lim £E, = sup £,, uskR, 
e u+ t>u tou— <U 

přičemž operátory E„ jsou projektory. První, resp. druhý z těchto vztahů platí 

i pro nevlastní bod u = — , resp. 4 = + w. 

Důkaz: Pro libovolné x € J7 je funkce f > a) := (x, E,x) neklesající a omeze- 

ná, takže v každém bodě « € R existují vlastní jednostranné limity o(u — 0) = 

= ,l—lfg od(!) = sup o(!) a olu+ 0) = 11331 od(!) = :I)lš o(d). Nechť (4) je 

libovolná neklesající posloupnost taková, že f, S « pro všechna n a £, > u. Podle 

věty 5.4.9 existuje projektor E„ = s-lim E,„ a protože os(t,) > o,(4—0), platí 
no D 

(x, E„-oX) = ofdu — 0) ž (x, E,x) pro všechna f < u a x €.MW. Odtud jednak 

vyplývá vztah E,-, = sup E, jednak vidíme, že E,-, — E, z 0, takže tento 
<U 

operátor je projektor pro každé £ < u (viz tvrzení 5.4.4b). Potom platí rovnost 

|(E„no — EJ x|* = (% (E„g — E) x) = OSu — 0) — o!), z níž dále plyne 

E,„-o = s-lim £,. Obdobně se dokážou tvrzení týkající se operátoru E,„+, a limit 
t>u— 

v bodech + ©. I



9.1 ZÁKLADNÍ POJMY 

Neklesající zobrazení £ > E, reálné osy do množiny projektorů na Hilbertově 
prostoru ? se nazývá rozkladem jedničky, jestliže je spojité zprava, tj. pro všechna 
u € R platí 

E(u + 0) = s-lim E, = E,, (6a) 
tou+ 

a dále 

s-lim E,= I, © slimE,=0. (6b) 
to+ŘO *T 

9.1.5 Poznámky: (a) Místo podmínky (6a) se alternativně požaduje spojitost 
zleva (viz např. [AG], [BS]). 

(b) To, že rozklad jedničky je neklesající, lze charakterizovat následujícími ekviva- 
lentními podmínkami: pro každou dvojici £ > u je operátor £, — E, projektor, 
resp. E,E,= E,„E, = E, (viz tvrzení 5.4.4b). 

(c) Pro rozklad jedničky f > E, budeme užívat též označení (£,). 

9.1.6 Příklad: Každá projektorová míra E(.) na R určuje rozklad jedničky (£), 
kde 

E,:= E(— ©, f|. (7) 
Skutečně, z aditivity je zřejmé, že takto definované zobrazení f » E,je neklesající. 
Podle lemmatu 4 existují v každém bodě £ € R jednostranné silné limity, takže 

např. E,+0 = s-lim E,+1/„. Z rovností (— %, č] = n (— %, t + 1/n)] a (4b) po- 
no m 

n=1 
o tom plyne E,+, = E, Podobně ověříme podmínky (6b). Pro libovolné u € R dále 

platí 

s-lim E((x + )) = 0; 
ě-0+ 

kdyby totiž tato rovnost neplatila, existovala by pro nějaké £ >0 a xe%w, 
|x]| = 1, klesající posloupnost (ód,) taková, že lim ó, = 0 a |E(fu + d) x| S e 

pro m = 1,2,..., což je ve sporu se zobecněnou Besselovou nerovností (viz 
poznámku 4.5.4), neboť íE((u + d,1): n = 1,2,...] je množina navzájem ortogo- 
nálních projektorů. 

9.1.7 Příklad: Najdeme obecný tvar rozkladu jedničky na MN-dimenzionálním 
Hilbertově prostoru y. Předpokládejme, že ( £,) je nějaký takový rozklad; tvrdí- 
me, že ke každému uw€ R existuje ó >0 takové, že E,= E, pro všechna 
te(u, u + AO). Předpokládejme opak; potom existuje klesající posloupnost (£,), 

která konverguje k u«, přičemž E, = E,pro všechna x. Vzhledem k podmínce (6a) 
platí E, = s-lim E,, a požadavek E, * E, implikuje, že pro každé m je množina 

ím: E,„ = E,„)konečná. Lze tudíž vybrat posloupnost ltnggik=1 tak, aby E A 
F E„ pro k= 1,2,.... Nyní nenulové prostory $,:= (z — E) HN 
jsou navzájem ortogonální a je jich nekonečně mnoho, což je ve sporu s podmínkou 
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dim SF < %. Z analogické úvahy plyne existence levého okolí (u — o, u), na 

němž E, = E„g a reálných čísel a < / takových, že E, = 0 a Ey = I. Speciálně 

každý bod spojitosti zobrazení / » E, má okolí, na němž je toto zobrazení kon- 

stantní. 

Na základě těchto vlastností lze obecný rozklad jedničky na F jednoduše 

popsat. Označme u := supijř: E, = 0); zřejmě platí E„,-o = 0, přičemž « ne- 

může být bodem spojitosti, takže E,, 7 0. Jestliže E,, = 1, je E, = 0 prot < 44 

a E, = I pro t S w, čímž je zobrazení f > E, úplně určeno. Jestliže E, * 1 

uděláme druhý krok: množina (é S 4: E,= E „] obsahuje jisté pravé okolí bodu 

u a pro její supremum w platí E„ = En; přičemž opět w není bodem spojitosti, 

tj. E„ E„; pokud E„*?1, děláme další krok. Po Am-tém kroku, kde 

1 S n < N, musí proces skončit, tj. E = 1, neboť projektory B := E„ — Eg-o 

jsou pro j = 1,2,..., m nenulové a navzájem ortogonální. 

Shrneme provedené úvahy: ke každému rozkladu jedničky (E) na y existují 

reálná čísla u; < w <... < Ul„kdel S n Na navzájem ortogonální nenulo- 

vé projektory P, ..., P, splňující podmínku >' P; = I, přičemž pro všechna £ € R 
j=1 

platí E, = > Pr- an(4). A 

Na závěr uvedeme několik obecných vlastností rozkladu jedničky, které budeme 

potřebovat v dalším výkladu. 

9.1.8 Tvrzení: Nechť (£,) je rozklad jedničky na J 

(a) Pro každé x ©.XW je vztahem of) := (% E,x) definována na R nezáporná 

funkce, která je neklesající, spojitá zprava a omezená, přičemž lim oy(d) = |ax|* 

a lim o() = 0. mro 
[= 

(b) Zobrazení ÉE(.) množiny / všech omezených intervalů reálné osy do množiny 

projektorů na X definované pro libovolná a S b vztahy 

É(a,b| := E,— E,, | Ela,b) := Eyr-o — Er-o, 8 

E(a, b) := E,-„ — E,, É|a, b| := E, — Es-o 

je aditivní (možnost a = b uvažujeme pouze vV posledním případě a E(9) := 0). 

(c) Pro libovolné intervaly J, K €./ platí 

É(J) É(K) = É(K) É() = ÉJ o K). (9) 
(d) Jestliže omezený operátor B komutuje s E£, pro všechna č € R, potom komutuje 

se všemi operátory E(J), J s£. 

Důkaz: Tyrzení (a) je zřejmé. (b) Aditivita bezprostředně plyne ze vztahů (5). 

Uvažujme např. intervaly J = [4, b|, K = ($, c); potom J v K= |(a, c), přičemž 

É[a, C) - Ec—() - Ea—O = EC—O L Eb + Eb - Ea—D = E(b, C) + É[a, b] *



9.2 KONSTRUKCE PROJEKTOROVÝCH MĚR 

(c) K ověření rovnosti (9) vezmeme nejprve disjunktní intervaly J a K, doplníme 
je intervalem Z ležícím mezi nimi na interval, tj. intervaly J, K, L jsou navzájem 
disjunktní a J W L v Kje omezený interval. Užijeme-li argumentace z poznámky 
9.1.1c, zjistíme, že projektory £(J) a E(K) jsou ortogonální. Z aditivity dále plyne 
monotonie: JC K>= K(D) S E(K). Uvažujme nyní libovolné intervaly : J 

a K€W. Protože J n K€F aJVK= |]JL,, kde0 S n S 2asystém(L) CS 
j=1 

je disjunktní, plyne rovnost (9) z rozkladu J = (JVK) v (J n K), ortogonality 
projektorů E(K) a K(L,) a monotonie. 

(d) Zřejmě stačí ukázat, že pro libovolné t € R platí E, B = BE, „, což ihned 
plyne ze vztahů E, „ = s-lim E, „„ a BE, „„„ = E, „„B. u 

no oo 

  
9.2 KONSTRUKCE PROJEKTOROVÝCH MĚR 

Podobně jako v případě číselných měr konstruujeme obvykle projektorovou míru 

na R“ jako rozšíření daného zobrazení E(.), které každému omezenému intervalu 

J C R“ přiřazuje projektor: E() E (9W). Aby tato úloha měla řešení, musí 

zobrazení £(.) splňovat jisté podmínky; omezíme se na případ, kdy zobrazení 
E(.) má následující vlastnosti: 

(£1) je aditivní, 

(£2) E(J) E(K) = 0, jestliže J o K= , 
(£3) pro každé x € 3? je zobrazení J » ú(J) := (x, É(J) x) regulární funkce 
intervalu (viz $ A.4) a platí supíů(J): JF) = |x|?. 
Z podmínky (£2) dostáváme pro libovolná J a K €./? rovnost 

E(J n K) = E(J) Š(K) = B(K) É(J) 1) 
v 

(srov. se vztahem (9.1.3a)). K jejímu ověření stačí uvážit, že množinu JV K lze 
zapsat jako disjunktní sjednocení konečného systému z F 

Nechť w«, je borelovská míra na R taková, že pro každé J €./*? platí u[g = 
= jiSJ) (viz větu A.4.6). Díky tomu, že míra « je určena tímto požadavkem 
jednoznačně, plyne z podmínky (E3) pro každé a € C rovnost 

Uax = |0]|? z (2a) 
a dále vztah (viz cvičení 3) 

4£4(R?) = |x]*. (2b) 

Pro každou dvojicí x, y €.W zavedeme reálné míry 

Qxy = 

1 
(Kr+y T Ury-y), Tzy 17 Z(:ux-řiy — Kr-iy) (3a) B

|
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a komplexní míru 
V 17 0y T T- (3b) 

Speciálně pro x = y z rovnosti (2a) vyplývá 

V Z 0u 7 x- (3c) 

Tyto vztahy spolu s polarizační rovností dávají pro každé J 6? 

v() = (5 EDN y). (4a) 
Konstrukce projektorové míry jako rozšíření zobrazení £(.) je v podstatě založena 

na následující vlastnosti míry v,,. 

9.2.1 Lemma: Nechť M c R“ je libovolná borelovská množina. Potom 

(a) existuje pozitivní operátor E(M) « () takový, že pro všechna x, y H 

platí 

v (M) = (x E(M) y), (4b) 

(b) omezený operátor B komutuje s E(M), jestliže komutuje s E(J) pro každé 

JeSí. | 

Důkaz: (a) Stačí ověřit, že forma [x, y] > fu(x, y) := v(M) je seskvilineární, 

omezená a pozitivní. Pro libovolná x, y, z EW,asCaJeP ? dostáváme ze 

vztahu (4a) 

vx,ay+z(*,) = a'ny(]) + sz(]) - 

Komplexní borelovská míra ř:= av, + Vxs tedy splňuje pro každé J e S ? pod- 

mínku Vg ay+:(J) = XJ); podle důsledku A.5.7 dostáváme v, „„+ -(M) = WM) = 

= av(M) + v(M) pro každé M e 7 což znamená, že forma f je lineární 

v pravém argumentu. 

Dále ze vztahů (2a) a (3a) plyne v,„(M) = v (M); forma fyje proto symetrická 

a vzhledem k tomu, že je lineární v pravém argumentu, je seskvilineární. Navíc pro 

každé x © platí fy(x, x) = u.(M) (viz (3c)), takže fu je pozitivní forma. 

Konečně užitím Schwarzovy nerovnosti a vztahu (2b) dostaneme omezenost: 

fu PP S fulx 8 fuly Y) = 44/M) u (M) S v R) m (N) = kxlě Llé- 

(b) Podmínka BĚ(D) = E(J) B implikuje: Vg (J) = v z„(J) pro všechna 

x, y a Je.f7. Opětovné užití důsledku A.5.7 dává vg „(M) = vyz,(M), 

a odtud pomocí tvrzení (a) plyne BE(M) = E(M) B. u 

Z formulí (4a,b) je vidět, že E(J) = É(P), tj. zkonstruované zobrazení 

M » E(M), je rozšířením výchozího zobrazení É(.) na systém 27. K ověření 

toho, že E(.) je projektorová míra, užijeme následujícího pomocného tvrzení. 

9.2.2 Lemma: S označením z lemmatu 1 platí 

E(M) E(N) = E(N) E(M) = EM 0 M). (5)



9.2 KONSTRUKCE PROJEKTOROVÝCH MĚR 

Důkaz: Pro libovolná N € 8? a x © W generuje funkce xy a míra « borelovskou 

míru na R“, kterou označíme W%. Pro každé M e 27 máme 

(M) = J.xN du, = u([M n N) 

a formule (4b) dává 

M) = (x E(M n N)a). (6) 
Pro každou dvojicí intervalů J, K €.£7 vztahy (1) a (6) dávají WXK) = 

= (x, E(J) E(K) ©) = (x, E(J) E(K) E(J) x) = m(K), kde y:= E(J)x. Po- 
mocí důsledku A.5.7 dostáváme W(M) = w (M) pro každé M e 2% a díky tomu, 
že x je libovolné, lze tuto rovnost užitím vztahů (4b), (6) a výsledků cvičení 4 zapsat 
ve tvaru 

E(M n J) = E(J) E(M) E(J) = E(M) E(J). 
Z této rovnosti vyplývá pro libovolné J €./7? vztah W = (x, E() E(N) x); 
dále díky tomu, že E(N) je pozitivní a komutuje s E(J) (cvičení 4), máme 

E(J) E(N) = [JECN) E(J) [E(N). Celkem tedy platí | 

A( = (JECNY x, E(J) [ECNY x) = m), 
kde z := JE(N) x. Opětovné užití důsledku A.5.7 a výsledku cvičení 4 dává pro 

každé : Me27 rovnosti vWM) = u(My = (x, JE(N) E(M) [E(N) x) = 

= (x, E(M) E(N) x) a po dosazení ze vztahu (6) je důkaz dokončen. N 

Pro M = N z rovnosti (5) vyplývá, že operátor E(M) je projektor pro každé 

M € “. Ověříme, že zobrazení M » E(M) je o-aditivní. Nechť (M)?, C Z? je 

disjunktní systém a M:= ÚM ;- Napíšeme-li rovnost (4b) pro x = y, zjistíme 

pomocí or-aditivity  míry ;/: = u, že pro každé x 6 platí (x, E(M) x) = 

= lim |x, nlE(M ;) x]. Podle vztahu (5) tvoří projektory E(M)), j = 1,2,... 
no m j 

o 

ortogonální systém, takže je neklesající posloupnost projektorů. 

    

> EM) 
J n=1 

Existuje tudíž projektor Ey, který je její silnou limitou. Pro každé y €.? potom 

máme (x, Eyx) = lim |x, > E(M)x| = (x, E(M) x), takže Ey = E(M); tím je 
no D ]=]_ 

o-aditiviíta dokázána. 

Konečně ze vztahů (2b) a (4b) plyne E(R') = I. Zkonstruované zobrazení 

M > E(M) je tedy projektorová míra. Shrneme získané výsledky. 

9.2.3 Věta: Ke každému zobrazení E(.) systému „/? omezených intervalů v R? do 

množiny projektorů na daném Hilbertově prostoru , které splňuje podmínky
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(El)—(E3) existuje právě jedno rozšíření £(.), jež je projektorovou mírou na R 

s hodnotami v B(F). Jestliže operátor B « () komutuje s E(J) pro všechna 

J 6.f?, potom pro každou borelovskou množinu M platí BE(M) = E(M) B. 

Důkaz: Je třeba ověřit pouze jednoznačnost. Pro každé x €.% je zobrazení 

M > ugM) = (x, E(M) x) borelovská míra, která je určena jednoznačně svým 

zúžením na systém ./? (viz důsledek A.4. 7) tj. zobrazením £(.). Každá projekto- 

rová míra H(.) na R* splňující F(J) = E(J), JeS", tedy vyhovuje rovnostem 

(x, F(M) x) = (x, E(M) x) pro všechnax€.» a M e £7, takže F(.) = E(.). I 

V příkladu 9.1.6 jsme ukázali, že pro každou projektorovou míru na R je 

vztahem (9.1.7) zadán rozklad jedničky. Věta 3 umožňuje toto tvrzení obrátit. 

Nechť je dán rozklad jedničky (£,) na 71 tím je určeno zobrazení E( ) systému F 

do množiny projektorů na , které splňuje podmínky (F1) na (£2) (viz tvrzení 

9.1.8). Z formulí (9. 1.8) a (9.1.6a) je vidět, že funkce intervalu. / a]IougN= 

(x, É(J) x), je regulární. Skutečně, nechť např. J = (a, b); k danému £€ > 0 

díky podmínce £E, = s-lim E,existuje 0 > 0 takové, že pro všechna : € (a, a + ó) 
toa+ 

platí (x, (E, — E) x) = |(E, — E) x|* < £/2; speciálně pro t € (a, a + 0/2) 

máme (x, E,x) < (x, E„x) + e€/2 a odtud (x, E„+$/2-0X%) < (% E„x) + e Podob- 

ně vztah E„g = s-lim E, implikuje (x, E „- „sX) > (x%, E„-,Xx) — e. Potom pro 

= |a + ó/2, b — n/2| platí H(J,) > ú(J) — 2e. Obdobně se ověří re- 

gularlta pro ostatní typy intervalů. Konečně z. formule (9.1.6b) je zřejmé, že 

sup ux(]) Jef)= |x|?. Zobrazení E(.) tedy vyhovuje podmínce (£3). Jeho 

rozšíření £(.), které dostaneme podle Vety 3 nazýváme prolektorovou mírou 

generovanou rozkladem jedničky (E %) platí pro ni E(— %,f| = E, eR 

(cvičení 6). Každá projektorová míra E(.) na R je generována rozkladem jedničky 

(E), který je jí přiřazen podle vztahu (9.1.7). Skutečně, označíme-li symbolem H) 

projektorovou míru generovanou tímto rozkladem jedničky, platí F(— , f] = 

= E, = E( — %, t| pro všechna č € R; odtud dostáváme F(J) = E(J) pro každé 

J e/ (viz cvičení 6) a tvrzení věty 3 o jednoznačnosti implikuje E(.) = KH.). 

Dospíváme k následujícímu závěru. 

9.2.4 Tvrzení: Každý rozklad jedničky na ? generuje právě jednu projektorovou 

míru na R a hodnotami v P(). Takto definované zobrazení je bijekcí množiny 

všech rozkladů jedničky na W na množinu všech projektorových měr na R 

s hodnotami v F(H). 

9.2.5 Příklad: V příkladu 9.1.7 jsme zjistili, že každý rozklad jedničky (E,j na 

N-dimenzionálním Hilbertově prostoru je určen reálnými čísly u < ; 5 ... S Ug 

kde 1 S m S N, a systémem navzájem ortogonálních projektorů P, .. P splňu- 

1) Název je oprávněný, neboť projektorová míra E(.) je jednoznačně určena zobrazením E(.) a to 

je zase jednoznačně zadáno rozkladem jedničky (Eh
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jících podmínku > P; = 1. Projektorová míra £E(.) generovaná tímto rozkladem 287 
j=1 

jedničky vyhovuje pro každé t € R rovnosti E(— %, t| = E, = », Px- «,g(4), 
j=1 

z níž srovnáním s formulí (9.1.5a) a užitím výsledků cvičení 6 plyne E(J) = Ep(J) 

pro všechna J €./, takže H(.) = Epy(.). 

Užijeme dále věty 3 ke konstrukci tzv. direktního součinu projektorových měr. 

Nechť pro daný Hilbertův prostor X jsou dány komutující projektorové míry £E(.) 

na R' a H.) na R', obě s hodnotami v P(77). Komutativita je ekvivalentní tomu, 

že pro každou dvojicí omezených intervalů J 6* a KeE.f* platí 

E(J) H(K) = F(k) E(J) (7) 
(viz lemma 1b). Každý neprázdný interval f €./'** lze zapsat právě jedním způso- 

bem ve tvaru J = J X K, kde J 6' a K€./*; díky podmínce (7) je operátor 

E(J) F(K) projektor, takže vztahy 

„A E(J) HK), J z0 
Pd= řeo (8) 

definují zobrazení A(.) množiny./"** do množiny projektorů na W. Pomocí vzta- 

hů (A.1.13a, b) a poznámky A.1.8b zjistíme, že toto zobrazení splňuje podmínky 

(£1) a (£2). Ověříme, že pro každé x €.X? je vztahem ú(Í) := (x, ŇAĎ) x) 
definována regulární funkce intervalu č,. Uvažujme dvojici intervalů / = 

= JX K„sfT7, a= 1,2, takových, že ; > /,, a identitu 

úS) — úSĎ) = (x (E(J 1) — E(IA)) HK1) ) + (x, E() JKK ) — KK)| ) 

Z podmínky J) > /, plyne J, > J:, takže operátor E(h) — E(J») je projektor; 

pomocí vztahu (7) dostáváme odhad 

(% [E(1) — E(Po)) HK1) x) = |HK ) [EJ ) — E()] xF = 
S (6 [EJ1) — E()] ) = 9) - d) 

kde „1 je borelovská míra splňující „WP(M) = (x, E(M) x) pro každé Me'. 
Obdobný odhad platí pro výraz (x, E(h) |H K,) — HK»)| x), takže 

úS) — úSh) Z ) — ) + dAKy) — pdAK). 

Regularita funkce č, nyní plyne z toho, že „ 
ST resp.P". 

Konečně podmínky sup (vWX): JEeg) = supluV(K): KEF')= |x|? im- 
plikují sup(ž(J): Jegr)= |x|? (viz cvičení 9). Zobrazení A(.) tedy splňuje 
podmínky (£1)-(£3) a aplikací věty 3 dospíváme k následujícímu závěru. 

) resp. W jsou regulární funkce na
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9.2.6 Tvrzení: Nechť je dán Hilbertův prostor / a komutativní projektorové 

míry E(.) na R', resp. /(.) na R* s hodnotami v £(71). Potom existuje právě jedna 

projektorová míra na R'** s hodnotami v P(/ taková, že pro libovolné množiny 

MeER' a NE platí 

P(M X N) = E(M) KN). () 
Projektorovou míru P(.) nazýváme direktním součinem projektorových měr 

E(.) a F(.). Uvedená věta platí za podstatně obecnějších předpokladů (viz např. 

[BS], $ 5.2). 
Důkaz: Zbývá dokázat pouze rovnost (9). Připomeňme, že definiční obor projek- 

torové míry P(.), tj. o-algebra , obsahuje množiny M x N pro všechna 

MeEg' a NEg - viz příklad A.1.9a. Z identity MX N=(MXR) n 

N (R' X N) a vztahu (9.1.3a) je vidět, že stačí ověřit rovnosti 

P(M X R) = E(M) a P(R'X N)= KN). (10a) 

Z definice (8) dostáváme nejprve W(J X R') = E(J) pro všechna J €./", a odtud 

díky o-aditivitě plyne P(UJ | X R) = E(UJ „) pro jakýkoli nejvýše spočetný 
k k 

disjunktní systém (/.) C '; speciálně každá otevřená množina G C R' splňuje 

P(G X R) = K(C). (11) 

První z rovností (10a) je ekvivalentní podmínce 

u(M x R) = oM) (10b) 
pro všechna x € , kde u (M) := (x, P(M) x), Me.g"''. K jejímu ověření vyjde- 

me z regularity míry uW", z níž vyplývá existence nerostoucí posloupnosti otevře- 

ných množin (GW) taková, že GW > M pro všechna n a 

v(M) = lim (GD) = (MD), (12) 

kde M := () GY. Nyní (G x R| je nerostoucí posloupnost otevřených mno- 

žin splňujícíglílGíf) x R* > M Xx R'; pomocí vztahů (11) a (12) dostáváme 

nýM X R) S lim 4(GP X R) = lim ÚP(GD) = ÚoM. 

Pro každé x € / tedy platí implikace 

P() =0 > n(MXR)=O. (13) 
Užijeme-li dále rovnosti u (MÝ X R) = lim 4 (GD x R) = „W(M), která vy- 

plývá z (9.1.4b), (11) a (12), dostáváme ;;owkaždé xEH 

Ú(M) = (MĎ X R) = nl((MĎVM) X R) + u (MXR)=u(MXxR),
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neboť L (MĎ W M) X R*) = 0 podle (12) a (13). Podmínka (10b) je tedy splněna, 
takže platí první z rovností (10a); druhá z těchto rovností se dokáže obdobně. N 

9.2.7 Poznámky: (a) Formule (9) má analogický tvar jako vztah (A.8.1) pro 
direktní součin číselných měr. Ovšem míra u«,(.) = (x, P(.) x) není direktním 
součinem měr 4 a u0; podle vztahu (9) platí 4 (M X N) = (x, E(M) FK(N) x), 
zatímco z (A.8.1) plyne 

(v8 © ) (M X N) = (x%, E(M) 2) (x, F(N) x). _ 
(b) Popsanou konstrukci direktního součinu lze bezprostředně zobecnit pro libo- 
volný konečný systém komutujících projektorových měr. Užívá se jí např. k odvoze- 
ní spektrálního rozkladu normálního operátoru (viz $ 10.2) nebo při studiu mno- 
žin komutujících samosdružených operátorů A,,..., Ax ($ 10.7). 

  9.3 FUNKCGIONÁLNÍ POČET: PŘÍPAD OMEZENÝCH FUNKCÍ 

V tomto a následujícím paragrafu probereme základy teorie integrálu vzhledem 
k projektorové míře E(.) na R* s hodnotami v Z (). Nejprve se seznámíme 
s integrací omezených borelovských funkcí g: R? > C. V tomto případě předsta- 
vuje integrál omezené lineární zobrazení g»> S (gw) Banachova prostoru 
L*(R?, dE), který budeme za okamžik specifikovat, do prostoru. Z(%). Je zvykem 
nazývat toto zobrazení funkcionálním počtem (pro omezené funkce). 

Množinu ZE-s.v. definovaných a omezených borelovských funkcí : R* > C 
označíme symbolem Z *(R/, dF), přičemž jako obvykle ztotožňujeme funkce, které 
se liší nejvýše na E-nulové množině. Stejně jako v případě množin L*"(M, du) 
z příkladu 1.3.3 (viz též cvičení 1.13 a příklad 2.2.1) lze ověřit, že L*(R), dE) je 
B-prostor s normou |.|| kde |g||. je nejmenší z čísel c S 0, takových, že 
|e(/)| S c pro E-s.v. £€R?. Pryky tohoto prostoru lze charakterizovat také 
pomocí tzv. podstatného oboru hodnot (viz též příklad 7.3.8) 

R(g):= (26C: E(g (UV(2))) * 0 pro každé e >0). (1) 

Borelovská funkce g patří do L*(R?, dE) právě tehdy, když množina R(|g|) je 
omezená (cvičení 10).') 

Integrál budeme definovat nejprve pro jednoduché borelovské funkce 
o: R7 > C; množinu všech takových funkcí označíme S7. Jestliže 

0 = »0jXm,; (2a) 
] 

") V souvislosti s tímto tvrzením je vhodné připomenout, že RJ(g) = R(Y), jestliže () = W0 
pro E-s.v. :e R4 

289
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kde a; jsou komplexní a () c 7 je konečný disjunktní systém takový, že 

|U M; = R', položíme 
] 

F(0) = -ío dE := Ya; E(M)). (2b) 

Speciálně pro konstantní funkci o = c dostáváme 

F(c) = cH. (2c) 

9.3.1. Poznámky: (a) Budeme užívat též označení Z", pokud bude nutné zdůraz- 

nit závislost na projektorové míře. 

(b) Pokud integrály vzhledem k projektorové míře E(.) (a číselným mírám 

u(.) = (x, E(.) x), resp. v() = (% E(-) y)) jsou uvedeny bez integračního 

oboru, rozumí se, že se integruje přes celý prostor R?. 

(c) Zápis jednoduché funkce ve tvaru (2a) není jednoznačný pokud nepožaduje- 

me, aby čísla a; byla navzájem různá. Z aditivity projektorové míry však ihned 

vyplývá, že operátor Z(o) na způsobu zápisu funkce o nezávisí. 

(d) Je zřejmé, že množinu S, lze chápat jako podmnožinu prostoru L*(R), d E) 

pro libovolnou projektorovou míru E(.). Potom pro každé o € S$, můžeme bez 

újmy na obecnosti předpokládat, že pro všechny množiny M; ve formuli (2a) platí 

E(M;)) ? 0. 

Prostor Z*(R7, dEF) se stane komutativní algebrou (viz $ 12.1), zavedeme-li 

v něm bodové násobení [g, ) > gpy. Snadno se přesvědčíme o tom, že množina 

$,„je podalgebrou v L*(R), dE). Vztah (2b) zadává zobrazení F;: 8, 7 BF(M) 

s následujícími vlastnostmi. 

9.3.2 Lemma: Zobrazení 75 je lineární a splňuje vztahy 

Z( = Z) (3) 

IZs(A)]| = lol = () 

F(od) = F(d) Z() = P() H() () 

pro všechna o a T€ Sy. 

Vlastnosti (5) se říká multiplikativita. Pomocí terminologie zavedené v kapito- 

le 12 lze uvedené vlastnosti zobrazení 7; vyjádřit takto: Z je izometrický *-morfis- 

mus podalgebry S,; - L*(R?, d E) do B-algebry B(H). 

Důkaz: Rovnost (3) je zřejmá. Jestliže o = >A Xmo T 7 > lfrXm, a y E C potom 
j k j 

pomocí (9.1.3a) a vztahů > E(M) = 2 E(Ng) = E(R?) = I dostáváme 
j k 

Fivo + Y) = Y(va; + B) E(M; O No) = 
jk 

— vXa; B(M) LBNY) + 26 BN) ÚECM) = v7iko) * FD
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Zobrazení 7; je tedy lineární, a analogicky ověříme multiplikativitu. Konečně pro 
libovolné x €.77 z ortogonality projektorů E(M;) a podmínky Y E(M ;) = T plyne 

j 
17Co) x| * = Za (x E(M;) x) S |o|% |x neboť |oe = max |a,|. Odtud 
dostáváme ner(;vnost Z()]] = ||ol|. Abychom získali rovnost, uvažujme (bo- 
relovskou): množinu My a níž nabývá funkce |o| hodnoty |o||.. Potom 
E(Mnn) * 0 (viz poznámku 1d) a pro každý jednotkový vektor e € Ran F(Myx) 

platí |75(0) ej| = |a] „ takže |Z(o)]| S |oj.. m 
V dalším kroku rozšíříme zobrazení 7; na celý prostor L*(R“, d£). K tomu lze 

užít věty 3.2.4, neboť podprostor S, je podle tvrzení A.2.6 hustý v L"(R?, dE) 
a díky vztahu (4) je 7; spojité lineární zobrazení z S; do F(2F). Existuje tudíž 
jednoznačné rozšíření, které je spojitým lineárním zobrazením prostoru 
L*(R“, dE) do F(W); budeme pro ně užívat stejného symbolu 77. Pro každé 
gpe L*(R?, dE) potom definujeme 

J pdE:= Z(g) = v-lim F(0,), (6) 
kde (o0,) C S„je libovolná posloupnost taková, že |g — 0„[ > 0. Podobně jako 
v případě integrálů vzhledem k číselné míře budeme užívat následujícího alterna- 
tivního zápisu 

Jqp(t„ t) dE(ty,.., t) = J(p dEÉ. 

Najdeme pro libovolná x, y 6/ integrální vyjádření „maticového elementu“ 
(% Fi9), Y) = lim (x, Zi(a,) y). Pomocí vztahu (2b) a tvrzení 9.1.2c dostáváme 

( 70)) = XP ) = fv,dn. 
Nyní z nerovnosti 

dem — J.o„dux 

2 plyne pro „diagonální“ maticové elementy 

S |9 — 0u (% ER) x) = |g — oo |x]) 

  

  

(x Fg) x) = Iw du.. 

Pomocí polarizační rovnosti odtud získáme formuli analogického tvaru i pro 
nediagonální případ 

(x Ri(w) Y) = (x, f v dEy) = Jcp dv,. (7) 

291
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Při výpočtu maticových elementů operátoru f g dE je tedy možno, zhruba řečeno, 

zaměnit pořadí integrování a utvoření skalárního součinu. 

9.3.3 Věta (pravidla funkcionálního počiu pro omezené funkce): Zobrazení 

p > Z() = (pdE prostoru L*(R?, dE) do F(/) definované vztahem (6) má 

následující vlastnosti: 

(a) je lineární a multiplikativní; 

(b) pro každé g € L*(RÝ, dE) platí 

IZKo| = le| a Z08) = Z) 

(c) operátor Zi(9) je normální pro každé g € L*(R?, dE) a jeho spektrum je 

totožné s podstatným oborem hodnot funkce g 

AZ(9)) = RD) ; (8) 

(d) jestliže g] C L*(R7, dE) je posloupnost taková, že pro E-s.v. t € R? existuje 

g(t) := lim g,(), a množina (| P|: n = 1,2,...) je omezená, potom funkce 

g patří do L*(R?, dE) a 

Z(9) = slim H(9,) É) 

Důkaz: (a) Linearita plyne z lemmatu 2 a věty 3.2.4. Nechť g, p € L*(R?, dE) 

a pro posloupnost (0,) © $, platí |Jg — o „||4 > 0 (obdobně |? — T.|| > 0 

profr,) © $,). Díky spojitosti násobení v L(R?, dEF), jež je důsledkem nerovnosti 

|27 S |eh ||  dostáváme lim |goy — o„T.||. = 0. Potom definiční 

vztah (6) dává Z(gpy) = u-lim Z((0,7,.) a odtud plyne multiplikativita užitím 

rovnosti (5) a věty 5.1.1. 

(b) Ze vztahů (6) a (4) vyplývá |Z(9)| = lim |Zs(o)]] = lim J0h = ll 

Podobně rovnost Zj(ď) = Z;(g)* je důsledkem vztahu (3) a spojitosti involuce 

vůči stejnoměrné topologii na F(H). 

(c) Pomocí tvrzení (a) a (b) dostáváme F(gp)* Fi(9g) = Z) = Z() Z(v)*, 

takže Z;(g) je normální operátor. Podle důsledku 5.6.4' je podmínka 

inf(|(Z(9) — 2) x|*: x6 || = 151=0 

nutná a postačující pro to, aby A patřilo do jeho spektra. Pomocí vztahu (2c), 

tvrzení (a), (b) a rovnosti (7) dostáváme 

Z() — x|) = (x Z1 — )) = í\(l) — F du,. (10) 

Nechť A « RW(g); označíme-li M.„:= gl7 (U (2)), je projektor E(M,) nenu- 

lový pro každé e > 0. Užijeme-li toho, že E(M.) = Zi(Xm)) dostaneme ze
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vztahu (10) pro každý jednotkový vektor x € Ran E(M, ,) nerovnost 

17C) — Y) x|* = 1Zg — 4) EM„) x|P = 

= Jl(p — l|2 Xma Az < sz(x, E(M.)x) = 2. 

Platí tedy inkluze RD(9) C d(Z ((9)). Jestliže naopak A é RČ(g), potom M.; je 
E-nulová množina pro nějaké « > 0; pro každé x W potom dostaneme 
USRÝ M ) = K(R?) = ||x|* a rovnost (10) dává 

Z) — Y x|* = J |e — Ařdu, Z 2|x|*, 
RůMzz 

takže 2 € (7 ((9)). 

(d) To, že funkce g patří do L*(R“, dE), plyne snadno z příslušných definic (srv. 

s cvičením 1.13). Díky tomu, že pro všechna m platí | g.|||[. S c aže «, je konečná 
míra, má posloupnost |g — g,|* integrabilní majorantu (||g||. + c)*. Dále je pro 
každé x 6) splněna rovnost 

17C) — Z) x|* = JI(P — p du,, 

z níž plyne vztah (9) na základě Lebesgueovy věty. N 

9.3.4 Důsledek: Operátor Z() je nulový právě tehdy, když g(£) = 0 pro E-s. v. 

t € R?, a je hermitovský právě tehdy, když g(/) € R pro E-s.v. t€ R?, 

9.3.5 Příklad: Pro diskrétní projektorovou míru Ey(.) na R s konečným nosičem 

existuje velmi: jednoduchý obecný tvar operátoru Z(g). Nechť množina 
N 

41 <+ d) je nosičem míry Ep(.), tj. > Ep((A)) = I Potom každá funkce 
j=1 

gpE€ L*(R, d) je Ep-s.v. rovna jednoduché funkci, jež nabývá hodnot g; := w(2,) 

pro f = A;;, 1 < j S N, a je nulová pro všechna ostatní £€ R. Označíme-li 

P, := Ep((A,3), dostáváme podle definičního vztahu (2b) 

P() = š%Pj' (11a) 

Tvrdíme, že ke každému gp€ Z*(R, dE) existuje polynom © stupně nejvýše 
N — 1 takový, že Z() = 7,(0,). Skutečně, podle (11a) a důsledku (4) je 

uvedená rovnost ekvivalentní podmínkám O (1,) = g; pro j = 1,2,..., N. Píše- 
N-1 

me-li O () = > aut“, dostáváme z těchto podmínek soustavu M rovnic pro 
k=0 

koeficienty 4g, ..., AGxy-1; tato soustava má pro každou N-tici g, ...; d právě jedno 
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N j-1 

řešení, neboť její determinant je roven součinu [ | [ [(4; — 4,). Dále z linearity 
j=2 k=1 

N-1 

a multiplikativity plyne F,(0,) = ?,a „A kde A„ je hermitovský operátor, který 
k=0 

je Z;-obrazem funkce id: R > R, kde 

id(/) := t, R (12) 

V případě projektorové míry E„ na R s konečným nosičem (A, ..., Aj lze tedy pro 

každé g € L*(R, dEy) zapsat operátor F(g) ve tvaru 

Zo) Í pdE,= Vad, (11b) 
k=0 

N-1 

kde A„ := Jt dEp(£) a čísla 4 ..., Gy—, jsou řešením soustavy ?, akl]'f = gl(4;), 
K=0 

pro j = 1,..., N. Tento výsledek speciálně platí pro každou projektorovou míru 

na R s hodnotami v F(%), pokud dim W < % (viz příklad 9.1.7). 

9.3.6 Příklad: Nechť E(.) je projektorová míra na R, která je generována rozkla- 

dem jedničky (E). Předpokládejme, že E, = 0 a £, = I pro nějaká s / € R 

a položme a := sup(€ R: E, = 0), f := inf(c€ R: E£, = ď). Ze spojitosti plyne 

E„ = 0, Es = I, takže E( — %, a) = E(f, + %) = 0. Vzhledem k tomu platí 

id€ Z*(R,dE); určíme dolní a horní hranici hermitovského operátoru 

Ap:= Sý,(id). Ze vztahu (7) plyne sup (x, A,x) S f; ukážeme, že nastává rov- 

nost. Pro každé £ > 0 máme Ey. , $ I, takže E(ff — z, f] je nenulový projektor 

a pro libovolný jednotkový vektor x, € Ran E( — g, B] platí 

(xm AExs) - (xs> AE%(X(,G—&,B]) xe) — J í d.uxz(t) > /9 — č. 

(B8—8,M 

Podobně se ověří, že dolní hranicí operátoru Ay je číslo a. 

9.3.7 Příklad: Uvažujme projektorovou míru P(.) na R?, která je určena komutu- 

jícími rozklady jedničky (E) a (F) (viz cvičení 7). Projektorové míry na R genero- 

vané těmito rozklady jedničky označíme £E(.) a F(.). K dané borelovské funkci 

gp: R = C sestrojíme funkci ;: R* > C podle předpisu 

p(š, 4) := Ad; (13a) 

Užijeme-li označení z poznámky A.1.8c, můžeme funkci g zapsat ve tvaru 

p-pXxe, (13b)
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kde e(w«) := 1 pro všechna u € R. Ukážeme, že 

J(pl dP = I(pdE. 

Je zřejmé, že pro libovolnou množinu K c C platí rovnost 4 "(K) = 
= g")W(K) X R; funkce gp; je proto borelovská. Dále pomocí vztahu (9.2.9) 
zjistíme, že podmínky g € L*(R, dE) a , € L*(R*, dP) jsou ekvivalentní, přičemž 

ly = lw (14) 

Jestliže p € L*(R, dF), existuje posloupnost jednoduchých funkcí o, = Za;")x,„(_„) 
j j 

takových, že |o, — gl||. 7 0; potom J(p dE = u-lim f o,„ dE. Jednoduché jsou též 
no o 

funkce o, X e; pro ně z rovnosti (9.2.9) plyne 

J 

J(a„ X ) dP= YaP(MW x R) = Ya E(MÝ) = f ao„dE. (15) 
j 

Dále z podmínky ||o; — g||W. > 0 a vztahu (14) plyne |o, X e — || > 0; 

rovnost (15) potom dává 

J.(p(t) d u) = J(pl dP= u—lim J(a„ X e)dP = u-lim J.a„ d = 

= Jw dÉ = Jgo(t) dE(!). (16a) 

Obdobně získáme pro funkci 4,: R* > C, kde Y(£, 4) := yw(u) a y € L*(R,dP), 

vztahy , € L*(R?, dP) a 

J-z,/)(u) dP(s, ) = J-qu dP = Jq) dF = J-w(u) dHu) (16b) 

(viz též cvičení 13). 

V následujícím tvrzení jsou zkombinována pravidla funkcionálního počtu 

s vlastnostmi Bochnerova integrálu (viz $ 3.7). Pro jednoduchost důkazu uvádíme 

tvrzení v dosti speciálním tvaru; uvedené předpoklady jsou však pro většinu 

aplikací splněny. 

9.3.8 Tvrzení: Nechť funkce : R X 7 > C, kde J c R je libovolný interval, 

splňuje následující podmínky: 

(i) pro všechna u € J je 9: R > C, ((h := l, u), omezená borelovská 
funkce, 
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(ii) pro všechna z € R funkce ,: J > C, p () := 1t, u) patří do (J, dm), 

(iii) funkce p: R > C ay: R > R* definované vztahy 

(h := ,íw'(u) du, n0) = let(u)l du 

jsou omezené a borelovské. Nechť dále zobrazení u > B(u) := FZ(4) e P() 

je spojité na J vzhledem ke stejnoměrné topologii, a pokud je J nekompakt- 

ní, nechť existují příslušné jednostranné limity v krajních bodech. Nechť ko- 

nečně |B(-)| < £(J, dm), kde |Bl|(w):= |B(w)] = |y9|., sweJ. Potom 

B(.) € Berzey(J, dm) a platí 

JB(u) du = J le(t, u) dE(t)] du = J Jz/)(t, u) dul dě(2) = Fl(g). 

J R J 

  

Důkaz: Integrabilita vektorové funkce B(.) plyne ze cvičení 3.38 a věty 3.7.4c. 

Položme C := (B(u) du « £(7F). Pro libovolné x € ? podle tvrzení 3.7.6 a vzta- 
J 

hu (7) platí 

(x, Cx) = f(x, B(u) x) du = J Uw(“)(t) du(d 

Dále z předpokladu (iii) dostáváme 7 € (R, du,) pro všechna x 6 a odtud 

plyne p € F(R X J, d(u, © m)) (viz poznámku A.8.5). Pomocí Fubiniovy věty 

pak získáme vztah . 

(x, Cx) = J [Jw,(u) du 

z nějž díky omezenosti operátorů C a SF;(g) plyne rovnost C = Z(g). U 

du. 

    

du(2) = J-fp(t) du(2) = (x Z() x), 

R 

  

9.4 FUNKCIONÁLNÍ POČET: OBECNÝ PŘÍPAD 

Pro danou projektorovou míru £(.) na R* s hodnotami v () označíme 

symbolem d£„(R7) množinu všech £-s.v. definovaných komplexních borelovských 

funkcí. Definujeme-li rovnost prvků této množiny a algebraické operace stejně 

jako v prostoru L*(R/, d E), stane se Š$„(R7) komutativní algebrou, v níž množina 

L(R7, dE) tvoří podalgebru. Naším cílem je rozšířit funkcionální počet 

T: L*(N', dE) > F(W) na zobrazení, které přiřazuje každé funkci g € Óó;-(R?) 

lineární operátor Z() (obecně neomezený); jeho definiční obor označíme D..
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Konstrukce zobrazení 7 vychází ze vztahů [(|g|* du, < © a |Z(9) x|* = 
= fip'du, kde m(.) = |EGC) x|? (viz 9.3.10)), které platí pro všechna 
gpe L*(R?, dE) a x 6J Tyto vztahy budou platit i pro funkce g € Ó;-(R?), které 
nejsou omezené, položíme-li 

  

D,i= 

  

xEH le[zdyx < w). (1a) 

O vhodnosti této volby svědčí následující vlastnost množiny D, (viz též níže 
poznámku 2). 

9.4.1 Tvrzení: Pro každé g € d©„(R?) je vztahem (1a) určen podprostor, který je 
všude hustý v % 

Důkaz: Pomocí nerovnosti |« + v||* S 2(| 4| + ||v|“) dostáváme pro každou 
množinu M « .2*, všechna x, y €.MW a a€ C nerovnost 

Uax+(M) = |ECM) (ax + y)| * S 2|aj? 4.(M) + 2u (M). 

Odtud ihned vyplývá, že D, je podprostor (viz formule (A.6.23) a poznámku 
A.6.12). K ověření vztahu D, = % zavedeme pro n = 1,72,... množiny 

M„ = (te RU JoCd| S n). (2) 
To je neklesající systém borelovských množin, a protože funkce w je E-s.v. 

definovaná, platí E ( ÚIM„) = E(R?) = /. Podle tvrzení 9.1.2b potom pro každé 

x ES máme || E(M„;_x — x|| > 0, a stačí tedy ukázat, že x, = E(M,) x e D„pro 
n = 1,2..... Z rovnosti (9.3.10) pro každé N « £“ plyne 

Uz (N = |EN x | = |EN 0 M ) x|? = JXNXM„ du, = JXM„ du,; 
N 

míra «,, je tedy generována funkcí Ýxy, a mírou 4«,. Potom podle věty A.6.6b 
máme 

J'lezdux„ = lelzxM„ du, = Ílwlz du, < m|x|*, 
Mn 

tj. x, 6 D W 

Pro dané g€ d$„(R?) zkonstruujeme nyní operátor Z1 () s definičním obo- 
rem (1), takový, že |Z(9g) x|* = f|g|? du, pro všechna x € D,. Vezmeme libovol- 
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nou posloupnost (g,) — Z*(R?, dE) splňující pro Er-s.v. £€ R? podmínky 

p l(0 > ), 1() S 10)) (3) 

Požadované vlastnosti má např. posloupnost W := gxy,, kde množiny M, jsou 

určeny vztahem (2). 

Nechť x € D,; potom J'l(p„ — p du, < % a z nerovnosti 

|() x — F(9n) x| = Jlfpn — puůj“ du, S 

<2 le„ — gpřdu,+ 2 flfpm — g du,, 

podmínek (3) a Lebesgueovy věty vyplývá, že (Z(9,) x) je cauchyovská posloup- 

nost. Existuje tudíž lim Z() x XP a jednoduchou modifikací předchozí úvahy 

zjistíme, že tato limita je stejná pro všechny posloupnosti splňující podmínky (3). 

Vztahem 

JF(g) x := lim F(9,.)X, xeD, (1b) 

je tedy určen hustě definovaný lineární operátor 7 () (linearita je důsledkem 

linearity operátorů Z;(9,)). Z uvedené definice a vztahu (9.3.10) plyne 

J() x|? = Jim 175Cg,) x1F = lim qu)„lzdm - _ílwlz da, - (4) 

(poslední rovnost je opět důsledkem podmínek (3) a Lebesgueovy věty). Dále 

vidíme, že pro gp6 L*(R7, dE) platí F(g) = Z(g) (Ize volit g, = g pro 

všechna m). Zkonstruované zobrazení 7' je tedy rozšířením zobrazení 7,. Pro 

operátor 7 (g)) užíváme též názvu integrál z funkce p € B,(R*) vzhledem k projek- 

torové míře E(.) a příslušného označení, tj. 

Z(g) = deE. 

Integrál vzhledem k projektorové míře je tedy definován pro každé g € OÓ;-(R?); 

ovšem pro gp€ L*(R?, dE) je to neomezený operátor, přičemž D, 7 W (viz dále 

tvrzení 6 a větu 10). 

9.4.2 Poznámka: Konstrukce vedoucí k definici (1b) podstatně využívá podmínky 

f|qa|2 du, < %. Ukážeme, že pro vektory x < JF, pro něž tato nerovnost neplatí, 

limita (1b) nemusí existovat, přestože jsou splněny podmínky (3). Uvažujme po-
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sloupnost 9 = gyy,; pro každé x €.77 a libovolné přirozené m > m dostáváme 

17(0) x — Z() x|? = f lIyřda,= > |Ivřdu, 
jsn+1 

MmVMs N; 

kde (N) je dls]unktm system určený vztahy N,:= M, a Nj:= MAM, j-1 pro 

j S 2, takže UN]- U M, = R?A A kde E(P) = 0. Nyní je zřejmé, že posloup- 

nost (Zí(g4) x) je cauchyovská právě tehdy, když z f |p|* du, < %, tj. když 

fipi* du, < % (viz poznámku k větě A.6.6). 

Odvodíme nyní postupně základní vlastnosti zobrazení g > 71 (), tzv. pravidla 
funkcionálního počtu pro neomezené funkce. (Pokud nebude explicite uvedeno 
jinak, znamená až do konce tohoto paragrafu g libovolnou funkci z DAR?) 
a všechny integrály se vztahují na celý prostor R?.) Rozdíl proti případu omezených 
funkcí je v podstatě v tom, že je třeba brát v úvahu definiční obory. Důkazy jsou 
však mnohdy značně komplikovanější, jak ukazuje hned následující tvrzení (srv. 
s formulí (9.3.7)). 

9.4.3 Tvyrzení: Pro všechna y € D, a všechna x © 7 je funkce g integrabilní na 
R7 vzhledem ke komplexní míře v, y( ) = (x, E() y) a platí 

(x, F(g) y) = Jm dv.,. (5) 

Důkaz: První tvrzení je ekvivalentní podmmceflcp[ d|v.| < %, kde|v.| je totální 
variace komplexní míry v (viz A.10.7c)). Pro danou borelovskou množinu 
M' uvažujme libovolný konečný disjunktní systém (N)c.g? takový, že 

U)( = M. Pomocí vztahu | „(M)] = |(x E(M) »)| S |ECN) x|| |EN y| = 
= (Kvá5N) u (N))'* dostáváme 

ŽÍ vy(M)| s v(!l (MY * ( (M)Y? s [vll (M) ýH (M)|Ž = 

= [0(M) 4 ( ; 

odtud plyne pro totální variaci odhad 

v] (M) S [4(M) n (M?. (6) 
K ověření nerovnosti fl(p] d|v.| < % užijeme toho, že existuje neklesající po- 
sloupnost nezáporných jednoduchých funkcí , = 2,CnjXm,, taková, že pro všech- 

j 
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na S< R platí () < |p(d| a lim o() = |o(/)|, přičemž lim fo„djv,| = 

= [|g] d|v.,| (viz poznámku (b) k větě A.6.4). Současně pro každé n z nerovnosti 

0% < |g plyne Vcž, 4 (My) S f|p| dku,; potom odhad (6) a Hólderova nerov- 

nost dají j 

J.lq)l dlvxyl — lll'Il Jan dlvxyl = lim zcnjlvxyl (Mn]) s 
n o Hno o ] 

tim Fe [( ) 6()] s lim R) 5 v()] S 
nawo j 

n co ; 

< u (R?) UI gl* duy] 

a z podmínky y € D„ tj. f|g|* du, < , plyne flo] din| < 

Nyní již snadno získáme rovnost (5). Vezmeme libovolnou posloupnost (g - 

c L*(R“, dE) splňující podmínky (3); pomocí vztahů (1b) a (9.3.7) dostáváme 

IA
 

(x Z(9) Y) = lim (x Z() Y) = m J_sv„ dv, = fcv dv,, 

(poslední rovnost plyne z podmínek J] g| d|v„| < % a(3)na základě Lebesgueovy 

věty). N 

9.4.4 Důsledek: Pro libovolná x 6 P a y € D,je komplexní míra Y719 , BENero- 

vána funkcí g a komplexní mírou v tj. pro každou množinu M € 7 platí 

Vx,?(w)y(m — JŠD dvxy ' (7) 

M 

Důkaz: Existence integrálu je zřejmá z tvrzení 3. Pomocí formule (5) dostáváme 

vý 7í (M) = (x E(M) F(g) y) = (E(M) x, Z(9) Y) = fdeE(mx,y . 

NYyní Vzrmxy 7 VzE(My je komplexní míra generovaná funkcí Xs a mírou %, 

(cvičení 12); potom 

deVE(MX,y = JQXM dvxy — J'QDd'ny . H 

M 

9.4.5 Příklad: Na prostoru £? = ZX(R7, do), kde © je borelovská míra, uvažujme 

zobrazení M > T„„ které přiřazuje každé borelovské množině M C R? operátor 

násobení charakteristickou funkcí x; toto zobrazení je projektorová míra, kterou 

označíme EtA(.), tj. EW(M) = T„„ pro každé M e 7 (viz příklad 9.1.3). Pro
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libovolná g a w € IŽ? máme 

(9, E9M) Y) = Íq?xm/) do = JW do, (8) 
M 

takže komplexní míra ).(.) = (g, EO(.) ) je generována funkcí g a mírou o. 
Ukážeme, že pro každou borelovskou funkci f: R? = C je operátor I[ násobení 

funkcí f z příkladu 7.3.3 totožný s operátorem Z Y(f) = (f dE9. Pomocí rovnos- 
ti (8) pro g = y a věty A.6.6b zjistíme, že z podmínky (|A* |* do < % plyne 
f d < % a naopak. To znamená, že operátory 7; a Z'9f) mají stejný 
definiční obor. Dále pro libovolné y € D( 7) a každé g € Z? ze vztahů (5) a (8) 
dostáváme 

(9, F9) Y) = Jf dD = J-fów do = (g, T,y), 

takže FTTY(f) w = Typ pro všechna p € W T) = DF %f)). 

Zobrazení 7 jsme zkonstruovali tak, že platí 7; C 7; to znamená, že operátor 

F (g) je omezený, jestliže g € L*(R?, d£). Tuto implikaci lze obrátit (srv. s příkla- 
dem 7.3.3). 

9.4.6 Tvrzení: Operátor F (g) patří do. 1() právě tehdy, když g € L*(R*, d E). 

Důkaz: Nechť F(g) E R(W), tj. F(g) je omezený a D, = W. Ukážeme, že 
množina M„:= (6€ R?: |g(0) > |Z(o)|) je E-nulová. Pro libovolné x 6 do- 

stáváme |Z (9) E(M „) x|* S |ZTo)|* | E() x|*, což Ize pomocí formule (4) 
zapsat ve tvaru 

0= J.(IŠÚIZ 0 „7((?)"2) d/uE(Mq„)x = J-(ICPIZ - ||ý'(qp)||2) du,. 

Aby tato nerovnost nebyla ve sporu s tím, že pro všechny / € M., je integrand 
kladný, musí w (M.„) = 0. Pro všechna x < % tedy platí E(M,„) x = 0, tj. množina 
M.,je E-nulová. N 

9.4.7 Příklad: Nechť £(.) je projektorová míra na R taková, že pro jisté s « R 

a všechna a > 0 platí E(s, s + 0) * 0. Nechť dále pro funkci g € $(R) platí 

lim |g(2)| = + , takže pro každé K >0 obsahuje množina (:€ R: |A] > K) 
tos+ 

nějaké pravé okolí bodu s. Potom gpé L*(R, dF) a operátor Z(g) tudíž není 
omezený (viz též cvičení 15). 

Obecná pravidla funkcionálního počtu (vzhledem k jakékoli projektorové míře), 

která nyní uvedeme, jsou zcela analogická vlastnostem operátorů 7; z příkladu 

7.3.3 a navíc je lze většinou dokázat obdobnými postupy (fakticky vystačíme 

s jednoduchou modifikací spočívající v tom, že místo každého operátoru násobení 
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charakteristickou funkcí x, píšeme projektor E(M) — srv. např. důkazy tvrzení 1 

a vlastnosti (a) v příkladu 7.3.3). 

9.4.8 Věta (obecná pravidla funkcionálního počtu): Pro danou projektorovou 

míru £(.) na R* s hodnotami v () je každé borelovské E-s.v. definované 

funkci g přiřazen podle vztahů (1a,b) hustě definovaný lineární operátor 

fga dE = Z(g). Zobrazení p > FZ(g) má následující vlastnosti: 

(a) 7 je homogenní: F(ag) = a F(p) pro každé a € C. 

(b) Z(g + 9) 2 Z(gp) + Z(y), přičemž rovnost nastává právě tehdy, když platí 

alespoň jedna z inkluzí D,+,„,C D., Djz,„c D. 

(c) Z(py) > Z() 7(Y), přičemž definiční obor operátoru na pravé straně je 

roven DO Dy; rovnost F(gy) = Z(g) T() nastává právě tehdy, když 

DC D, 

(d) 7 je injektivní, tj. z podmínky F(g) = 7Ty) plyne 2) = Y(/) pro E£-s.v. 

ER 

(e) Z(o* = TD 
(f) Operátor ZTg) je invertibilní právě tehdy, když množina Ker g = gAV(0j) je 

E-nulová; potom F(g) * = Z(1/9). 

Důkaz: (a) Homogenita plyne přímo z definičních vztahů (1a, b). 

(b) Jestliže x € D„ 0 D,, platí současně f|g|' du, < % a (1 du, < ; odtud 

plyne f |e + yYyPdu, < %; tj. x € Ds+. Potom pro libovolné y 6.X pomocí vzta- 

hu (5) dostáváme (y Z(g + ) x) = f(g+ W dv, = (x F(g) x + 7(Y) »). 
Tvrzení o rovnosti plyne ze vztahů D, 0 D,= Dgj+, 0 D,; resp. D„g D = 

= D„ Dys které se snadno odvodí z inkluze D, 0 D,cC Dorxy; skutečně, 

odtud vyplývá D, o D,C D;+, 0 D,„, a položíme-li zde 7 = g +YyYyaj= 

= — g, dostaneme D; 0 D5 D,n Dz 

(c) Nechť D je definiční obor operátoru FZ(g) Z(Y), tj. do D patří prá- 

vě ty vektory x, pro něž jsou současně splněny podmínky fiy'du, < © 

a ||g duzý, < %©. Druhou nerovnost lze zapsat ve tvaru fJieř|yřdu, < ) 

(cvičení 17), neboli x € D,„„. Celkem dostáváme D = D,n Dwy tj. DC Dny 

a rovnost nastává právě tehdy, když D„„ C D.,„ Pro libovolnáxEe Day€W platí 

podle formulí (5) a (7) 

( Z() T() x) = va dv yx 7 JW dv, = (y Jípy) x), 

takže Z(9) T() x = Z(gpy) x pro všechna x € D. 

(d) Množinu všech £ € R7, pro něž jsou definovány obě funkce g a Y), označíme 

M„. Stačí dokázat, že N:= (t€ My,: |9008 — 9) > 0) je E-nulová množina. 

Zapíšeme ji ve tvaru N= |] N,, kde N,:= (tE My: |90) — Y0) S 1/n, 
n=1 

|(H] S n). Pro všechna s platí N, C N„+1, takže E(N) = s-lim E(N,), a vztah
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E(N) = 0 bude platit, jestliže x, = E(N,)x = 0 pro všechna „ a všechna 303 
x € JP. Jelikož v bodech množiny N, je |g(/)| S n, patří x, do D,pro všechna m 

(viz důkaz tvrzení 1). Dále D,= D, a pomocí tvrzení (a), (b) dostáváme 
ST(9>7Y)x, = (FZ(g) — 7(vw)) x, = 0. Formule (4) nyní dává 

0= |ZTo — Y)x |* = JIQD — yřdu, = _ílfp — Y' xr du, Z 

1 1 ; 
ž — | Xn,dtd, = — |EN ) x|05 

n n 

tj. E(N )x = 0. 

(e) Operátor Z(g)* existuje, neboť Ď, = ; kromě toho je zřejmé, že D,=D; 

(viz (1a)). Užijeme-li dále vztahu (1b) a rovnosti F(g,„)* = Z(g,) zjistíme, že pro 

všechna x, y € D „platí (y, F(g) x) = (Z(Š) y, x), což podle definice sdruženého 

operátoru (viz $ 7.1) znamená, že Z(g) C Z(g)*. Zbývá tedy dokázat toto: 
jestliže existují vektory y, z €.)/ takové, že pro všechna x € D,, platí 

(» F(9) x) = (2x), (9) 
potom y € D,. — 

Pro n = 1,2,... označíme y, = S(g) y, kde fJ:= gpxy, a množiny M, 
jsou dány vztahem (2). Z něj plyne, že y, patří do D„ neboť 

Do podmínky (9) dosadíme x = y,; Schwarzova nerovnost pak dává 

l(x Z(g) Y„)| S z y (10) 

Levou stranu upravíme pomocí formulí (5) a (7) 

( Z() ») = va dvy, = JdeMy = le(„o)lz du, = || 

Po dosazení do (10) dostáváme nerovnost 

Il(píl())lzduyš „Z||27 n=1,2,"', 

a protože posloupnost (94) splňuje podmínky (3), plyne z Fatouovy věty 

Jipiřdu, S |z|?, tj. y e D 
(f) Jestliže E(Ker g) = 0, je vztahem () := 1/g() pro feR'VKerg de- 
finována funkce y € G©,R?) (viz větu A.2.3) a platí 0) (1 = 1 pro E-s.v. 

6 R7, takže g L7(R, dE) a D.„= SW. Pomocí tvrzení (c) dostáváme 
D () F(9)) = D,„a rovnost 7(y) Z() x = x pro všechna x € D,; podobně
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zjistíme, že pro všechna y € D, platí Z(g) Z() y = y. Z těchto dvou rovností 

plyne existence operátoru Z() ' a vztah Z(g) ' = 7(y). K ověření opačné 

implikace vyjdeme z identity gXk „ — 0; díky tomu, že D = , dostáváme 

z tvrzení (c) 
0 = JT(9Xxrg) = FT() E(Ker g). 

Je-li operátor Z(g) invertibilní, plyne odtud E(Ker g) = 0. II 

9.4.9 Příklad: Jestliže p € L*(R“, d£), potom z věty 9.3.3 vyplývá, že pro libovol- 
N 

ný polynom Ox,; Os(Z2) = Y a,z", kde z, a, € C a ay A 0, platí 
n=0 

N N 

(0 g) = ?( 2 a„cv") = Z ak7(9Y)). (11) 
n=0 n=0 

Ukážeme, že tato rovnost je splněna pro všechna g € Ó;-(R?). 

Nechť tedy p € BARY9)VZ*(RÝ, dE), tj. pro každé c > 0 máme 

EM) H 0, kde M.,:= (r6R?: Jede)) > c). (12) 

Jestliže x € D(g") (podle potřeby užíváme alternativního označení D(g) = D), 

tj. fjp|?" du, < , potom díky tomu že w, je konečná míra, plyne z Hůólderovy 

nerovnosti x € D(gp""), jestliže m < n; pro všechna přirozená n a m tedy platí 

implikace 

m< n> D(g") c D(g"). (13a) 
Nyní pro n ž 2 máme g' = g""'g, D(g") C D, a tvrzení (c) věty 8 dává 

J() = Z(9"")7(9), ý 

Z() = Y(oD), (14) 

n = 1,2,.... Díky tomu že lim |0„(z)/(ayxz“")) = 1, existuje c > 0 takové, že 
j> e 

pro všechna |z| > c platí 1/2 < |O,(z)/(a j2))| < 3/2; pomocí (12) dostáváme 

3 
|10x g Xx Z žlanNl Xu.o — 10x9) Xu, S 2]0x G| Xm, - 

Odtud vyplývá D(0x ? 9) Xu) = D(g"xy.) (cvičení 16). Dále je zřejmé, že 

funkce gg , 3 (0x 9) Xp, v jsou omezené, a protože =g + Přu 

platí D(g") = D(g"xy.); podobně D(0x © g) = D(0x 9) Xxw.) (cvičení 19). 

Dospíváme tak k rovnosti 

D(0 g) = D(g"). (13b) 
Konečně polynom Ox zapíšeme ve tvaru O„(z) = a jz + OuM(z), kde Ox je 

polynom stupně nižšího než N. Ze vztahů (13a, b), (14) a tvrzení (b) věty 8 nyní 

plyne
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F(0x 9) = ayIT(9p) + F(0x19 9) = aF) + F(0xv10 9); 

formuli (11) pak dostaneme indukcí. 

Jestliže f € © „(R?) je reálná funkce a P, je polynom s reálnými koeficienty, pak 
operátor 7(Py 0 f) je samosdružený. Z formule (11) nyní vyplývá následující 
užitečný závěr: pro každou reálnou funkci f © BR) a libovolná reálná čísla 

N 

Co C1s ++., Cy je Operátor > C(FT(F))" samosdružený (speciálně jsou samosdružené 
n=0 

všechny mocniny operátoru 7Z(/)). 

Z věty 8 odvodíme další důležité vlastnosti operátorů JF1 (9). 

9.4.10 Věta: (a) Pro každé g € $„(R*) je ZT(gw) normální operátor, jehož spek- 
trum je totožné s oborem podstatných hodnot funkce g 

AF (9)) = RŠXg). 
(b) Komplexní číslo 2 je vlastní hodnotou operátoru 71 (g) právě tehdy, 
když E(g""(f2))) * 0. Pro příslušný vlastní podprostor platí Nzy(2) = 
= Ran E(gl""(2))). 

(c) Operátor 7 () je samosdružený právě tehdy, když g(!) € R pro E-s.v. t € R?. 
(d) Jestliže omezený operátor B komutuje s projektorovou mírou E(.), pak 
BY(g) C F(g) B pro každé p € B„R 
Důkaz: (a) Jelikož Z(g) = 7(9) = 7T(ě)*, je Z() uzavřený (viz příklad 7.2.1). 
Dále D, = D, a rovnost (4) dává |ZTg) x|| = |7Tý) x| = Z (o)* x|| pro 
všechna x € D„ takže operátor Z (g) je normální (věta 7.3.1). Tvrzení o spektru 
se nyní ověří stejným postupem jako pro omezené funkce (ve druhé části důkazu 
se ovšem uvažují jen x € D). 

(b) Budeme užívat označení M;:= g("(f2)) a vztahů D, „= D,a F(g— 1) = 
= J(g) — 2 (viz větu 8b). Postačující podmínka: Jestliže nenulové x e splňuje 
E(M;)x = x, potom f|oj'du, = (|oPdu, = 2|x|*, takže xe D,= D-) 

M2 

a pomocí formule (4) dostaneme 

7 (9) — x|* = 1Z(o — ) x|? = ÍI(D — Adu,=0, 

M 

tj. A € os(7(9)) a Nzg(1) Z Ran E(M)). 

Nutná podmínka: Nechť x € D, je jednotkový vektor, pro nějž platí F(g) x = 
= Ax. Z tohoto vztahu plyne f|g — A du, = 0, tj. p(f) = A pro u,-s.v. r€ R 
takže 4 (RÝA ;) = 0. Podle předpokladu máme „ (R“) = |x|* = 1, a odtud 
u(M;) = |x|*. Z tohoto vztahu plyne E(M) x = x, tj. E(M) * 0a Nzy(2) = 
C Ran E(M;). 

(c) Viz tvrzení (d) a (e) věty 8. 
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(d) Pro: všechna x% y6W a M 6B? platí v z(M) = (y E(M) Bx) = 

= (y BE(M) x) = Vzy„(M), tj. 

VoBx 7 Vpryx (15) 

a podobně 4;(M) = |E(M) Bx|* = |BECM) x| ? s | B|? u (M). Z této nerov- 

nosti ihned plyne implikace x € D, » Bx € D„„ Potom pro každé xe D„aylH 

dostaneme pomocí vztahů (5) a (15): 

(y F(9g) Bx) = Írp dv, zx = Jcp dvy:,. = (Břy, JT(g)x)= (y B7(p)x). B 

Z uzavřenosti operátorů 7 (9) vyplývá následující doplněk k pravidlům funkcio- 

nálního počtu. 

9.4.11 Důsledek: Pro všechna g, ' © D,(R?) platí 

Jíp+y=JT(9) +7M), (16) 

J() = F(9)F(Y) = T() F9) - (17) 

Důkaz ponecháváme čtenáři (cvičení 23). 

Na závěr probereme substituční metodu pro integrály vzhledem k projektorové 

míře (srv. s $ A.7). Nechť E(.) je projektorová míra na R a w:R?= R je 

zobrazení takové, že všechny funkce w;: R? > R, kde w(£) := (w(9)) jsou bore- 

Jovské. Potom zobrazení M > E„(M) := E(w"(M)), M €2", je projektorová 

míra na R" (cvičení 2). 

9.4.12 Tvrzení: S uvedenými předpoklady o zobrazení w patří pro každé 

g € B; (R") složená funkce p © w do množiny dD;-(R?) a platí 

gř)g) = JT"(pow). (18) 

Důkaz: Nechť g je definována na R"X N, kde E„(N) = 0. Potom $| = gpo w je 

definována pro všechna £ € R7, pro něž w(£) € R"X N, tj. na množině vó$-DaRY M). 

Jelikož w 9(R*XN) = RZVwWDCN) a E(K7)(N)) = E() =0, je defino- 

vána E-s.v. Dále pro libovolné M Z platí 7(M) = w D(g )(M)); nyní 

g(7)(M) E " a z vlastnosti zobrazení w plyne wg () e.27. Funkce 

s: RZ > C je tedy borelovská a E-s.v. definovaná, tj. $ € D-(R?). 

Nechť x6 DU) sj. [|jpřdel) < , kde p9(M) = |E((M) x|* = 

= | E(wWMW)) x|? = udw)(M)) pro každé M € 9". Pomocí věty A.7.1 do- 

stáváme (|gpo w|*du, < %; platí tedy inkluze 

p c DD,. (19) 

Stejným postupem odvodíme pro každé x € D rovnost (x S (g) x) = 

= (x, Z(gpo w) x). Odtud užitím polarizační formule (pro seskvilineární formy
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[%, Y] > (y 7 *9(g) x), resp. [x, y] > (y Z(g o w) x) na vektorovém prosto- 
ru D) plyne (y, FTV9(g) x) = (y FTP(gpo w) x) pro všechna x, y E D) 
a protože D) = , je FJŮA(g) x = 7 W(pow) x. Vzhledem k inkluzi (19) 
máme Z9(g) C FW(wpo w); oba operátory jsou však normální, takže platí 
rovnost (viz poznámku 7.3.2c). I 

9.4.13 Poznámka: Povšimněme si, že přiřazení M > w")(M) zobrazuje £" do 
7 bez ohledu na invertibilitu zobrazení w. Můžeme proto zapsat projektorovou 

míru £„(.) jako složené zobrazení: E„(.) = (Eo wC9)(.). Vztah (18) potom 
nabývá běžného tvaru substituční formule 

J-tpd(EO w = Í powdE. 

Ře w(—D(RA) 

  Cvičení 

1. (i) Dokažte tvrzení 9.1.2. 
(ii) Je-li E(.) projektorová míra na R“, potom pro každou dvojici M, Nc B! 
platí E(M) = E(N) e E(M A N) = 0. 
Návod: Viz formule (A.3.3a, b) a poznámku A.3.1. 

2. Je dáno zobrazení w: RÝ > R w() = [mw(0, ..., w.„(Z)], takové, že pro 
j = 1,2,..., n jsou funkce w;: R? > R borelovské, a projektorová míra £(.) na 
R?. Potom předpis E„(M) := K( w-DM)), Meg", určuje projektorovou míru 
E „(.) na R". 

Návod: Pro intervaly J h,..., J„ EF je 7 WJ, x X J) = f|w-"(7) e 
j=1 

E ; dále užijte vztah (A.1.9). 

3. Dokažte rovnost (9.2.2b). 
Návod: Ukažte, že « (R*) s |x|* a pomocí podmínky (£3) sestrojte neklesající 
posloupnost (M „) c 2* takovou, že 4 (M,„) > |x|? — 1/nm. 

4. Z tvrzení (b) lemmatu 9.2.1 vyplývá, že pro všechna M, NE g? platí 
E(M) E(N) = E(N) E(M) a E(M) [ECN) = [ECN) E(M). 
Návod: Viz tvrzení 5.3.6. 

5. Nechť V: ? > P' je izomorfismus Hilbertových prostorů. 
(i) Jestliže E(.) je projektorová míra na R? s hodnotami v Z (*), potom vztah 
E(M) := VECM) V , Me27, určuje projektorovou míru £'(.) na R“ s hodno- 
tami v P(H") 
(ii) Jestliže (E) je rozklad jedničky na ?, potom (VE,V 7) je rozklad jedničky 
na ; označíme-li dále E;(.), resp. Ej(.) projektorové míry na R generované 
těmito rozklady jedničky, platí E|((M) = VE (M) V * pro každé M < . 
Návod: (ii) Užijte formulí (9.1.8) a tvrzení věty 9.2.3 o jednoznačnosti. 
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6. Je dána projektorová míra E(.) na R s hodnotami v B(() a rozklad jedničky 

(E) na ; nechť dále £(.) je příslušné zobrazení systému intervalů / do Z() 

určené podle vztahů (9.1.8). Potom projektorová míra E(.) je generována rozkla- 

dem jedničky (E) (tj. pro všechna J s / platí E(J) = E(J)) právě tehdy, když 

E( — %, t|] = E, pro všechna s € R. 

7. Nechť £(.) je projektorová míra na R generovaná rozkladem jedničky (E) 

Jestliže omezený operátor B komutuje s (E), potom 8 komutuje s projektorovou 

mírou E(.), tj. pro každé M e platí E(M) B = BE(M). Speciálně podmínka 

(9.2.77) je por= s= 1 ekvivalentní požadavku E,F, = F,E, pro všechna reálná 

t a u, kde F,:= FH(— %, u]. 

Návod: Viz tvrzení 9.1.8d a větu 9.2.3. 

8. Je dán rozklad jedničky (E) na / a projektor P, který redukuje množinu (£,), 

tj. E,P = PE,pro každé :< R. 

(i) Zobrazení t > PE,P je rozklad jedničky na prostoru Ran P. 

(ii) Označíme-li E(.), resp. Ex(.) projektorové míry na R generované rozklady 

jedničky (E), resp. (PE,P), potom pro každou borelovskou množinu M platí 

E(M) = PE(M) P. 
Návod: (ii) Projektor P redukuje E(M) (viz cvičení 7), zobrazení M > 

m PE(M) P je projektorová míra a užije se výsledků cvičení 6. 

9. Pro každé x 6 splňuje funkce J > žďJ) = (x, Ň(J) x) definovaná vztahem 

(9.2.8) podmínkou sup (ú(J): Je rh = |x|é. 

Návod: Pro každé x63 platí nerovnost (x [ — E(J) HK)) x) = 

s (x, [ — E()] x) + (x [] — KK)| x) a existují posloupnosti (h cp 

a (K„) C/ takové, že lim |(Z — E(J,)) x| = lim J(Z — FH(K„)) x| = 0. 

10. Dokažte následující vlastnosti množiny RŮ?(g) pro libovolnou borelovskou 

funkci o: R* = C: 

() RC(gp) je uzavřená množina, která je částí množiny Ran g; 

(ii) podmínky g € L*(R7, dEF) a max R( |g|) < % jsou ekvivalentní a jsou-li 

splněny, platí rovnost ||g||„ = max RŠ(|gl). 

Tato tvrzení zůstávají v platnosti i pro množinu RW(g), kde g: X > C je měřitel- 

ná funkce na abstraktním prostoru s mírou (X, , j). 

11. S označením z věty 9.3.3 platí: 

(i) Jestliže funkce g n= 1,2,.... a gp€ L>(R7, dE) splňují |g, — Pl > 0, 

potom Z() = u-lim („) 

(ii) Operátor Z() je unitární právě tehdy, když |g(/)| = 1 pro E-s.v. £€ R?. 

12. Pro libovolná x, y 6 X a p€e L*(R7, dE) platí 

() fodv, = [pdvu;
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(ii) komplexní míra v z(„ je generována funkcí g a komplexní mírou Vy tj. pro 
každou borelovskou množinu M 

vx,%(w)y(M) — J(p dvxy . 

M 

13. Užijeme označení z příkladu 9.3.7. Pro libovolné g € Z*(R, dE) 

a e L7(R, dF) definujeme funkce ws a w„: R > C vztahem owyt, ) := 
9() + ýwWuw), resp. w(tw):= () Wu), tj. a„ =gXe+eXxXgam= 
= g X y. Dokažte, že tyto funkce patří do L*(R?, dP) a že platí 

fwzdp=fg„dE+jwdF, 

Jw„dP=J.dedeF=deFdeE. 

14. Jestliže Ep(.) je projektorová míra na R?* s konečným nosičem (A,, ..., Amh 
potom Z*(R“, dEy) = ÓG (R?). 

15. Uvažujme projektorovou míru £(.) na R, která je generována rozkladem 

jedničky (£,) takovým, že E, $* I (resp. E, * 0) pro všechna :e R. Potom 

pro každou funkci g€ d„(R) splňující podmínku lim |g(£)| = + % (resp. 
o + o 

resp. 

lim |() = + %) je Z(gp) neomezený operátor. 
— m 

Návod: Viz příklad 9.4.7. 

16. Jestliže k daným funkcím g, ' € d©„(R?) existují kladná čísla c, d taková, že 
pro E-s.yv. f € R4 platí |g(0)| S dw(9| a|1Y()) S dolůl, potom D,= D, 

17. Nechť p € ©,R?) a x€ D;; potom míra W je generována funkcí |gj* 
a mírou u,. 

Návod: Užijte důsledku 9.4.4 a ukažte, že komplexní míra Vzígjx,x je generována 
funkcí g a nezápornou mírou v = u,. | 

18. Jestliže f, g € © „(R7) jsou reálné funkce, potom platí 71 (f + ig) = 

=7(/) + i7(8). 
19. Libovolná g € D „(R?) a p € L*(R7, d E) splňují rovnosti 

Fo+y=c(9)+79) a FHHoy) = F(g) I(Y). 

20. Pro každé g € ©„(R7) a M €.2" je operátor Z(g) redukován projektorem 
E(M). 

21. Je dán izomorfismus Hilbertových prostorů V: % > 3' a projektorová míra 

E(.) na R“ s hodnotami v Z(71). Potom pro projektorovou míru E() = 
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VE(.) V (viz cvičení 5) platí BR) = BR) a JF) = VF (A(gy vV 

pro každé g € D;-(R*). 
Návod: Odvoďte rovnost ? = W9y,- 

22. Nechť E(.) je projektorová míra na R? s hodnotami v F(3P) a projektory P 

a E(M) komutují pro všechna M € „ ? Potom PE(.) P je projektorová míra na 

R“ s hodnotami v (Ran P) a pro každé g € d„(R“) a všechna x « PDZ? platí 

TW(g)x = PI (9g) Px = TV () x. 

Návod: Užijte větu 9.4.10d a uvažte, že pro každé x € Ran P je ) = „ÚPeo. 

23. Dokažte vztahy (9.4.16) a (9.4.17). 

Návod: Posloupnosti ((g + ) xwt; Tesp. (9yxXy,, kde 

N := (teR?: JeA] S n |0)] S< m, 

splňují podmínky (9.4.3) pro funkce g + Y) resp. gpY. 

24. Zobecněte výsledky příkladu 9.3.7 pro neomezené funkce. 

Návod: Dokažte následující tvrzení: (i) p € AG(k) > g € ÓAR?); 

(ii) pro každé x < X a gp€ $;(R) platí ekvivalence 

JIQDI2 d < e JI%IŽ d) < o 
R R2 

(ověřte nejprve pro o-jednoduché funkce pomocí formule (9.2.9)); 

(iii) [g d£ = (gp, dP (jestliže posloupnost () — L*(R, d) splňuje podmínky 

(9.4.3) pro funkci g», potom posloupnost ((w,h.) splňuje tyto podmínky pro «). 

25. S označením z tvrzení 9.4.12 pro každé gp€ L*(R", dE,„) platí pow€ 

e L*(R', dE), přičemž |g|Č? = | o |D



  

10 SPEKTRÁLNÍ TEORIE SAMOSDRUŽENÝCH 
A NORMÁLNÍCH OPERÁTORŮ 

Spektrální teorie samodružených operátorů je založena na tzv. spektrálním teoré- 
mu, který říká, že ke každému samosdruženému operátoru A existuje právě jedna 

projektorová míra E„(.) na R taková, že A = jid dE,, kde id(x):= x pro 

všechna x € R. Jde o dalekosáhlé, nicméně v podstatě přímé zobecnění spektrální- 
ho teorému pro hermitovské operátory na prostoru konečné dimenze (viz např. 

|Hal 2] $ 79 a Dodatek). Jeho význam je dán mj. tím, že pomocí projektorové míry 

E„(.) lze charakterizovat spektrum operátoru A (viz $ 10.4) a že se pomocí ní 
zavádí důležitý pojem funkce samosdruženého operátoru ($ 10.5). 

Spektrální teorém odvodíme nejprve pro hermitovský operátor A; projektoro- 

vou míru E„(.) získáme postupným rozšiřováním zobrazení, které přiřazuje každé- 
n 

mu polynomu P: R >R, Pf = Y ai*, operátor P(A) = Y a,A“. Dále se 
=0 k=0 

budeme zabývat omezenými normálními operátory; díky tomu, že pro každý 

takový operátor B jsou Re B a Im B komutující hermitovské operátory, platí 

formule: B = 7iP(id.),  kde F;(.) je direktní součin projektorových měr 
Exge p(-) a Ern p(-) a funkce ide: RŽ > C je dána vztahem id(x, y) := x + iy. 

Speciálně pro unitární operátor U lze pomocí substituční metody (tvrzení 9.4.12) 

získat z F„(.) projektorovou míru E„(.) na R takovou, že U = Z() (y), kde 
n(f) := e“. Konečně spektrální teorém pro obecný neomezený samosdružený 

operátor dostaneme pomocí spektrálního rozkladu jeho Caýleyova obrazu. 

  

10.1 SPEKTRÁLNÍ TEORÉM PRO HERMITOVSKÉ OPERÁTORY 

V tomto paragrafu znamená A hermitovský operátor na libovolném Hilbertově 

prostoru 7; dále J, = [m,, M„|], kde je užito obvyklého označení pro dolní 

a horní hranici operátoru A (viz (5.3.2)). Každému polynomu P: R>R, 
n 

P() = Y c;e, přiřadíme hermitovský operátor 
j=o 

P(A) := , 6A) e B(), (1) 
j=0 
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příčemž A*:= /. Snadno se přesvědčíme o tom, že zobrazení P> P(A) je 

lineární a multiplikativní, tj. pro libovolné polynomy B 0d a ceR máme 

(cP+ 0)(A) = eP(A) + 0(A4), | (PO)(A4) = PAA) O(A). | (2a) 

Dále platí implikace 

P(A 3 0, t6J, > P(A) Z 0, (2b) 

která vyjadřuje monotonii zobrazení P » P(A) (cvičení 1). Rozšíříme nyní toto 

zobrazení na jistou třídu % reálných funkcí definovaných na J„, přičemž požadu- 
o 

jeme, aby získané rozšíření bylo opět lineární, multiplikativní a monotonní. 

Budeme nejprve uvažovat množinu ; funkcí f: J„ > [0, %) s následující 

vlastností: existuje posloupnost (fi) © C(J„) taková, že pro každé t€J, je 

(f„(d0) nerostoucí posloupnost a f(A9 = llm f = mf (/„(1). Je zřejmé, že pro 

libovolná f, g 6 X a k> 0 platí j 

frYgsK, fg H a k«pe o (3) 

10.1.1 Lemma: (a) Jestliže f € .X; a(f,,je posloupnost funkcí spojitých na /„ 

které na tomto intervalu splňují podmínky G() S f,() a Em/f() = HO) 

potom ežxistují polynomy P,, n> 1,2,..., takové, že pro všechna £€ J, platí 

P(dH Z f(020, P() S PCA), limP,() = 0D. (4) 
no o 

(b) Je-li (0,) jiná posloupnost polynomů s těmito vlastnostmi, potom ke každému 

přirozenému Am lze najít , tak, aby pro všechna f€J, a mě m, platilo 

O(0) < P(D + ž P() < O() + % (5) 

Důkaz (a) Podle Weierstrassovy věty pro každé m existuje k funkci 

=f,+(2"e C(J „) polynom P, takový, že pro všechna £€/7, platí 

|g„(t) — P (t)| < 427", tj. $27" < P(H — f() < 27". Odtud je snadno vidět, 

že polynomy A, splnu11 podmínky (4). 

(b) Posloupnosti (P,) a (0] vystupují v dokazovaném tvrzení symetricky, takže 

stačí dokázat jednu z nerovností (5). Vzhledem k tomu, že 0„(!) — P„() > 0 

existuje pro m = 1,2,... ke každému .€J, přirozené zn(n, f) takové, že 

O(0 — P() < 1/mn pro všechna m ž max ((n, f), n).. Podle předpokladu 

je (P„(1)) nerostoucí posloupnost, takže O„() < P() + 1/n. První z nerovnos- 

tí (5) nyní dostaneme pomocí cvičení 2.40. W
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Nechť (P,) je posloupnost polynomů splňující podmínky (4). Podle implikace 

(2b) jsou operátory P,(A) pozitivní a tvoří nerostoucí posloupnost. Existuje tudíž 
pozitivní operátor P = s-lim P,(4) (viz poznámku 5.3.5). Z nerovností (5) 

n m 

dostáváme O „(A) < P,(A) + 1/n, resp. P„(A) < O „(A) + 1/n, a provede- 
me-li limitní přechod n > % apotom m — , zjistíme, že operátor s-lim P.(A4) 

je stejný pro všechny posloupnosti ( P,) splňující podmínky (4); tento operátor tedy 
závisí jen na funkci f. Získáváme tak zobrazení 7, z JE do množiny pozitivních 
operátorů na. W 

T(f) := s-lim P,(A), (6) 

kde (P,) je libovolná posloupnost splňující podmínky (4) pro dané f € .%;. 

10.1.2 Tvrzení: (a) Zobrazení 7, je aditivní, multiplikativní a pro každé c > 0 
platí Ži(ef) = cT4PD), feK, 
(b) Jestliže funkce f g € % splňují (A > 8g(/) pro všechna f€J, potom 
1( = t.(g). 
Důkaz: (a) Vše plyne z definice (6), vlastností (3) množiny .X; a sekvenční 
spojitosti násobení vůči silné topologii (tvrzení 5.2.1b). 
(b) Nechť posloupnosti (P,), resp. [0,) splňují podmínky (4) pro funkci /f; resp. g. 
Z podmínky 09„() — P„() — [s(d — /(d] > 0 stejně jako v důkazu lemmatu 
lb plyne 0„() < 17n+ P() + 8() — f() S 1/n + P()  pro všechna 
m ž max(m(n, ), d) a odtud: O (0 < P() + 1/n pro všechna n> m, 
stejnoměrně na J,„. Z odpovídající operátorové nerovnosti 0„(A) < P(A)+ 1/n 
dostáváme nejprve Ú(g) < P,(A) + 1/n pro každé přirozené m a limitní 
přechod m > © potom dává 7,(g) < 7,(/). m 

Zobrazení 7', není rozšířením zobrazení P » P(A), protože polynomy nabý- 
vající záporných hodnot na J„ neleží v %;. Je však snadné najít společné rozšíření 
obou těchto zobrazení. K tomu účelu zavedeme množinu X tvořenou právě všemi 
funkcemi: g: J„ R, které lze zapsat ve tvaru 

Ppř=P(—7P-, PCH (7a) 

Pomocí vlastnosti (3) zjistíme, že X je algebra nad R s bodově definovaným 
násobením, která obsahuje všechny reálné funkce spojité na J A; Speciálně pro 
každý reálný polynom P platí Pl 7, « .X. Dané funkci pEeK, prgp-vg, 
přiřadíme hermitovský operátor 

T(9):>= Ta(9g+) — Gn(o-). (7b) 

Tato definice je korektní, protože všechna vyjádření funkce g ve tvaru rozdílu 
dvojiíce funkcí z ; vedou ke stejnému operátoru Z(g). Skutečně, jestliže: g = 
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= p — Y, kde Y, y E W potom y + g- = v+ + 1 a díky aditivitě zobrazení 

'„ dostáváme Ť (9) + T() = T(g+) + Ťam, t Ú(gp+) — H(9o-) = 

= 7„(9) — „(7). Dále je zřejmé, že pro každé gp€.X;, platí TW(9) = Ts(9), 

takže T,= T,!X%;. 

10.1.3 Tvrzení: (a) Zobrazení T je lineární, multiplikativní a monotónní. 

(b) Ke každému gp€W existuje posloupnost (7,) reálných polynomů taková, že 

g(t) = lim P() pro všechna (€J, a T„(g) = s-lim P,(A). 

Důkaz: (a) Pro g,yE X a asR položíme y agp+y. Ž rozkladu (7a) 

a identity a= a, — a., kde a,:= z(|a| + a) S 0, plyne 77 4 — 1- 

přičemž y = a+g,+ a-g bý a n- = a+P- +a gp,t+y. Funkce , 

patří do %5 (viz 3)), takže y € ; pomocí definičního vztahu (7b) a tvrzení 2a 

dostáváme 

Ta(1) = |a+ Ťa(g+) + a- Ťa(9p-) + FŤa(w+)) — 

— [d+ Ť(g-) + a- Ť(g+) + Ť(y-)) = 

= a, T() - a T() + T() = a T() + TAY). 

Analogicky se dokáže multiplikativita. Jestliže p S y naJ,, potom g + $ 3 

S W, + gp-. Z tvrzení 2 nyní plyne Ť.(9+) + T.(Y-) = Ť,(Y+) + Ť „(9-) 

a odtud dostáváme T.(9g) S T„(Y). 

(b) K funkcím gp, € X existují neklesající posloupnosti polynomů (P7) c % 

takové, že T „(g,) = s-lim PD)(A4). Potom pro polynomy P,:= P; — P; platí 

P„(A) = P(A) — P,(A) (viz formuli (2a)), takže : Z() = s-lim P,(A). w 

10.1.4 Poznámka: Označme id, zúžení funkce id na interval /„ a položme 

m' := min(0, my). Potom funkce id,— m a—m patří do , takže T.(id.) = 

= Ť,(id,— m)- T(- m) Z definičních vztahů (6) a (1) plyne T.(id„— m') = 

= A- m, ÚĎ(—m)= —m, tj. T(id,) = A. Užitím linearity a multiplikati- 

vity zobrazení 7, a vztahu (1) potom pro libovolný reálný polynom P dostáváme 

T(Pl7,) = KA). (8) 

Vlastnosti zobrazení 7, nyní užijeme ke konstrukci rozkladu jedničky. Uvažujme 

pro každé « € R funkci e;: J, 7 I0, co) definovanou vztahem 

Z X[mA,„]fJA, užm, 
e,. . 

' 0, u< m, 

Snadno se přesvědčíme o tom, že e, < o pro každé u € R (cvičení 3). 

10.1.5 Tvrzení: Zobrazení u > E„:= T„(e,) je rozklad jedničky.
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Důkaz: Každý z operátorů £, je pozitivní a díky vztahu d = e, plyne z multipli- 
kativity zobrazení 7, rovnost E = E,„ takže E, je projektor. Jestliže u < v, 
potom e(/) S e,(/) pro všechna /€J, a monotonie zobrazení T, dává 
E, S E, Dále vztahy E,= 0 pro u< m resp. E,= I pro u > M, 
implikují s-lim E, = 0, resp. s-lim E, = Z. Zbývá ověřit silnou spojitost zprava, 

uo-— m u>++ DR 

což je triviální pro u€ RIMm, M,). Nechť ue€ [m., M„); stačí dokázat, že 
s-lim E„r1js = E„ Pro m > 1/(M, — u) + 1 uvažujme funkci £x, jejíž graf 

je lomená čára spojující následující čtyři body v Ré: [ 1] [w+ 1/m, 1], 
[u + 1/(n — 1), 0] a [W,„„0]. Potom g,€ C(J,), přičemž pro všechna ; € J, 
platí vztahy g,+:() $ č.+11„() S g) a lim g() = e„(). Pro polynomy P, 

které splňují podmínky (4) pro f; = g, a f = e,„ dostáváme £, = s-lim P.(A) 

a P(A) S E„r1/, S E,. Dále operátory E„ — E, jsou projektory (viz tvrze- 
ní 5.4.4), takže pro každé x € ? platí (x,(P,— E)x) ž WKEnrt1n = E) x|! 
a limitní přechod dává Z, = s-lim E„„,„,„. 

Projektorovou míru generovanou rozkladem jedničky ( T„(e,)) označíme E,„(.). 
Je zřejmé, že E„(— , m,„) = E„(M,, + %) = 0 a funkce id je proto E,„-s.v. 
omezená, tj. id € L*(R, dE,„). Ukážeme, že ZMid) = 

Uvažujme libovolné rozdělení D intervalu J, s dělicími body b = 
= my Š l SS ly S t, = M,;. Pro intervaly Lz:= (tý , 0], 2% ksSn, 
platí x,, ! J„ = ( Xpmate) — Za j) Ja = 657 655 podobně pro L, := [m,, t] 
máme x, !7, = e,. Vzhledem k tomu, že e,€.%W;, pro 1S ksn, platí 

é k=1,2,...,m) c K. (9) 

w
 Pro  k=2,3,...,m  potom  dostáváme T(ka) = T() — Ta(e, ) = 

= E„ — E„, = E„(Li). Podobně podmínka E„ „= E„(— %, m,„) = 0 dává 
T,(x1) = E = E„ — Eg,-g = E„(L;). Podle inkluze (9) patří jednoduchá 

funkce s= Ž t.x:, do X a 
k=1 

T (sp) = kŽ] t T.(xn) = ]Žl t E„(Lx) = FW(55) (10) 

(viz formuli (9.3.2b)). Je zřejmé, že pro každé £ >0 a libovolné rozdělení D 
intervalu /„ splňující podmínku | max((4 — fy): 1 S k S n)< e platí 
sup (|£ — so(dA|: EJX,)< e Odtud dostáváme dvě nerovnosti: jednak 
J78řo(id) — ZÍřa(so)|| < e (pomocí věty 9.3.3b) a za druhé || Zí(id ? J) — 

T „(so)| < e (cvičení 4) Tyto nerovnosti spolu se vztahem (8) pro P=id 
a (10) dávají |Z$“9(id) — A| < 2e pro libovolné £ > 0, tj. ZÍAid) = A. Tím 
jsme dokázali podstatnou část následujícího tvrzení. 
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10.1.6 Věta (spektrální teorém pro hermitovské operátory): . (a) Ke každému 

hermitovskému operátoru A existuje právě jedna projektorová míra E„(.) na R 

taková, že 

E (— ©9,m)= E(M,+20)=0 a ZÍMid) = JtdEA(t) = A. (11) 

(b) Omezený operátor B komutuje s A právě tehdy, když komutuje s operátory 

EW = E„(— %,f) pro všechna e R. 

Důkaz: Z tvrzení (a) zbývá ověřit jednoznačnost. Jestliže F(.) je projektorová 

míra na R, pro niž platí vztahy (11), potom ZÍ(f) = T(f!7.,) pro všechny 

funkce f: R > R takové, že f!J,E<.X; (cvičení 5). Speciálně pro f = X(- w 

kde u > m,, dostáváme H- %, u] = Fim, ) = Zi"(Ximuj) = Tale) = 

= E,(— %, u|. Pro w < m máme H- , u] = E(— %, u| = 0, | takže 

projektorové míry E„(.) a H(.) jsou totožné (viz cvičení 9.6). 

(b) Z podmínky BEW = EWB pro všechna £€ R plyne na základě cvičení 9.7 

rovnost BE„(M) = E„(M) B pro každou borelovskou množinu; věta 9.4.10d 

potom dává BZÝYid) = TÝPW(id) B, tj. BA= AB. K důkazu opačné 

implikace užijeme tvrzení 3b. Pro každé / € R platí EW = Ty„(e,), takže existuje 

posloupnost polynomů P0 taková, že E = s-lim PW(A). Z podmínky BA = 

= AB plyne B PŮ(A4) = PÓ(A) B a limitní přechod dává BE9 = EWB. U 

10.1.7 Poznámka: Projektorovou míru E„(.) nazýváme spektrální mírou operá- 

toru A a formuli A = f tdE„()) jeho spektrálním rozkladem. 

10.1.8 Příklad: Najdeme spektrální rozklad operátoru © násobení nezávisle pro- 

měnnou na prostoru Lz(a, b), kde b— a< %. Dané borelovské množině 

M c R přiřadíme operátor E(M) definovaný pro každé e I'(a, b) a s.v. 

x € (a, b) vztahem (E(M) 9) (x) := xu(x) YWx). Podle příkladu 9.1.3b je E(.) 

projektorová míra na R, pro kterou navíc platí 

E(M) = E(M 0 (a, b)); (12) 

funkce id proto patří do L*(R, dE). Míra um(.) := (Y, E(.) 9) vyhovuje pro 

všechna p € L*(a, b)y a Me.S vztahu 

n (M) = J xd) |(x)|F dx = JX(a,b)(x) |y(x)|F dx. 

M 

Odtud dostáváme (srv. s příkladem 9.4.5) 

(Y, Z9id) ) = J x du(x) = Í x |x)|* dx = (v, 0Y)
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a díky libovolnosti Y platí J f"(id) = 0O. Konečně ze vztahů My = b a my= a 
(viz příklad 5.3.2) a (12) plyne K(— , mo) = E(Mog, + %) = 0, takže projek- 

torová míra E(.) představuje hledanou spektrální míru operátoru ©. 

  

10.2 SPEKTRÁLNÍ TEORÉM PRO OMEZENÉ NORMÁLNÍ OPERÁTORY 

Nechť B je omezený normální operátor, B = A + i4', kde A = Re B, A' = 

= Im 8S jsou komutující hermitovské operátory (viz tvrzení 5.6.1). Z podmínky 

AA'= A'A vyplývá, že pro libovolné množiny M, M'e97 platí E„(M) E (M') = 

= E„,(M') E „,(M)  (viz větu 10.1.6b a cvičení 9.7). Projektorové míry 

E„(.), E„(.) tudíž splňují předpoklady tvrzení 9.2.6; jejich direktní součin, který 

označíme F;(.), je projektorová míra na R* jednoznačně určená podmínkami 

F©aMXM)=E(MEÁAM), MMeEZR. (1) 

Nyní z výsledků příkladu 9.3.7 vyplývají vztahy 

Ít dřF;(t, ) = A, Íu dF(4, ) = A 

a díky omezenosti operátorů A, A' platí id€ L*(R,dE,) o L*(R, dF,). Funkce 
id.: R* > C určená předpisem idy(£, 4) := č + iu je zjevně izometrií prostorů 

R“ a C a patří do L*(R“, dFy) (cvičení 9.13), přičemž 

IÝPidc) = Í (t+ d) dF(t,w) = A+ I = B. (2) 

Formule (1) a (2) představují následující zobecnění věty 10.1.6. 

10.2.1. Věta: (spektrální teorém pro omezené normální operátory): Ke každému 
omezenému normálnímu operátoru 8 existuje právě jedna projektorová míra 

F;(.) na R? taková, že platí formule (2); přitom jednoznačností rozumíme, že každá 

projektorová míra F(.) na R* splňující ZW(i4)= B a HMXM)= 
= E„(M) E „(M') pro všechna M, M' 6.2, je totožná s Fz(.). 

10.2.2 Poznámka: Z tvrzení 10.1.3b vyplývá, že pro každou dvojicí intervalů 

J, K C R (ne nutně omezených) platí E„(J) = s-lim PO(4) a E„(K) = 

= s-lim OP(4), kde P?, 0W jsou reálné polynomy (cvičení 7). Pomocí sek- 

venční spojitosti násobení dále dostáváme F„y(J X K) = s-lim PĎ(A) 0ř(a). 

Díky tomu, že operátory P(A4) a O (A4') jsou hermitovské a komutují, je jejich 
součin hermitovský; vyjádříme-li operátory A, A' pomocí B a B*, lze jej upravit 
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N r 

na tvar Y Y a) B7Y(B*y', kde 9 e C a N je součet stupňů polynomů Pe 
r=0 s=0 

a OW). Ke každé dvojicí intervalů J, K C R tedy existuje posloupnost hermitov- 

ských operátorů 

$,„(B, Bř) = >> a) B*(Břy, n= 1,2,..., (3a) 

rs=0 

taková že 

F„(J X K) = s-lim S,„(B, B*). (3b) 
> 0 

10.2.3 Příklad: V $ 5.6 jsme probrali některé vlastnosti omezených operátorů na 

Hilbertově prostoru S s čistě bodovým spektrem, které tvoří podmnožinu 

v M(W). Pro tyto operátory lze udat explicitní tvar projektorové míry splňující 

formule (1) a (2). Pro jednoduchost se omezíme na případ separabilního %. Nechť 

tedy k danému B € (2F) existuje ortonormální báze (e) tvořená jeho vlastními 

vektory. Vlastní hodnoty operátoru B označíme f k=1,2,..., n kde 

nz S %; jestliže A je projektor na vlastní podprostor M(f,;), pak pro k?* / 

máme P,P,= 0 (viz větu 5.6.2) a v důsledku toho, že B má čistě bodové 

spektrum, platí > P, = I. Pro každou množinu Me * položíme 
k 

F(M) := Y xulůn í) P;, kde A,:=Ref; a Ak:=Imfh.. (4) 
k=l 

Stejně jako v případě diskrétní projektorové míry na R (viz příklad 9.1.3a) se ověří, 

že F(.) je projektorová míra na R?. Dále z nerovnosti 

sup |A] < |8] (5) 
k 

plyne HRAKG„) = 0, kde Ky:=f[6 u|: 2 + 2 S | B| proto funkce ide 

patří do L*(R', dP). 

Množina : N:= RNM[Ap Wj]: k = 1,..., nz) je PF-nulová, takže pro každé 

x € W splňuje borelovská míra 4(.):= (x, F(.) x) rovnost «,(N) = 0. Potom 

(x ZWide)x) = > Bux, Prx) — viz formuli (A.6.19c); absolutní konvergence 
k=1 

řady je důsledkem nerovnosti (5). Z podmínky >, P, = I dále plyne: Bx = 
k=1 

= Y BP,x = Y) f,„P,x, takže 
k=1 k=1 

Pa) = B= Ý BP,; (6) 
k=1
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přitom pro m; = % jde o silnou operátorovou konvergenci (existence limity 

plyne z nerovnosti (5) a silné úplnosti. 1()). Ověříme, že projektorová míra (4) 

splňuje také podmínku (1). Vzhledem k tomu, že operátory A = Re B 

a A = Im S mají stejnou množinu vlastních podprostorů jako B, jde opět 
o operátory s čistě bodovým spektrem; přičemž o(A) = (4p: k = 1,2,...], resp. 

o (A4') = (2j: k = 1,2,...). Pro diskrétní projektorovou míru £(.) na R, kde 

E(CM) := ŠXM(M) P, MER 

dostaneme zopakováním postupu, který vedl k formuli (6), vztah ZÍÝ(id) = A. 
Jelikož m,= inf o (A4), M, = sup o „(4) (ověřte!), z uvedené definice plyne 

E(— , m,) = E(M„, + %) = 0; projektorová míra £(.) je tedy spektrální 

mírou operátoru A. Podobně pro spektrální míru E'(.) operátoru A' platí 

E'(M) = > xu(A1) P;. Nyní pro libovolné množiny M, M' 6% pomocí vztahu 
k 

Xuxir(6, 4) = xXxm(!) xw (u) a sekvenční spojitosti násobení plyne 

E(M) E(M') = s-lim ?, xv(A) Px 2, Xu(0) Pr = 
n D k=1 l=1 

= s-lim > Xuxw(A, 1) Př = HMX M). 
nh>© k=el 

Pomocí projektorové míry Fa(.) lze jednoduše charakterizovat spektrální vlast- 
nosti operátoru B. 

10.2.4 Tvrzení: Nechť B je omezený normální operátor a F„(.) projektorová 
míra na R* splňující vztahy (1) a (2). 
(a) Komplexní číslo 4 = A, + iA, patří do spektra operátoru B právě tehdy, když 
pro každé s-okolí U; bodu [A, 4] platí FAU) z 0. 

(b) Komplexní číslo 4 = A, + iA4, je vlastní hodnotou operátoru B právě tehdy, 

když jednobodová množina J; = ([ A0]) splňuje Fa(J;) * 0; příslušný vlastní 
podprostor je pak dán vztahem Ny(2) = Ran Fax(77). 

(c) Pro rezolventní množinu operátoru 8 platí  Fy(id-"(0(B))) = 0, tj. 

Falid“ "(o(B))) = I. 
Důkaz: Pro >0 označíme UV(4):= (f[é ]|eR:(c-AYP+(u-LýÝý< 2) 
a V(A):= (z€e C: |z — A| < e), takže 

idt (V()) = U) (7) 

Díky tomu, že B = Zý(idc), plyne tvrzení (a) a (b) z věty 9.4.10. 
(c) Množina  o(B) C C je otevřená, a protože id; je izometrie, je : G = 

= id“" "(0(B)) otevřená v N*. Podle (a) má každý bod množiny G okolí U takové, 
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že F„(U) = 0. Odtud plyne (x, F„(G) x) = 0 pro každé x € S (viz poznámku 

A.3.1b), tj. F;(G) = 0. N 

10.2.5 Poznámka: Jestliže operátor B je hermitovský, lze analogické tvrzení zfor- 

mulovat pomocí jeho spektrální míry — viz větu 10.4.1. 

Zbývající část tohoto paragrafu je věnována spektrálnímu rozkladu unitárních 

operátorů. Víme, že každý unitární operátor U je normální, přičemž jeho spek- 

trum leží na jednotkové kružnici v C (viz důsledek 5.6.4b). Jestliže S je jednotková 

kružnice v W se středem v bodě [0,0], potom uvedené tvrzení o spektru 

operátoru U můžeme zapsat ve tvaru o(U) C ide($); z tvrzení 4c nyní plyne 

F(RAS) = O. (8) 

Uvažujme funkci w: R? > R, která zobrazuje množinu RAS na 0, a v bodech 

kružnice $, pro niž užijeme parametrizaci 4 = siné, v = cosí, 0 S £ < 2m, je 

w(u, v) := £.. Snadno nahlédneme, že w je borelovská funkce, stačí užít vztahů 

wW— %,0) = w)2x, + 0) = d, (9a) 

w(-Do, | = (RAMS) v , 0< < 2m, (9b) 

kde $,:= ([cos f,sin £]: 0 < £ S , a uvážit, že množina S, je obrazem inter- 

valu [0, /] při spojitém zobrazení / > [cos £,sin /] (viz věty 2.5.3b a 2.5.5a). 

Nyní předpis 

E(M):= F(w7XM),  MER (9c) 

definuje projektorovou míru E„(.) na R (viz cvičení 9.2), pro niž rovnosti (9a) 

dávají 

Ey(— 2,0) = E„|[2n, + 0) = 0. (10) 

Dále pro omezenou spojitou funkci y: R > , 1() := e“, plyne z tvrzení 9.4.12 

JndEU= Jno wdF,. (11) 

Díky podmínce (8) a tomu, že (49 w) [w, v] = u + iv pro [uw, v] € $, je funkce 

o w rovna Fy-s.v. funkci id.. Z formulí (2) a (11) dostáváme vyjádření operá- 

toru U ve tvaru integrálu vzhledem k projektorové míře E„(.) na R 

U= J'„ dE, = Je"dE„(t). (12)
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Ukážeme, že toto vyjádření je jednoznačné v následujícím smyslu: každá projekto- 

rová míra E(.) naR splňující (9dE = U a E(— %,0) = E[21, + 2) = 0 je 
totožná s Eux(.). 

Stačí zřejmě ověřit, že odpovídající rozklady jedničky jsou totožné na intervalu 

[0, 2x), což je díky podmínkám E(— %©,0) = Ey(— %,0) = 0 ekvivalentní 

rovnosti 

JX[D„] d = Jx[„„] dly, tE [0, 2x). 

Z podmínky fn dE = fn dE, = U a věty 9.3.3 vyplývá, že pro každý trigono- 

metrický polynom 7 = Ž cy=sc+ Z (c 4+ c), c36C, platí 
=-n 

JTdE= > ca.U*= (TdEy. Pomocí Fejérovy věty (viz [Jar 2], věta 191) 
k=-n 

a cvičení 9.11 dále získáme vztah 

deE = ÍwdEU (13) 

pro libovolnou funkci : R > C, která je spojitá a periodická (s periodou 2x). 

Uvažujme konečně funkci g: R > C, k níž existuje posloupnost () periodických 

funkcí spojitých na R taková, že sup|y|. < % a lim () = ()  pro 

všechna £€ [0,2x). Z podmínek (10) a E(RMO, 2x)) = 0 je vidět, že pro obě 

míry Ey(.) i E(.) splňuje posloupnost (,) a funkce g předpoklad věty 9.3.3d; 

pomocí rovnosti (13) dostáváme 

fm dF = s-lim Jw„ dÉ = s-lim Íw„ dE, = Jqp dEy,. 

Pro g = Yp,g, kde 0 S £ < 2x, vyhovuje uvedeným podmínkám posloupnost 

(yW), jejíž každý člen je periodickým rozšířením funkce ý definované na [0, 27] 
takto: graf funkce |? je lomená čára spojující body [0, 1] [4 1], [£+ t/nm, 0], 

[2x — 17n, 0] a [2x, 1]. Dospíváme tak k následujícímu závěru, který je analogií 
tvrzení (a) spektrálního teorému pro hermitovské operátory. 

10.2.6 Věta: Ke každému unitárnímu operátoru U existuje právě jedna projekto- 

rová míra E„(.) na R, pro niž platí vztahy (10) a (12). 

Projektorovou míru E„(.) opět nazýváme spektrální mírou operátoru U a vztah 

(12) jeho spektrálním rozkladem. Pro rozklad jedničky (E) kde z := 

= Epg( — , f], platí analogie tvrzení 10.1.3b. 
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10.2.7 Tvrzení: Ke každému / € R existuje posloupnost trigonometrických poly- 

nomů 7, = Ycf)y*, kde komplexní čísla d obecně závisí na £, pro niž 
k 

EW = s-lim YVARU. (14) 
no oo k 

Důkaz: Pro £ < 0, resp. f ž 2x formule (14) platí, neboť z podmínek (10) 

plyne EW = 0 resp. BW = I. Jestliže r€[0,2x), dostáváme ze vztahů (8) 

a (9a,c) B) = Fy(wW(— , )) = Fy($,) a dále zjistíme, že pro 0UOSrsrn 

lze E) zapsat jako  Fy([cos £, 1] x [0, 1]), : zatímco pro m < £ < 2x platí 

EW = Fy([—1, cos ] X [—1,0)) + Fu([—1, 1) X [0, 11). Operátory Fy(5,) 

lze tedy pro všechna £€ [0, 2x) vyjádřit pomocí (3b) a k dokončení důkazu stačí 

uvážit, že díky vztahu U* = U nabývá formule (3a) tvaru: S.(U, Uř) = 
R 

= Y c,U', kde R:= ře, U 
r=-R 

10.2.8 Důsledek: Omezený operátor B komutuje s unitárním operátorem U prá- 

vě tehdy, když komutuje s operátoryý E" = Ey(— %, t] pro všechna £€ [0, 2x). 

Důkaz: Nutná podmínka plyne z formule (14) a postačující podmínka se dokáže 

stejně jako ve větě 10.1.6b, vezmeme-li v úvahu vztahy (10). 

10.2.0 Příklad: Najdeme spektrální rozklad E(.) Fourierova-Plancherelova 

operátoru F, = F na prostoru ZY(R). Pro d = 1 plyne z formule (4.3.5), že F 

má čistě bodové spektrum, přičemž a (F) = fi": n = 0,1,2,3). Nejprve ověří- 

me, že totéž platí pro každé přirozené d. Jestliže d = 2, pak z výsledku cvičení 

5.48 a formule (4.3.5) plyne F(h,X h)= hx h = (=ij**(h; x Ax). Indukční 

krok d > d++ 1 se provede analogicky. Vlastní hodnoty operátoru F na L(R') 

označíme f, = e2, kde k = 0,1,2,3; pro projektory P, na příslušné vlastní 

podprostory pak platí P, = Eyx((kn/2)) (cvičení 8). Po dosazení do formulí (9c) 

a (4) dostaneme pro spektrální míru operátoru F vyjádření 

3 

E(M) = S Xwnay (cos kn/2,sin kn/2) EM(kn/2), | MEŽ. 
k=0 

Jelikož = pro 0<ks<s3 je w(cos kn/2, sin kn/2) = kn/2, platí 

Xw-nar, (cos kn/2, sin kn/2) = x „(kn/2), a srovnáním s formulí (9.1.5) zjistíme, 

že E„(.) je diskrétní projektorová míra na R s nosičem (0, x/2, , zrh 

Užijeme-li formule (14) a identity F = I (viz cvičení 5.34), můžeme vyjádřit 

každý z operátorů Emi(kn/2f) ve tvaru 

3 

Ex(kn/2)) = Y F (15) 
j=o 

(cvičení 9). K určení koeficientů d( užijeme stejného postupu jako v příkladu 
3 

9.3.5. Rovnost (15) je ekvivalentní podmínce TW eg — > P) = 0, která 
j=o
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3 

je splněna právě tehdy, když Yim/A(0) — > cWei = 0 pro t= In/2, 1=0,1,2,3 
j=0 

(viz větu 9.3.3b a podmínku Ex(RN0, 1/2, , jn)) = 0).. Pro každé k tak dostává- 
me algebraickou soustavu 

3 

> A = dy, [=0,1,2,3, 
j=o 

jež má jednoznačné řešení 4 = (—-i)*/4, 0 « j < 3. Spektrální míru operáto- 
ru F na Z*(R“) lze tedy zapsat v následujícím tvaru 

EM) =Ž ž zku/2D)(-VřPF,  MeR. 
jk=0 

  
10.3 SPEKTRÁLNÍ TEORÉM PRO SAMOSDRUŽENÉ OPERÁTORY 

Budeme se nyní zabývat úlohou najít k danému samosdruženému operátoru A 
(obecně neomezenému) projektorovou míru £„(.) na R takovou, že 

A = ft dE(9. (1) 

Užijeme von Neumannova postupu, který vychází z věty o existenci a jednoznač- 
nosti spektrálního rozkladu unitárního operátoru (věta 10.2.6); hledaná projekto- 
rová míra £„(.) se zkonstruuje pomocí spektrální míry unitárního operátoru 
(C(A) — Cayleyova obrazu operátoru A (viz $ 8.2). 

Nejprve uvedeme řešení obrácené úlohy, které v dalším použijeme k důkazu 
jednoznačnosti projektorové míry E„(.). 

10.3.1. Tvrzení: Jestliže k danému samosdruženému operátoru A existuje projek- 
torová míra £(.) na R splňující rovnost (1), potom funkce w: R > R daná 
vztahem 

w(2) := m + 2 arctg ž (2) 

určuje projektorovu míru E(w""(.)), jež je spektrální mírou unitárního operátoru 
((A). 
Důkaz: Funkce w je spojitá a tedy borelovská; proto H.) = E(m/""(.)) je 
projektorová míra na R (viz cvičení 9.2). Dále máme w W(- , 0] = 
= w"[2n, + %) = 0, takže A(.) vyhovuje podmínkám (10.2.10). Nyní funkce 
yg R > C, m(s):=e“, která zjevně patří do L*(R, dF), splňuje pro všechna 
s €(0, 2x), tj. F-s. v., vztah 

tg(s—- n)/2-i wWs)-zi 

tgs-m)/2+i we+ 
  n(s) = 

323



324 

10 SPEKTRÁLNÍ TEORIE SAMOSDRUŽENÝCH A NORMÁLNÍCH OPERÁTORŮ 

Pomocí tvrzení 9.4.12 dostáváme 

JndF= J.no wdF = fgodE, 

kde g(f) := (t — i)/(£ + i) pro všechna (€R, a zbývá dokázat, že F (g) = 

= fqp dE = ((A). Jelikož |g(2)) = 1 pro všechna £t€ R, je FT(g) unitární 

operátor (cvičení 9.11). Vezměme libovolná x, y € ; díky tomu, že A je 

samosdružený, existuje z € D„ takové, že y =(A + nz= Z(id+i)z (viz 

větu 7.3.10c). Potom 

(x F(9) y) = (x F(9)F(id +1)z), (3) 

a věta 9.4.8c dává 7Z(g) Z(id + i) = JF(id — i), neboť oba operátory mají 

stejný definiční obor D,. Po dosazení do rovnosti (3) dostáváme (x, F (9) y) = 

=(1(A-))=(x(A-i)(A+ i) ! y); takže Z(g) = (C(A). I 

Následující věta má základní význam jak pro samotnou teorii lineárních operá- 

torů na Hilbertově prostoru, tak pro její aplikace (viz např. 8 15.1). 

10.3.2 Věta (spektrální teorém pro samosdružené operátory): (a) Ke každému 

samosdruženému operátoru A existuje právě jedna projektorová míra E„(.) na 

R splňující rovnost (1), tj. 

A = T Uříid). 

(b) Omezený operátor komutuje s A právě tehdy, když komutuje s operátory 

EW = E„(— %, f] pro všechna /€ R. 

Důkaz: Nechť U = C(A) je Cayleyův obraz operátoru A a H(.) je spektrální 

rozklad unitárního operátoru U. 

(a) Číslo A = 1 není vlastní hodnotou operátoru U (viz důsledek 8.2.3); 

z výsledku cvičení 8 potom plyne F((0)) = 0, což spolu se vztahem (10.2.10) dává 

F(— %,0] = F[2n, + 2) = 0. (4) 

Uvažujme následující funkci v: R > : 

tg (s — m)/2, s€(0,2m7) 

v(s) = 
0 s € RVO, 27). 

> 

Pro libovolné / < R platí 

v(- , ] = (0, w()) v Ní, ()
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kde w() = n + 2arctg , N = d pro <0 a N = RWO0,2x) pro 2 0. 
Funkce v je tedy borelovská a díky vlastnosti (4) máme 

pro BF-s.v, seR. (6)   

g 

vw(s) = tg 

Pomocí pravidel funkcionálního počtu, formule (10.2.12) pro Er(.) = H.) 

a inverzní Cayleyovy transformace | A =s i(7 + U)(7 — U) dostáváme 
vztahy: 74+ U= 9Wl+g), (I-Vy'=79/1-) a A= 
= j7 + 9 791/(1 — y)) c 70G + y)/(1 — y)). Jelikož pro všech- 
na s é Zkn, k=0, +1, +2,..., platí 

i1+17(s)= e.( )-1 =tgs T 

1= Hy(5)  i(et79 + 1) 2 

plyne ze vztahu (6) S(G + 1/ — )) = 7(v), takže A CFWP(wv); 
operátor 7 W(v) je samosdružený (viz větu 9.4.10c), proto platí rovnost. Tvrzení 

9.4.12 pak dává TV Xid) = F P(id o v) = F W(w) = A, takže vztah (1) splňuje 
projektorová míra 

  

E() := PC)= Po (7) 

Jednoznačnost snadno dokážeme pomocí tvrzení 1. Jestliže pro projektorovou 
míru £(.) na R platí Z (id) = A, potom E(m/7"X(.)) je spektrální míra operá- 
toru U; tvrzení o jednoznačnosti spektrálního rozkladu unitárního operátoru nyní 

implikuje E(wW(M)) = F(M) pro všechna M€.%. Vzhledem k tomu, že pro 
všechna : € R je (v © w) (£) = £, dostáváme podle (7) E„(M) = F(v“""(m)) = 

= E(w-W(W9W))) = E((vo w) ))) = E(M). 
(b) Z podmínky BA C AB plyne BU = UB (viz cvičení 8.5). Dále ze vztahů 

(7), (5) a (4) pro každé /€ R dostáváme EW = H0, w(2)] = H- %, w(d] 

a důsledek 10.2.8 potom dává EWB = BEW. Opačná implikace se dokazuje 
stejně jako ve větě 10.1.6. N 

10.3.3 Důsledek: Rezolventu samosdruženého operátoru A lze pro každé 
j € o(A) zapsat ve tvaru 

R) = J Š dE). 

Důkaz: Z formule (1) plyne A — u = f(t — ) dE„(ď) a věta 9.4.8f potom dává 

(A — „) = f1V/c- m) dE,(). m 
10.3.4 Poznámky: (a) Aplikujeme-li větu 2 na hermitovské operátory, dostaneme 

silnější tvrzení o jednoznačnosti než ve větě 10.1.6. Kombinací obou vět totiž 

zjistíme, že pro každou projektorovou míru na R splňující vztah 7X(id) = A 
platí E(— %, m,) = E(M,, + %) = 0, což se zdá na první pohled paradoxní, 
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uvážíme-li, že věta 2 fakticky plyne ze spektrálního teorému pro unitární operáto- 

ry, který byl zase odvozen pomocí věty 10.1.6. Tato argumentace však není zcela 

přesná; z příslušné části důkazu věty 10.2.6 je totiž zřejmé, že tvrzení o jednoznač- 

nosti spektrálního rozkladu unitárního operátoru, z nějž plyne jednoznačnost 

projektorové míry E„(.), na větě 10.1.6 nezávisí. 

(b) Tvrzení (b) věty 2 umožňuje rozšířit pojem komutativity dvojice operátorů, 

který jsme v $ 7.4 definovali pro případ, kdy alespoň jeden z operátorů je omezený. 

Řekneme, že samosdružené (obecně neomezené) operátory A, A' komutují, jestliže 

komutují jejich spektrální míry E(.) a E'(.), což je ekvivalentní komutativitě 

příslušných rozkladů jedničky, tj. 

E,E; = E,E, pro všechna ; sE R (5) 

(viz cvičení 9.7). Tato podmínka je podle spektrálního teorému ekvivalentní 

komutativitě A s (£/), resp. komutativitě A' s (E,). Odtud a z věty 10.1.6b plyne, 

že pokud jeden z operátorů, např. A, je omezený, platí podmínka (8) právě tehdy, 

když AA' C A'A (viz též cvičení 11). 

(c) Spektrální teorém pro neomezené samosdružené operátory dokázal pomocí 

Cayleyovy transformace J. von. Neumann [vN2] (viz též monografii [vN], $ II.9). 

Vzhledem k tomu, že spektrální teorém má ryze existenční charakter, není nám 

mnoho platný, chceme-li zjistit, jak vypadají operátory E„(M), M«=% pro 

konkrétní samosdružený operátor A. Tuto úlohu Ize explicitně vyřešit jen v někte- 

rých speciálních případech. Následující příklady ilustrují heuristický postup, kdy 

na základě konkrétních vlastností uvažovaného operátoru uhodneme „vhodnou“ 

projektorovou míru E(.), o níž potom dokážeme, že splňuje vztah (1). 

10.3.5 Příklad: Najdeme spektrální rozklad samosdruženého operátoru A s čistě 

bodovým spektrem na separabilním /. Podle definice má takový operátor ne- 

prázdnou množinu vlastních hodnot o(A) = (A;: j = 1,2, ...), přičemž projek- 

tory P; na odpovídající vlastní podprostory tvoří úplný systém, tj. > P, = I. 
7 

Dokážeme, že pro diskrétní projektorovou míru Ep(.) na R (viz příklad 9.1.3), 

E(M):= 2 yxy(dh) P,  MER, 
i 

je operátor A' = Z YXid) totožný s A. Postup je podobný jako v příkladu 10.2.3, 

navíc je však třeba vzít v úvahu definiční obory, protože operátor A je obecně 

neomezený. 

Množina RWw„(A4) je „-nulová pro každé x €X (užíváme obvyklého 

označení 4W(.):= (x, Ep(.) x)). Z formulí (9.4.1a) a (A.6.19b,c) vyplývá, že
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definiční obor operátoru A' je tvořen právě těmi vektory x €.W, pro něž 

ftŽ du() = > 2j(x, Px) < © ( 
j 

a podle (9.4.5) pro každé x€ D„ platí (x A'x) = ? A(x P,x). | Vezměme 
J 

libovolné x € D,; jelikož každý z projektorů P; redukuje operátor A (viz příklad 
7.4.3), tj.. P,A C AP;, platí 

JAx|? = X|P,Ax|P = Z|AP x| = VŮJPAJ < , 
J 7 7 

takže D,cC D,. Podobně získáme vztah (x, Ax) = (x, A'x), který spolu 

s inkluzí D, c D, dává A c A'. Díky tomu, že oba operátory jsou samo- 

sdružené, platí rovnost. Spektrální mírou operátoru A je tedy diskrétní projekto- 

rová míra Ep(.); vidíme, že je určena množinou vlastních hodnot a příslušných 

projektorů. Těmito charakteristikami operátoru A je vymezen též jeho definiční 

obor podle formule (9); pro akci na libovolné x= D, dostáváme Ax = 
= > PAx = >) APx = > 1,Px. 

7 7 Z 

10.3.6 Příklad: Nechť £(.) je libovolná projektorová míra naR?a w: R? > R je 
E-s.v. definovaná borelovská funkce. Operátor Z Xw) je potom samosdružený; 

jeho spektrální rozklad lze jednoduše vyjádřit pomocí projektorové míry E(.) 

a funkce w. Víme, že uvažovaný operátor se nezmění, změníme-li funkci w na 

Z-nulové množině; můžeme proto předpokládat, že w je definována na celé 

množině R?. Potom jsou splněny předpoklady tvrzení 9.4.12 pro m = 1 a položí- 

me-li v tomto tvrzení g = id, dostáváme 

Tw = J'id dE,. 

Hledanou spektrální mírou samosdruženého operátoru F WX(w) je tedy projekto- 
rová míra E„(.) = E(w"7X.)). 

10.3.7 Příklad: Předpokládejme, že známe spektrální rozklad samosdruženého 
operátoru A na.%m. 

(a) Jestliže U je unitární operátor, potom operátor A':= UAU ' je samosdruže- 

ný (viz tvrzení 7.4.10) a jeho spektrální rozklad je určen tím, že pro projektorovou 

míru E'(.):= UE„(.) U7' platí S Ů(idy= USTVŮidy U7= UVAU = A 

(viz cvičení 9,21), takže E„(.) = UE „(.) U"'. Unitární ekvivalence samosdru- 
žených operátorů se tedy přenáší na jejich spektrální míry. 

(b) Nechť projektor P redukuje operátor A; víme, že A':= A! PD, je samo- 

sdružený operátor na Hilbertově prostoru PJW (viz cvičení 7.29). Nyní z výsledků 

cvičení 9.8 a 9.22 plyne, že E'(.):= E(.)) PX je projektorová míra na R s 
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hodnotami v R(PJF) pro niž A = 7Z0(id); tato projektorová míra je tudíž 

spektrální mírou operátoru A'. Z podmínky PA C AP tedy pro spektrální míru 

operátorů A a A' = AV PD, vyplývá vztah E„(.) = E„(.) | PW. 

  

10.4 O SPEKTRU SAMOSDRUŽENÉHO OPERÁTORU 

Spektrální teorém umožňuje charakterizovat body spektra samosdruženého ope- 

rátoru pomocí jeho spektrální míry a zavést další podmnožiny spektra, jichž se 

užívá např. v teorii rozptylu (viz kapitolu 20); tyto a některé další otázky nyní 

probereme. V následujícím výkladu znamená A samosdružený (obecně neomeze- 

ný) operátor na abstraktním Hilbertově prostoru ; jeho spektrální míru a přísluš- 

ný rozklad jedničky značíme E„(.), resp. (EW, tj. PO = E(—o,f, 6R 

Víme, že celé spektrum operátoru A leží na reálné ose (důsledek 7.3.6b); ze 

vztahu A = 7 (EAid) a věty 9.4.10 vyplývá, že o tom, zda dané A € R patří do 

spektra, resp. je vlastní hodnotou operátoru A, lze rozhodnout na základě lokál- 

ních vlastností projektorové míry E„(.). 

10.4.1. Věta: Jestliže A je samosdružený operátor a 2 reálné číslo, potom 

(a) 4 € o(A) právě tehdy, když E„(i — g, A + g) * 0 pro každé z >0; 

(b) A € a,(A) právě tehdy, když E „((2)) z 0; pro příslušný vlastní podprostor 

platí: N„(2) = Ran E „((2)); 
(c) množina o(A) je neprázdná, přičemž 

E„(RRo(4)) = 0, tj. E„(o(A)) = I. (1) 

Důkaz: Tvrzení (a) a (b) plyne přímo z věty 9.4.10 pro g = id; k ověření (c) lze 

užít postupu z důkazu tvrzení 10.2.4c. N 

10.4.2 Poznámky: (a) Neprázdnost spektra samosdruženého operátoru je důleži- 

tým výsledkem spektrální teorie; připomeňme, že uzavřený neomezený operátor 

může mít prázdné spektrum (viz příklad 3.6.9). 

(b) Díky vztahu E„(Rlo(A4)) = 0 lze formuli (10.3.1) psát ve tvaru 

A = Í t dE„(D. (2) 

a(A) 

Na základě toho se dá ukázat, že pro číselný obor hodnot samosdruženého 

operátoru A platí inf ©(A) = inf o(A) a totéž pro suprema. Dále snadno 

nahlédneme, že spektrum je minimální uzavřená množina s E-nulovým doplňkem, 

tj. spektrum je nosičem projektorové míry E„(.), o(A) = supp E„(.) (viz 

poznámku A.3.3b). Skutečně, z (1) plyne F = supp E„(.) - o(A); předpoklad 

o(AYF ? W spolu s uzavřeností F implikuje, že ke každému y € (A)F existuje
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okolí UV(y) C RE Nyní E„(RF) = 0, takže také E„(U(y)) = 0, a to je ve 
sporu s podmínkou y€ o(A). 

(c) Pro každé A€ R rozklad jedničky (E) splňuje = EW — s-lim E) = 
A- 

= E„((2)). Z tvrzení (b) věty 1 tedy vyplývá, že množina o„(A) je tvořena právě 

všemi body nespojitosti zobrazení t > EW. Vzhledem k tomu, že o(A)Mo(A) = 
= o (A) (neboť reziduální spektrum samosdruženého operátoru je prázdné), 

vidíme dále, že spojité spektrum je podmnožina těch bodů spektra, v nichž zobraze- 
ní t> EW) je spojité. 

10.4.3 Důsledek: (a) Každý izolovaný bod spektra samosdruženého operátoru je 
vlastní hodnota. 

(b) Samosdružený operátor je omezený právě tehdy, když jeho spektrum je ome- 
zené. 

Důkaz: (a) Je-li A izolovaný bod spektra, existuje £ > 0 takové, že intervaly 
(2—g, 2) a (2, 1+g) nepatří do «A), takže podle (1) platí E( — g, 1) = 

= E(A, A+Eg) = 0; současně z podmínky A € o(A) plyne 0 $ E(A— z A+2) = 

= E((A)). 
(b) Jestliže o(A4) je omezená množina, existuje c > 0 takové, že E(c, + ) = 

= E(— %,c) = 0 a funkce id je tudíž E-s.v. omezená; nutná podmínka je 
přímým důsledkem tvrzení 5.6.5. © 

Budeme se nyní zabývat esenciálním spektrem operátoru A. Pomocí tvrzení 
8.4.2 nejprve odvodíme následující kritérium. 

10.4.4 Věta: Rceálné 4 patří do o „(A) právě tehdy, když pro každé « > 0 platí 

dim Ran E(A—g, A+ ) = o. (3) 

Důkaz: Nechť platí podmínka (3); uvažujme nerostoucí posloupnost („) okolí 

bodu A, kde UV,:= (4—1/n,A+1/n), která podle (9.1.4b) splňuje vztah 

s-lim E„(UV,) = E„(2)). Jestliže existuje  takové, že E,(U,„) = E,(U) pro 

všechna m > , potom E() = E„(U), a protože podle předpokladu 

dim E„(U;) = %, je A vlastní hodnota nekonečné násobnosti, tj. 2€ o (A). 

V opačném případě lze vybrat posloupnost (U„) splňující vztah E,(U„) * 

É E„(U„) pro' k+=1,2,....  Vzhledem k tomu, že systém množin 

d Vg k=1,2,.. je disjunktní, tvoří projektory E„ := E„(4A) 

ortogonální systém. V každém podprostoru Ran £,; vybereme jednotkový 

vektor X„, tj. x% = Ex; potom platí (viz cvičení 9.17) |(A — )) u|* = 

= (|je — Ndne, = [|6—7 Adm, < (1/m)* > 0. Díky ortonormalitě nelze 
Ak 

z posloupnosti (x,; vybrat posloupnost konvergentní, takže opět A€ o (A). 

Předpokládejme nyní, že podmínka (3) neplatí; potom je zřejmé, že A není 

vlastní hodnotou nekonečné násobnosti a vzhledem k tvrzení 8.4.2 stačí ověřit, 
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že A je regulární hodnotou operátoru A; := A H(N„(2))“. Pro nějaké e > 0 tedy 

platí dim Ran E„(U(2)) < ; odtud vyplývá, že existuje kladné ó < « takové, 

že 

E,(4—0, ) = E( 1+0) =0 (4) 

(viz příklad 9.1.7); potom N(2)* = Ran (7— E„((2))) = Ran(7— En( U „(2))). 

Díky tomu, že A, je samosdružený (viz cvičení 7.29), platí A € o(A,;) právě tehdy, 

když existuje c > 0 takové, že |(A, — 4) x|? z c||x|* pro všechna x € D(4:), 

tj. všechna x € D, splňující rovnost E„(U s(24)) x = 0. Z formule (9.4.4) plyne, 

že uvedená nerovnost je splněna pro c = o: 

jA — AYx = | |é— APdn, S Šxl0. " 
RŮs(4) 

10.4.5 Důsledek: Esenciální spektrum je uzavřená množina. 

Toto tvrzení bezprostředně vyplývá z podmínky (3); čtenář si je snadno dokáže 

sám. 

Uvedeme ještě další nutné a postačující podmínky pro to, aby dané A patřílo do 

esenciálního spektra samosdruženého operátoru. První z nich je užitečnou modifi- 

kací obecné definice z $ 7.2 (srv. též s důsledkem 7.3.6), která je výhodná pro 

ověřování stability (viz níže tvrzení 9); druhá udává jednoduchou topologickou 

charakteristiku esenciálního spektra. 

10.4.6 Věta: Pro libovolné reálné 4 jsou následující podmínky ekvivalentní: 

(a) A4€ 0(A); 
(b) existuje posloupnost jednotkových vektorů x, € D,, která slabě konverguje 

k nule, přičemž lim |(A — 2) xŇ| = 0; 

(c) 4 je hromadný bod množiny (A) nebo vlastní hodnota nekonečné násob- 

nosti. 

Důkaz: Implikaci (a) > (b) jsme ověřili v první části důkazu věty 4 (připo- 

meňme, že každá posloupnost ortonormálních vektorů slabě konverguje k nule — 

viz Besselovu nerovnost (4.2.7)); naopak, jestliže posloupnost (x,) splňuje (b), 

potom z ní nelze vybrat konvergentní posloupnost (muselo by totiž platit 

X„, > 0, což je ve sporu s podmínkou |*x | = 1 pro všechna k«), takže 

A € 0 „(A). Zbývá ověřit ekvivalenci podmínek (a) a (c). Jestliže neplatí (c), 

potom buď 24 0(A), a tudíž neplatí (a), nebo jde o izolovaný bod spektra ta- 

kový, že dim Ran E„((4)) < %. Existuje tedy 0 > 0, pro něž E„(U(2)) = 

= Eó„((4)), takže dimRan E,(U(4)) < o az věty 4 plyne A6 0w„(A). 

Naopak, jestliže 1€ 0.,„(A), potom 

dim Ran E„(U(A)) = n < (5)
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pro nějaké g > 0. Je-li n = 0, máme 14 o(A); pro n ž 1 plyne z podmínky 

(5) vztah (4), což znamená, že 2 je izolovaným bodem spektra a současně vlastní 

hodnotou násobnosti nejvýše z. W 

10.4.7 Poznámka: Množina o(A) := o(A)Mo „(A) se nazývá diskrétním spek- 

trem; z tvrzení (c) předchozí věty plyne, že diskrétní spektrum je tvořeno právě 

všemi izolovanými body spektra, které jsou vlastními hodnotami konečné násob- 
nosti. Jestliže o„(A) = , tj. o(A) = o(A), říkáme, že samosdružený ope- 

rátor A má čistě diskrétní spektrum. Na rozdíl od operátoru s čistě bodovým 

spektrem nyní máme o ,(A) = o„(A) = oG(A) (srv. s tyrzením 7.3.9), přičemž 
každá vlastní hodnota má konečnou násobnost. Z podmínky o (A) = d plyne 

existence ortonormální báze tvořené vlastními vektory operátoru A, takže každý 

operátor s čistě diskrétním spektrem má čistě bodové spektrum (ale ne naopak — 

najděte příklady!). Dále se ukazuje, že o„(A) = 9 právě tehdy, když pro každé 
„ € o(A) je (A — )" kompaktní (viz komentář); proto se operátorům s čistě 

diskrétním spektrem často říká operátory s kompaktní rezolventou. 

  

10.4.8. Příklad: Uvažujme samosdružený operátor A s čistě diskrétním spektrem 
na nekonečnědimenzionálním Hilbertově prostoru X. Potom každý bod spektra 

je izolovaný, takže spektrum je nejvýše spočetná množina: o(A)=(4;: j= 1, 2, ...). 

Označíme-li E;:= E„((2,1), dostáváme z formule (1) > E; = 7/. Podle předpo- 
7 

kladu je každý z projektorů £; konečnědimenzionální, a protože: dim. = , 

musí být o( 4) nekonečná množina. Kdyby byla omezená, obsahovala by hromad- 

ný bod, což je ve sporu s podmínkou o (A) = W. Tedy spektrum není omezené, 

a tudíž A není omezený. Na nekonečnědimenzionálním *? je tedy každý samo- 

sdružený operátor s čistě diskrétním spektrem neomezený. Ekvivalentně lze říci, 

že z podmínky dim.W = % pro každý hermitovský operátor A na % plyne 

0(A) * 0. 

Z podmínky (b) věty 6 ihned vyplývá stabilita esenciálního spektra samosdruže- 

ného operátoru vůči kompaktním poruchám. 

10.4.9 Tvrzení: Pro libovolný hermitovský kompaktní operátor C platí 

oO(A + C) = omlA). (7) 

Důkaz si čtenář snadno provede sám pomocí věty 6.1.2. Poznamenejme, že rovnost 

(7) platí i za slabších předpokladů (viz komentář). 

Na závěr probereme klasifikaci bodů spektra samosdruženého operátoru, která 

se užívá v teorii rozptylu. Je založena zhruba řečeno na tom, v jakém vztahu 

k Lebesgueově míře m na R jsou míry u(.) = (x, E„(.) x) pro různá xe .». 

Symbolem , označíme systém všech množin : Nc g splňujících vztah 
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332  m(N) = 0 a zavedeme následující podmnožiny v : 

H z o i=s€nc H: K([N) = 0 pro všechna Ne o 

PA = , = (x E W existuje N, c F takové, že „(RW,) = 0). 

10.4.10 Poznámka: Užijeme-li terminologie zavedené v $ A.9, můžeme říci, že 

množina „ resp. , obsahuje právě všechna x €.M, pro něž je míra u(.) 

absolutně spojitá, resp. singulární vůči Lebesgueově míře ;n. Ukážeme, že množinu 

, lze charakterizovat rovněž pomocí funkce £ > a,(!) := (% EWx).  Nechť 

x € , takže m(l8) = 0 pro všechna £€ R; funkce g, je pak spojitá, tj. 

u((4, b)) = 0o(b) — o(a) pro všechna reálná a < b. Z podmínky u, 4 m 

potom plyne absolutní spojitost funkce o v R (viz tvrzení A.9.1). Naopak, je-li 

funkce o, absolutně spojitá v R, pak pro borelovskou míru v,, v„(B) := fa; dm, 
B 

a každý omezený interval JC R s koncovými body a S b platí v(J) = 

= gf(b) — o,(a) — viz poznámku A.9.6. V důsledku spojitosti funkce o, platí též 

udN) = o(b) — oda), takže u[(J) = v(J) pro každý omezený interval J. 

Odtud plyne u = v, (viz důsledek A.4.7), a protože míra v, je zjevně absolutně 

spojitá vůči m, je 1 u, $ Mm. Vidíme tedy, že množina W je tvořena právě těmi 

x € W, pro něž je funkce o, absolutně spojitá. 

10.4.11. Tvrzení: Množiny F a , jsou navzájem ortogonální uzavřené pod- 

prostory, které redukují operátor A. Dále platí f == H„OD P, 

Důkaz: Pomocí elementárních vlastností projektorů ověříme, že x € H právě 

tehdy, když E„(N) x = 0 pro všechna Ne , resp. y € w právě tehdy, když 

existuje : N, c , takové, že E„(N „) y = y. Pro libovolná xEH VER, 

potom máme (x, y) = (x, E„(N) y) = (E„(N,)x, y) = 0, takže a 1 , 

což je ekvivalentní vztahu H C f 5. Ukážeme, že platí rovnost: skutečně, pro 

libovolné NE , a x6) zjevně máme E„(M) x € W odtud pro xE H) 

vyplývá 4 (N) = (x, E „(N)x) = 0. Platí tedy: H7 w) a k dokončení 

důkazu stačí ověřit, že , je uzavřený podprostor, který redukuje operátor A. 

Nechť y, > y kde y, « W, pro n= 1,2,... existují tedy množiny N, € Řo 

splňující vztah E„(N„) Y„ = Y n= 1,2,.... Potom N:= U1 N, rovněž patří 

do Z pro všechna m platí: E„(N) y, = EG„(N) EG„(N) Y„ = E„(N) Y2 = Yn 

a limitní přechod dává E„(N) y = y, takže množina J je uzavřená. Podobně se 

ověří, že , je podprostor. 

Konečně, tvrzení o tom, že X/ redukuje operátor A, je ekvivalentní tomu, že pro 

každé x6 , a teR platí EWx e W, (viz větu 10.3.2 a cvičení 7.28). Nyní 

pro x € , máme E„(N,) x = x, a protože operátory E „(M,) a E komutují, 

dostáváme E„(N) EWx = EWE(N)x= EWx, tj. E xe , U
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Podle výsledku cvičení 7.29 jsou A„ := A1 a A,:= A1.%W, samosdružené 

operátory na Hilbertových prostorech / resp. % nazýváme je absolutně spoji- 

tou resp. singulární částí operátoru A. Z tvrzenl které jsme právě dokázali, plyne, 
že A je ortogonálním součtem těchto operátorů: 

A = A ©A, (8a) 

(viz $ 7.4). Jejich spektra, pro něž se užívá označení o (A) resp. a(A) a názvů 

absolutně spojité resp. singulární spektrum operátoru A, splňují (viz cvičení 7.29) 

o(A) = 0„(A) V o(A). (8b) 

Vedle rozkladů (8a) existuje další vyjádření samosdruženého operátoru ve tva- 

ru ortogonálního součtu A = A, © A„ kde A,:= AlW, A := A 

a H,:= >? MA); odpovídající rozklad spektra má tvar «A) = AA) v 
Acop(A) 

o(A.), přičemž o(A) = o„(A) (viz příklad 7.4.5). Je zřejmé, že , C H 
skutečně, ke každému x€W, existuje nejvýše spočetná množina M, = 

= (4; j = 1,2,...) C o (A) taková, že x = lim z x;, kde x, € M(2,) (viz větu 
n o j=] 

4.5.3 a cvičení 4.19). Zjevně N, C , a E„(N)x = lim > E„(N,) x;; nyní 
n> o j=] 

x= E„(9) xy a E„(N) E„((23) = E„(2)) pro j = 1,2,...; z toho plyne 

E„(N,)x = x neboli x€.%. Pokud je , * W, označíme symbolem H 
ortogonální doplněk podprostoru % v m tj. 

H= HO Ho, kde H'== H 0R) P0) 

Položíme A„:= A! A 19 a o„(A):= odA4.); potom operátor A 

nemá žádné Vlastnl hodnoty ) a stejně jako v příkladu 7.4.5 dostáváme vztahy 

A, = A,© A; a o(A) = o(A) = o(A) V oJ(A). ( 

Díky tomu. že A„ nemá vlastní hodnoty, je rozklad jedničky (Z spojitý; 
operátor A„ nazýváme singulárně spojitou částí operátoru A a množinu o (A) 
singulárně spojitým spektrem. Kombinací rozkladů (8) a (9) dostáváme 

A=A,© A,© A., © o(4) = o(4) v o(4) v o(4).  (10) 

10.4.12 Poznámky: (a) Operátor A, = A! W nemá vlastní hodnoty, takže 

rozklad jedničky (£9) je spojitý. Na základě toho někteří autoři (viz např. [RN], 
|RS 1] aj.) definují spojité spektrum operátoru A jako spektrum operátoru A,. 

1) Odtud je vidět, že podprostor X je vždy nekonečnědimenzionální. 
A 

A 
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Upozorňujeme, že množiny a(A) a o(A,) se obecně liší; např. druhá je vždy 

uzavřená (je to spektrum), zatímco prvá může být otevřená (najděte příklady), 

dále rozklad o(A) = o(A) Y o (A) je disjunktní, kdežto množiny o„(A) 

a o(A.) obecně disjunktní nejsou (viz komentář). 

(b) V definici podprostoru A je zahrnuta podmínka W 7 (0); proto je vždy 

o(A „) * d (viz větu 1c). Je však zvykem zapísovat rovnost H=R P 

© W = , konvenčně ve tvaru: o(Ag) = 0 

(c) Vzhledem k tomu, že podprostory % a W, jsou ortogonální, platí inkluze 

o„(4) C om(A). (11) 

Skutečně,  pro | 2€ o (A) existuje : posloupnost jednotkových  vektorů 

x, € D, 0 , takových, že (A — A)x, > 0. Z ní nelze vybrat konvergentní 

posloupnost (x „), protože pro x := lim x,, by platilo |x| = 1 a Ax = Ax (viz 
k= m 

důkaz tvrzení 7.2.8), tj. x € JF„ a současně podmínka (X C H implikuje 

x E5 je tedy 2€ 0 (A). 

10.4.13 Příklady: (a) Uvažujme postor L(R, d), kde e je libovolná borelovská 

míra na R. Najdeme podprostory , a , pro operátor ©, násobení nezávisle 

proměnnou na Zí(R, dg). Podle věty A.9.3 existuje jednoznačný rozklad: « = 

= W F u kde míra u resp. , je absolutně spojitá, resp. singulární vzhledem 

k Lebesgueově míře, tj. existuje množina MN, € , taková, že 

u(RN)=0 a ndN)=O. (12) 
Vztahem | 

nA w.(x), x € RW,, 

(U DO = , xe N,, (13) 

je definován izomorfismus direktního součtu I(R, du„) © L*(R, du) s pro- 

storem Z*(R, du); to se snadno ověří pomocí rovností (12), z nichž např. 

plyne — (1 d = [ des — | dn, | Pr podprostory | JA = 
= (U[ O]: w E L20R, d) a , := (UJ0, wpoj: $ E LYR, du,)) zjevně platí, 
že jeden je ortogonálním doplňkem druhého. Přitom Y € $ právě tehdy, když 

Y = yvW, a vzhledem k tomu, že spektrální rozklad operátoru © je dán vztahem 

(Eo(M) ) (x) = xm(X) Wx) (viz : příklad 10.3.6), : máme peH, P 

e p= E(N) Y, neboli H, = H Potom HF = H) = H" = H, a dospí- 

váme k následujícímu závěru: pro operátor O jsou podprostory J resp. H 

izomorfní prostorům L*(R, du,), resp. L*(R, du,), přičemž příslušný izomorfismus 

je dán formulí (13). Odtud např. pro operátor © na IŽ(R) vyplývá HF = L*(R), 

takže jeho spektrum, které vyplňuje celou reálnou osu (viz příklad 7.3.8), je čistě 

absolutně  spojité: R = 0) = «(0). 
+
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(b) Najdeme postačující podmínku pro to, aby operátor 7; € L (L*(R")) náso- 
bení reálnou borelovskou funkcí f splňoval 

H(T) = L'(RN). (14) 

a tedy také o„(7)) = «T/). 

Podle příkladu 9.4.5 platí 7; = ff dE, kde E(.) je projektorová míra na R" 

taková, že E(M) = T,, pro každé Me.2". Odtud pro spektrální míru £E(.) 

operátoru 7; dostáváme E/(.) = E(f"(.)) (viz příklad 10.3.6), takže pro 
všechna p € LY(R") a NEg platí 

|EM) v = J || dm,. 

AB 

Pro splnění rovnosti (14) tedy stačí, aby 

m(N)=0 > m(f-WNy)=0. 

Ukážeme, že tato implikace platí např. tehdy, jestliže f = h, kde funkce A je 
definována na celém R" předpisem 

h(x,..., X):= >) x). (15a) 

Zavedeme otevřené množiny G, := ([X;, ..., x„] € R": +x,; > 0]; pro množinu 

F:= RWG, v G-) pak máme F=(0xRx...xR, takže m(F) = 0. 
Definujme nyní zobrazení w: G, > R" takto: w,:= h, w(x.,...Ů, x„) := Xjs 

j= 2,3,..., n. Snadno ověříme, že w je injektivní: z podmínek w(x,,..., x,) = 

= W(Y3..<. Y,), j= 1,2,..,m totiž plyne x= y; pro j=2,3,..., n 

a xf = yj( což je na množině G, splněno jen pro x = y;. Dále je zřejmé, že 

existují spojité parciální derivace d,w;, přičemž pro příslušný jacobián dostáváme 

D(x ..., X„) = 2x; > 0; jsou tedy splněny předpoklady věty o substituci. Pro 

dané NE označme N,:= NxRx...xR; potom je 

w(“l)(N„) = h(él)(N) nG, 

a formule (A.7.7) pro $ =1 a B = W"XN) n G, dá 

m(h7)(N) n G,.)= I |D„] dm, S JAIDWA]I dm,. 

N o Ranw NG 

Jestliže: m(N) = 0, je m(N,) = 0, a tedy také m(h"WN) n G,)=o. 
Podobně zjistíme, že : m(h"""(N) o G-)=0, a protože: m(F)=0, je 
m (h = 0. 
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Pro operátor 7; násobení funkcí (15a) tedy platí az(7,) = L*(R"); pomocí 

(8b), příkladu 7.3.8 a inkluzí (11) pak dostaneme 

o (T,) = 0„(T.) = o(T) = Ranh=R*. (15b) 

  

10.5 FUNKCE SAMOSDRUŽENÉHO OPERÁTORU 

Pomocí spektrálního teorému a pravidel funkcionálního počtu je pro daný samo- 

sdružený operátor A definována třída operátorů, které nazýváme „funkcemi 

operátoru A“. Studiu jejích vlastností je věnován tento paragraf. 

Jako obvykle značíme symbolem E„(.) spektrální míru operátoru A; díky 

tomu, že tato míra je jednoznačně určena operátorem A, platí totéž o množině 

d;, = BW všech E,„-s.v. definovaných borelovských funkcí g: R > Č (viz 

$8 9.4). Z podmínky E„(RWo(4)) = 0 plyne, že do množiny J( patří všechny 

borelovské funkce definované na o(A); jelikož každá spojitá funkce je borelovská, 

platí 

C(a (A)) C H0 (1) 

Nyní pro každé g 6 44 je operátor T9(g) plně určen funkcí g a operáto- 

rem A; je zvykem značit tyto operátory g(A), tj. g(A) = 7*9(g) pro všechna 

g E dW, a nazývat je funkcemi samosdruženého operátoru A/") Platí pro ně 

samozřejmě všechna tvrzení odvozená v $9.4. Avšak ta okolnost, že E„(.) je 

spektrální mírou operátoru A, umožňuje v některých z těchto tvrzení doplnit 

předpoklady o podmínky vyjádřené pomocí A a dostat tak řadu nových výsledků. 

Nejprve však probereme několik příkladů. 

10.5.1. Příklad: Na prostoru Z*(R, duw), kde 4 je nějaká borelovská míra, uvažuj- 

me operátor © násobení nezávisle proměnnou. Užijeme-li označení z příkladu 

7.3.3, vidíme, že , = Tu, takže jde o samosdružený operátor. Na základě 

výsledků příkladu 9.4.5 pro libovolnou borelovskou funkci f R > C dostáváme 

T = f f dEW, 2) 

kde projektorová míra EW(.) je pro každé M € £' dána vztahem EW(M) = T 

Pro f= id představuje rovnost (2) spektrální rozklad operátoru , 

1) Uvedené označení je vhodné pro zápis elementárních funkcí (exp, sin atd.), kde vyjádření ve tvaru 

T (E4(gp) je těžkopádné. Není v něm však zachyceno, že se jedná pro dané A o funkční hodnotu 

zobrazení z množiny © — spíše vzniká chybný dojem funkční hodnoty zobrazení g(.), v němž 

operátor A hraje roli „nezávisle proměnné“. Tatáž námitka se vztahuje na termín „funkce operáto- 

ru“.
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Uvažujme libovolnou funkci g € 499 Množina Ne., na níž tato funkce 
není definována, je EW-nulová; položíme 

f(x) := g(x), xeRvN (3) 

(v bodech EW-nulové množiny N Ize funkci J dodefinovat libovolně, např. 
f(x):= 0, x€ N); potom ze vztahu (2) a věty 9.4.8d vyplývá 

Tfm = J_f dEW = Iw dEW = q;(Qu)_ 

Pro každé g € 9 je tedy gp(©,) operátor násobení funkcí f která je triviálním 
rozšířením funkce g na celé R. 

10.5.2 Příklad (funkce operátoru P na Z%(R)): V příkladu 7.4.12 jsme pro samo- 
sdružený operátor P definovaný na podprostoru: : D, = AGC(R) | vztahem 
Py = ziy' odvodili formuli P= F'OE kde F je Fourierův-Plancherelův 
operátor-a © je operátor násobení nezávisle proměnnou na L*(R). Z výsledků 
příkladu 10.3.7 a cvičení 9.21 dostáváme $ = O a 

p(P) = F g(0) F (4) 

pro všechna gp€dW). Díky tomu, že operátory F a F' mají jednoduchou 
funkcionální realizaci (viz příklady 3.2.6 a 5.1.11), dá se za jistých dodatečných 
předpokladů o funkci g najít funkcionální realizace operátoru g(P). Probereme 
dva případy. 

(a) Pro každé acRWR je % unitární „dosazovací“ operátor, jehož akce na 
libovolné w € L*(R) je dána vztahem 

(e7y)) = vx +9). (5) 

Z výsledků příkladu 5.5.3 víme, že operátor U,, kde (U„y) (x) = y(x + a), je 
unitární. Operátor e“" je rovněž unitární, neboť jej Ize vyjádřit pomocí funkce 
[ n) = e ve tvaru FTVM(3,). K ověření rovnosti (5) stačí proto ukázat, že 
e""y = U„p pro vektory nějaké množiny M, která je hustá v XW. Položíme 
M = L'(R) o Z*(R); | pro libovolné : w€ M' formule (4) dává y = 
= F y (0) F a pomocí (3.2.15) dostáváme 

(1.(0) Fy) (x) = (2x) 7* J-e“(“_" Y(y) dy = 
a 

= (2x) * Iei“( Vy) (2) = (FU „v) (x), 

takže dy= Uy. 
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(b) Jestliže g L*(R), je g(P) integrální operátor s jádrem | K(x, y) = 

= (2n) ? (Fg)(y — x), Sj. pro každé v€ D((P)) = F'DIwAO) a sv. 

xe R platí 

(E(P) ) (x) = 2) * J(qu) (- 2) Y) dy. (6) 
R 

Při ověření tohoto tvrzení vyjdeme z toho, že součin funkcí ga y = Fy patří do 

L(R); formule (5.1.5) potom pro s.v. x€R dává 

(w(P) ) () = (F7'om) (x) = 2) *(d FY), (7) 

kde vektor Ďd, € L*(R) je dán vztahem d(y) := e gp(y). Zapíšeme jej ve tvaru 

ď, = lim 7,0, kde T, je operátor násobení funkcí x(- „„„] takže T,0, € Llo D 
no o 

pro všechna m. Z unitarity operátoru F dále plyne 

(d, Fy) = lim (F'7T,d, Y) = lim „(2:;)—“2 J e p(z) dz] Y(y) dy. 
n w no o —-ňn 

V integrálu provedeme substituci y > x + y a užijeme formule (5); po dosazení 

do (7) máme 

J2n(e(P) ) () = lim (FT.dg 7) = 

=(F'd,dřy) = J(F"ló) (») w(x + y) dy. 

R 

Uvážíme-li ještě, že (F "g) (y) = (Fg)(y), dostáváme odtud rovnost (6). 

Odvodíme dále vztah mezi spektrální mírou a rezolventou daného samosdruže- 

ného operátoru. 

10.5.3 Příklad: Pro dané z >0 a konečný interval / = [a, b], kde b > a, 

definujme funkci ;: Rx / > R) předpisem 

e 1 [ 1 00001 

(řodyž+tdď 2i 
Yplt, U) := ; 

t— u-zide t7utie 

dále pro w € J označíme y4%(.) = y£., w). Pro všechna (€ R a € > 0) máme 

b-t a—t 
— arctg > 

€ 

    

b 

gpl) = J Yp(í, u) du = arctg



10.5 FUNKCE SAMOSDRUŽENÉHO OPERÁTORU 

takže |() <.z a lim g = (1/2) (X F Xapy).  Věta 9.3.3d nyní dává 
s+0+ 

g[EA[a, b] + Ey(a, b)] = s-lim p(A) = 

    

: b—- A a— A 
= s-lim |arctg — arctg . 

s>0+ E E 
(8) 

Funkce ÝY, splňuje předpoklady (i)-(iii) tvrzení 9.3.8, a protože pro každé 

ue[a, b] platí: yW(A) = 1/2i(Ry(u+ ie) — Ra(u — )) (viz: důsledek 

10.3.3) a |Rí„(u« z ie)| S supljíé — u e| * = 1/Ě8, dostáváme pomocí první 
rezolventní formule „eR 

|Y89(A) — PWYA)| = 

S Z|Ru(u + 1) — Ra + Ih + S |Ralu — ie) — Ra — 1) — 

1 : : Ť » JŮ — 4| =ž|u— U] (|Ra(u + te) Ra(uo+ie)|| + | R( — ie) Ri(4—ie)||) = yEMNÉ 

Zobrazení 4 > yW(A4) je tedy spojité na J; dáe  |JYXA)| s 
S supí|W4 u)|: e R) = 1/s, takže funkce u |y(A)|| je integrabilní 
na J. Jsou tedy splněny všechny předpoklady citovaného tvrzení, a pro každé 
e > 0 proto platí 

g9p(A) = ŠJ |Ra(u + ie) — R(u — ie)] du; 

po dosazení do rovnosti (8) získáme hledaný vztah mezi spektrální mírou a rezol- 
ventou samosdruženého operátoru A, tzv. Stoneovu formuli: 

E [a, b) + E „(a, b) = —s hmí [Rí(u + ie) — Rí(u — ie)]| du. (9a) 
J z20+ 

Uvážíme-li dále, že pro každé c€R platí s-lim E„((c + ó)) = 0 (viz příklad 
ó->0+ 

9.1.6), dostaneme ze Stoneovy formule následující vyjádření projektoru 
E = E(— , t], t > a; pomocí E a integrálu z rezolventy 

1 ttó 

EW — EW = — s-lim (s-lim [Ra(u + ie) — Rí(u — ie)] du]. | (9b) 
2x1 s>0+ Ve20+ Aar+ó 

Poznamenejme, že na této rovnosti je založena jedna varianta důkazu spektrálního 
teorému — viz např. [We], $ 7.3. 

339



340 

10 SPEKTRÁLNÍ TEORIE SAMOSDRUŽENÝCH A NORMÁLNÍCH OPERÁTORŮ 

V předchozím paragrafu jsme zjistili, že množina regulárních hodnot samosdru- 

ženého operátoru A je E,„-nulová (věta 10.4.1). Z věty 9.4.8d potom vyplývá, že 

operátor g(A) je plně určen funkcí gp! o(4). Ukážeme nyní, že pro funkce g, 

které jsou spojité na množině o(A), lze zesílit tvrzení věty 9.4.10. o spektru 

operátoru g(A). 

10.5.4 Tvrzení: Pro každé g € C(o(A)) platí o(g(A)) = g(o(A)). V případě, 

že operátor A je omezený, je g(o(4)) uzavřená množina, takže Á gplA)) = 

= gp(a(A)). 
Důkaz: Jestliže y € g(o(A)), tj. y = g(x) pro nějaké x € o(A), potom díky 

spojitosti g v bodě y existuje ke každému okolí UV(y) kladné ó takové, že 

(x— d,x+ d) p WU(y)). Z podmínky x€ o(A) plyne E„(x — d,x+ d A 

z 0, a tedy také E,(g("""(U(y))) * 0, tj. y REY(g) = o(g(A)). Platí tedy 

inkluze : g(o(A4)) C o(g(A)), z níž vzhledem k uzavřenosti spektra plyne 

g(o(A)) C o(g(A)). Uvažujme dále libovolné z$ W(o(A)), takže pro nějaké 

okolí tohoto bodu platí U(z) © g(o(A)) = Ú. Přechodem ke vzorům dostáváme 

g W(U(2)) o o(A) = ; | množina g "(W(z)) je proto E„-nulová, a tudíž 

zé o(gp(A)). Tím je ověřena rovnost o(g(A)) = g(o(A)). 

Pro hermitovské operátory je spektrum kompaktní, a množina g(o(A)) je proto 

uzavřená (viz věty 2.5.3 a 2.5.5). II 

10.5.5 Příklad: Najdeme kritérium pro to, aby dané 16€ C patřilo do spektra 

unitárního operátoru U. Pro spektrální míru Eg(.) platí | En(— , 0) = 

= E„|2x, + %) = 0, takže operátor A„:= 7 (id) je hermitovský a «As) 

C [0, 2x]. Jelikož funkce s > m(s):= e je spojitá, je spektrum operátoru 

U = T() = (Avg) dáno vztahem o(U) = m(o(Ap)), tj. A € o(U) právě 

tehdy, když A = e“, kde s€ o(Ag). Poslední podmínka je ekvivalentní poža- 

davkům s€ [0,2x] a Eg(s— e, s+£) = Ev((s— e s+e) 0 [0, 2xn]) * 0 pro 

každé >0 (viz větu 10.4.1a). Pro 171 jes určeno jednoznačně a leží 

v intervalu (0, 2x), zatímco číslu A = 1 odpovídají hodnoty s = 0 a s= 2m. 

Proto vztah 1 € o(U) platí právě tehdy, když pro každé e > 0 splňuje rozklad 

jedničky (E( alespoň jednu z podmínek E) 0 a BD.A 1 

Vyšetříme složenou funkci samosdruženého operátoru A. Jestliže funkce 

w € d( je reálná, potom spektrální mírou samosdruženého operátoru w(A) je 

E„(.) = E(w(.)) — viz příklad 10.3.6. Pro každou borelovskou funkci , která 

je definována na množině RW, kde E(w")(N)) = 0, z formule (9.4.18) plyne 

(9o w)(4) = TŮřAgow = F**(9g) = píwA). (10) 

Pro operátory (g 9 w)(A) dostáváme tedy rovnost, která má stejný tvar jako 

vztah pro výpočet hodnoty funkce go w v daném bodě x€R.
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10.5.6 Příklad: Funkce j|id| je borelovská a pozitivní, takže pro každé 
A „() je definován pozitivní operátor |id| (4). Je zřejmé, že D(Jid| (4)) = 
= D,; jestliže A je pozitivní, liší se funkce id a |id| na E£,-nulové množině, 

a proto A = Jid| (4) pro A = 0. Uvažujme borelovské funkce: w:= jď 

a g: [0, ) > R, kde g(/) := Jt. Pro tyto funkce Ize užít formule (10), a protože 

gpow>= |id|, dostáváme vztah jid| (4) = (4*)'?. Srovnáním s formulí (5.3.11) 
získáme pro hermitovské A rovnost |id| (4) = |A|. Je zvykem značit operátor 
jid| (4): symbolem |A]. 

Ukážeme, že díky formuli (10) je možno omezit se při vyšetřování operátorů 
g(A) na případy, kdy A je hermitovský. 

10.5.7 Tvrzení: Ke každému samosdruženému operátoru A existuje hermitovský 

operátor A a spojitá reálná ryze monotonní funkce f taková, že Ranf=R 
a A = f(4). 

Důkaz: Uvažujme libovolnou spojitou ryze monotonní funkci w, která zobrazuje 

Rna omezený interval J C R; můžeme např. položit w(£) = arctg č pro všechna 

reR. Potom: mwWRW) = , takže inverzní funkce f = w je E„-s.v. 
definovaná a pro každé e R platí f(m()) = 4 tj. f ow=id a Ranf=R. 

Formule (10) potom dává A = f(A), kde operátor A := w(A) je hermitovský 
díky omezenosti funkce w. N 

Zbytek tohoto paragrafu je věnován větě, která charakterizuje všechny funkce 

daného samosdruženého operátoru výhradně pomocí pojmu komutativity zavede- 

ného v $ 7.4. Začneme tím, že libovolné množině  lineárních (ne nutně omeze- 

ných) operátorů na daném Hilbertově prostoru % přiřadíme následující dvě 
množiny 

P :=(Be R(MW): BTC TB prokaždé Te F), (11a) 

Sx =iTE F(H): BTC TB prokaždé BeSP). (11b) 

Tyto definice představují modifikaci obecných algebraických pojmů komutantu 

a bíkomutantu (viz $ 13.1) pro případ, kdy běžný pojem komutativity nahradíme 

relací (7.4.4), která definuje komutativitu dvojice operátorů, z nichž jeden může 

být neomezený. Pro množinu ' která je vždy podprostorem v F(21), budeme 

užívat názvu komutanít, zatímco množinu 7 jejíž prvky jsou uzavřené hustě 

definované operátory, nazveme rozšířeným bikomutantem'). Pomocí komutantu 

můžeme např. zapsat tvrzení (b) věty 10.3.2 ve tvaru (A)' = () = (E„C.)Y 
(poslední rovnost plyne z výsledku cvičení 9.7). Z těchto vztahů a věty 9.4.10d 

dostáváme pro množinu všech funkcí operátoru A inkluzi 

l(A): pe 09 cA (12) 

") Je zřejmé, že $% není totožné s bikomutantem S = (97)'; platí pouze inkluze P" C S 
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Na základě tohoto vztahu nemůžeme zodpovědět otázku, které z prvků množiny 

(A)Z jsou funkcí operátoru A. V případě separabilního 3/ však existuje velmi 

jednoduchá odpověď: každý operátor T € (Ajs lze zapsat ve tvaru T = G( A), 

tj. ve vztahu (12) platí rovnost. K jejímu ověření budeme potřebovat následující 

pomocné tvrzení. 

10.5.8 Lemma: Jestliže A je samosdružený operátor na separabilním Hilbertově 

prostoru , existuje konečná nebo nekonečná ortonormální množina (X„l.—15 

N < , taková, že 
N 

„ = P? x,), 
n=1 

kde (x) je uzávěr lineárního obalu množiny (E„(J) x: Je M a je systém všech 

omezených intervalů na reálné ose. 

Důkaz: Pro každé J€./ lze operátor E„(J) zapsat jako x/(A); z pravidel 

funkcionálního počtu potom plyne, že y€ x) právě tehdy, když existuje 

posloupnost (s„) schodovitých funkcí splňující 

y = lim s (A)x. (13) 

Jelikož pro libovolnou schodovitou funkci s a každé J C / je součin x;s opět 

schodovitá funkce, plyne ze vztahu (13) £„(J) — invariance podprostoru $(x) pro 

každé x € JP. Pro příslušný projektor, který označíme P(x), odtud dostáváme pro 

všechna J€./ rovnost 

P(x) E (J) = E„(J) PY) (14a) 

(viz cvičení 7.28). Dále z vlastnosti projektorové  míry plyne x= 

= lim E„(—n, n)x, tj. 

P(x)x= x (14b) 

pro všechna xE HF. 

Podle předpokladu existuje nejvýše spočetná množina Y = (yj) C ) taková, 

že Y = ; bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že všechny její prvky 

jsou nenulové. Položíme x := y;/||y.||; podle (14b) máme P(x) y; = Y 

Jestliže P(x,) y; = y; pro všechna j = 2, potom podmínka Ý = W implikuje 

P(x,) = I a věta je splněna pro N = 1. V opačném případě položíme 7 := 

= miní(j: j > 2, Mx) y; A y), X:= (I— Pxy)) yj, a x)= x5/ ||x2l. Ukáže- 

me, že projektory P(x,) a P(x) jsou ortogonální. Pro každé z € ? ze vztahu (13) 

plyne P(x:) z = lim s,(A) x; a pomocí (14a) dostáváme 

  | lim s,(A) P(x1) (7— P(x )) y = 0, 
Xs|| n- 

2 

P(x,) P(x:) z = lim M(x,) s„(A) x, =



10.5 FUNKCE SAMOSDRUŽENÉHO OPERÁTORU 

takže P(x,) P(x) = 0. Užijeme-li ještě rovnosti x = P(x) x, zjistíme, že 

(P(x) + P(x)) yy, = (Plx1) + Píxo)) (x2 + Plx1) yj) = o + Plx:) Yj = Ps 

což spolu s podmínkami P(x) yy= y» 1%7j“,, dává (P(x)+ P(x2)) y; = y; 

pro 1< /S j;. Dále hledáme nejmenší j, pro něž y;— (P(x,) + P(x2)) y * 0, 

atd. Indukcí ověříme, že po m-tém kroku dostaneme ortonormální množinu 

(X1,..., x„) takovou, že odpovídající projektory P(x,),..., P(x,) tvoří ortogo- 

nální systém, přičemž >) P(xi) yy = y; pro 1 < j S 7/, Proces skončí po 
k=1 

N 

N-tém kroku, jestliže : >) W(x;j) yy = y; také pro všechna j/ jv+1, t 
k=1 

N 

Py; = y; pro všechna j; zde P:= 1;1 P(x,) je projektor na podprostor 

N 

> 9 9(x,). V případě nekonečného počtu kroků budou vztahy Py; = y;, 
k=1 

j= 1,2,..., splněny pro P:= s-lim > Mx,), což je projektor na podprostor 
n*+© k=1 

Y9 (x:) (viz $ 5.4). V obou případech z podmínky Ý = W plyne P=1I, 
k=1 
čímž je důkaz dokončen. N 

10.5.9 Věta: Jestliže A je samosdružený operátor na separabilním Hilbertově 

prostoruS, potom podmínka 7T'e(Ap; platí právě tehdy, když T = g(A) pro 

nějakou borelovskou funkci g: R > C. 

Důkaz: Vzhledem k inkluzi (12) zbývá dokázat, že každé 7' s (A4) je funkcí 

operátoru A. Nejprve najdeme pro každé y € D; borelovskou funkci g: R > C 

takovou, že 

yE D(9(A) a gp(A)y= Ty. (15) 

Budeme užívat označení z důkazu předchozího lemmatu. Z rovnosti (14a) pro 

každé x€ ? plyne P(x) s (EWY = (A), a protože Te (A platí inkluze 

P() TC TMx). (16a) 

Odtud pro všechna y € D; dostáváme P(y) Ty= TPy)y = Ty, Ň 

Tye XWy),  yeDr. (16b) 

Potom podle (13) pro nějakou posloupnost (s,) schodovitých funkcí platí 

Ty = lim s,(A) y. (16c) 
no o 
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Získali jsme tak cauchyovskou posloupnost (s,(A4) y) C W a pomocí formule 

(9.4.4) zjistíme, že (s,| je cauchyovská v metrice prostoru L*(R, de,). Jelikož míra 

u(.) = (Y E„(.) y) je borelovská, konverguje posloupnost (s,) v metrice pro- 

storu Z*(R, dw,) k borelovské funkci g,. Z podmínky g, E L*(R, dw,)  plyne 

y € D(gp,(A)) a vztah lim f]s„ — g0y|2 du, > 0 dává g((A) y = lim s,(A) y; 

vzhledem k rovnosti (16c) pak dostáváme g,(A) y = Ty. V dalším kroku 

budeme konstruovat vektor ý€ D; tak, aby pro operátor g(A) = (A) 

a všechna B e (A platilo 

TBý = gp(A) Bý. (17) 

Užijeme k tomu ortonormální množiny (x,) z lemmatu 8. Ze způsobu konstrukce 

této množiny je vidět, že lze docílit toho, aby byla částí D,, protože existuje všude 

hustá množina (yj) C Dyr (viz cvičení 7.1) a podle (16a) platí P(x) D, c Dr. 

Položíme 

ý= lim > cC„X,, (18) 
m7 % n=1 

kde fc,) je posloupnost nenulových komplexních čísel taková, že > |a |* < 
1 

a Y je] Za |* < . Tyto podmínky jsou splněny např. pro c = 
n=1 

= (2"01 + |Zx |[9)) ?) první z nich zaručuje existenci vektoru ý díky tomu, 
že (x„) je ortonormální množina. Podobně druhá podmínka spolu s inkluzí 

(x,) C D;, vztahem (16b) a ortogonalitou podprostorů $(x,) je postačující pro 
m 

existenci lim > Tc,„x,; z uzavřenosti operátoru 7 pak plyne ý€ D;. Podle 
m>*© =1 

vztahu (15) nyní platí ý€ D(g(A)) a g(A)ý= Tý, a protože operátory 7' 

i g(A) patří do (Alg, pro každé Be (A dostáváme Bý Dr n D(g(A)) 

a TBý= BTý = B (A) ý = gp(A) Bý, což je vztah (17). | 

K dokončení důkazu zavedeme pro / = 1,2,... projektory E, = E„(M;), kde 

M,:= (t R: |g(1)| < /). Snadno ověříme, že pro všechna / platí: E,e (Ař, 

gp(A) E, « () (viz tvrzení 9.4.6) a dále sl—Jlgl E, = I (viz (9.1.4a)). Jelikož 

rovněž všechny operátory P(x,) patří do (A a dále s(A4) e (4) pro každou 
schodovitou funkci s, můžeme ve vztahu (17) pro libovolné / a n položit B = 

= E, s(A) P(x ,„); dále podle (18) máme P(x,) ý = c,x,, a protože c, ? 0 pro 

všechna s, dostáváme 

TE, s(A) x, = (A) E; s(A) x, (19) 

pro Zn= 1,2,... a každou schodovitou funkci s.
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Vezměme nyní libovolné z €.%; podle lemmatu 8 a věty 4.5.3 platí z = 

= lim >; z,, kde z, € Y(x,). Dále podle podmínky (13) najdeme pro každé m 
m © p=1 : 

a všechna m = 1,2,..., m schodovité funkce s,„ tak, aby ||z. — S„n(A) x|| < 
< 2 "/m. Odtud plyne vyjádření vektoru z ve tvaru z = lim z", kde % := 

m m o 

= 2) $S„„(A)x,€ D;. Díky tomu, že g(A) E, je omezený operátor, dostaneme 
n=1 

pomocí rovnosti (19) 

g(A) E;z = lim >) g(A) E, s„(A) x, = lim TE"), 
m7© n=sl m o 

Nyní ze vztahu lim £,z% = E,z a uzavřenosti operátoru T plynou podmínky 

E,z € Dr a gp(A) Ejz = TE,z pro [= 1,2,.... Z nich už snadno plyne rovnost 
g(A) = T: Skutečně, pro každé z€ D; platí TE,z = E,Tz > Tz; | nyní 
z uzavřenosti operátoru g(A) plyne z = lim E,z € D(g(A)) a (A)z = Tz, tj. 

I- m 

T c g(A). Vyměníme-li v této úvaze role operátorů T a g(A), dostaneme 
opačnou inkluzi. N 

10.5.10 Poznámka: Tato věta byla zformulována na základě von Neumannových 
výsledků F. Rieszem pro případ, kdy operátory A a T jsou omezené, a zobecněna 
I. Mimurou na neomezený případ. Uvedený důkaz je v podstatě převzat z [RN], 
$ 129, kde lze rovněž najít citace příslušných původních prací zmíněných autorů. 
Poznamenejme ještě, že pro neseparabilní Hilbertův prostor věta obecně neplatí. 
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Pro každé Te S(5/) je definován operátor exp T = u-lim >, T*/k! (viz 
h7 D k=0 

komentář k $ 3.6). Je-li operátor 7' neomezený, nemá tato definice smysl; není 

však vyloučeno, že pro některá x€ C*(T), kde C*(T) := () AXAT*"), řada 
k=1 

>, (7*/k!)x konverguje. Poznamenejme, že množina C "(T) je hustá v W je-li T 
k=0 

samosdružený operátor — viz cvičení 19; není-li tento předpoklad splněn, může 
množina C'"(7) obsahovat pouze nulový vektor, a to i v případě, že operátor 7 
je symetrický (cvičení 20). 

Vektor x € C*(7) nazveme analytickým vektorem operátoru 7; jestliže moc- 
o 

ninná řada >) (z"/m!) | 7"x|, z=C, má nenulový poloměr konvergence, 
n=0 

r;(X) = HKx) $ 0. Z této definice je zřejmé, že množina analytických vektorů 
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daného lineárního operátoru je podprostor, který obsahuje mj. všechny vlastní 

vektory uvažovaného operátoru. 

10.6.1. Tvrzení: Jestliže x je analytický vektor samosdruženého operátoru A, 

potom pro všechna z € C splňující |z| < r(x) platí 

e D(1(A A)x = I 6D jsy, 1 
xe D(4(A)), | mlA)x lmkŽ () 

00 0 . 

kde 1() := exp(iz), seR. 

Důkaz: Pro libovolné přirozené j věta 9.4.8c dává 

1y(A) Ex(— ] )= JÚ:X(—;',;) dl,. 

Dále 

9 pro n=0,1,.. sup 
e R 

z (—]Í)_ t X(- ]])(t) 
k=0     

a pomocí věty 9.3.3d dostaneme 

y(A) E„(—j, ) = s-lim z ) A*E(—],)). 
nRD k=0 

Odtud plyne 
IA
 

1/2 

(Jlnzlz KX-id de) = |m(A) Ea(73 ) xl 

A jat] < 6e 
k 

a aplikací Fatouova lemmatu získáme podmínku Jin Pdu,< , tj. xe D(m(A)). 

Položíme-li speciálně z = ir pro libovolné *< (0, r(x)), dostavame 

s > Zd Ed-jdas S 

Jelr“' d(d< *2, 0<r<ma). (2) 

Zbývá ověřit rovnost (1); jelikož x e C*(A) o D(7y(A)), můžeme pro libovolné = 

užít formule (9.4.4): 

= (iz)“ 1x 
(nz(A) kŽO H A) „ J. 

Nechť 7 €(0, (x)); potom pro všechna |z| < r platí odhad 

(1zt) 

k=o k 

nl0) — ,Žo (IZ)   du,. 

  

  

  

  

  1t1 + žJ —tlmz + er|t\ < zerm; 

((t)— kok'   

užijeme-li nyní vztahu (2), vyplývá rovnost (1) z Lebesgucovy věty. N
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Užitečnost pojmu analytického vektoru je patrna z následujícího tvrzení. 

10.6.2 Věta (Nel/son): Symetrický operátor A, jehož analytické vektory tvoří 
totální množinu, je v podstatě samosdružený. 

Důkaz: Větu dokážeme nejprve pro případ, kdy indexy defektu operátoru A jsou 
si rovny, což zaručuje existenci samosdružených rozšíření; nechť S je jedno z nich. 

Jestliže x je analytickým vektorem operátoru A, je též analytickým vektorem ope- 

rátoru S a platí r(x) = r„(x) = r,(x). Tvrdíme, že pro libovolné y € % funkce 

z > H(z) := (y, y.($) x) je analytická v oblasti G:= (z € C: |jIm z| < (x)/2k. 
Označíme u := Rez, v:= Imz, v(.):= (y Ex(.) x) a zapíšeme funkci F ve 
tvaru: F(z) = f(u, v) + ig(u, v), : kde 

f(u, v) := Jcos (uw) e7"dv(), g(u, v) := Jsin (u) e "dr().  (3) 

Uvedené tvrzení bude platit ukážeme-li, že na G,:= RX (—H(x)/2, (x)/2) 
existují spojité parciální derivace 9,„f, 9,„f, 9,g, d,g, které splňují Cauchyho- 

-Riemannovy podmínky 2,f= 9g a d,f= —d,g. Snadno nahlédneme, že 

tyto vlastnosti mají pro každé / € R parciální derivace integrandů ve vztahu (3); 

z Lebesgueovy věty potom vyplývá, že stačí najít majoranty integrandů, které ne- 

závisí na u a v a jsou integrabilní vzhledem k míře v,„. Poslední podmínku lze na- 

hradit požadavkem kvadratické integrability vzhledem k míře «,(.) = (x, E(.) x) 

— viz tvrzení 9.4.3. Parciální derivace obou integrandů jsou pro všechna Z€R 

a v€ [—r, r], kde r je libovolné číslo v intervalu (0, ((x)/2), majorizovány funkcí 

( h(d) = | exp () pro niž: [(|KCOP A(A S JE Am8 f du(d. 
Nýní podmínka (2) spolu s x € C*($) dává h € Z*(R, du,), čímž je analytičnost 

funkce F v oblasti G dokázána. Její Taylorův rozvoj v okolí bodu z = 0 získáme 
z formule (1): 

o k o k 

H) = Y %ik(y, )= Y Ž—,ik(y,A'“x), I4<KD). (H 
k=0 Kč 

K ověření podstatné samosdruženosti operátoru A je třeba dokázat, že 

Ker (A* z i) = (0). Pro každé w € Ker (A* — i) platí (A*)* w = i*w a položí- 

me-li v rovnosti (4) y = w, dostáváme H(z) = » (z*/kYi(a*)* w, x) = 
K=o 

= e'(w,x). PFunkce F a z» e'(w,x), které jsou obě analytické na G, tedy 
splývají na kruhu |z| < ((x)/2. Odtud vyplývá rovnost F(z) = e'(w, x) pro 

všechna z € G (viz např. [Mar], $ VI.6); speciálně F(£) = e'(w, x) pro všechna 

t €R. Nyní z unitarity 7,(5) plyne, že F je omezená na reálné ose, takže poslední 

rovnost může platit jen když (w, x) = 0. 'Iuto úvahu lze provést pro každý 

analytický vektor operátoru A, a protože podle předpokladu tvoří tyto vektory 

totální množinu, dostáváme z ní podmínku w = 0, tj. Ker (A* — i) = (0). Vztah 
Ker (A4* + i) = (0) se ověří stejným způsobem. 
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Konečně přejdeme k obecnému případu, kdy nepředpokládáme rovnost indexů 

defektu operátoru A. Na Hilbertově prostomuu: PDH uvažujme operátor 

Ag := A © (— A4). Ten je opět symetrický (viz komentář k $ 7.4) a podle cvi- 

čení 8.17 platí  ní(Ag) = n(A) + ní(—A) = n(A)+ n;(A), | takže 

n(Ae) = n (Ag).  Přitom  ns(Ao) = 0 právě tehdy, když  n,(A) = 

= n (A) = 0, tj. podstatná samosdruženost operátoru A„ implikuje tutéž vlast- 

nost operátoru A a naopak. Jestliže x, y jsou analytické vektory operátoru A, je 

vektor [x, y] analytickým vektorem operátoru Ag; odtud snadno zjistíme, že 

množina analytických vektorů operátoru As je hustá v W © A Podle první části 

důkazu je A v podstatě samosdružený, a totéž tedy platí o operátoru A. N 

10.6.3 Poznámky: (a) Z Nelsonovy věty a cvičení 19 vyplývá, že uzavřený symet- 

rický operátor je samosdružený právě tehdy, když má hustou množinu analytických 

vektorů. 

(b) Nechť A je symetrický operátor na , jehož vlastní vektory tvoří ortonormální 

bázi v .2/. Díky tomu, že každý vlastní vektor je též analytickým vektorem, je 

operátor A v podstatě samosdružený (srov. sS příkladem 7.2.2). 

Pro pozitivní operátory existuje užitečná modifikace věty 2 založená na pojmu 

semianalytického vektoru daného lineárního operátoru T; nazývá se tak každý 

vektor x € C*(T) takový, že mocninnářada ?, (z2"/(2m)!) | T"x| má nenulový 
n=0 

poloměr konvergence, o(x) = x) z 0. 

10.6.4 Věta (Nussbaum): Pozitivní operátor A, jehož semianalytické vektory 

tvoří totální množinu, je v podstatě samosdružený. 

Důkaz: Existence pozitivního samosdruženého operátoru $ 2 A je důsledkem 

podmínky A ž 0 (viz větu 7.5.11). Snadnou obměnou postupu užitého v důkazu 

tvrzení 1 zjistíme, že každý semianalytický vektor x operátoru A (který je zjevně 

též semianalytickým vektorem operátoru S) patří pro všechna |z| < o(x) do 

definičního oboru operátoru c($), kde 

c.(£) := cos (z \Í;) ; iž0. 

Speciálně pro z =ir 0O<r<o(x) a mG(.)=(x E s(.) x)  dostáváme 

f cosh (2r J) du () < , a tedy také 
R+ 

Jew du() < ©. 

R+ 

Užijeme-li ještě pro z=u+iw |] S r< x) odhadu |e (Z)) = 

= (s|[cosh (2v /£) + cos (24 [)])'* < cosh v Jt S cosh r /t, získáme rovnost 

2k 

; — k z k 

c(5) x = lim šo(—l) WA X. (5)
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Pro libovolné y € w dále ověříme analytičnost funkce z > H(z) := (y, c($) x) 
na množině G := (z € C: jIm z| < o(x)/2). Postup je stejný jako v důkazu věty 2 

s tím, že relevantní majoranta h € P*R*, du.), jejíž existence umožňuje deri- 

vovat za integračním znakem, má nyní tvar h():=5 /t[exp(r J() +1], r20. 

Konečně pro z€C, |z| < o(x), ze vztahu (5) plyne H2) = Y (—1)z*. 
k=0 

.+(y Ařx)/(2k)!. Vezměme libovolné w € Ker (A* T i); z poslední rovnosti pro 
y = w dostáváme 

ZZk 

  Fez) = (w, x) šo(ii)k |z] < e(x). (6) - (2ky!' 

Funkce na pravé straně je analytická v celém C, takže rovnost (6) platí pro 

všechna z patřící do oblasti analytičnosti funkce £ tj. pro všechna z € G. Jelikož 
R c G, pro každé « «6 R máme 

h 

Konečně pro každé u4€R je c(S) omezený operátor s: normou |a (S)| = 

= |e] = 1; levá strana poslední rovnosti je proto omezená a odtud plyne 

(w, x) = 0 pro každý semianalytický vektor x operátoru A. Tyto vektory tvoří 
podle předpokladu totální množinu, takže w = 0, atedy Ker (A4* + i) = (0). N 

i 
cosh u   

1 1/2 

JF)] = |(w, x)| = J(w, x)| (ž [cosh /2u + cos /24]] . 

  

  

10.6.5  Příklad: Na prostoru  Z%(R) uvažujme operátory A, := 

= 270 FiP)MAR). Pro každé w 6R) tedy platí : (4:4) () = 
=2 "(xy(x) F y(x)), takže A, HW(R) C HWR). Operátor H definovaný na 
SR) pro libovolné 1€ R vztahem 

H= AA 4 Š +Ž(A+ +Aý= —Š—(QZ + P»+o|ramy: D) 
je zjevně symetrický a pro A ž 0 je pozitivní. Ukážeme, že každá z funkcí h 
n = 0,1,... (viz (4.3.4)) je semianalytický vektor operátoru H,. 

Pomocí funkcionálních vztahů pro Hermiteovy polynomy (viz [GR], $ 8.952), 
dostáváme 

Ash, = In+1h., A h,= Inhy,, (8) 

přičemž pro n = 0 má poslední rovnost tvar A h = 0. Pro libovolné přiro- 

zené k z formule (7) vyplývá, že operátor Hý je roven součtu 18* členů tvaru 

CA,A;... A4 kde |e] S max(1,|4/4]) a každé A j= 1,....4k, je rovno 
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jednomu z operátorů Z, A,, A... Pro každé h, získáme pomocí (8) a indukce 

nerovnost 
l 

jA A h] TIA+)0,  1=1,2,.... (9) 
j=1 

Potom řada: Y' (2*/(2k)!) | Hih,|| konverguje, jestliže |z| < (72|c:|) * Podle 
k=0 

Nussbaumovy věty je tedy operátor H v podstatě samosdružený pro všechna 

A > 0. Všimněte si, že z užitých odhadů veličin | Hěh | nevyplývá analytičnost 

vektorů A,„. 

  

10.7 FUNKCE KOMUTUJÍCÍCH SAMOSDRUŽENÝCH OPERÁTORŮ 

Spektrální teorie umožňuje pro danou konečnou množinu A; ..., Ax komutují- 

cích samosdružených operátorů přiřadit každé funkci g: RÝ = C, která splňuje 

jisté podmínky, operátor g(A;, ..., A). Vlastnosti těchto operátorů budeme nyní 

studovat. Pro zjednodušení zápisu budeme uvažovat jen případ N = 2; platnost 

všech výsledků, které uvedeme, lze rozšířit na všechna konečná N přímým zobec- 

V celém paragrafu značí A, A dvojici komutujících samosdružených operátorů 

na daném S se spektrálními mírami E,(.) = E(.) a E„(.) = F(.). Podle 

poznámky 10.3.4b je komutativita ekvivalentní požadavku, aby pro všechna 

M, Ne % platilo 

E(M) K(N) = F(N) E(M). 

Direktní součin projektorových měr E(.) a H(.) označíme P(.). Podle tvrzení 

9.2.6 a věty 10.3.2 je P(.) projektorová míra na R?, která je určena jednoznačně 

operátory A, A' a podmínkou 

P(M x N) = E(M) KN) (1a) 

pro všechna M a Ne £. Situace je analogická jako v případě jediného operátoru 

(viz začátek $ 5); na základě toho budeme pro všechna g € dy, tj. pro všechny 

komplexní borelovské funkce, které jsou definovány P-s.v. v R?, užívat označení 

pW(A, A) := I(9) (1b) 

a nazývat operátory g(A, A') funkcemi komutujících samosdružených operátorů 

A, A'. Ze vztahů (A.1.13e), (1a) a (10.4.1) plyne P(R [a(A) x o(A4)]) = 0, 

takže dď, obsahuje všechny borelovské funkce definované na o(A)X o(A'); 

speciálně platí následující zobecnění vztahu (10.5.1): 

C(o(A) X o(4)) C ó$;.
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Kromě P(.) lze vytvořit direktní součin A.) komutujících projektorových měr 
E(.) a H.) v obráceném pořadí, tj. nahradit (1la) požadavkem P(M X N) = 

= F(M) E(N). Pomocí komutativity pak dostáváme AM X N) = ANX M), 

takže projektorová míra A(.) není totožná s A(.). Pro každé + € d; formule (1b) 
dává 

7 Ů(Y) = f vdP= y(A, A). 

Na základě vlastností omezených komutujících operátorů se dá očekávat plat- 
nost vztahu 

Y(A, A') = pr(A', A), (2a) 
kde 

opr(t, W) := gplu, l), t R, (2b) 

alespoň pro nějakou podmnožinu d obsahující polynomiální funkce. Ukážeme, 
že tomu tak skutečně je, a to pro všechna g € d;y. 

Uvažujme zobrazení w:R* > R* určené následující dvojicí spojitých funkcí 

w: R*=R: w,(£ w) := u, wólt, w) := t.. Snadno nahlédneme, že pro libovolné 

borelovské množiny M, N € R vyhovuje projektorová míra A(.) = Aw".)) 
(viz cvičení 9.2) rovnosti H (M X N) = Ň(NX M) = P(MX N). Z jednoznač- 

nosti pak plyne P(.) = K.) (viz větu 9.2.3) a pomocí tvrzení 9.4.12 dospíváme 
k následujícímu závěru. 

10.7.1. Tvrzení: Pro každé g € d, patří funkce g; definovaná vztahem (2b) do 
d;y a platí rovnost (2a). 

Probereme nyní několik jednoduchých příkladů, kdy g lze vyjádřit pomocí 

jedné nebo dvou funkcí jediné proměnné, a najdeme analogické vyjádření operá- 

toru gp(A, A') prostřednictvím odpovídajících funkcí operátorů A a A'. Uvažuj- 

me funkci R*» [£, u] > gpi(£, u), která závisí jen na první proměnné v následují- 

cím smyslu: existuje funkce: gp€ A definovaná na RW kde E(M) = 0, 
taková, že 

A(E 0) = wD (3a) 

pro všechna /€ RW a «« R. Pomocí označení z poznámky A.1.8c lze tento 
vztah přepsat ve tvaru 

p - přxe (3b) 

ve smyslu rovnosti /-s.v.. Jelikož pro každou množinu K C C platí gf""X(k) = 
= gW""(K) X R, z podmínky (1a) plyne g,€ ď,;. Dále snadno nahlédneme, 
že pro každou o-jednoduchou borelovskou funkci s: R > C je funkce s = 

= s X e: R* > C opět o-jednoduchá. Jelikož rovnost (1) pro všechna x€ 

351



352 

10 SPEKTRÁLNÍ TEORIE SAMOSDRUŽENÝCH A NORMÁLNÍCH OPERÁTORŮ 

a Me g implikuje () = „mx R), ") vidíme, že pro p = 1,2 platí 

implikace s€ LAR,du) > s,j 6 LARŽ, dul9) a rovnost příslušných integrálů. 

Na základě toho ukážeme, že ze vztahu (3a) plyne: g (A, A') = (A). 

Při ověřování této rovnosti můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že g 

a g jsou reálné funkce (neboť vztah (3a) platí též pro reálné i imaginární části 

uvažovaných funkcí — viz cvičení 9.18). Potom jsou operátory g,(A, A') a (A) 

samosdružené a stačí tudíž ověřit třeba inkluzi g(A) C g (A, A). Nechť tedy 

x € D((A)), f|(p| du9 < , takže existuje posloupnost o-jednoduchých 

reálných funkc1 s; © L*(R, du) taková, že |gř — $|Ó > 0 a 

JS„ d) — Íf/)z du. 
R R 

Potom o-jednoduché funkce s,X e patří do Z*(R' dul) a z podmínky 

|97 — s„|. > 0 plyne, že posloupnost ( g — s, X e) konverguje k nule stejno- 

měrně na R?, takže gí € L(R?, dulP), neboli x€ D(g (A, 4)). Navíc dostáváme 

Jq)ž duĎ = lim 'í(s X e) d = lim Ís d = sz d 

B? R 

Podobně ověříme pro každé x€ D(gp(A)) rovnost 

(x, g(A) x) = J(p d) = J-(p duP = (x, p (A, A) x), 

R R 

z níž pomocí standardních argumentů (polarizační rovnost a podmínka 

D(gp(A))=%W) dostáváme g(A)x = p.(A, A')x; tím je inkluze (4) - p(A, A) 

ověřena. 

Analogické vztahy platí pro operátory přiřazené funkcím typu w = eXy. 

Shrneme hlavní výsledky. 

10.7.2 Tvrzení: Nechť E(.), resp. F(.) jsou spektrální míry komutujících operá- 

torů A, A 6 P„() a dále nechť A.) je direktní součin těchto měr. Jestliže 

množiny M(a N,c Z splňují E(M) = F(No) = 0 a funkce g: RVM, > U, resp. 

: RWW, > C jsou borelovské, potom pro funkce g%, W ws a w, definované na 

(RM) Xx (RN) vtahy gpisgXe Y:=seXy osyty= 

") Užíváme obvyklého označení „1(.) = (x, E(.) x) a analogicky pro X.).



10.7 FUNKCE KOMUTUJÍCÍCH SAMOSDRUŽENÝCH OPERÁTORŮ 

=z=gpXet+eXxXy a w=gpy, = pXy platí 

p(A, A) = W(A), | e(A, A) = (4), (4a) 

w(A, A') 2 p(4) + WA), (4b) 

w(A, A') 2 pW(A) W4A). (4c) 

10.7.3 Poznámka: Pravidla funkcionálního počtu, pomocí nichž se z rovnosti (4a) 
získají vztahy (4b,c),udávají též nutné a postačující podmínky pro to, aby v těchto 
vztazích platila rovnost. Z hlediska aplikací je užitečný následující speciální případ: 
ve vztahu (4b) nastává rovnost, jestliže g € L*(R,dE) nebo ye L*"(R, dF), 

a d(A, A) = 9p(A) WA'), jestliže p L*(R,dF) (viz cvičení 24). 
10.7.4 Příklad: Na prostoru Ž(R d(u; © 14)), kde u a u jsou borelovské míry 
na R, uvažujme pro » = 1,2, operátory O, = Ty, tj. O, je operátor násobení 
funkcí id,: R* > R, přičemž id((x, Y) := x a id(x,y):= y pro všechna 
x,y€R tj. id = idXe a id = eXid. Direktní součin 4 © «; je bore- 
lovská míra na R* (viz (A.1.14b)) a podle příkladu 9.4.5 je zobrazení 

5 M > E*(M):= T,. projektorová míra na R*, pro niž: 0, = TVid). 
Operátory , jsou samos%ružené, neboť id, jsou reálné funkce, a pro jejich spek- 
trální míry platí Eg(.) = E*(idí"(.)) (viz příklad 10.3.6). Jelikož idí""*"(M) = 
= MXR pro každé MeE.g, dostáváme Eg (M) = E*(MXR). Podobně 
získáme rovnost Eg (M) = E*(R X N), takže direktní součin P(.) spektrál- 
ních měr Eg(.) a Evg(.) pro všechna M a Neg splňuje P(MX N) = 
= Eg(M) Eg(N) = E*(M X N); díky jednoznačnosti (viz tvrzení 9.2.6) odtud 
plyne WX(.) = E*(.). Pro libovolné g € $, potom dostáváme 

W(O,, EO) = y(P)((P) = %Ea)((/)) - T 

tj. p(0,, ©:) je operátor násobení funkcí w na prostoru I(N', d(u, © u2)). 
V příkladu 4.6.6 jsme ukázali, že prostor: ZŽ(Ý, d(u; © )) je přirozenou reali- 
zací tenzorového součinu Z*(R, du;) © L*(R, du); odpovídající realizací uzávěrů 
tenzorových součinů 0 © ; a I, © © jsou právě operátory O a ©, tj. ve 
smyslu ztotožnění: Z(R d(u; © )) = L*(R, du;) © LX(R, du) platí rovnosti 

Q1=Qm©12> Q2=11©Qm- (5) 

Toto tvrzení je přímým důsledkem podstatné samosdruženosti operátorů 0,© L 
a 7, © ©,, (viz větu 10.8.2) a inkluzí ©, © , C O,, resp. I © 0„ 0 
které plynou z definice (7.6.1). 

10.7.5 Příklad: Z formulí (4c) a (9.4.14) vyplývá, že pro libovolná přirozená j a k 
platí 

(p; X pr) (A, A) 2 P(A) plA) = AAY, 
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kde p():= H, teR; podobně získáme inkluzi (A A! C (px X p;j) (A', A). 

Nyní vztahy (2a,b) dávají (7* X p;) (A',A) =(p;X Pr)r (AÍ,A) = (p;X px) (A, A'), 

a pro každé x € Du„(A, A):= D(AHA))) n D((A')* A/): potom dostáváme 

AAY x = (p;'X po) (A, A) x = (px'X p) (A', A)x = (A)ř Ax 

Komutující samosdružené operátory A, A' tedy vyhovují rovnosti : [A(A)“ — 

— (A)* A/| x = 0 pro všechna x€ Dy(A,A) a všechna přirozená j a k. 

Speciálně máme rovnost 

(AA' — A'A)x=0, x€ D(AA) 0 D(AA), 

která představuje přirozené zobecnění vztahu AA' — A'A = 0 platného v přípa- 

dě, kdy oba operátory A, A' jsou omezené. 

Pro spektrum operátoru g(A, A') z věty 9.4.10 plyne Ágl(A, A')) = ROA ). 

Speciálně pro spojité funkce platí úplná analogie tvrzení 10.5.4 — stejný je i způsob 

důkazu. 

10.7.6  Tvrzení: | Jestliže : pe C((A)X A)), potom  ogy(A, A')) = 

= g(o(A) X o(A')) ; navíc lze na pravé straně vynechat znak uzávěru, jsou-li 

oba operátory A a A' hermitovské. 

Na závěr zobecníme pro operátory g(A, A') větu 10.5.9. Vyjdeme z toho, že pro 

komutant množiny (A, A') platí (viz cvičení 25) 

(4, AY = (EG.)Y O (FC) = (PO) - (6a) 

Z věty 9.4.10d potom vyplývá inkluze 

((A, A): pe dCIA AŽ (6b) 

Pro separabilní Hilbertovy prostory nastává rovnost, tj. platí následující tvrzení. 

10.7.7 Věta: Jestliže A, A' jsou komutující samosdružené operátory na separabil- 

ním , potom 7Te(A, A% právě tehdy, když T = p(A, A'): pro nějakou 

borelovskou funkci g: R' = ©. 
Důkaz: Východiskem je opět rozklad 

= V 900), D) 

kde (x je konečná nebo nekonečná ortonormální množina a G(x,) := 

=sÍ(P(J)x,: Je./". Existence množiny (x.1ůa1 a rozkladu (7) lze ověřit doslov- 

ným zopakováním postupu užitého v důkazu lemmatu 10.5.8. 

Vzhledem k inkluzi (6b) je třeba k danému T() splňujícímu BTC TB 

pro všechna B€(P(.)) najít borelovskou funkci g: p = C tak, aby WA, A) =



10.7 FUNKCE KOMUTUJÍCÍCH SAMOSDRUŽENÝCH OPERÁTORŮ 

= T. Postupuje se stejně jako v důkazu věty 10.5.9 s několika evidentními modi- 
fikacemi: např. místo formule (10.5.16c) máme Ty = lim s(A, A') y, kde s, jsou 

schodovité funkce na R?, operátory £; vystupující ve formuli (10.5.19) se nahradí 
projektory P(N;), kde N := ([ u] € R?: je u)| S< 1) apod. N 

10.7.8 Příklad: Každý polynom p na , 

p(t, 4) = Šajkt"uk, ax <C, 
1 

zjevně patří do dy, a je mu tedy podle (1b) přiřazen operátor P(A, A'). Lze mu 
však „přirozeným způsobem“ přiřadit též operátor 

S(A, A') = 5,:= Ya„ A(Ah 
jk 

s definičním oborem D(5,) = () PW(A'(4)*). V jakém vztahu jsou operátory S, 
k h 

a p(A, 4')? Tuto otázku jsme pro funkce jediného operátoru vyřešili v příkladu 
9.4.9: formuli (9.4.11) můžeme pro E(.) = E„(.), kde A c P.(), zapsat ve 
tvaru: ©(A) = 2 a,„A". Nyní je však naše úloha komplikovanější mj. proto, že 

v inkluzi: A(A)* C (p;X py)(A, A') z příkladu 5, která je analogií formule 
(9.4.14), nelze napsat znak rovnosti, protože operátor na pravé straně je vždy 
samosdružený, zatímco na levé straně obecně nikoli. Uvažujme např. situaci 
z příkladu 7.6.3 a položme A := 7, © E a A':= A © /,. Díky tomu, že prostor 
h, má konečnou dimenzi, jsou oba operátory A, A' samosdružené (viz cvičení 
7.41). Snadno ověříme, že AA' C A'A; to vzhledem k omezenosti A znamená, že 
operátory A a A' komutují. Položíme-li ve formuli (7.6.5) T = I, $ = A, 
T, = E a S = I>, dostáváme A © E = AA'; z výsledku příkladu 7.6.3 nyní 
vyplývá, že operátor AA' není samosdružený. Obecně tedy máme S(A, A) z 
/ p(A, A'). Ukážeme, že v případě separabilního Hilbertova prostoru pro operá- 
tory S„ které jsou hustě definované, platí 

S(A, A) = W(A, A). (8a) 
K důkazu užijeme předchozí věty. Jestliže: B € (A, A'Y, tj. platí inkluze BA C AB 
a BA' C A'B, potom BS, C $S,B a odtud plyne BS, C $,„B (viz cvičení 7.31). 
S přihlédnutím k podmínce D($,) = W vidíme, že $ € [A, A')% a podle věty 7 
existuje borelovská funkce g taková, že $, = g(A, A'). Dále stejně jako v příkla- 
du $5 zjistíme, že $, C p(A, A'); vzhledem k tomu, že oba operátory jsou podle 
věty 9.4.10 normální, plyne odtud (8a) — viz poznámku 7.3.2c. 

Na závěr se ještě zmíníme o jednom důsledku formule (8a). Předpokládejme, 
že p je reálný polynom a že kromě operátoru S, je hustě definován i operátor 
$ Da(A)5 A! = 8,„(A', A) (užíváme označení (2b)). Potom z (8a) 

Jk 

355



356 

10 SPEKTRÁLNÍ TEORIE SAMOSDRUŽENÝCH A NORMÁLNÍCH OPERÁTORŮ 

a tvrzení 1 plyne 

$, = pr(A, A) = (A A) = $,. (8b) 

Dále díky samosdruženosti operátorů A, A' máme 

5% o Da(AAV) D D4(A A! = $, 
jk jk 

(viz tvrzení 7.1.3), a tedy také $, c Sž. Užitím (8b) dostáváme  5, S5 

operátor $, je tedy symetrický, a protože pro reálný polynom p je p(A, A')€ 

E F „(), plyne z formule (8a) podstatná samosdruženost operátoru $,. Jestliže 

tedy pro reálný polynom p jsou operátory S,(A, A') a $,„(A, A) hustě definovány 

a je separabilní, pak jsou tyto operátory v podstatě samosdružené. 

  

10.8 SPEKTRÁLNÍ TEORIE PRO TENZOROVÝ SOUČIN OPERÁTORŮ 

Užijeme nyní spektrální teorie ke studiu vlastností operátorů 

fP(ny, n) = z ža„(Af © A;) (1a) 
k=0 /=0 

definovaných na podprostoru 

Drin = DIAP) 8 DIAŽ) (1b) 

a splňujících následující podmínky: 

(p1l) A, E F„(31,) pro r= 1,2, přičemž alespoň jeden z těchto operátorů je 

neomezený. 

(p2) všechny koeficienty «; jsou reálné a existují čísla k a / taková, že 

0sksn, 0S 7T5mna anmaL?70. 

Dokážeme především podstatnou samosdruženost; dále vyšetříme, jak souvisí 

spektrální míra daného operátoru A(n,, t) a jeho další spektrální charakteristiky 

s odpovídajícími charakteristikami operátorů A; a A;. V následujícím výkladu 

znamená jako obvykle , © , libovolnou realizaci tenzorového součinu 

uvažovaných Hilbertových prostorů , a w>. Pro dané operátory A, € F.(%,), 

r = 1,2, rozumíme symbolem A; © A, abstraktní operátor na , © , ve 

smyslu poznámky 7.6.1b. Budeme dále užívat označení 

A =A DD A, = I, © A,.
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Platnost závěrů, k nimž dospějeme, lze bezprostředně rozšířit na operátory 

n1 

A:A = X X 0 (A440..0Aa, 
k =0 ky=0 

kde A, 6 £F„(,) pro r=1,.... N< o. 

P n1 nN( 

10.8.1. Poznámka: Definice (1) je konzistentní s tím, jak jsme zavedli operátor 

T © 7T, v $7.6. Plyne to z rovnosti (7.7.6), podmínky (p2) a implikace 

n<m> D(A")> D(A"). Např. pro operátor A1,1)= A © , + , © A, = 

= A; + A, rovnost (7.7.6) dává D(A, 4+ A) = (D(A ,) © W:) n (W, © D(A)) = 

= D(A,;) © D(AY0 = D;,. 

10.8.2. Věta: Operátor ÁÚ(n,, n) definovaný formulemi (1a, b) je v podstatě samo- 

sdružený. 

Důkaz: V důsledku samosdruženosti operátorů Aj" a A* je podprostor (1b) hustý 

v , © , — viz tvrzení 4.6.4. Dále z formule (7.6.2) plyne An m)* > 
2 P(nl, m), takže A(n,, n) je symetrický operátor. Podle věty 10.6.2 stačí najít 

v P, © P, totální množinu tvořenou analytickými vektory tohoto operátoru. 

Pro r = 1, 2 označíme symbolem £,(.) spektrální míru operátoru A,; množina 

M, = U Ran E,(—7, j) je zjevně hustá v % a z již citovaného tvrzení 4.6.4 
j=1 

plyne, že 

M := (x, © x: x, E M,, x, E Měj 

je totální v W © W,. Věta bude tedy platit, ukážeme-li, že každý prvek mno- 

žiny M je analytický vektor operátoru A(m, m). Ze vztahu A/ = fid'dE,, 
k= 1,2,... (viz (9.4.11)) pro  x,€ Ran E,(—7), j) = Ran x, -;„(A,) | plyne 

x, “ D(A), neboť - 

|Az AŽ = Čřdav) s Př (2) 

(-ž)) 

Pro r=1,2 tedy platí M,c () D(4)) = C*(A), a odud MC 
k=1 

c C*(A(n;, n;)). Vezmeme nyní libovolné přirozené N a x, © x, € M, tj. x, = 

= E(—]„]j,) %, r=1,2 a odhadneme normu vektoru [P(nl, m)|" (x, © x:) 

pomocí (2): 

„[P(nh nŽ)]N (xl © xŽ)" — " z akNlN ... zakillAíq-řm-řkle © AŠ.1+W+INx2" 'S— 
kNlN klll 

S > lkg e Zlary| |Ax | 1457 *xh S [A /)] |x © xeall ; 
knyly kil; 
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zde jsme označili ,„„2( J J) 1= Žlak,| jíjí. Díky této nerovnosti konverguje řada 

Z (27/N)) |f(ny, n) x, © x2|| pro všechna z € C, takže x © x, je analy- 

tlcky vektor operátoru AÁ(n,, m;). I 

10.8.3 Důsledek: Jestliže pro r = 1,2 je D, C D(A;')) obor podstatné samo- 

sdruženosti operátoru A“, potom operátor P(n, n) = P(n,, n;)) D, © D, je 

v podstatě samosdružený. 

Důkaz: Podmínky D, = W,, r = 1,2, opět implikují, že D, © D,=H), © Hx 

potom ze symetričnosti operatoru P(nl, no) vyplývá, že symetrický je i operátor 

P(n,, n;). Jeho uzávěr je zřejmě částí operátoru F(nl, n) a vzhledem k tomu, 

že tento operátor je samosdružený, stačí k dokončení důkazu ověřit inkluzi 

P(n,, n) C P(n,, m), tj. ukázat, že ke každému z € D(A"l) 09 D(AŽ) existuje 

posloupnost (z;) C D, © D, splňující z, > z a P(ny, nto) Z; > Pí(n m)z. Díky 

linearitě se můžeme omezit na vektory z = x © x, kde x,€ D(Ař). Z pod- 

mínek AT D,= Ař plyne existence posloupností: (x/jj-; — D, pro něž 

lim x) © xš = x, © x, a lim Ař'x/ = Ařx,, r = 1,2. Odtud pro všechna k a / 
je je o 

splňující 0 S< k S mn,, 0 S / S m dostáváme (viz cvičení 26) 

lim (Af © A5) (xi © x5) = (A4f © A) (x, © x), 
jaco 

a tedy také lim A(n,, m) (x) © x5) = An n) (x © x). I 
]—00 

Přejděme k vyšetřování spektrálních charakteristik samosdružených operátorů 

Íó(nl, Ao). Nejprve uvedeme některá pomocná tvrzení. 

10.8.4 Lemma: (a) Jestliže : E,(.), r= 1,2, jsou spektrální míry operátorů 

A, E P„(,), potom EB(.) = E(.) © />, resp. E(.) = I, © E jsou spek- 

trální míry samosdružených operátorů A, resp. A;. 

(b) Operátory A4, a A4, komutují. 

(c) Spektra operátorů A, a A, r= 1,2, jsou totožná. 

Důkaz: (a) Podle cvičení 27 je zobrazení M » E(M) prqektorova míra na R; 

je tedy třeba ukázat, že pro operátor: A := Z*id) platí A = A;,. Díky tomu, 

že oba operátory jsou samosdružené, stačí ověřit inkluzi 

A cÁ. (3) 

Pro každé MeZ a všechna x6W),, y%W, máme u (M)= |E(M) x8 y| = 

= |Z(M) xl5 l2 = 12 pPoCW); odtud pro x€ D(A) dostáváme 

Jidz duýšě, = lé Jídz dub) < , 

R R
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tj. x © y€ D(Á), což dále vede ke vztahu 

D(A) = D(A,) 8 W, C D(Á). () 
Obdobným postupem získáme pro libovolná x€ D(A,), x €.W, a y y P, 
rovnost 

(x © y, Á(x © y)) = (Y, Y) (x, A x)) = (x O y, A(x © y)). 

Jelikož (x' © y': x' € , y' E ) je totální množina v W © %W,, plyne odtud 
pro všechna x € D(A;) a y © , rovnost Á(x © y) = A(x © y), a tedy také 

Áu = Au, u€ D(A,); což spolu se vztahem (4) dává inkluzi (3). Pro r = 2 je 
postup stejný. 

(b) Jestliže M a N jsou libovolné borelovské množiny v R, dostáváme pomocí 

(5.7.6) rovnosti E(M) EXN) = E (M) © EN = EB(N) E(M); odtud plyne 
na základě tvrzení (a) komutativita operátorů A, a A4A. 

(c) Pro libovolné M e % dostáváme pomocí cvičení 5.45 ekvivalenci podmínek 
E(M) $ 0 a E(M)70, r=1,2. Dokazované tvrzení je pak snadným 

důsledkem věty 10.4.1a. II 

Z. formule (1a) je vidět, že operátory A(m, m;) (a tedy také P(n,, n)) jsou 

vzájemně jednoznačně přiřazeny polynomům P,„: R* > R, kde 

mnz(s t) — z z AkS tl (5) 
k=0 /=0 

Dále díky komutativitě operátorů A; a A; odpovídá každému polynomu P„ 

samosdružený operátor: P „(A, A) (viz (10.7.1b)). Ukážeme, že 

nlnz(Ab AZ) — p(nh n2) (6) 

Skutečně, ze vztahů (7.6.5) a A C A, r=1,2, dostáváme Af © Al = 
= Aj], © LA; C (A (A C (A (A,). Dále podle pravidel funkcionálního 

počtu platí P, „(A, A) > Zak, P(A A), kde prlí, 8) := tés'; užijeme-li ještě 

formule (10.7.4c), dostavame p„(Al,AZ)D(AI) (A)', takže celkem P „(A,4:)> 

2 Zakl(Al) (Az) 2 Žakz(Ak C Az) = p("b n). | Potom také ] ("1,, R) C 
k€ k 

Poz(A,, A:) a díky samosdruženosti obou operátorů odtud plyne (6). 

Tato rovnost umožňuje aplikovat na operátor A(n,, n) aparát spektrální teorie. 

Na základě příkladu 10.3.6 a výsledků $ 10.7 vyjádříme jeho spektrální míru E„(.) 

pomocí operátorů A,; dále tvrzení 10.7.6 a lemma 4c ukazují souvislost jeho 

spektra se spektry operátorů A, a As. 

10.8.5 Věta: Uzávěr operátoru A(m,, 1) definovaného formulemi (1a,b) je roven 
samosdruženému operátoru P „(4, 4), kde P„ je polynom (5). Pro spektrální 
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míru E„(.) tohoto operátoru platí 

E(M) = x>(A A), Mc, (7) 

kde Py!= PCOD(M); jeho spektrum souvisí se spektry operátorů A, vztahem 
ř 

  

o(AP(ny m)) = Pun(0(A) X o(A)). (8) 

10.8.6 Příklad: Pro spektra samosdružených operátorů A„ := A, © A; a A,:= 

= A,+A4, formule (8) dává ( Ag)= My, pro My=Í(t: t=uv, us (A ,), vsA(Az)), 
resp. o(A:) = M>, kde M,:= (tt t=u+v, ueďA,), veoA)i. 
Přitom obecně o(Ap) $ My a O(A) * M>, protože množiny My a M,nemusí 

být uzavřené. Uvažujme např. na separabilním W operátory A, = T,, r= 1,2, 

z příkladu 7.1.6 pro s:=(j+ 1/(2))) a s:= (—jj; jde o samosdružené 

operátory s čistě bodovými spektry: o(A) = (j + 1/(2/): j = 1,2,...j,  resp. 

o(A) = (—-j: j = 1,2,...), a je zřejmé, že 0 € o(A:)) M>. 

Je možno vyjádřit prvky množiny op(ř(nl, m)) = 01 pomocí vlastních hod- 

not operátorů A, a 4,? Nechť pro r = 1,2, platí A,e, = A4,e,, kde e,€ D(A4,)v0). 

Snadno nahlédneme, že vektor e; © e, patří do definičního oboru operátoru 

Af © Aí pro všechna přirozená k a / přičemž (Aj © Aj) (e; © 0) = 

= MAš(e; © e;). Odtud plyne 

F(nl, n) (E © 0) = Ř(nl, m) (6; © 6) = Pro(h, h)(e © 0), (9a) 

což znamená, že 

Pmnz(op(Al) x Up(AZ)) c ng) . (9b) 

Z následujícího příkladu je vidět, že rovnost obecně neplatí. 

10.8.7 Příklad: Nechť F je netriviální projektor na daném J takový, že 

dim Ran (Z — F) < %; položme HW), = H, W,= I(R), A1 = E A; =0 
a uvažujme operátor Ag:= FO© O = P,(F © , I, © 0) na P © L*(R); pro 

polynom A,; tedy platí Bj(s, ) = st, s,t€R. Jelikož o(F) = a(F) = i0, 1) 
a o(0) = R, dostáváme z formule (8) 

o(4d) = R. 

  

Dále Py = PÍTM0)) = ([s, s]: st = 0) = ((0)j x R) v (R x(0)) a charakteris- 
tickou funkci této množiny lze zapsat ve tvaru (viz (A.2.3a)) 

Xpaory 7 Xio) * Xe + Xn *X Xiop — Xioj * Xioj - 

Vzhledem k tomu, že všechny tyto funkce jsou omezené, dostáváme podle formulí 

(10.7.4) a lemmatu 4a rovnost (x X zp)(FO L I A OD)=yy(FO h) xp(1, © )= 
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= EX(0)) E(R) = 7 — £ Podobně zjistíme, že (x X x) (F © 7; T © 0) = 
= (Xin X x) (Fo , 7 © 0) =0, neboť Eg(0)) = 0. Z formule (7) potom 
plyne 

E„ 0) =sTIT=F7O0. 

Operátor A má tedy vlastní hodnotu 2=0, ačkoliv odpovídající množina 
Pí(o„(F) X a „(0)) je prázdná, protože a(0) = 9. Dále z rovnosti o(A)= R 
plyne, že nula je hromadným bodem množiny o(Ar), a tudíž 0E o (Ag) (viz 
větu 10.4.6). Současně jde o vlastní hodnotu násobnosti dim Ran (7 — F), která 
je konečná. Obvykle se v takové situaci mluví o vlastní hodnotě vnořené do 
spojitého spektra (viz poznámku 10.4.12). 

Na závěr poznamenejme, že ve speciálním případě, kdy prostory H),, , jsou 
separabilní a operátory A,, A; mají čistě bodová spektra, platí ve vztahu (9b) 
rovnost; důkaz ponecháváme čtenáři. 

  10.9 SPEKTRÁLNÍ REPREZENTACE SAMOSDRUŽENÉHO OPERÁTORU 

Úloha, jejímž řešením se budeme v tomto paragrafu zabývat, má následující 
motivaci. Nechť A je samosdružený operátor na separabilním S s čistě bodovým 
nedegenerovaným spektrem, tj. každá vlastní hodnota A; má jednotkovou násob- 
nost. Vlastní vektory, které podle předpokladu tvoří ortonormální bázi, označíme 
e;, j = 1,2,.... Vezmeme vektor 

y= D je (1) j=1 

j 

a pro každou borelovskou množinu M položíme u(M):= (y, £ o(M) y), : kde 
Ep(.) je projektorová míra z příkladu 10.3.5. Množina Rlo(A) je Ey-nulová, 
takže každý prvek p € L*(R, du) je plně určen posloupností í()h Díky tomu, 
že vektory e; jsou vzájemně jednoznačně přiřazeny vlastním hodnotám, můžeme 
definovat zobrazení V: s= LZ([R&, du), v němž každému x = zgej odpovídá 

7 

prvek Vx = , e L*(R, du) vztahem 4,(4,) := jé;, j = 1,2,.... Toto zobrazení 
je zjevně izomorfismus. Vektor € Z(R, d) patří do podprostoru VD, právě 
tehdy, když 

flt YOPAmY) = S| PA* < 
7 

R 

a tato ' splňují pro j = 1,2,... rovnost 

(VAV "'g) (4) = (V [; Ž h Y0) ek„ (4) = A 0), 
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tj. (VAV7'y)(x) = x x) prop-s.v. xE R. Operátor VAV"' je tedy roven 

operátoru © „ násobení nezávisle proměnnou na L*(R, du). Souhrnně lze říci, že na 

separabilním ? lze ke každému operátoru A E P (HW) s čistě bodovým nedege- 

nerovaným spektrem najít konečnou borelovskou míru u na R a izomorfismus 

V: % > LXR,du) tak, že VAV ) = 05 

Dá se tento závěr zobecnit pro libovolný samosdružený operátor? Význam 

řešení této otázky pro spektrální teorii je patrný z toho, že operátory násobení 

funkcí mají průzračné spektrální vlastnosti (viz příklad 9.4.5), a přitom jsou 

základní spektrální charakteristiky buď unitární invarianty, nebo se při unitární 

ekvivalenci jednoduše transformují, jak ukazuje příklad 10.3.7. Je proto účelné 

zavést pojem spektrální reprezentace (říká se též kanonická forma) daného samo- 

sdruženého operátoru A na ; definitoricky je to operátor násobení reálnou 

funkcí f na prostoru L*(X, d) takový, že VA vV = 7,. Přitom izomorfismus 

V: % > L*(X, du), jakož i veličiny X, u a f obecně závisejí na A. 

Pro konstrukci izomorfismu V v úvodním příkladu byl podstatný předpoklad 

nedegenerovanosti všech vlastních hodnot. Přeformulujeme jej nyní s využitím toho, 

že pro vektor (1) a všechna j = 1,2, ... platí jP;y = e;, kde P;:= Ep((A1); 

množina (Py: j = 1,2,...) je tedy totální. Pro obecný operátor A € P„() 

zavedeme analogii vektoru (1) takto: vektor y € J nazyveme generujícím vekto- 

rem operátoru A, je-li množina (E„(J) y: J € „/ totální v W (přitom / značí 

jako obvykle systém všech omezených intervalů v R). Jestliže k danému A existuje 

generující vektor, říkáme, že tento operátor má jednoduché spekirum. 

10.9.1. Tvrzení: Jestliže operátor A € F„(%F) má jednoduché spektrum, potom 

W je separabilní a každá vlastní hodnota operátoru A má jednotkovou násobnost. 

Důkaz: Podle předpokladu existuje : y € S takové, že množina : M(y) = 

= (E„(J) y: J « /) je totální. Nechť ./; je systém všech omezených intervalů v R, 

jejichž koncové body jsou racionální a M.(y) := (E„(J) y: JE ./j; tato množina 

je zjevně spočetná. Dále ke každému u € R existují posloupnosti () a (45) 

racionálních čísel takové, že lim «, = lim 4) = u, přičemž u >U a U/ S<U 

pro všechna m; rozklad jedničky (E) potom splňuje rovnosti EW = s-lim ED 
no o 

a EW, = s-lim EW a ze vztahů (9.1.8) snadno zjistíme, že M(y) c M,(y). 
no 

Separabilita prostoru A nyní plyne z lemmatu 3.1.3. 

Nechť A je vlastní hodnota operátoru A; podle věty 10.4.1b je vlastní pod- 

prostor M(2) roven: Ran E„((4)). | Vezměme libovolné z € M(2) © (yhjin, takže 

platí z = E„((4f) z a (y,z) = 0. Odtud pro každý interval J C R dostáváme 

(E( y, ) = (» E(J 0 () 2) = xů) (x E() ) = xD() =0, )
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a proto z€(E(J) y: JC R = (0). Platí tedy rovnost M2) o [ý = (0] 
a z lemmatu 5.4.7 plyne dim M(2) S 1. Současně pro každou vlastní hodnotu 
platí opačná nerovnost, takže celkem | dim N()=1. m 

Je zřejmé, že množina operátorů A «e F9(7F) sčistě bodovým nedegenerova- 
ným spektrem je částí množiny všech samosdružených operátorů s jednoduchým 
spektrem, přičemž tyto množiny jsou totožné, jestliže dim SF < «. V nekonečně- 
dimenzionálním případě však totožné nejsou. 

10.9.2 Příklad: Ukážeme, že operátor O „ násobení nezávisle proměnnou na 
L*(R, du), kde u je libovolná borelovská míra, má jednoduché spektrum. Užijeme 
vztahu 

(a Je Fhin = LZ(R d,u) (3) 

z příkladu 3.1.7 a toho, že pro každé Me Z je projektor Eg (M) = EW(M) 
roven operátoru 7 násobení funkcí x, (viz příklad 9.4.5). 

Z rovnosti (3) je vidět, že v případě konečné míry je hledaným generujícím vek- 
torem funkce x > yx):= 1. Jestliže „(R) = , existuje rozklad R = U/e 

k 
kde (J „) C / je disjunktní spočetný systém takový, že „(J) < % pro všechna *k; 
množina (x,) C L*(R, du) je tudíž ortogonální. Označíme-li , := max W(7x), 1) 
tvoří vektory 

= X n) 4 
cauchyovskou posloupnost. Ověříme, že 4' := lim yY, je generující vektor operá- 

no o 

toru ©,. Skutečně, ke každému /€./ existuje konečný podsystém (Jjke « 
ko 

takový, že J = U (7i 0 J); ze vztahů (4) a x5x = duX, | dostáváme 
kšk 

EWIh. n Ny=(24w) 'x a odtud 

k k2 

17 2 Xnoj= 2 (zklik)l/2 E(„)(Jk nNy, 
k=ki k=k 

takže (x;: JE C(EWD : Je F a tvrzení plyne z rovnosti (3). 

Hlavním důvodem pro zavedení třídy operátorů s jednoduchým spektrem je 
okolnost, že lze snadno najít jejich spektrální reprezentaci. 

10.9.3 Věta: Každý operátor A € Fu(2W) s jednoduchým spektrem je unitárně 
ekvivalentní operátoru © násobení nezávisle proměnnou na L*(R, du), kde u je 
konečná borelovská míra určená pomocí generujícího vektoru y a spektrální míry 
E „(.) předpisem 

u(.) = (y E„(.) y). () 
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Důkaz: Budeme užívat zkráceného zápisu Z/ = L*(R, du); normu v tomto 

prostoru: značíme ||-||„. Uvažujme podprostor: SC L tvořený jednoduchými 

borelovskými funkcemi o: R > C; podle cvičení 3.6 platí $ = L/. Pro každé 

o € S je o(A) omezený operátor; z pravidel funkcionálního počtu pak ihned 

plyne, že množina: G:= (x€W: x= d(A)y, ot S) je podprostor, a díky 

inkluzi (E„(N y: Je P| C G platí G=H. 

Definujme zobrazení V G > Lí. takto: VyoA)y = a To je korektní 

definice, neboť rovnost o(A)y = d(A)y implikuje |o — dá||„ = 0, jak je vidět 

ze vztahů (5) a (9.3.10). Pomocí těchto vztahů dále dostaneme pro všechna g € $ 

rovnost 

|Jo(A) v = JIOIŽ du, = |olí = |Voo(A) w (6) 

a jelikož: Ran W; = $, plyne z podmínek Č = sw, $5= L a (6), že spojité 

rozšíření zobrazení W; je izomorfismus prostorů X a Lí, (viz tvrzení 5.5.4); 

označíme jej V. 

Tvyrdíme, že VAV ' = 0 Skutečně, na levé straně máme samosdružený 

operátor na Z2, jehož spektrální míra je E(.) = VFC:) V7“' (viz příklad 

10.3.7). Pro každé ME S a oť S je xyo€ S, takže 

E(M) o = Vyxx(A) o (A)y = Volxu0o) (A) y = Xy0 = T.„o; 

díky tomu, že operátory E'(M) a T.„jsou omezené a podprostor S je hustý v L 

platí rovnost E'(M) = 7; pro každé Me . Užijeme-li označení z příkladu 

9.4.5, dostáváme E'(.) = EW(.) a odtud VA V = fid dEW= T„ = 0, U 

10.9.4 Poznámka: Podle výsledků cvičení 7.21 je O unitárně ekvivalentní operá- 

toru O„ na Z*(R, dv), kde wM) = Je_lz du(2), tj. jde opět o konečnou borelov- 
M 

skou míru. Spektrální reprezentace operátoru A s jednoduchým spektrem tedy 

není určena jednoznačně; tato okolnost souvisí s nejednoznačností generujícího 

vektoru (viz cvičení 32). 

Operátory: A E () s jednoduchým spektrem lze charakterizovat alge- 

braickými prostředky, přesněji řečeno pomocí množin (AY a (AY = ((Ary 

definovaných vztahem (10.5.11a). Připomeňme, že tyto množiny jsou podprostory 

v () a že podle (10.5.12) všechny funkce g € L*(R, dE„) splňují 

g(A) E LAF; (7) 

dále z rovnosti EWEW = EWEW, která platí pro všechna s,/€R, vyplývá 

(ay c (AaY. (8)
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Zmíněnou charakteristiku má smysl hledat jen v případě separabilního % (viz 

tvrzení 1). Snadno ji získáme, jestliže operátor: A € F „() má čistě bodové 

spektrum. Nechť (e;j je ortonormální báze tvořená jeho vlastními vektory. Má-li 

operátor A jednoduché spektrum, je každá vlastní hodnota ; nedegenerovaná 

a pro libovolné B e (A) ze vztahů ABe; = BAe; = 1,Be; plyne Be; = uje;, 
kde «; E C a |] S |8] pro všechna j. Potom B = g(A), kde gp€ L*(R, dE,), 

přičemž díky podmínce E„(RWo„(A)) = 0 je tato funkce plně určena podmínka- 

mi g(2;) = «; (viz příklad 10.3.5 a cvičení 14). S přihlédnutím ke vztahům (7) 

a (8) zjišťujeme, že podmínka 

taj = (aY 0) 

je nutná pro to, aby operátor A měl jednoduché spektrum. Snadno ověříme, že je 

také postačující. Užijeme k tomu projektorů E; na jednodimenzionální podprosto- 

ry (€;hin, které zjevně komutují s A, tj. (Ej: j = 1,2,...) C (AY. Nyní z podmínky 

(9) a věty 10.5.9 plyne existence borelovských funkcí g; € L*(R, dE,) takových, 

že E, = g;,(A). Vzhledem k tomu, že A má čistě bodové spektrum, splňuje každý 

z operátorů g;(A) pro všechna x € ? rovnost Ejx = gp(A)x = > g,(4,) P,x, 

vektory e;,; 7 = 1,2,..., zjistíme, že E; = P; pro všechna ;. Potom pro vektor 

y = >j 'e; platí, že (E,y: j = 1,2,...) je totální množina, která je v důsledku 
j 

kde P,:= E„((4,)) (viz větu 10.4.1b a cvičení 14). Dosadíme-li za x vlastní 

podmínek £E, = P; částí množiny (E„(J) y: J € /); proto y je generující vektor. 

Uvažovaný operátor má tedy jednoduché spektrum právě tehdy, když (A4Y = (AY. 

Platí tento závěr pro každý samosdružený operátor na separabilním .%? Při 

hledání odpovědi užijeme následující ekvivalentní definice generujícího vektoru. 

10.9.5 Tyvyrzení: Podmínka 

(By: BE(AV) = H (10) 

je nutná a postačující pro to, aby y bylo generujícím vektorem operátoru 

A 6 (H). 

Důkaz: Uvedená podmínka je nutná, protože operátory E„,(J), J= patří 

do (Aj" (viz (7)). K ověření toho, že je postačující, vezměme libovolný vektor 
x€(E„(0) y: J 6.)'*; komplexní míra v„(.) = (x, E(.) y) potom splňuje 

v(J) = 0 pro všechna J€/ a tedy také v„(M) = 0 pro všechna Me Fg 

(viz důsledek A.5.7). Podle věty 10.5.9 ke každému B6 (A“ existuje funkce 

gp€ L*(R,dE,) taková, že B = g(A); potom 

(x, By) = (x, 9(A) y) = fw dv, =0, 

a z podmínky (10) plyne x = 0, takže (E„(J) y;: J e ) je totální množina. I 
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Ukážeme nyní, že pro libovolný samosdružený operátor A na separabilním % 

z rovnosti (9) plyne, že operátor A má jednoduché spektrum. Vezměme libovolná 

z E W ag > 0; podle lemmatu 10.5.8 lze najít přirozené n, takové, že 

jz — 2 Píx)z| < €; (11a) 
n=l1 

zde P(x,) jsou projektory na vzájemně ortogonální podprostory (E„(RN x: JCH 

a vektory x, tvoří ortonormální množinu mohutnosti N s ©. Označme y:= 
N 

= > no'x,, takže 
n=1 

x, = n Px)y. 

Podle (10.5.13) Ize najít schodovité funkce s,, n=1,..., m takové, že ||P(x,) z — 

— s„(A) x| < e/n,; po dosazení za x, tato nerovnost spolu s nerovností (11a) 

dávají 
|z — By|| < 2e (11b) 

kde B:= Ž ns„(A) P(x,)y. Nyní ze vztahů (10.5.14a) a (9) plyne P(x,) € 
n= 

e (4) = [A pro všechna nm, takže operátor B patří do (Aj"; nerovnost (11b) 

potom můžeme zapsat ve tvaru fBy: B 6 (A] = J a operátor A má jednoduché 

spektrum podle tvrzení 5. | 

Je rovnost (9) ekvivalentní požadavku jednoduchosti spektra operátoru A? 

Odpověď bude kladná, ověříme-li, že pro operátor A s jednoduchým spektrem je 

[A4)' komutativní množina (platí totiž (8) a pro každou komutativní množinu 

S CR) je Pc F'). Nyní z rozkladu B = Re B + ilm B (viz 5.3.1)) 

plyne, že pro komutativitu množiny (A)' stačí, aby platila rovnost 

C,C, = C,cC, (12a) 

pro všechny hermitovské operátory C; a C patřící do (A/'. Budeme tedy dokazo- 

vat, že z podmínky (10) plyne (12a). 

K libovolnému x €./ najdeme posloupnost (B,) C (Af“, takovou, že B,y > x. 

Díky tomu, že každý z operátorů C; a C, komutuje se všemi B,, vidíme, že rovnost 

(12a) platí právě tehdy, když CG C>y = C»C,(y; pomocí (10) přepíšeme poslední 

rovnost do následujícího ekvivalentního tvaru 

(C.C2y, By) = (C:C1y, By) (12b) 

„ 

pro všechna B e (A). Podle výsledků cvičení 35 existuje pro r = 1,2 po- 

sloupnost hermitovských operátorů BW e (4)“ taková, že BDy > C,y. Potom 

(C Coy, By) = (Coy, BC,y) = lim (BĎy BBDy) = lim (% BOBBDy). Díky 

tomu, že množina (A)" je komutativní (viz věty 10.5.9 a 9.4.10d) a operátory B7
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jsou hermitovské, platí pro všechna z rovnost (y, BPBBDy) = (BWy, BBDy) — 
> (C1Y BCoy) = (C,C,y, By); tím je dokázán vztah (12b), a tedy také rovnost 

ta = (A 
Shrneme získané výsledky. 

10.9.6 Věta: Pro každý samosdružený operátor A na separabilním / jsou násle- 
dujcí podmínky ekvivalentní. 

(a) A má jednoduché spektrum, 

(b) existuje vektor y E W takový, že (By: B c(AYV) = , 

(c) (4“ = (AV', tj. každý omezený operátor B, který komutuje s A, je roven 
operátoru g„(A), kde g; je omezená borelovská funkce. 

Spektrální reprezentace existuje i pro samosdružené operátory, které nemají 
jednoduché spektrum. Její konstrukce je však formálně komplikovanější a nebude- 
me ji proto uvádět (viz [AG], $ 86, [Nai 2], $ 18.6, [DS 2], $ XIII.5). Uvedeme 
pouze konečný výsledek. 

10.9.7 Věta: Nechť A je samosdružený operátor na separabilním ./. Pak existuje 
prostor LZ(X, du) s konečnou mírou, měřitelná funkce F: X > R a izomorfismus 
W: 6> LZ(X, du) tak,že WAW'' = Ty (operátor násobení funkcí F). 

Větu lze zobecnit pro neseparabilní / (viz [KGv], $ V.2). 

  

Komentář 

$ 10.2 * Každý hermitovský operátor je normální; proto jej můžeme vyjádřit 
jednak pomocí jeho spektrální míry E„(.) na R, ve tvaru (10.1.11), jednak pomocí 
projektorové míry F.,(.) na R“ podle formulí (10.2.1,2) pro A =0. Mezi 
projektorovými mírami F.,(.) a E„(.) existuje v tomto případě velmi jednoduchý 
vztah. Ze vztahu E,-((0)) = 7 (cvičení 6) a formule (10.2.1) totiž dostáváme 
F,(Mx(RY0)) = 0, MeE.g, a odtud pro každé NE plyne 

F(N) = F(NORxX(RU0))) v F (N P (RxX(0))) = F(No(Rxloj)). 

Nyní množina N;:= (z € R: [4, 0] € M), která je borelovská (viz příklad A.1.9b), 
splňuje rovnost M; X (0j = M n (RXx(0)), takže F„(N) = E„(No). Zavedeme 
na systému ?* relaci ekvivalence takto: N > N', jestliže N = N;. Označíme-li 
[M] třídu všech množin, které jsou ekvivalentní danému Ne , je zřejmé, že 
zobrazení [N] » N; je bijekce systému všech tříd ekvivalence na systém Z. 
V tomto smyslu lze každou třídu ztotožnit s množinou NM;. Díky vztahu F A(M) = 
= E„(N;) můžeme dále zobrazení [N] » _A([N]) := F „(N) ztotožnit s projek- 
torovou mírou £F„(.). 

* Větu 10.2.6 lze odvodit nezávisle na spektrálním teorému pro hermitovské 
operátory. Postup je analogický jako v $ 10.1, nyní se ovšem rozšiřuje zobrazení, 
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R 

které přiřazuje každému trigonometrickému polynomu T = S c„i* operátor 

n 

1(U) := > a U* (viz [AG], $$8 77—78.). 
k=-n 

$10.3 * Vedle von Neumannova postupu užívajícího Cayleyovy transformace 

existují další způsoby důkazu spektrálního teorému — viz např. [RN], $ 120; [We], 

$ 7.3. 

8 10.4 « Pro vyšetřování stability esenciálního spektra samosdruženého operátoru 

(a rovněž stability samosdruženosti, o níž jsme se již zmínili v závěru $ 7.3) se často 

užívá pojmu relativní kompaktnosti. Operátor 7 (obecně neomezený) je relativně 

kompaktní vůči samosdruženému operátoru A, jestliže D, > D, a operátor 

TR„(i) je kompaktní.]) Stručněji říkáme, že operátor T je A-kompaktní. Uvedeme 

základní vlastnosti relativní kompaktnosti. 

(i) Jestliže 7' je A-kompaktní, potom z každé posloupnosti (x,) C D,„ splňující 

nerovnost |x„|* + |Ax |* S c pro m = 1,2,... lze vybrat posloupnost (X9) 

tak, že (7'x,„) je konvergentní. 

Skutečně, položíme-li y,:= (A — i)x,, plyne z rovnoběžníkové rovnosti 

|x |* S A|Ax |? + |x |* tj. yh je omezená, a proto TR( Yad = (Tx „) je 

konvergentní (snadno se ověří, že pro každý operátor T splňující D, 2 D, lze 

toto tvrzení obrátit). 

(ii) Jestliže 7 je A-kompaktní, A + T je samosdružený a 7 je (4 + T)-omezený, 

potom T je (A + 7T)-kompaktní. 

Toto tvrzení snadno plyne z příslušných definic (viz $ 7.3). Pro libovolnou 

omezenou posloupnost (y„) položíme x,„:= Ry+r(i) Y„ E Dazr = D,. Jelikož 

T je (A+ T)-omezený, existují reálná a, $ takové, že | Ta |* < |x + 

+ P|A + T)x |* pro všechna n;  dále J(A + Da|* = |y, +ix J= 

< 2| y |* + 2|Ra+r(|* |[ |* a z těchto nerovností snadno vyplývá, že posloup- 

nost (|x.|* + |Ax |*] je omezená. Podle (i) existuje posloupnost (X„j, pro niž 

(Tx„) = (TRa+r(i) Y) je konvergentní; operátor TRy„+r(i) je tedy kompaktní. 

(iii) Jestliže symetrický operátor $ je A-kompaktní, potom A + S je samo- 

sdružený a S je (A + S)-kompaktní. 

Při důkazu tohoto tvrzení vyjdeme z toho, že pro každé xe6 D„ a n= 1,2,... 

platí 

| Sx]| = |SR„(in) (A — in) x| S b(|Ax| + zlxl), kde b,:= |SRCGM] 

Ukážeme, že b,>0. Uvažujme omezené operátory B,:= I zi(1—1) R (7in)= 

= (A + i) R„(—in); pro libovolné y € W plyne z formule (9.4.4), důsledku 

10.3.3 a cvičení 9.17 

1) Z první rezolventní formule (cvičení 3.32) a věty 6.1.3 plyne, že operátor TR„(4) je potom 

kompaktní pro všechna A€ o(A).
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; o ? Úř+1 
|B.y j | lé duek-my = du, = 24 ž d/,, 

a odtud pomocí Lebesgueovy věty dostáváme |B.„y| > 0, tj. s-lim B, = 0. 
Jelikož spolu s operátorem SR„(i) je kompaktní i (SR„(i))*, z výsledku cvi- 
čení 6.3 plyne |B(SR„(G))*]] > 0, a tedy také |SR„(i) BÝ| > 0.  Nyní 

=z=I+ i(n — 1) Rí(in) = (A — 1) Rí(in), takže b, = |SRa(in)| = 
= |SR„(i) Bš| — 0. To znamená, že operátor S je A-omezený s nulovou A- -mezí, 
a z Katovy-Rellichovy věty plyne, že A + Sje samosdružený. Dále pro dosti velké 
nje b, < > takže |Sx| S k(|Ax| + n|x|) pro všechna x€ D,. Potom 

t+1 

ti+ n 
  

  

  

lS + A) x| + n| S [Ax — Sx + zlxl S 1Sx], 

tj. S je (A + S)-omezený a podle (ii) S je (A + S)-kompaktní. 

Z tvrzení (iii) dostáváme následující větu o stabilitě a„ Esenciální spektrum 
samosdruženého operátoru A je stabilní vůči symetrické A-kompaktní poruše S, tj. 

Os(A) = o(A + S). 

K ověření užijeme věty 6b. V podstatě stačí ukázat, že Sx, > 0 pro každou 
posloupnost (x,„) splňující předpoklady zmíněné věty. To je díky kompakí- 
nosti operátoru SRu„(i) ekvivalentní podmínce w-lim (A — i)x, = 0. Jelikož 
w-lim x, = 0, pro každé y€ D, platí ě 

(X(A4-)x)=(A+i)yx)>0. 

Nechť 1€0„(A); potom je posloupnost ((A — i)x,) omezená, neboť 

(A — d)x S (A — 2)x + 12 — x— 14 — a) díky tomu, že 
Ď, = , plyne vztah w-lim (A — i)x, = 0ř z věty 3.5.3c. Platí tedy inkluze 

no oo 

css(A) C oe„(A + $), a protože podle (iii) operátor A je (A + S)-kompaktní, 
můžeme role operátorů A a A + $ vyměnit, čímž dostaneme rovnost 0„ (A) = 
= (A + $). 

Bohatý materiál o stabilitě esenciálního spektra se speciálním zaměřením na 
Schródingerovy operátory Ize najít v [RS 4], $ XIII.4. Systematicky je tato proble- 
matika vyložena též ve [We], $ 9.2. 

* Uvedeme příklad samosdruženého operátoru A, pro nějž množiny o(A) 
a (A 1) nejsou disjunktní (srv. s poznámkou 12). Uvažujme operátor 
o nasobem nezávisle proměnnou na Z(0, 1) a libovolný projektor na Hilbertově 
prostoru /. Operátor A na $ := e © I*(0, 1) definujeme vztahem A[x, y] := 
= |£x, Oy|, tj. A = E © O (viz komentář k $ 7.4). Přímým výpočtem se ověří, 
že A je hermitovský a je redukován uzavřenými podprostory $, := ([x, 0]: xe.%) 
a $ := ([0, w]: we L70, 1)) = $;7. Dále pro izomorfismy: U;: $, > , resp. 
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U;: $; > L*(0,1) definované vztahy U [x,0]:= x, xe , resp. U 10, w] := Y, 

w e 1(0,1), platí UPEU,= Alý, a U;'OU, = A l $,. Je zřejmé, že 0 a 1 

jsou jedinými vlastními hodnotami operátoru A, přičemž odpovídající vlastní pod- 

prostory jsou ([(Z — E) x,0]: xe6 %) a ([£x,0]: x€ MwW). Potom $; = $% 

a Al$; = U;'OU, takže o(At$5) = o(0) = [0, 1] (viz poznámku 7.4.11 

a příklad 5.6.6b). Pro operátor A tedy platí g(A) ? (A 1$;) = o(A) = 

= (0,1h. 

$10.5 * Nechť A je hermitovský operátor a funkce g: R > Č má Taylorův 

rozvoj g(x) = S gWW(0) (x"/n!) s poloměrem konvergence r > |A|. Jelikož 

o(4) © [— A] A] patří © do L*(R, dE,) a posloupnost l9) x0X) = 
= S gl9(0) (x"/n!), konverguje k g vzhledem k normě v L*(R, dl). Z věty 

n=0 
o 

9.3.3 plyne gy(A) = Y gW(0)(4"/ml) a |e(A) — gpy(A)| > 0, takže (srov. 
n=0 

s komentářem k $ 3.6) 
N A" 

e(A) = u-lim > „0) 
N zA n=0) n! 

  

Cvičení 

1. Ověřte implikaci (10.1.2b). 

Návod: Každý kořen polynomu P ležící v intervalu (m,, M.) má sudou násob- 

nost, takže : WXd) = a[|(b, — A TI(— edIICc— d) + ed], kde a>0, 
i j k 

b, S M, a c; < m,. Dále užijte multiplikativitu a důsledek 5.3.7b. 

2. Do množiny X definované vztahem (7a) patří všechny reálné funkce spojité 

na J,„. 

Návod: Jestliže g « C(J„), potom (|g| * g)/2 € CJ,). 

3. Pro každé u € /„ sestrojte k funkci e: J„ > R, kde e(2) := Xim„(!), po- 

sloupnost (f,) © C[m,, M.] takovou, že (/;(/)) je nerostoucí a lim fF.() = e(0, 

teJ,. oo 

4. Nechť funkce g 6.XW splňuje nerovnost |g()| < € pro všechna £€ J 

potom | T() < £ 
Návod: Viz vztahy (5.3.7,5). 

5. Jestliže E(.) je spektrální míra hermitovského operátoru A, potom pro každou 

funkci f: R > R takovou, že f!J„E JW platí 

feL*(R dE) a Z) = N(- 

Návod: Užijte tvrzení (e) věty 9.3.3.
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6. (i) Pro každé ce€ R je spektrální rozklad E(.) operátoru c/ určen vztahem 
Edic)) = I. 

(ii) Najděte spektrální rozklad libovolného projektoru. 
Návod: Viz příklad 10.2.3. 

7. Nechť A je hermitovský operátor; ke každému intervalu J C R existují reálné 
polynomy P,, n= 1,2,..., takové, že E„(J) = s-lim P(A). 

Návod: Pro každé t€J, platí xm,„„t J„ H (VIZ cvičení 3) a Xm„g! J4 = 
= (Ximaty 7 X4)! J„ X. Dále užijte výsledků cvičení 5 a tvrzení 10.1.3b. 

8. Je dán unitární operátor U se spektrální mírou E„(.) a komplexní číslo A = e'“ 
kde 0 S< a < 2x. Dokažte, že A€ oJ(U) právě tehdy, když Eyfa)) * 0; pro 
příslušný vlastní podprostor potom platí Ny(2) = Ran Eu((a)). 

N 

9. Dokažte následující vlastnost kvazipolynomiálních funkcí P(F) = > a,F, 

kde a,;€C a MN,M=0, Fourierova-Plancherelova operátoru F na L*(R?): 
jestliže posloupnost íP(F)) silně konverguje, potom existují ;< C, 0< j S 3, 

taková, že s-lim P,(F) = Ž c,P'. 

Návod: Užijte vztah F 4]—— 7 a napište podmínku cauchyovosti posloupnosti 
P.(F)y pro jednotkové vektory y = g,, kde Fg = i'g, 05 ks<23. 

10. Projektorová míra E„(w“'X.)) z tvrzení 10.3.1 je generována rozkladem 
jedničky (F.j, kde 

Eg (s-my2, S E (0, Z) 
F := 1(0, sE(—w,0]. 

,1, s € [21, %) 

l1. Samosdružené (obecně neomezené operátory) A, A* komutují právě tehdy, 
když pro všechna 4, 4 € CWR platí R„(2) R„(1) = Ry(1) Rí(2). 
Návod: Viz větu 7.4.6. 

12. Pomocí formule (10.4.2) dokažte vztahy inf AXA) = inf o(A) a sup XA) = 
= sup o(A) (užíváme konvence inf M:= — , resp. sup M:= + w, jestliže 
množina M C R není omezená zdola, resp. shora). 

13. S označením z $10.4 pro každý samosdružený operátor A platí o (A) v 
V o„(A) = AA 1%). 

14. Užijeme předpokladů a označení z příkladu 10.3.5. Dokažte, že každá funkce 
definovaná na množině o„(A) patří do g/, definiční obor operátoru g(A) 
je tvořen právě všemi x €.W, pro něž Zl(p(ll ) (x, Pix) < ©, a pro každé 

xe D(g(A)) platí 
p(A) x = 2,p(4,) Pix. 
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Speciálně p € L*(R,dE,„) právě tehdy, když posloupnost (g(A;)) je omezená; 

potom g(A) = > (2;) P; ve smyslu silné operátorové topologie, přičemž řada 

i 
obecně nekonverguje stejnoměrně. 

Návod: Pomocí vět 9.4.10d a 9.4.8c ukažte, že operátory komutují s (A) 

a g(A) P; = (gxu) (A) = glá;) P; 

15. (i) Pro daný omezený interval J C R najděte funkcionální realizaci operátoru 

E„(J), kde E„(.) je spektrální míra operátoru P na L(R). 

(ii) Najděte funkcionální realizaci rozkladu jedničky (£V). 

(iii) Pro samosdružený operátor A na ? odvoďte následující formuli vyjadřující 

pro libovolné x € S souvislost rezolventy R„(z), Imz*0 a propagátoru 

(U(s) = e : se R) 

Roů(z) x = isgn (Im z) Jei“ U(s) x ds, 

) 

kde 7,:= (— %,0) pro Imz <0 a J,:= (0, + %) pro Imz >0. 

Návod: (ii) Pro £ Z 0 platí E0 = Ex(— (t /0) 

(iii) Obměňte postup důkazu tvrzení 9.3.8. 

16. Je dán samosdružený operátor A a borelovská funkce w: R > R. Potom platí 

implikace A€ o(A) > w(2) € o(w(A)), ale nikoliv implikace opačná. 

17. Jestliže samosdružený operátor A je pozitivní, potom podprostor D, je obo- 

rem podstatné samosdruženosti operátoru A? tj. AV D,= A 

Návod: Pro dané x € D(A“?) sestrojte posloupnost m > x,:= E„[0, n) x, 

a ukažte, že [Áx, > /Ax. 

18. Dokažte, že pro každé x € W a každý omezený interval J C R je podprostor 

$(x) z lemmatu 10.5.8 E„(J)-invariantní. 

19. Samosdružený operátor má hustou množinu analytických vektorů. 

Návod: Pro libovolné x € S a přirozené n je vektor E„(—n, n) X analytickým 

vektorem operátoru A a platí x = lim E„(—1, n) X. 

20. Najděte symetrický operátor A takový, že C*(A) = (0h 

Návod: Na prostoru £%(0, x) uvažujte lineární rozšíření P, operátoru definova- 

ného na (s;: k= 1,2,..), kde s(x):= J2/xsin kx, vztahem (Posr) (x) = 

= —ik [2/x cos kx. 

21. Je dán symetrický operátor A na.? a podprostor D c D,, který je A-inva- 

riantní. Předpokládejme, že analytické vektory operátoru A, které leží v D, tvoří 

hustou množinu; potom operátor AD je v podstatě samosdružený.
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22. Jestliže operátory 7' a S jsou unitárně ekvivalentní, T = USU"', a xje 373 

analytický vektor operátoru S, potom Ux je analytický vektor operátoru T a platí 
r(x) = r,(Ux). 

23. Každý z vektorů h, daných formulemi (4.3.4) je analytickým vektorem operá- 

torů O a P na ZR) a podprostor (h;: n = 0,1,...)j, je oborem podstatné 

samosdruženosti obou těchto operátorů. 

Návod: Funkce x » g„(x):= e""?x", n= 0,1,... patří do C*(0), přičemž 
|oře | = k + n+ 5) S Jník+ n)!. Pro operátor P užijte vztahů (7.4.8) 
a (4.3.5). 

24. (i) Nechť operátory A,..., A € F„() komutují a E(.) je direktní součin 

jejich spektrálních měr; nechť konečně w: R? > R" je zobrazení splňující před- 

poklady z cvičení 9.2, takže  E„(.) = E(w7'(.)) je projektorová míra na R". 
Potom pro každou borelovskou funkci g: R" > C platí (9g©o w)(A,..., A) = 

= gp(Á;,..., A;), kde Aj:= w(A,..., Ag). 

(ii) Jestliže operátory A, A' « „() komutují, pak pro všechna 4€R platí 

oVácVA = oidz(4A) kde idyu, v) = u + v. Proč obecně nelze pravou stranu 
této rovnosti zapsat jako eWA+4) ? 
Návod: (i) Ukažte, že projektorová míra E„(. ) je direktním součinem projektoro- 

vých měr E„(.),..., E„(.) — viz (9.2.7,8); dále užijte tvrzení 9.4.12 a příkladu 
10.3.6. 

25. Dokažte rovnost (10.7.6a). 

Návod: Jestliže pro Be.S(W) a každý omezený interval : JR platí 
BP(J) = P(J) B; potom komplexní míry W a s jsou totožné pro všechna 
x, y c H. 

26. Nechť A « F„(%) a m 2; potom pro libovolné x € D(A") a všechna 
přirozená k S m platí |A*x| S |A"x|7 ||| (rob/e 
Návod: Užijte rovnost ||A*x|? = f7* du(d. 

27. Jestliže E(.) je projektorová míra na R* s hodnotami v Z(%,) a L je 

jednotkový operátor na , potom zobrazení M»> K.)© I, Meg?!, je 

projektorová míra na R“ s hodnotami v R(H, 8D H) 

Návod: K ověření o-aditivity užijeme tvrzení (ii) ze cvičení 3.22. 

28. Dokažte následující vztahy ilustrující příbuznost operátorů A, a A, pro 

A 6 F9(W,), r= 1,2 (srv. s lemmatem 10.8.4): 

() o (A) = o (A); : 
(i) má-li operátor A, čistě bodové spektrum, platí totéž o operátoru A; 

(iii) je-li : R > C omezená borelovská funkce, potom g(A;) = (A,) © I 
a qo(Ázl = I, © p(A). : 

(iv) f(A,)= f(A) © , a f(A:) = I, © f(A) pro každou reálnou borelov- 
skou funkci /. 

Návod: (iii), (iv) viz důkaz lemmatu 10.8.4a.
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29. Jestliže V je izomorfismus Hilbertových prostorů H a ' a y€eH je 

generující vektor samosdruženého operátoru A, potom y := Vy je generující 

vektor operátoru VAV'. 
Návod: Viz příklad 10.3.7 a cvičení 5.4. 

30. Nechť operátor A « £(21) má jednoduché spektrum a operátor ©, na 

L*(R, dz) je jeho spektrální reprezentace; potom pro libovolnou borelovskou 

funkci g: R > C je operátor g(A) unitárně ekvivalentní operátoru násobení 

funkcí g na IŽ(R, du). 
Návod: Viz cvičení 9.21 a příklad 10.5.1. 

31. Na základě věty 10.9.3 dokažte: 

(i) pro každé x € ? je míra u(.) := (x, E„(.) x) generována funkcí , := Vx 

a mírou 44 tj. 4 (M) = [|w.J' du pro všechna M e %. Speciálně každá u-nulová 
M 

množina je £,„-nulová, takže platí inkluze Z*(R, du) © 30 

(ii) pro každé e L*(R, du)  patří generující vektor y do definičního oboru 

operátoru y(A) a platí V = y(A) y. Z této rovnosti mj. plyne, že pro každou 

totální množinu: W C ZŽ(R, du) je množina (y(A) y: y € U) totální v %. 

Návod: (i) Jestliže I |w, — o„*dw > 0 pro nějakou posloupnost (0;; C $, 
R 

potom o„(A)y > x a pro každé ME Z platí ||| du = lim [IxmS |( du. 
R nR 

(ii) Užijte první z rovností (10.9.6) pro operátor: 4(A) — o„(A), kde o,€ S 

a (j — oJ du > 0. 
R 

32. Jestliže y je generující vektor operátoru A « .£„(71), potom pro každý 

omezený opcrátor B takový, že BA c AB a RanB=SW, je množina 

(E„(J) By: J « ) totální v P 

33. Jestliže k danému A € £.(2) existuje y € W a množina © C d) taková, 

že y€ D(g(A)) pro všechna g€e $ a (g(A) y: p6 Bh = , potom má 

operátor A jednoduché spektrum. 

Návod: Viz důkaz tvrzení 10.9.5. 

34. Spektrum hermitovského operátoru A je jednoduché právě tehdy, když 

(A"y: n = 0, 1,...) je totální množina pro nějaké y € F. 

Návod: Nutná podmínka: stačí ukázat, že polynomy na [m,, M„] tvoří hustou 

množinu v Z*(R, du) (viz cvičení 31); užijte příklad 3.1.7 a Weierstrassovu větu. 

Postačující podmínka — viz cvičení 33. 

35. Jestliže A E P„() a existuje y © W takové, že |(By: Be (AV) = W, 

potom ke každému hermitovskému Ce(A| a kladnému « existuje hermitovský 

operátor B s (A takový, že |(C — B) y| < « 

Návod: Pro každé B e (A platí B* e (A a díky komutativitě (Aj" je C — B 

normální.
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11.1 SPOJITÉ JEDNOPARAMETRICKÉ GRUPY UNITÁRNÍCH OPERÁTORŮ. 
STONEŮV TEORÉM 

Množinu (U(s): s € R) unitárních operátorů na daném W  nazýváme silně 

spojitou jednoparametrickou grupou unitárních operátorů (stručněji unitární 

grupou), jestliže zobrazení s > Uí(s) je spojité v silné operátorové topologii a pro 

všechna Z, s € R platí 

U(t + s) = U(ď) U(s). (la) 

Z této podmínky vyplývá komutativita množiny (U(s): s € Ri; díky unitaritě 

dostáváme dále vztahy 

U(0) = 1, U(—s) = U(sy'* = U(s)*. (1b) 

Vidíme tedy, že množina (U(s): s € R) je podgrupoul) v grupě U() všech 
unitárních operátorů na daném S (viz cvičení 5.28). 

. Operátor T definovaný na podprostoru 

1 
D = Dr:= |xE: existuje lim-(U(s) — )x (2a) 

s-0 g 

vztahem 

1 
Tx := lim=-(U(s) — D)x (2b) 

s70 18 

nazýváme (infinitezimálním) generátorem unitární grupy (U(s): s e R). Pod- 

prostor D je neprázdný (obsahuje alespoň nulový vektor), takže generátor vždy 
existuje; je zřejmé, že je unitární grupou jednoznačně určen. Z grupové podmínky 

(1a) dále pro každé s € R plyne 

U(9DcD (2c) 

U(s + h) — U(s) = 
—idst 2d h É() - (2d) TU(s)x = U(s)Tx = lm 

h>0 

1) Z podmínky (1a) plyne, že zobrazení s > U(s) je unitární reprezentace grupy translací reálné osy 
(viz komentář k $ 3.4).
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Generátor je klíčovým pojmem a za okamžik se k vyšetřování jeho vlastností 

vrátíme. Nejprve však probereme následující příklad unitární grupy. 

11.1.1. Tvrzení: Jestliže A je samosdružený operátor, potom množina 

(exp (isA): s e R) (3) 

je silně spojitá unitární grupa a operátor A je její generátor. 

Důkaz: Nechť E(.) je spektrální míra operátoru A; pro každé s< R označíme 

funkci u > exp (isu) symbolem , tj. y,(4) = exp (isu), u € R. Jelikož |y,(w)| = 1 

pro všechna s, « € R, jsou operátory eW4 = y (A) unitární (viz cvičení 9.11); dále 

ze vztahu /,4, = ",+,a tvrzení (a) věty 9.3.3 dostáváme grupovou podmínku (1a). 

Konečně silná spojitost plyne z tvrzení (d) zmíněné věty. Nechť operátor 7 je 

generátorem uvažované grupy; zbývá ověřit, že 7 = A. Pro každé reálné s * O je 

funkce g,:= (1/is) (y, — 1) spojitá a omezená, takže g € L*(R, dE). Nechť 

x € D,„; pomocí rovnosti (9.4.4) dostáváme 

|(.(A) — A) x|F = JI% — id|* du,. (4) 

Ježto pro každé s= 0 platí odhad |g, — id| S |] + Jid| < 2jid|, | dále 

id € ZŽ(R, du,) pro x€ D, a lim g.(4) = u pro všechna 4 € R, plyne z Lebes- 
s—0 

gueovy věty a rovnosti (4), že lim g,(A4)x existuje a je rovna Ax; platí tedy inkluze 
570 

A C T. Nechť nyní x € Dy, tj. existuje lim g,(A) x = y. Pak pro všechna dosti 
s>0 

malá s 7* 0 máme 

Ílwslzdux < ([] + v*, 

a protože lim |gp,(w)|* = u“, dostáváme pomocí Fatouova lemmatu podmínku 
s70 

id€ F(R,du), tj. xE D, U 

Ukazuje se, že množinami tvaru (3), kde A je libovolný samosdružený operátor 

na daném .2/, jsou vyčerpány všechny (silně spojité) unitární grupy na S?. To je 

obsahem následující věty, která je svým významem pro teorii a aplikace srovnatel- 

ná se spektrálním teorémem. 

11.1.2 Věta (Stoneův teorém): Ke každé silně spojité unitární grupě (U(s): s < Ri 

existuje právě jeden samosdružený operátor A takový, že U(s) = exp (isA) pro 

všechna s e R. 

Důúůkaz: Jednoznačnost je důsledkem existence operátoru A s uvedenými vlast- 

nostmi; z tvrzení 1 totiž plyne, že A je generátorem uvažované unitární grupy.
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Ke konstrukci operátoru A užijeme formule (2b) pro jistou speciální množinu 377 
vektorů, která je hustá v W. Získáme tak hustě definovaný operátor A o němž 

ukážeme, že je v podstatě samosdružený. Nakonec ověříme, že pro všechna s e R 
platí exp (isA,) = U(s). 

Pro libovolné f € CP(R) a x €. definujeme vektor x, < vztahem 

xp ff(t) U(x dí; (5) 

R 

existence integrálu je důsledkem spojitosti funkce £ > f(d) U(t)x (viz cvičení 

3.38) a vztahu |(9 U(9x|| S |A xx(4) |x]|, kde K C R je (kompaktní) nosič 
funkce /; takže xx je integrabilní. Speciálně můžeme zvolit f = j kde funkce 
t > jďď) je pro každé e > 0 určena vztahem j(?) := c. j(t/e), formulí (2.6.7) 

a normalizační podmínkou f jd dí = 1; potom pomocí nerovnosti (3.7.6) pro 
R 

každé x 6.%W dostáváme 

|x — x| = fjs(f) JW — Dx| dr < esil_lp] CUW — D xl 

Ze spojitosti vektorové funkce U(.) x nyní plyne, že podprostor D,:= iXp: x EMW, 
fe CP(R)hy je hustý vH. 

Nechť 7 je generátor grupy (U(s): s € R); ukážeme, že D, C Dra Tx,= ixy 
pro všechna x €.X? a f€ CT(R). Skutečně, pro každé reálné s * 0 formule (5) 
dává (viz též cvičení 3.41) 

Š(U(S) — Dx Š_íf(f) |UW(s + ) — V] xdí = 

1 
- ŠJ[f(t — 5) — D) UHBxdr. 

Nyní pro všechna £ € R platí 

lim — [Ar— ) — O] = P, 
s-0 is 

přičemž funkce /' opět patří do CÝ(R), a je tudíž omezená: |f'(2)| < C pro 

všechna / € R. Pomocí věty o přírůstku funkce získáme odhad 

Š[f(t— 9 — 00] d0x | s C/x |x], 
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kde K je kompaktní nosič funkce f. Levá strana poslední nerovnosti má tedy 

integrabilní majorantu nezávislou na s a z věty 3.7.7 plyne 

lim_í(U(s) — x; = iJf'(t) U(f) x dí= ixy. (6) 
s-0 is 

Na podprostoru D, definujeme lineární operátor Ag vztahem 

A := T D,. 

Ze vztahu (6) je vidět, že podprostor D, je Ag-invariantní. Pomocí ($5) zjistíme, že 

U(s) x; = x; „ kde f-() := f(t — s), a snadno nahlédneme, že f , € CS (R); 

podprostor D„ je tedy rovněž U(s)-invariantní pro všechna s € R. Potom z rovnosti 

(2d) pro každé z € D, dostáváme 
„dU 

A, U(s)z = U(s) Agz = —i——(9) z. (7) 
ds 

Ověříme nyní, že operátor A,je symetrický. Díky podmínce Ď, = W stačí, aby 

pro libovolná x, y €.? a f, g € CS(R) platilo (AoXy; Y) = (%j; Agy,); tuto rov- 

nost dostaneme ze vztahu 

1 
(AcXp Y) = lm (; (U() — D Xp Yg) 

(viz (6)) a unitarity operátorů U(s). 

Dále ukážeme, že Ker (A5 + i) = (0), tj. že operátor A,„je v podstatě samosdru- 
* 

žený (viz důsledek 7.3.11). Z předpokladu existence vektoru y € D(Aj) splňující- 

ho podmínku ASy = iy dostáváme pomocí (7) pro všechna z € Dy: 

d dU 200% 
d—(y, U(s) z) = (y, —— (4) Z) = j(Apy, U(s) z) = (Y U(s) z). 

s ds 

Z této diferenciální rovnice a podmínky U(0) = 7 plyne (y, U(s) z) = (y z)e), 

s e R. Aby tento vztah nebyl ve sporu s omezeností funkce (y, U(.) z), musí 

(y, z) = 0 pro všechna z € Dy, což spolu s podmínkou Ď, =  dává y = 0. 

Podobně se ověří, že Ker (A45 + i) = (0). 

Zbývá dokázat, že samosdružený operátor A := A; splňuje pro všechna s < R 

rovnost exp (iAs) = V(s) = U(s). Stačí zřejmě ověřit, že V(s)z = U(s)z pro 

všechna z € D,. Uvažujme vektorovou funkci s > y(s):= U(s)z — V(s)z. Podle 

(7) existuje (d/ ds) (s) z a rovná se i4, U(s) z = iA U(s)z. Dále podmínka 

z6 D,C D, spolu s rovností |E„(M) V(s) x| ? = | V(5) E „(M) x|* = 

= |E(M) x|*, MEZ, implikuje V(s) z « D, (viz důkaz věty 9.4.10d); odtud 

vzhledem k inkluzi U(s) D, C D,; © D, dostáváme y(s) E D„ pro všechna 

s € R. Ježto A je generátorem grupy (V(s): s E R) (viz tvrzení 1), existuje
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(dV/ds) (s) z = iA V(s) z; potom 

? (s) = iAU(s) z — iAV(s) z = iAy(s). 

Odtud máme (d/ds) || y(s)|Ť = —i(Aw(s), y(s)) + (y(s), iAy(s)) = 0, a protože 
»(0) = 0, je 0 = y(s) = U(s)z — V(s)z pro všechna sER az€E D, II 

11.1.3 Poznámky: (a) Z formulí (2) vyplývá, že k určení generátoru dané unitární 
grupy ( U(s): s € R) stačí znát funkci s » U(s) jen v nějakém (libovolně malém) 
okolí bodu s= 0. Jestliže tedy pro dvojici unitárních grup (U(s): s € R) 
a (V(s): s € R) existuje d > 0 takové, že U(s) = V(s) pro všechna |s| < d, 
potom generátory těchto grup jsou si rovny a ze Stoneova teorému plyne 
U(s) = V(s) pro všechna s< R. 
(b) Nechť (U(s): s € R) je množina unitárních operátorů; podle věty 10.2.6 exis- 
tuje ke každému U(s) hermitovský operátor A(s) takový, že U(s) = exp (1A(s)) 
Mohou však existovat samosdružené operátory A(s) * A(s), pro něž rovněž platí 

U(s) = exp (i4(s)) (8) 
(tyto operatory ovšem nesplňují podmínky (10.2.10)). Triviálním příkladem jsou 
operátory A(s) = A(s) + 2xn], n= +1, +2,..., neboť exp (iA(s) + 21nni/) = 
= exp (iA(s)) exp (i2nn1) = exp (iA(s)) (viz cvičení 10.24). Jestliže nyní množi- 
na ŠU(S)ř splňuje podmínky Stoneova teorému, platí pro každé s € R rovnost (8), 
jestliže Á(s) = sA, přičemž operátor A nezávisí na s; je ovšem obecně neomezený. 

Pomocí Stoneova teorému odvodíme užitečné vyjádření komutantu unitární 
grupy. 

11.1.4 Tvrzení: Nechť jsou splněny předpoklady Stoneova teorému a E„(.) je 
spektrální míra operátoru A. Potom platí rovnosti 

(U(s): s € RY = (E) = (EW: se RY = (AY, (9) 
kde EW := E„(— , g], cc R. 
Důkaz: Nechť B s (E„(.)), tj. B B(3) a [B, E„(M)| = 0 pro každé M e $. 
Pro všechna s € R platí U(s) = 7(A) = exp (isA); jestliže ve větě 9.4.10d položí- 
me g = , dostáváme B e (U(s): s « Ry. Vzhledem k tomu, že druhá z rovností 
(9) plyne z lemmatu 9.2.1b a tvrzení 9.1.8d a třetí ze spektrálního teorému, stačí 
k dokončení důkazu ověřit inkluzi (U(s): s « R C (EW: te Ry. Nechť tedy 
Be (U(s): s « Ry' = (9,(A): s « RYV. Pro libovolné t € R a přirozené n ž 2 uva- 
žujme spojitou 2nr-periodickou funkci fW, jejíž graf je lomená čára spojující body 
[8 — n 0], [ — no+1/n, 1), [6 1], [e + 1/n, 0] a [£ + m,0]. Snadno zjistíme, že 
pro každé u € R platí lim fW(u) = X(— , (u). Podle Fejérovy věty existují trigono- 

metrické polynomy P, = >Ycf3, takové, že |f 0 — P|| < 17n pron = 2,3,.... 
k 

379
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Odtud pro všechna 4 € R a n Z 2 vyplývá lim P(u4) = X-,z(4) a |R(u4)] = 

< |f(m)| + 1/nm s 2. Věta 9.3.3d potom dává P,(A) xX > X(-=„(A) x = Ex 

pro každé x < . Vztah [B, E] = 0 bude tedy platit, jestliže [ B, P(A)) = 0 

pro všechna m; poslední rovnost je však bezprostředním důsledkem podmínky 

Be(n(A): seRY. m 

11.1.5 Důsledek: Samosdružené operátory A a A' komutují právě tehdy, když 

[exp (isA), exp (it4')] = 0 pro všechna s, £ € R.l) 

Důkaz: Jestliže operátory A, A' komutují, tj. pro každé £ € R platí EW e (ply, 

pak pomocí (9) dostáváme [EW, U'(s')] = 0 pro libovolné s' € R. Konečně věta 

9.4.10d pro g = 1, dává [U(s), U'(s')) = 0 pro všechna s, s' € R. Naopak z této 

rovnosti podle (9) plyne U(s) € (EW9: w e Ry' pro všechna s € R, což je ekviva- 

lentní podmínce E e (U(s): s e RY, u € R; užijeme-li znovu vztah (9), dostává- 

me [EWW), EW] = 0 pro všechna u, f € R, což podle definice znamená, že operáto- 

ry A a A' komutují. II 

11.1.6 Příklady: (a) Pro danou borelovskou funkci f: R? > R a borelovskou 

míru o na R“ uvažujme operátory násobení funkcí y, 9 f, s € R, na P(R?, do). 

Podle příkladu 9.4.5 platí T„ = [(7,9 f) dE9, kde pro každě M « d projek- 

tor E(9(M) je operátor násobení funkcí xy. Stejně jako v důkazu tvrzení 1 ověříme, 

že množina (7,,.;: s € R) je silně spojitá unitární grupa. Nechť A je její generátor, 

takže A « Z„(L(R?, do)). Snadno se přesvědčíme o tom, že A je operátor násobe- 

ní funkcí f. Jestliže totiž e D(7), tj. fl fyw|*do < %, potom ze vztahu 

(1/sy (0 — v = (4/9) sin* [s f(x)/2] S f(x)*, který platí pro všechna 

s € RV(0]) a x € R?, vyplývá, že funkce |(1/is) [4, 0 f — 1] p — fy|* má integrabil- 

ní majorantu 2|fy|*. Z Lebesgueovy věty a formule (2a, b) nyní dostáváme y € D, 

a Ay = T,, tj. 7; C A, a protože oba operátory jsou samosdružené, platí 

rovnost. 

(b) Na prostoru ZŽ(R) určuje pro každé s€ R dilatační transformace x > ex 

reálné osy unitární operátor U„(s) vztahem 

(Ud)Y0):=o7yWex), | Ye l0R) 

(viz příklad 5.5.3). Snadno se přesvědčíme o tom, že množina (Ug(s): s € R) 

splňuje grupovou podmínku (1a). Vyšetříme spojitost zobrazení s > U(s). Pro 

libovolné g € CS(R) a s € (—1, 1) má funkce ©(.) (Vs5) gp) (.) integrabilní ma- 

jorantu ||| 190)) přičemž lim 9) (U 8) 9) () = |909|?, x < R; z Le- 
besgueovy věty potom dostáváme lim (g, U(s) 9) = || ? což spolu s unitaritou 

s70 

1) Srovnejte s definicí komutativity v poznámce 10.3.4b a s analogickým tvrzením pro rezolventy 

(poznámka 7.4.8).
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a grupovou podmínkou dává lim U;(s) p = U(s,)) . Díky tomu, že množina 381 
So+SD 

CT (R) je hustá v ZŽ(R), je zobrazení s > Uy(s) silně spojité (viz cvičení 3). 

Najdeme generátor A; grupy (UV(s): s € R). Vezmeme opět libovolné 

g E CF(R); nosič K,této funkce leží v nějakém kompaktním intervalu [a, b]. Pro 

každé s € (—1, 1) 40] funkce f;: R > C, 

f(x) = Š[e“zfp(esx) — x)] + Šfp(X) + ixg'(x) 

je spojitá a její nosič je částí množiny [e *a, e *b] v [a, b|, která pro všechna 

uvažovaná s leží v jistém intervalu J„; např. pro a S 0 máme J„ = [a/e, be]. 

Dále pro všechna x € R platí 

1 1 
lsifrol f(x) =0 a š[ď/ *p(e'x) — x)) = žex(x)/ *p(e"9x) + x l p(es(x)x), 

kde s(x) leží v otevřeném intervalu s krajními body 0 a s. Odtud vyplý- 

vá, že pro všechna s€(—1,1)Mf0) má funkce f; integrabilní majorantu 

[] ]] + 21x e |9'|| ] x7; Pomocí Lebesgueovy věty potom zjistíme, že pro 
každé p € CS(R) existuje 1515]1 (1/is) [Vo(s) p — g] a rovná se — (i/2) g + OPy, 

kde O a P jsou operátory zavedené v příkladech 7.1.5, resp. 7.2.7. Konečně 

užijeme toho, že podprostor CF(R) je V(s)-invariantní pro každé s € R; skuteč- 

ně, funkce x > (U;($) gp) x pro p € C(R) má zjevně derivace všech řádů a jejím 

nosičem je množina (x € R: e'x € Kgj, která je kompaktní v důsledku kompakt- 

nosti K a spojitosti zobrazení x * e*x. Ze cvičení 4 nyní pro hledaný samosdruže- 

ný operátor A, plyne 
  

A, = (_Š+ Qp)r CH (R) = Š(QP+ PO) ! CT(R); 

operátor (OP + PO)! CS(R) je tudíž v podstatě samosdružený. 

Na závěr vyšetříme tenzorový součin unitárních grup. Nechť v Hilbertových 

prostorech W r= 1,2, jsou dány silně spojité unitární grupy (U (s) = 

= exp (iA,s): s € Rj, kde A, « £„(7P,). Podle věty 5.7.5 je pro každé s € R před- 

pisem 

Usg(5) := U (s) © Uz(s) = exp (iA,s) © exp (i45) (10) 

určen unitární operátor na H © .%W, a z formule (5.7.6) vyplývá, že zobrazení 

s > Ue($) splňuje podmínky (1a, b). Dále pro libovolné x 6.W, y 6 , z ne- 

rovnosti
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KUV2(59) — DH(x Y | S 1V0) x — xl lo FIV:65) x|1 102(5) y — ph = 

= |V(5) x — xs y + xl |1 0205) » — ple a1) 

a silné spojitosti grup (U (s): s « R) máme hgř |(U(5) — )H(x © yy| = 0 

a odtud plyne silná spojitost zobrazení s > Ue(s) (viz cvičení 3). Množina 

(Ue(s): s € R) je tedy silně spojitá unitární grupa. Nechť Ae je její generátor; 

najdeme vztah mezi ním a operátory A, « £„(%,). Pro libovolná x « D(A;), 

y € D(A:) dostaneme podobně jako ve formuli (11) nerovnost 

S 
    

„Š(UG(S) — )(x © y) - (A + AJx © Y) 

+ 

2 

< Š[UZ(S)y — Y| — AY 
    

1 
íšlul(s)x — x] — A,x] I + Ixls l 

      1     

+ |V(5) x — x| ALa 

z níž pro operátor A, + A, = A, © Z7, + /, © A, s definičním oborem D(A,) © 

w D(A) (viz poznámku 10.8.1) plyne A; + A; C As. Operátor na levé straně je 

podle věty 10.8.2 v podstatě samosdružený, a je tedy A« = A, + A 

11.1.7 Tvrzení: Generátorem unitární grupy (10) je operátor A, + A; tj. pro 

všechna s € R platí 

exp (iA,s) © exp (iAs) = exp [i(A, + A) s]. (12a) 

11.1.8 Poznámka: Jestliže položíme U(s) := D s € R, dostaneme triviální uni- 

tární grupu, jejímž generátorem je nulový operátor. Podle (12a) je pak operátor A, 

generátorem unitární grupy (Ui(s) = U(s) © /,: s e Rj. Pro každé s € R tedy 

máme 
U(s) = exp(iA,s), r=1,2. (12b) 

Naopak, z těchto vztahů vyplývá rovnost (12a) — viz cvičení 9. 

  

11.2 TROTTEROVA FORMULE 

Uvažujme libovolnou dvojicíi samosdružených operátorů A, B a předpokládejme, 

že jejich součet C = A + B, což je operátor s definičním oborem 

D=Do=D,oD;, 

je rovněž samosdružený. Ukážeme, že každý prvek unitární grupy (exp (i:C): 

t € R) lze vyjádřit pomocí unitárních grup generovaných operátory A a B.
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11.2.1. Věta (Zřrotter): Jestliže A, B, C jsou samosdružené operátory na daném % 383 

takové, že C = A + B, potom pro každé f € R platí 

eítC = s-lim [eitA/n eitB/n]n : (1) 

Důkaz: Budeme opět užívat označení +, pro funkci u > e u € R. Podle pravidel 

funkcionálního počtu pro libovolné přirozené x platí (4,„(C))" = 1(C); formuli 

(1) můžeme proto přepsat v ekvivalentním tvaru 

žl_tg Umal(A) mno(BY — m(OP)x=0,  xe. (2) 

Jelikož 

lAD = lk B = 17kO] = 1 (3) 

pro všechna Z € R je norma operátoru ve složené závorce menší než 2 pro všech- 

na s. Na základě toho snadno zjistíme, že k ověření vztahu (1) stačí, aby rovnost 

(2) platila pro všechna x z nějaké množiny, která je hustá v ; provedeme to pro 

množinu D = D. Nechť tedy x € D; pomocí rovností (3) a vlastností normy na 

() dostáváme 

H[ (A) m (B)J" — n (C") x| = 

S Žo[n„„(A) n( BY [( A) n(B) — n( O] n (C 7 x 

        
< HŽIM_ 

k=0 A 

= || sup 
|s| S 14 

K(í) y(C) x | 
n 

t 

K (;) Nn—k—ymi(C) % 
      

  

      

  

kde jsme zavedli následující označení 

1 
;[m(A) mKkB) — mlC)), u *0 

K(u) :=í 

0, u=0 

  

Vztah (1) bude tedy platit, jestliže ukážeme, že 

lim sup ||X(4) y,(C) x| = 0 (4) 
u70 j1] 

pro všechna x € D. Nejprve ověříme, že funkce ||KX(.) x|| je omezená na R pro 

všechna x € D. Pro « ? 0) máme 

1 1 1 
K(4) x = z„ (nKkA) — Dx h nk4) = (m(B) — Dx „(14C) — Dx, (5a)
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a protože D = D, o Dy, ze vztahu (11.1.2b) a silné spojitosti : grupy 

(1 (A): u © Ri vyplývá 

lim K(u) x = i4x + iBx — iCx = 0. (5b) 
u>0 

Existuje tedy ó(x) > 0 takové, že pro |u| < ó(x) platí |K(w) x| < 1. Pro 

|u| S á(x) vztahy (5a) a (3) dávají 

6 6 
— |*] S — |xl - K s |K(u) x| ť č 

Celkem tedy pro každé x € D existuje C, > 0 takové, že 

|K() x| S C (6) 
pro všechna 4 € R. 

Na podprostoru J je možno zavést skalární součin [x, y] " (% Ye = 

= (x, y) + (Cx, Cy). Díky tomu, že operátor C je samosdružený, a tedy uzavře- 

ný, vznikne tak Hilbertův prostor, který označíme , (viz cvičení 7.15). Jelikož 

|x|| S |x c; platí implikace B © R(%W) > B DER(H0,7), znía podmínky 

(6) na základě principu stejnoměrné omezenosti plyne existence kladného k tako- 

vého, že 

|X() x| S klxle (7) 
pro všechna w € R a x € D. Nechť množina M c D je totálně omezená v „e; 

k libovolnému « > 0 lze tedy najít konečnou e-síť N, a z (5b) plyne implikace 

j] < ó(g) > |K(w) y| < e pro všechna y € N.. Pomocí (7) potom dostaneme 

linš sup |K(4) z| = 0. K ověření rovnosti (4) tedy stačí ukázat, že množina 
u8 zeM 

M,:= (9(C) x: |s| < |H4) je totálně omezená v JW pro každé x € D. Připomeň- 

me především, že y,(C) D C D pro všechna s € R (viz (11.1.2c)), takže M, c D 

pro každé x € D. Pomocí (11.1.2d) dostáváme 

I4(O — lO xž = 174)) — lO z|? + 176CO) — 1(O) Cx 

a protože zobrazení f,: R > , f,(s) := 1,(C) y je spojité pro každé y < %, je 

pro všechna x € D spojité i zobrazení g,: R > We, g.(5) := y(C) x. Kompaktní 

interval [ — |Ň], |4] se přitom zobrazuje na množinu M,, která je podle věty 2.5.3b 

HFo-kompaktní, a tím spíše totálně omezená v , (viz důsledek 2.5.10a). II 

11.2.2 Poznámka: Předpoklad samosdruženosti operátoru C = A + 8 je dosti 

omezující — je však automaticky splněn např. ve speciálním případě, kdy alespoň 

jeden z operátorů A, B je omezený. Jsou-li oba tyto operátory neomezené, setká- 

me se často se situací, kdy operátor A + 8 je pouze v podstatě samosdružený. 
vvvvvv 

— viz např. [Cher 1].



11 KOMENTÁŘ 
  

Komentář 

$ 11.1 * Jeden z alternativních důkazů Stoneova teorému vychází z následující 
vlastnosti obecné unitární grupy: pro všechna x €.W je funkce s > (x, U(s) x) 
pozitivně definitní, tj. matice s prvky (x, U(s; — s;) x), j, k = 1,2,..., n, je pozi- 
tivní pro každé m a libovolnou m-tici s;, ..., 5,. V teorii funkcí se dokazuje Bochne- 
rova věta, která tvrdí, že každá spojitá pozitivně definitní funkce /: R > C je 
Fourierovým obrazem konečné (nezáporné) borelovské míry « na R, tj. pro 
všechna / € R platí 

fd = f O 
R 

(důkaz viz např. [AG], $ 70); míra « je přitom určena jednoznačně. Pro spoji- 
tou unitární grupu existuje tedy zobrazení x » w, takové, že (x, U(dx) = 
= J 0* du(s); pomocí polarizace najdeme pro každé x a y €.%W komplexní míru 

R 

v,, takovou, že (X, U( y) = Ř[ c7 dvy,, pro všechna f € R. Tato míra je opět 

určena jednoznačně grupou (U(£): £ € R). Odtud plyne, že pro každé se R je 
forma [x, y] > v((— %,s) seskvilineární, pozitivní a omezená, takže existuje 
pozitivní operátor: E, c P() splňující (x, E,y) = v(— %,s) pro všechna 
x, y €SF. Konečně se ověří, že |£Ej je rozklad jedničky. Podrobnosti lze najít 
v [RN], $ 138. 

* Stoneův teorém Ize formulovat jako tvrzení o existenci simultánního spektrální- 
ho rozkladu množiny operátorů, které tvoří unitární reprezentací aditivní grupy R, 
tj. o existenci projektorové míry E(.) na R takové, že U(s) = f y, dE pro každé 
s € R. Tato formulace umožňuje provést dalekosáhlé zobecnění. Budeme potře- 
bovat několik pojmů. Charakterem groupy G nazýváme spojitou  funkci 
6: G > C, která vyhovuje podmínkám |(g)| = 1 a š(gg) = č(g) č(g) pro 
všechna g, g € G. Na množině X„ všech charakterů zavedeme topologii 7 tak, 
aby funkce š > f(č) := š(g) byly spojité pro všechna g € G (viz příklad 2.3.4). 

Např. pro aditivní grupu IR" má obecný charakter tvar Š(Xr << X,) = expi tx 
j=1 

kde £; € R, a prostor (X, t9) je homeomorfní s R". Nechť Z% je systém borelov- 
ských množin na Xs, tj. minimální o-algebra obsahující To, a H je Hilbertův 
prostor. Na 20% Ize definovat projektorovou míru E(.) s hodnotami v Z (m) 
a zobrazení g m f pdl €F(JW) pro borelovské funkce g: X„ > C, které jsou 
E-s.v. omezené; postup je stejný jako v $$ 9.1.3, je pouze třeba zaměnit R/ 
prostorem X„. Potom platí následující tvrzení — tzv. teorém SNAG (Stone, Naj- 
mark, Ambrose, Godement): Nechť g > U(g) je (silně) spojitá unitární reprezen- 
tace lokálně kompaktní komutativní grupy G na Hilbertově prostoru . Potom 
existuje právě jedna projektorová míra E(.) na Z taková, že U(g) = ff, dE pro 
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všechna g € G. Podrobnější výklad a bibliogratfii původních prací najde čtenář 

např. v [RN], $ 140. 

  

Cvičení 

1. Jestliže (U(s): s e R) je množina unitárních operátorů splňujících grupovou 

podmínku (11.1.1a), potom zobrazení s > U(s) je silně spojité právě tehdy, když 

je spojité slabě. Jsou-li tyto podmínky splněny, je uvažovaná unitární grupa spojitá 

vůči normě právě tehdy, když její generátor je omezený operátor. 

2. Doplníme-li předpoklady předchozího cvičení podmínkou separability Hilber- 

tova prostoru SW, potom zobrazení s > U(s) je silně spojité, jestliže: funkce 

s > (U(s) y, x) je borelovská pro všechna x, y $ 

Návod: Pro libovolná a > 0, y © X existuje y, € F takové, že pro všechna x 6 

platí 

_í (U(D y, x) dt = (Y. x)- 

Podmínka (11.1.1a) potom dává |(U(s) Ys; X) — (Ys x)| < 2s|x|| |y|. Odtud 

a z cvičení 1 plyne lim U(s)y, = y Nechť (z je hustá v ; ukažte, že 
570 

existuje b > 0, pro něž platí 

d B 

í—(z(„"), wh = (? UWW-b)d), n=sl2.... 
ů 

Potom množina (z] je totální a z podmínky lim U(s) y; = y, plyne dokazované 
so0 

tvrzení. 

3. Na podprostoru D, který je hustý v ./, je pro každé s e R dán lineární operátor 

U(s) takový, že U(s) DC D a UVyls) D = ; dále pro každé x € D platí 

[U o(5) x| = |x|, zobrazení s > U(s) x je spojité na R a U(s+ )x = 

= Uo(5) Uo(!) x pro všechna z, s € R. Dokažte, žé množina (U(s): s < R), kde 

U(s) je spojité rozšíření operátoru Uo(s), je silně spojitá unitární grupa. 

  

4. Nechť A je samosdružený operátor na ? a podprostor D c D,je hustý v „. 

Jestliže pro všechna £ € R platí exp (i:4) D C D, potom operátor A ! D je v pod- 

statě samosdružený. 

Návod: Viz ověření podstatné samosdruženosti operátoru A, v důkazu věty 

11.1.2. 

5. Dokažte následující zobecnění Stoneova teorému: Jestliže zobrazení U(.): 

R" > R () je silně spojité, pro všechna £ = [f, «- t], S = [S6 << 8„] E R" platí 

U(t + s) = U() U(s) a všechny operátory U(£) jsou unitární, potom existují
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komutující samosdružené operátory A,, ..., A, takové, že U(d) = U(ty,..., t) = 
= exp[i(,A, +... + 6GA)] 

Návod: Ukažte, že jednoparametrické unitární grupy £ » U j(t;) = 
= U(0,..., t;, ..., 0) splňují [U(£), Uďdt)) = 0 pro všechna j k = 1,2,...,nm 
a všechna £, £; € R. Dále užijte důsledku 11.1.5 a formule (10.7.4c). 

6. Jsou dány silně spojité unitární grupy (U(s) = exp (isA): se R) a íUV(s) = 
= exp (isA'): s € R). Tyto grupy jsou unitárně ekvivalentní, tj. existuje unitární 
operátor W takový, že WV'(s) = V U(s) V pro všechna s € R, právě tehdy, když 

= VAV'. 

Návod: Postačující podmínka plyne z příkladu 10.3.7 a cvičení 9.21, k ověření 
nutné podmínky užijte formulí (11.1.2). 

7. Bez užití výsledků příkladu 10.5.2a ukažte, že množina (Uds): seR)c 
C F(I(R)), kde (U(s) Y) (x) := Wx + s) pro všechna y € LŽ(R), tvoří silně 
spojitou unitární grupu, pro jejíž generátor A, platí A, = P 
Návod: Operátor A,' CP(R) je v podstatě samosdružený a je částí P. 

8. Každé rotaci v R? o úhel © přiřadíme následující operátor U „(Ů) na prostoru 
ŽR ): 

(U () Y) (x, y) := xcos d — ysin d, xsin ě + ycosd), 6 L*R). 

Ukažte, že (U (d): ď « R) je silně spojitá unitární grupa s generátorem A 
takovým, že podprostor CS(R“) je jeho oborem podstatné samosdruzenostl 
(A4,9) (x Y) = —i(x9,— y09,) p(x, y) pro všechna g € CF(R)). 
Návod: Pro všechna g € CÝ(R*), ď € R a [x, y| « N platí nerovnost 

  (%[Ug(ů) — 1) w) (%, Y) — x0d,gp(x, y) + y d,p0x, y) 

s 2199] + 199] „) (x* + Y? Xk,; 

dále adaptujte postup z příkladu 11.1.6b. 

9. Dokažte ekvivalenci vztahů (11.1.12a) a (11.1.12b). 

Návod: Viz cvičení 10.24 a formuli (10.8.6). 
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12.1 ZÁKLADNÍ POJMY 

Vyjdeme od pojmu binární operace v množině M, jíž rozumíme libovolné zobraze- 

ní g: M x M > M. Říkáme, že g je asociativní, resp. komutativní, jestliže platí 

w(pla, b), c) = pla, g(b, c)), resp. gp(a, b) = p(b, a) pro všechna a,b,c= M. 

Uvažujme množinu R vybavenou dvěma binárními operacemi g,, P,„, jež nazveme 

sčítáním a násobením a označíme g,(a, b) = a + b, gpu„(a,b) = ab. TIkrojicí 

(R, Pa; Pn) nazveme okruhem, jsou-li splněny následující podmínky 

(r1) (R, g,) je komutativní grupa, 

(r2) sčítání a násobení jsou distributivní: platí a(b + c) = ab+ ac, (a+ bD)c= 

= ac + bc pro všechna a, b, ce R. 

Jestliže v R existuje prvek e takový, že platí ae = ea = a pro všechna a « R, 

nazýváme jej jedničkou. 

Nechť.w je vektorový prostor nad tělesem F. Sčítání vektorů mu dává strukturu 

komutativní grupy; zadáme-li na / novou binární operaci — násobení, které je 

bilineární, stane se z W okruh, jejž nazýváme lineární algebrou nad tělesem /, 

speciálně komplexní (reálnou) algebrou, je-li F = C, resp. F = R. Zobrazení 

(«, a) > aa budeme v dalším nazývat násobením skalárem, abychom jej odlišili 

od násobení v „. Říkáme, že W je asociativní algebra, je-li násobení v H 

asociativní. Termínem „algebra“ bez bližšího označení budeme dále rozumět 

komplexní asociativní algebru. Pokud je násobení v w komutativní, mluvíme 

o abelovské (komutativní) algebře. 

12.1.1 Poznámka: Mnohé fyzikálně důležité algebry jsou neasociativní. Jako pří- 

klad lze uvést Lieovy algebry, v nichž násobení je antikomutativní (říká se též anti- 

symetrické), ab = — ba, a splňuje Jacobiho identitu (ab) c+ (bc) a+ (ca) b= 

= (). Lze se snadno přesvědčit, že takováto algebra je obecně neasociativní 

a nemůže obsahovat jedničku. Nicméně mezi asociativními a Lieovými algebrami 

existuje souvislost — viz např. [Ku], $ V.9. 

Podalgebrou algebry w nazveme každou její podmnožinu , která je sama 

algebrou (vzhledem k týmž operacím). Může se stát, že „W obsahuje jedničku 

neležící v Z. V takovém případě lze připojením jedničky sestrojit rozšíření 

Z= (ae+ b: bedď,asC); podobně lze jedničku přidat k libovolné algebře 

(cvičení 2). Vlastní podalgebře F c říkáme (oboustranný) ideál v , jestliže
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součiny ab, ba patří do % pro všechna a €.W, b e . Podobně jsou definovány 

levý, resp. pravý ideál. Triviálním příkladem ideálu je nulová podalgebra (0) C w. 

Algebra W sama se mezi ideály nepočítá, proto žádný ideál nemůže obsahovat 

jedničku. Maximální ideál v „ je takový, který není vlastní podalgebrou jiného 

ideálu v .. Říkáme, že algebra je prostá, když nemá žádný netriviální oboustranný 
ideál. 

12.1.2 Tvrzení: (a) Průnik libovolného systému podalgeber (ideálů, jednostran- 

ných ideálů) v „W je podalgebra (ideál, jednostranný ideál) v W, kdežto pro 
sjednocení obdobné tvrzení neplatí. 

(b) Každý ideál v algebře s jedničkou je podalgebrou některého maximálního 
ideálu. 

Důkaz: části (a) je jednoduchý. Co se týče (b), aplikujeme Zornovo lemma na 

částečné uspořádání definované relací C mezi ideály (cvičení 3). II 

Nechť „/ je algebra s jedničkou. Prvek a €.W je invertibilní, jestliže k němu 

existuje inverzní prvek a"' €.%, tj. takový prvek, že a 'a = aa"' = e; podobně 
se definují levý a pravý inverzní prvek. Nemá-li W netriviální jednostranné ideály, 

je každý její nenulový prvek invertibilní (cvičení 4). Poznamenejme, že pro okruhy 

s jedničkou, které mají tuto vlastnost se užívá názvu těl/eso; příklady jsou R, C či 
nekomutativní těleso kvaternionů. 

Pro libovolnou množinu S C/ definujeme algebru () generovanou 9 

jako nejmenší podalgebru v / obsahující Y. Snadno se přesvědčíme, že () je 
tvořena právě všemi homogenními polynomy sestavenými z prvků množiny , 

Platí-li ab = ba pro všechna a, b e W, říkáme, že W je komutativní; algebra 

() je v takovém případě abelovská. Maximální abelovská podalgebra v A je 
taková, jež není vlastní podalgebrou jiné abelovské podalgebry (cvičení 5). Pro 

podmnožinu " C definujeme komutant S := (a 6.: ab = ba, b F), spe- 

ciálně centrum algebry W je množina Z = w'. Podobně definujeme bikomutant 

P" := (P'), popřípadě komutanty vyšších řádů. 

12.1.3 Věta: Nechť , 7 jsou podmnožiny algebry W a Z je podalgebra v , 
potom 

(a) * a " jsou podalgebry v W obsahující centrum Z;, popřípadě jedničku 
algebry , 

(b) z inkluze F C 7 plyne FD F, 

(c) platí P C P, 

(d) platí F =FPT=..a49P=Sg—.., 

(e) A je komutativní právě tehdy, když £ C Y', což je dále ekvivalentní tomu, že 
/" je komutativní, 

(f) platí d(SY = P a(9LY =F", 

(g) podalgebra % je maximální abelovská právě tehdy, když S = ='; potom platí 
také d =F". 
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Důkaz tvrzení (a)-(c) je jednoduchý. Platí P c (FPY)Y =9", dále SFCcHF 

implikuje F' > £"; odtud plyne tvrzení (d). První ekvivalence v (e) je jednodu- 

chá, dále pak F C P' implikuje F C F = P" tj. H" je rovněž komutativní. 

Tvrzení (f) plyne z inkluzí F C f,(/) c W". Konečně pro abelovskou podalgeb- 

ru E platí F C P" C P' Pokud lze najít prvek a F NR pak (Z v fal) je 

abelovská a obsahuje Z jako vlastní podalgebru. Naopak = = 2' znamená, že 

je abelovská; pro abelovskou podalgebru > Z platí € C W c F = , takže 

W je maximální. II 

Nyní stručně probereme základní pojmy týkající se algeber, jejichž struktura je 

obohacena o operaci involuce. Připomeňme, že involuce na vektorovém prostoru 

„w je antilineární zobrazení *: W — % takové, že (a*)* = a pro všechna a € „. Po 

involuci na algebře požadujeme, aby splňovala dodatečnou podmínku 

(ab)* = břa* pro všechna a bey. (1) 

Algebru s involucí nazveme involutivní algebrou nebo stručněji *-algebrou. 

Podalgebru v „%, která je sama *-algebrou vzhledem k téže involuci, nazývá- 

me *-podalgebrou; podobně definujeme *-ideál. O prvku a* říkáme, že je 

sdružený k a. Je-li / podmnožina v W, označíme P* := (a*: a€/); říká- 

me, že ' je symetrická, pokud $* = , speciálně prvek a splňující a = a* 

je hermitovský. Symbolem Wi() označíme nejmenší *-podalgebru v / ob- 

sahující množinu $. Odvození jednoduchých vlastností *-algeber přenechává- 

me čtenáři (cvičení 9, 10). 

12.1.4 Příklad (algebry omezených operátorů): Množina Z() má strukturu 

+-algebry, jestliže na ní definujeme přirozeným. způsobem algebraické operace 

a involuci prostřednictvím přechodu ke sdruženému operátoru; jedničku v (% 

tvoří jednotkový operátor. Uveďme příklady některých jejích podalgeber: 

(a) nechť E je projektor různý od 0, £, pak(B = EC: Ce F ()t je pravý ideál 

v Z(), není to však *-podalgebra. Naproti tomu (B = ECE: CE R(P)) je 

*-podalgebra, nikoli však ideál, 

(b)y je-li dimSf = , potom množiny X(38) 2 P() 2 F.(W) všech kom- 

paktních, resp. Hilbertových-Schmidtových, resp. jaderných operátorů jsou 

*-ideály v () — viz kapitolu 6. Současně jsou P(% a F () *-ideály 

v algebře X( atd., 

(c) algebra.WÓ(B) generovaná operátorem B € () je tvořena všemi homogen- 

ními polynomy v B. Je-li 8 hermitovský, je to *-algebra, zatímco opačná implikace 

neplatí: např. Fourierův-Plancherelův operátor F je nehermitovský (viz cvičení 

5.27 a 5.34), ale W/(F) je *-algebra, protože F = F = F* (příklad 5.1.11, 

cvičení 5.34).



12.1 ZÁKLADNÍ POJMY 

Algebry omezených operátorů představují hlavní předmět našeho zájmu, ačkoli se 

budeme setkávat i s jinými algebrami (cvičení 11). Odtud lze také převzít řadu 

definic. Zavedli jsme již pojem hermitovského prvku, podobně definujeme 

— normální prvek: aa* = a*a, 

projektor: a* = a = a?, 

spektrum prvku a: g(a) = (A € C: neexistuje (a — 2) 7) 

regulární hodnota A prvku a: existuje rezolventa .(2) := (a — 2e)"', 

rezolventní množina prvku a: o(a) = CX o (a) apod. 

Dále se zmíníme o faktorových algebrách a morfismech. Ideál./ v algebře 
je mj. podprostor, proto má smysl mluvit o faktorovém prostoru F //. Definujeme 

na něm násobení vztahem 4b = ab, kde a, b jsou libovolné prvky reprezentující 

třídy ekvivalence 4, B € W//; snadno se lze přesvědčit, že tato definice je korektní, 

a že /F se tím stává algebrou. Říkáme jí faktorová algebra (algebry w podle 

ideálu ./). Má-li w jedničku, pak třída é = (e + c: c e/ tvoří jedničku v .//. 

Pro dané algebry W, % nazýváme zobrazení gp: W > Z morfismem, pokud 

zachovává algebraickou strukturu, tj. platí-li g(aa + b) = ag(a) + g(b), 

g(ab) = g(a) p(b) pro všechna a, b 6 , a € C); je-li g bijektivní, říkáme mu 

izomorfismus (v případě S = „ se užívá termínů endomorfismus, resp. automor- 

fismus). Jsou-li „7, „ *-algebry a g zachovává involuci, g(a*) = g(a)*, říkáme 

mu *-morfismus. Jádrem morfismu g nazýváme vzor / "(0,) nulového prvku 
algebry $. 

12.1.5 Příklad: Nechť / je (*-)ideál v (*-)algebře .W, potom zobrazení 

o.: gp.(a) = d je (*-)morfismus algebry F do w//, který nazýváme kanonickým 

morfismem; jeho jádro tvoří právě ideál ./. Snadno se přesvědčíme, že // je 

prostá právě tehdy, když ideál “ je maximální (cvičení 12). Lze také ukázat, že 
každý (*-)morfismus je možno vyjádřit jako kompozici (*-)izomorfismu a jistého 
kanonického morfismu (cvičení 13). 

Nakonec připomeneme několik pojmů týkajících se reprezentací. Tímto termí- 

nem se obvykle rozumí zobrazení nějakého algebraického objektu do vhodné 

množiny operátorů, které zachovává algebraickou strukturu. My budeme nejčastěji 

(i když ne výhradně) používat reprezentací pomocí omezených operátorů na 

Hilbertově prostoru ; reprezentací (*-)algebry / budeme potom rozumět 

(*-)morfismus z: A — P(W). Prostor J nazýváme reprezentačním prostorem 
a jeho rozměr rozměrem reprezentace. Je-li morfismus 7 injektivní, mluvíme 

o věrné reprezentaci. O reprezentacích ;: A > Ř(9W;), j = 1,2, říkáme, že jsou 

ekvivalentní, pokud existuje bijekce U € .B(,,3P,) taková, že platí m(a) U = 

= Umy,(a) pro všechna a € .. Reprezentaci z: A > B () nazýváme ireducibil- 

ní, pokud operátorová množina z(.:9/) nemá netriviální uzavřený invariantní pod- 

prostor (viz komentář k $ 14.3). Vektor y'€.7/ nazveme cyklickým vektorem 

reprezentace , pokud je množina z() = (z(ad)y: a € ) hustá v M. 
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12.2 BANACHOVY ALGEBRY 
  

Podívejme se nyní na algebry z topologického hlediska. Předpokládejme, že 

algebra „ tvoří současně lokálně konvexní prostor s topologií 7, potom w 

nazýváme topologickou algebrou, pokud je násobení odděleně spojité, tj. pokud 

jsou zobrazení f., 8,: A ? X, f,(a) = ab, g„(a) = ba spojitá v topologii T pro 

libovolné pevně zvolené b s . 

O podalgebře Z topologické algebry „/ říkáme, že je uzavřená, je-li množina 

„ uzavřená v topologii 1. Uzavřená algebra () generovaná množinou S c A 

je nejmenší uzavřená podalgebra v / obsahující ; platí () = () (viz 

cvičení 14). Je-li g morfismus topologických algeber Y, , má smysl mluvit o jeho 

spojitosti; algebry jsou topologicky izomorfní, pokud existuje spojitý izomorfismus 

wp: A > £ takový, že také izomorfismus g"" je spojitý. Odvození jednoduchých 

vlastností topologických algeber přenecháváme čtenáři (cvičení 14). 

Topologii na algebře lze zadat např. pomocí normy; tímto případem se budeme 

podrobně zabývat za chvíli. Není to však jediná možnost: 

12.2.1 Příklad: Na algebře (/ lze kromě topologie indukované normou za- 

vést i další topologie, např. silnou operátorovou topologii 1, a slabou operátorovou 

topologii: T, (viz $5.2). Zobrazení fz, g83: R(H) > BR) $ z(A) = AB, 

g(A) = BA, jsou lincární, takže stačí ověřit jejich spojitost v bodě A = 0 (cvičení 

15). Protože obě topologie jsou lokálně konvexní (viz poznámku 2.6.11) R(H) je 

topologická algebra vzhledem k 1, i 1,. Totéž samozřejmě platí pro její podalgebry 

vzhledem k příslušným relativním topologiím. 

Tento příklad také ilustruje význam skutečnosti, že jsme v definici vyžadovali 

pouze oddělenou spojitost násobení. Jak jsme ukázali ve větě 5.2.2, operátorové 

násobení jakožto zobrazení F(4) X RF() > F() není spojité v sílné operá- 

torové topologii; v případě 1, není dokonce ani sekvenciálně spojité (cvičení 5.11). 

Vraťme se nyní k případu topologie indukované normou. Algebru / nazýváme 

normovanou algebrou, pokud 

(nal) W je normovaný prostor s normou ||. | 

(na2) pro všechna a, b €.w platí |ab|| S ||a|| 2 

(na3) má-li „/ jedničku, platí ||e|| = 1. 

Protože z podmínky (na2) plyne ||e|| S 1, mohla by být podmínka (na3) zaměněna 

slabším požadavkem |e|| < 1. Je-li W úplná vzhledem k normě |.||, říkáme jí 

Banachova algebra. 

    

12.2.2 Tvrzení: Násobení v normované algebře w je jakožto zobrazení 

A X A > A spojité. 

Důkaz: Stačí užít nerovnosti 

|ab — Wb| S ja— | |b—- b] +] 
jež platí pro všechna a,d', b, F c.y. I 

| |5 — B) +Ja—-a]   J5] )        
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V normovaných algebrách je tedy zaručena (nejen oddělená) spojitost násobení, 
což znamená, že každá takováto algebra představuje současně topologickou algeb- 
ru. Každou normovanou algebru .% lze standardním postupem zúplnit. Úplným 
obalem algebry / rozumíme Banachovu algebru £, která obsahuje / jako hustou 
podalgebru, a takovou, že pro všechna a €.% platí |al|y = || z||     

12.2.3 Věta: Ke každé normované algebře Y existuje úplný obal Z. Jestliže jiná 
algebra 2' je úplným obalem algebry Ň/, potom existuje izomorfismus f algeber 
d, " takový, že f(a) = a pro všechna a €.X a |/( = | 5||s pro všechna 
be. 

Důkaz: Podle věty 3.1.4 existuje Banachův prostor £, který je úplným obalem 
normovaného prostoru „%. Ke každému b € A tedy existuje posloupnost (byc.H 
taková, že b, > b, tj. |b, — b||s 7 0. Jestliže b > B', potom z nerovnosti (1) 
vyplývá, že (b,„b;) je cauchyovská posloupnost; součin 5b' definujeme jako její 
limitu. Korektnost této definice je opět důsledkem nerovnosti (1); snadno se také 
ověří axiom (na2), tj. že W je Banachova algebra. Dále věta 3.1.4 zaručuje existenci 
lineární izometrie f prostorů £ a ' takové, že f(a) = a a pro každé a € ; ze 
spojitosti násobení potom plyne, že f je izomorfismus algeber P a.Z2'. u 

    

12.24 Příklad: Množina (%) omezených lineárních operátorů na B-prostoru 
A (speciálně množina 2(%)) s normou (3.2.3) je Banachova algebra; to plyne 
z věty 3.2.1 a vztahu (3.2.6). Úplným obalem podalgebry F C R(%) je její 
uzávěr .. 

Nyní ukážeme, že některé vlastnosti, jež mají omezené operátory, lze odvodit 
pro prvek libovolné Banachovy algebry. 

12.2.5 Věta: Nechť „/ je Banachova algebra s jedničkou, potom 
(a) množina . všech invertibilních prvků je otevřená v W a zobrazení a >> a"' 
je spojité v každém bodě množiny , 

(b) rezolventní množina o(a) prvku 46 je otevřená v C a rezolventa 
r: 0O(a) > W je analytická funkce, 

(c) spektrum o (a) libovolného prvku a €.W je neprázdná uzavřená množina, 

12.2.6 Poznámka: K tvrzení (b) věty je třeba vysvětlení. O funkci f: C > %, kde 
X je Banachův prostor, říkáme, že je analytická v souvislé otevřené množině 
G c €, jestliže pro každé z, € G existuje 

jim 1O — Fe) 
720 Z — Z 

a 

Speciálně každá mocninná řada »' a,(z — z,)", a, € X, určuje vektorovou funkci 
n=0 

f která je analytická v oblasti |z — z| < % r"):= lim sup |a,„|/". Pro vektorové 
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analytické funkce zůstává v platnosti řada vět klasické teorie komplexní proměnné; 

např. omezená vektorová funkce, která je analytická v celé komplexní rovině je 

konstantní (Liouvilleova věta). Pro vektorové analytické funkce se dá zobecnit 

i Cauchyho věta a Cauchyho integrální formule. Podrobnější poučení lze najít 

v literatuře citované v komentáři. Následující lemma zobecňuje a rozšiřuje lemma 

3.6.4. 

12.2.7 Lemma: Nechť .W je Banachova algebra s jedničkou, pak libovolný prvek 

a e/ splňující |a — e| < 1 je invertibilní a platí: 

a ' = lim Ž(e — a= Š(e - ay. (2) 
no D i=0 

Zobrazení a > a"*' je spojité v bodě a = e. 

Důkaz: Stejně jako v lemmatu 3.6.4  dokážeme invertibilitu a  vztah 

h 

S (e — a) > a"'; odtud také plyne nerovnost 
j=0 

ja“'| S XZje-ajřesd=je—zah“. 
j=0 

Ta spolu s další nerovností |a — e| < |a *|| |e — a|| pak snadno implikuje 

spojitost inverze v bodě a = e. l 

Důkaz věty 5: (a) K danému prvku a € ž vezmeme otevřenou kouli UV(a) 

o poloměru ó = |a "|“'. Každý prvek ce Uya) lze psát ve tvaru c = 

= a(e — a"'b), kde |b| < ó. Platí |e — (e — a 'by| < |e 7'] |B] < 1, takže 

podle předchozího lemmatu existuje prvek c7 = (e — a"'by'* a"'. Jinými slovy, 

množina Z obsahuje kouli U;(4) spolu s bodem a, a tedy je otevřená. Podle 

Jlemmatu je inverzní zobrazení spojité v bodě a = €; spojitost v bodě a, * e pak 

plyne z nerovností 

    

l—ellr |a — a5'| S a5] aa 
|a — ac| S |4o| |aa5) — el. 

(b) K ověření toho, že o /(a) je otevřená, lze užít beze změny postupu z důkazu 

věty 3.6.5. Pro každé 2, € o „(a) platí (viz formuli (3.6.7)) 

r(A) = šora(%)/+1 (4—-A%ý, j4 — A 3 |)] ; 

odtud plyne analytičnost rezolventy.



12.2 BANACHOVY ALGEBRY 

(c) Uzavřenost spektra plyne z tvrzení (b). Pro |A] S ||a|| dává vztah (2) vyjádření 
rezolventy ve tvaru 

1 0 

r(M = - ; e— yYata, (3) 
k=1 

odtud dostaneme odhad ||».(2)|| S (I2| — ||a|) '. Kdyby spektrum bylo prázdné, 
byla by rezolventa analytická v celém C; z uvedeného odhadu by dále vyplývala 
její omezenost pro 2 > |a|| a vztah lim r(2) = 0. Z dokázané analytičnosti 

jů]> o 
funkce r (.) vyplývá její spojitost, proto je ||»„(.)|| omezená funkce např. v kruhu 
o poloměru ||a|| se středem v počátku. Z předpokladu o(4) = 0 tedy plyne, že 
rezolventa splňuje předpoklady Liouvillovy věty, takže .(2) = 0 pro všechna 
A € C, což je spor, neboť 7,(2) je podle předpokladu invertibilní. N 

Podobně jako v případě operátorů z Ř () lze i pro každý prvek algebry 
s jedničkou definovat jeho spektrální poloměr jako poloměr nejmenšího kruhu se 
středem v počátku, jenž obsahuje spektrum, 

r(a) := sup(|A|: 1E oda)). (4) 

Podobně jako spektrum závisí tato veličina obecně na algebře ; je snadné se 
přesvědčit, že pro H C ŇM platí oda) C oxy(a), a tedy sda) S r(a). V Banacho- 
vých algebrách Ize však index označující algebru vypustit a psát z/ a) = (a), jak 
plyne z následující věty. 

12.2.8 Věta: Nechť / je Banachova algebra s jedničkou, potom pro spektrální 
poloměr prvku a €./ platí 

r(a) = lim |a"||/* = inť jař|m, (5) 

r((a) S |al, (6) 

r(aa) = |a] € a) pro všechna acC, (7) 

r(ař) = Kaj* pro k=1,2,... (8) 

Důkaz: Lemma 7 zaručuje existenci rezolventy pro |A] S ||a|, takže platí nerov- 
nost (6). Užijeme dále vztahu (3), jehož platnost lze podle cvičení 16 rozšířit na ta 
A, pro která konverguje číselná řada 

  

1 o laři 
— 

Á—(k+1)ak — : 

;„ I JA] « 12 j* 

Její poloměr konvergence (vzhledem k |2|) je n(a) = limsup |a"|“", jak plyne 

z Cauchyho-Hadamardova kritéria. Libovolné přirozené číslo n lze zapsat pomocí 
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kteréhokoliv j S n ve tvaru n = kj + m, kde0 s mžějš pak platí: 

/ ph /n m j PA/ (md / 

jař m s pořm a = ph joo0m jejem. 

Pro libovolné pevně zvolené j limita k > % dává 

limsup |a"|!* < J1 () 

takže 

limsup |a"|"" s inť |a"|“" S liminť |a"|!". 
n no o 

To znamená, že m(4) je dáno pravou stranou vztahu (5). Protože pro |A] > n(a) 

rezolventa /„(4) existuje, musí platit 

r((a) S r(a) S |e (10) 

druhá nerovnost plyne ze vztahu (9) pro j = 1. Pro důkaz obrácené nerovnosti 

r(a) > K(a) využijeme věty o rozkladu funkce komplexní proměnné, která je 

analytická v mezikruží se středem v počátku, v Laurentovu řadu v bodě 21 = 0, 

zobecněnou ve smyslu poznámky 6. 

Funkce r(.) je analytická v bodě 2, jestliže |12] > m(a); to plyne z lemmatu 3.6.4. 

V důsledku toho lze z(2) rozvinout v řadu tvaru (3) a její koeficienty lze vyjádřit 

ve tvaru Bochnerova integrálu: 

k+1 2x 
r : ; 

okt+dr(ro)dgy, 
T< Jo 

1 
ůs-— Zkr„(z) dz = — 

2xi 

  

r 

kde r > Ka). Jelikož kružnice K, = (z = re'?: gpe[(0, 2x)) leží v o(a), funkce 

r.(.) je na ní podle věty 5 spojitá, a tudíž |=.(.)|| je podle věty 2.5.10c omezená, 

M, = max |r(2)| < © 
zeK, 

Odtud a ze vztahu (3.7.6) plyne odhad |a“| S r""M,, který dává mn(a) = 

= limsup |a"|“* S r, a protože tato nerovnost platí pro všechna r > H(a), plyne 

odtud nerovnost mn(4) S (a), jež spolu s (10) dává (5). Konečně vztahy (7), (8) 

vyplývají jednoduše z (5). W 

Abychom ocenili význam formule (5), je dobré si uvědomit, že tvar spektra, 

speciálně hodnota spektrálního poloměru, je vlastnost čistě algebraická; naproti 

tomu pravá strana závisí na metrických vlastnostech algebry /. 

12.2.9 Poznámka: Z příkladu 4 víme, že 1() je Banachova algebra s jednič- 

kou, proto se na omezené operátory vztahují tvrzení vět 5 a 8. Dospěli jsme tak 

k závěrům, jež jsme odvodili dříve jiným způsobem (uzavřenost spektra) či uvedli 

bez důkazu (neprázdnost spektra). Současně jsme získali nové výsledky jako
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vlastnosti spektrálního poloměru apod. 'Tím nejsou možnosti použití algebraických 

metod pro vyšetřování omezených operátorů vyčerpány; o některých z nich se 
ještě zmíníme. 

Morfismy Banachových algeber mají některé jednoduché vlastnosti, jejichž 

odvození přenecháváme čtenáři (cvičení 18). Izomorfismus gp: A/ > % nazýváme 

izometrickým, jestliže pro všechna a € „ platí |g(a)||e = |a||„; takovéto zobraze- 
ní zachovává nejen algebraickou a topologickou, ale i metrickou strukturu. 

    

12.2.10 Věta (Gel'fand-Mazur): Banachova algebra s jedničkou, v níž každý 

nenulový prvek je invertibilní, je izometricky izomorfní tělesu komplexních čísel. 

Důkaz: Spektrum o „(a) nemůže obsahovat dva různé body 2, «, protože alespoň 

jeden z prvků a — Ae, a — ue je nenulový, a tedy invertibilní. Z věty Sc plyne, že 

o„(a) obsahuje právě jeden bod, jejž označíme A(a); z neinvertibility prvku 

a — A(a)e plyne, že a= A(a)e. Zobrazení g: W > C definované vztahem 
g(a) = A(a) je zjevně izomorfismus, dále ||a|| = |IWa)|) = |pl(a)|c, takže g je 

současně izometrie. N 

  

12.3 C*-ALGEBRY 

Je-li topologická algebra W vybavena involucí, jež je spojitá v dané topologii, 

nazýváme ji topologickou *-algebrou. Je-li W normovaná algebra a pro každé 
a €.W platí 

leař]] = lel, (1) 

mluvíme o normované *-algebře; podobně je definována Banachova *-algebra. Je 

zjevné, že podmínka (1) zajišťuje spojitost involuce. 

12.3.1 Příklad: Na algebře S (77)) se lze přesvědčit, že první definice je netriviál- 

ní. Podle příkladů 12.1.4 a 12.2.1 je () *-algebra a současně topologická 
algebra vzhledem k T; víme však, že involuce není spojitá vůči silné operátorové 

topologii, pokud uvažujeme netriviální případ dim % = % (cvičení 5.10). 

Naproti tomu slabá operátorová topologie vytváří z (.), resp. každé její 

*-podalgebry topologickou *-algebru; takovými algebrami se budeme zabývat 

v příští kapitole. Podle příkladu 12.2.4 a vztahu (5.1.3b) dále $() Banachova 

*-algebra vzhledem k operátorové normě, jež má kromě (1) ještě dodatečnou 

vlastnost, totiž | B* B| = |B|“ pro každý operátor B € H(/ (příklad 5.3.3). 

Užijeme rovnosti tohoto typu, abychom vymezili jednu velice důležitou třídu 

algeber. Banachovu *-algebru / nazveme C*-algebrou, jestliže pro každý prvek 

a €.wW platí 

Jažal| = le|*. 2) 

397
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Uvedený příklad tedy říká, že G() je C*-algebra, a totéž samozřejmě platí pro 

každou její *- podalgebru ]ez ]e uzavřená v operatorove norme Povmmneme si 

toho, že podmínka (2) i = ||ařa| = 

e |e*] lel, 8j. Ja S laři a POdObne Ja] = lell. 
Probereme stručně základní vlastnosti C*-algeber. Začneme tím, že bez újmy na 

obecnosti lze uvažovat pouze C*-algebry s jedničkou: 

                                   

12.3.2 Tvrzení: Nechť. je algebra získaná připojením jedničky k C*-algebře , 

potom existuje právě jedno rozšíření normy algebry , které činí z / C*-algebru. 

Důkaz: Zmíněné rozšíření je definováno vztahem 

|[a, ||| = sup |ab+ ab||; (3) 
jeh 51 

ověření toho, že tato norma vytváří z W/ C*-algebru je poměrně pracné (viz [Di 21 

$ 1.3). Důkaz toho, že existuje nanejvýš jedna norma s uvedenou vlastností, 

přenecháváme čtenáři (cvičení 21). II 

Dále ukážeme, že *-morfismy C*-algeber jsou automaticky spojité; to plyne 

z výsledku cvičení 18 a následujícího tvrzení. 

12.3.3 Tvrzení: Nechť g: W > £ je *-morfismus Banachovy *-algebry / do 

C*- le S le                                      

Důkaz: Předpokládejme nejprve, že W má jedničku, potom g(:W) je podalgebra 

v S s jedničkou g(e), a pro kazde a 6A tedy platí og(g(a)) - aq;(„)((p(a)) 

Dále existence prvku (a — 4e)"' implikuje  existenci: (g(a) — Ay(0)) ' 

= gpí(a — 2e)7'), t. do(plaj)) C o(a). Tyto inkluze spolu s nerovností 

(12.2.6) dávají 

               

r(g(a)) S Ha) S |a] w (4) 

Pro libovolný hermitovský prvek = ||b|á. a odtud indukcí 

|57|Z7 = |b||e pro m = 2", takže v limitě n > % dostáváme 

r(b) = |e pro b=shře. (5) 

Podle předpokladu je g» *-morfismus, proto je prvek g/(a*a) hermitovský a stačí 

jen vhodně zkombinovat relace (4) a (5), 

Ix = I(a)* a) = |wařa)|.z = n((plařa)) s 

s |a*av S ah kh = Ielš- 

Pokud jednička v / nebo v obou algebrách chybí, doplníme je připojením 

jedničky na Banachovu *-algebru , resp. C*-algebru „ (viz (3) a cvičení 21). Pro 

*-morfismus : / > Z definovaný vztahem j(ae, + a) = aes + la) tvrzení 

platí, proto tím spíše platí pro p= h I
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Podmínka (2), která hraje podstatnou roli v důkazech obou tvrzení, má řadu 
dalších důležitých důsledků. Pomocí ní lze např. odvodit různé spektrální vlastnos- 
ti pro prvky Cř-algeber, jež jsou analogické vlastnostem omezených operátorů 
(cvičení 23—25). Tato podobnost není náhodná: v příštím paragrafu uvidíme, že 
každou C*-algebru lze věrně reprezentovat v nějakém Z (). V C*-algebrách lze 
také podstatně zesílit závěr plynoucí z věty 12.2.8, což nám umožní v dalším 
vypouštět index charakterizující algebru v označení spektra. 

12.3.4 Věta: Nechť Y je C*-algebra a £ C W je C*-podalgebra obsahující jed- 
ničku algebry , potom pro libovolný prvek b « £ platí oz(b) = ov„(b). 

Inkluze 04b) C o g(b) platí zjevně, k důkazu opačné inkluze užijeme dvou 
pomocných tvrzení: 

12.3.5 Lemma: Nechť Ň je Banachova algebra s jedničkou a (a,) je cauchyov- 
ská posloupnost v množině . všech invertibilních prvků algebry .%. Je-li 
a = lim a, € bďd( R) = 212, pak platí lim |a;'| = . 

Důkaz: Předpokládejme opak, potom existuje K takové, že |a;'|| < K platí pro 
nekonečně mnoho m Současně pro všechna dostatečně velká m platí 
|a, — a| < K"", tudíž Ize vybrat m tak, aby |e — a;'a|| = |a;(a, — d)| < 1. 
Podle lemmatu 12.2.7 existuje potom prvek (a,'a)"', a tedy také a"' (cvičení 6). 
Prvek a tedy patří do množiny , jež je otevřená; to odporuje předpokladu 
a€bd.R). u 

12.3.6 Lemma: Nechť . je uzavřená podalgebra v Banachově algebře , jež 
obsahuje jedničku algebry , potom pro b © platí bď(oz(b)) C o(b). 

Důkaz: Množiny Z(X), Z2(2) všech invertibilních prvků v , resp. Z jsou 
podle věty 12.2.5 otevřené a Z() C R(). K libovolnému b © bd(.Z(2)) lze 
vybrat posloupnost (b,) C P() tak, že b, > b. Patří-li b současně do R(), 
pak ze spojitosti inverze plyne b;'' — b"!, tj. posloupnost (||5;"||) je omezená. To 
je však v rozporu s tvrzením předchozího lemmatu, proto P() n bďd( ž (=)) = 
— 9. Snadno se přesvědčíme, že A € bď(o„(b)) implikuje b — 3e € bďd P(2)). 
V takovém případě b — 2e4.2(), jinými slovy, 1€ o(b). To zname- 
ná, že o„(b) obsahuje množinu bď(o„(b)); ta je ale totožná s bd(oy(b)) = 
= bd|CVo„(b)). m 

Důkaz věty 4: Pro každá a €.% je prvek a*a hermitovský, takže o(a*řaď) C R 
(cvičení 24). Každý bod spektra je tedy hraniční (vzhledem k C), proto 
oal(ařa) = bd(o(a*a)) C oa*a) C og(a*a), tj. platí ofda*a) = omda*a). 
Nyní chceme dokázat totéž pro obecný prvek b « £. Zvolíme 1 é o„(hb) a označí- 
me a = b — Ae; je nutné ověřit, že A € 0 „(b), tj. že a ! €.2. Víme, že to platí pro 
c = ařa, kde a € : pokud c"! existuje, patří do £. Prvek a; = (a*a) ' a* patří 
do , přičemž «„a = e; podobně a, = ař(aa*) ' © splňuje aa, = e, takže 

3909
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z jednoznačnosti inverzního prvku (cvičení 4) plyne a = a, = a ' e , tj. hleda- 

ná inkluze oz(b) C o(b). N 

Závěrem se zmíníme o několika způsobech, jimiž lze z daných C*-algeber 

konstruovat C*-algebry nové. Jsou to 

(i) omezení na uzavřenou podalgebru v C*-algebře , 

(ii) faktorizace C*-algebry W podle uzavřeného ideálu (cvičení 19). Netriviální 

je zde pouze ověření toho, že faktorová norma splňuje podmínku (2) — viz [BR 1], 

prop. 2.2.19 nebo [Di2], $ 1.8.2, 

(iii) nechť (A „).. „ je nějaký (konečný nebo nekonečný) systěm C*-algeber. V jejich 

kartézském součinu vybereme podmnožinu 

s =la= [a]: a6 |[] o 57 UD la < d- 

“Každá z algeber , je B-prostor, proto lze W chápat jako Banachúv prostor 119 
asI 

definovaný v $ 3.1. Zavedeme-li v 9 navíc, rovněž po složkách, násobení a involu- 

ci, [a] [b.] := [a, b] a[a]* = |[aš], stává se z C*-algebra (dokažte!), kterou 

nazýváme direktním (přímým) součtem algeber , a « I, 

(iv) zavádí se rovněž tenzorový součin C*-algeber — viz komentář. 

  

12.4 GNS-KONSTRUKCE 

Nejprve se zmíníme o pozitivních prvcích a funkcionálech. Nechť / je Cř-al- 

gebra s jedničkou. O prvku a €.% říkáme, že je pozitivní, jestliže je hermitovský 

a o(a) C [0, %). Symbolicky to zapisujeme nerovností a z 0, dále a ž b značí 

a — b z 0. Množinu Z ve vektorovém prostoru nazýváme kuželem, pokud prvky 

aa, a + b patří do Z pro všechna a, b € P, a 2 0. Kužel je vždy konvexní mno- 

žina: jsou-li a, 1— a nezáporná čísla, pak pro a,be.P platí aa +(1—- a)be?. 

Pozitivní prvky mají následující vlastnosti (viz komentář): 

12.4.1 Věta: Nechť 7 je C*-algebra s jedničkou, potom pro všechna a € % platí 

a*a Z 0, a naopak, každý pozitivní prvek b € / lze vyjádřit ve tvaru b = ařa pro 

nějaké a €.W. Množina , = (a €.W: a ž 0) je uzavřený kužel v W splňující 

podmínku Y) 0 (—W+) = (0 

O lineárním funkcionálu f na *-algebře „/ říkáme, že je pozitivní, jestliže pro 

každé a €.wW platí f(a*a) S 0. Je-li W Banachova *-algebra a pro pozitivní 

funkcionál platí ||| = 1, pak jej nazýváme stavem (na algebře /). Pozitivitu 

funkcionálu označujeme f S 0, nerovnost f S g opět znamená f — g z 0. Je-li 

„ C*-algebra s jedničkou, pak podle přechozí věty je funkcionál f pozitivní právě 

tehdy, když f(b) S 0 pro každý pozitivní prvek b€.W. Shrneme jednoduché 

vlastnosti pozitivních funkcionálů:
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12.4.2 Tvrzení: Nechť / je pozitivní funkcionál na C*-algebře „ s jedničkou, 
a nechť a, b jsou libovolné prvky algebry .%, potom platí 
(a) je-li současně f < 0, pak f = 0, 

(b) f(ař) = f(a), 
(c) zobecněná Schwarzova nerovnost |f(a*b)j* S f(a*a) f(b*b), 

(d) Ia)i? s ) fa*a) = fej* (a*a), 
(©) / je spojitý, přičemž || = /Ce), 
Důkaz: Podle : předpokladu je f((a* + če) (a + ae)) = f(a*a) + af(a) + 
+ af(a*) + |a| * f(e)* S 0; pro a = 1,i odtud plyne, že veličiny f(a) + f(a*), 
resp. i(f(a*) — f(a)) jsou reálné, tj. část (b). Dále [a, b] > f(a*b) je pozitivní 
symetrická seskvilineární forma (viz cvičení 1.9), proto platí (c), a odtud pak 
dosazením b = e dostaneme první nerovnost v (d). Prvek c = K(a*a) e — ařaje 
pozitivní, takže f(c) S 0, což spolu s linearitou funkcionálu / dává f(a*a) = 
< f(e) (a*a). Dále užijeme části (c) a vztahů (12.2.6), (12.3.2): platí |Kaj? = 
s f(e) f(a*a) < f(e)* (a*a) S f(e)* |a*a| = f(e)? |a|“. Tím jsme dokázali 
(d), spojitost f a současně nerovnost ||f|| S< f(e); opačná nerovnost plyne z pod- 
mínky ||e|| = 1. Zbývá dokázat (a). Za uvedeného předpokladu pro všechna 
a €. platí f(ařa) = 0, a podle (d) je tedy f(a) = 0. N 

Naším cílem je nyní dokázat zmíněné tvrzení, že každou C*-algebru Ilze věrně 
reprezentovat v nějakém F(/). Důkaz je založen na konstruktivní metodě, již 
zformulovali ve čtyřicátých letech I. Gel'fand, M. Najmark a I. Segal. 

12.4.3. Věta (GNS-konstrukce): Nechť . je Banachova *-algebra s jedničkou a f 
je pozitivní funkcionál na .%, potom existuje Hilbertův prostor W a reprezentace 
n: A > R(8 s cyklickým vektorem ý tak, že pro každé a €./ platí f(a) = 
= (% (a) o). Je-li (%', m', y) jiná trojice s těmito vlastnostmi, pak existuje 
unitární operátor U € F(31,3') takový, že 4; = Uy, a Ux(a) = x'/(a) U pro 
všechna a « £. 

že pro pozitivní f je zobrazení gp: W X W > C definované vztahem g(a, b) 
= f(a*b) pozitivní symetrická seskvilineární forma. Rovnost f(a*a) = 0 obecně 
neznamená a = 0, ale tento nedostatek je možno odstranit standardní faktorizací. 
Množina ; = (a: f(a*a) = 0) tvoří podprostor v : pomocí tvrzení 2c se 
snadno přesvědčíme, že aa + b €./, pro všechna a, b €W,, a < C. Navíc pro 
a € , beS/; platí |f((ab)* ab)| * < f((a*ab)y* ažab)y f(b*b) = 0, takže S je 
také l/evý ideál v . Na faktorovém prostoru MW/F; zadáme skalární součin 
vztahem 

Důkaz: Východiskem pro konstrukci 3/ je sama algebra .%. Zmínili jsme se již, 

(4, 5) := f(a*b), (1) 
kde a, b jsou prvky reprezentující třídy d, 5 € A/F Aby byla definice korektní, 
nesmí záviset na reprezentantech a € d, be f; k tomu stačí, aby f(a*b) = 0, 

401
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jakmile aspoň jeden z prvků a, b patří do./;. Pro b 6 , to plyne přímo z tvrzení 

2c, pro a €/; užijeme navíc rovnosti f(a*b) = f(b*a). Je zřejmé, že (.,.) je 

pozitivní symetrická seskvilineární forma; rovnost (d, d) = 0 nastane jen když 

d = ; což je nulový prvek prostoru „//.F,. 'Tím jsme vybavili W/ fF, skalárním 

součinem; Hilbertův prostor W pak zkonstruujeme jako úplný obal prostoru 

AF p 

Obraťme se nyní k Éeprešentaci x. Pro libovolné a €. s dýfinujeme na A/F 

operátor z (4): m(a) 5 = ab, kde b je prvek reprezentující b; definice je konzis- 

tentní, protože ./; je levý ideál v Ň/. Operátor m (a) je zjevně lineární. Ověříme, 

že je omezený. Pro libovolné b € // platí 

|m(a) 5|* = (4b, ab) = f(břařab) = plařd), 

kde gy(c) := f(b*eb). Z uvedené rovnosti mj. plyne, že funkcionál w, je pozitivní, 

proto lze aplikovat tvrzení 2e, jež dává 

|m(a) 5|? S gple) |ařav S F(5*B) |a = 1É kelž- 

Podle věty 3.2.4 pak existuje spojité rozšíření operátoru m(a) na prostor , jež 

označíme s(a). Norma operátoru přitom zůstává zachována, tj. 

|a = |a] - (2) 

Ověříme, že z je reprezentace algebry „. Podprostor /F je hustý v J proto 

stačí pro libovolná a, b €., č, de.w/F;, a e C dokázat vztahy 

n(aa + byč = an(a)č + m(b)é, 

mn(ab) č = m(a) m(b)č, (3) 

6 a)d — (8 dJ*d. 
První dva z nich plynou přímo z definice, k ověření třetího využijeme navíc vztahu 

(1): platí (6, s(4*) d = (6 (a*d)") = f(c*a*d) = (de, d) = (m(a) č, d) což je 
požadovaný výsledek. 

Platí 1() 6 = /F a podprostor /F je hustý v , proto je w = é 

cyklickým vektorem reprezentace z. Snadno se přesvědčíme, že pro každé a 6 

platí 

(% 7(a) Yo) = (é, d) = f(eřa) = Ka). (4) 

Tím jsme dokázali, že existuje alespoň jedna trojice (% z, Y) s požadovanými 

vlastnostmi. Každou takovou trojici nazveme GMNS-trojicí (příslušnou algebře A 

a funkcionálu f) a o T mluvíme jako o GNS-reprezentaci. 

Předpokládejme konečně, že (4, z', ) je jiná GNS-trojice. Označíme 

F =NA) P Z AP, A H= K(M) w; a definujeme bijektivní operátor 

Uo: o 7 o vztahem 

U(a) j = v(a) o (5)
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pro všechna a € . Ze vztahů (3), (4) plyne rovnost 

| Vo(d) Yolbe = 17(8) Polše: = (% m'/(a*a) $o)e = f(a*a) = |ma) pol*, 
tj. U zachovává normu. Současně je lineární, a protože podprostory Ha H jsou 
podle předpokladu husté v , resp. ', lze jej spojitě rozšířit (viz tvrzení 5.5.4) 
na unitární operátor U e I (,%"'). Dosadíme-li a = e do vztahu (5), dostane- 
me UV, = ; zpětné dosazení do (5) pak dává Um(a) 4 = '(a) Up',. Na tuto 
rovnost aplikujeme operátor m'(b): 

mí(b) Ur(a) o = W(ba) Vy, = Um(ba) $w, = Uz(b) z(a) Yo, 

a protože podprostor z() v je hustý v , plyne odtud (D( U = UVz(b) 
pro líbovolné b < .7. N 

Uveďme pro ilustraci několik jednoduchých příkladů: 

12.4.4 Příklad: Nechť / je uzavřená podalgebra v Z () obsahující jednotkový 
operátor. Pro libovolně vybraný vektor ' « / je funkcionál 

fy: f (B) = (Y, By) pro všechna : Beg (6) 

zjevně pozitivní. Podprostor , C W je invariantní vůči operátorům algebry , 
proto i uzavřený podprostor , = , je invariantní (cvičení 2.30). To nám 
umožňuje definovat zobrazení 7,: A > Ř(21,) vztahem 

nT(B = B,= Blw,. (7) 

Není těžké se přesvědčit, že ( 7 ) je GNS-trojice odpovídající funkcionálu 
(6). Zvláště jednoduchá situace nastává, když , = ; potom , je identické 
zobrazení a Y je současně cyklickým vektorem operátorové algebry . 

12.4.5 Příklad: Ne každý pozitivní funkcionál na C*-algebře w C R( lze 
vyjádřit ve tvaru (6). Vyšetříme obecnější případ. Nechť W je statistický operátor 
na SF (viz $6.4 a vztahy (6.2.3b), resp. (6.2.5) se spektrálním rozkladem 

N 

W = > w,E,, kde N = dim (ker W)' a E„ jsou jednorozměrné projektory od- 
k=1 

povídající jednotkovým vlastním vektorům y k= 1,2,.... N, s nenulovými 
N 

vlastními hodnotami w;. Tyto hodnoty splňují podmínku Tr W = > w =1 
k=1 

Pomocí operátoru W definujeme na algebře W pozitivní funkcionál 

fw: fw(B) = r WB = k; Ww(Y, Byz). (5) 

Podprostory , = Wy,jsou podobně jako v předchozím příkladě invariantní vůči 
N 

algebře W. Sestrojíme Hilbertův prostor , jako direktní součet , kde 
k=1 
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prostor H" získáme z , změnou skalárního součinu na (.,.)* = w4„(.,.). Jinými 

slovy, prvky prostoru A/ jsou posloupnosti P = (Prlk=1, kde g E , takové, že 

| Š|| < %; přitom norma |.||» odpovídá skalárnímu součinu 

N 

(, x)w = lšl(q)k, Xa)k 7 ?, WlPro Xx) - 
k=1i 

K danému B €.% sestrojíme operátor z„(B) = By na Hy následovně: 

Bylok-1 = (Bou)k-1;) (9) 

snadno se přesvědčíme, že | By|| S |B|. Pokud / obsahuje jednotkový operátor, 

patří do y i jednotkový vektor y = (Yik-1 pro nějž platí 

( zy(B) Vy)jy = fw(B). 

Jednoduše lze též ověřit, že zobrazení 7y: A > FP(IWy) je reprezentace algebry 

„/. Přesto ještě (Fy, , Vy) nemusí být GNS-trojice odpovídající fy, protože 

W.„obecně není cyklickým vektorem reprezentace mTy. J ako příklad lze vzít algeb- 

ru skalárních operátorů C() := (al: a€ C), pro niž zy(C(W)) y = (WFy)iins 

tato množina zjevně není hustá v Py, jakmile N > 1. Dokážeme však, že vektor 

W je cyklický pro €y, pokud projektory Ex, k = 1,... N, patří do algebry A. 

Předpokládejme, že pro vektor dĎEWy a všechna B e m platí 

N 

(, zY(B) Vy)w = 2 W(Pr Byj = 0. 
k=1 

Vezmeme-l B = CE,„ kde Ce.w, dostaneme odtud (9,, C) = 0 pro 

n = 1,..., N; množina , je však hustá v JF,, proto platí , = 0, n = 1,..., N, 

a tudíž také © = 0. V tomto případě je tedy (y, Sw, Yy) hledaná GNS-trojice 

odpovídající funkcionálu (8). Povšimněme si rovněž toho, že pro N > 1 je repre- 
N 

zentace s reducibilní: ze vztahu (9) plyne zy(B) = > J(B), kde m(B) = 
k=1 

= BW pro každé Bs. 

12.4.6 Příklad: GNS-reprezentace nemusí být věrná. Vezměme Hilbertův pros- 

tor SF, jenž je ortogonálním součtem podprostorů: , © mW, a algebru 

A = R(H)DR(H)CB(H). K libovolně zvolenému nenulovému vektoru 

w €M, vezmeme funkcionál (6), jemuž odpovídající GNS-reprezentace je podle 

příkladu 4 dána vztahem z,(B) = B, pro každé B = B, © B, «.W, neboť 

, = , Tato reprezentace má zjevně netriviální jádro w = (BEM: B,=0), 

jež tvoří uzavřený ideál v W (nikoli však v P()!). 

Posledně uvedený příklad ukazuje, že věta 3 sama o sobě ještě neřeší zmíněný 

problém. Naším cílem je ukázat, že pro libovolnou C*-algebru . existuje repre- 

zentace z: A > F (), jež je nejen věrná, ale i reprodukuje strukturu „ po všech
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stránkách. K tomu je nutné, aby x byla současně izometrií; v takovém případě jí 
budeme říkat izometrická reprezentace. Abychom takovou reprezentaci mohli 
sestrojit pomocí věty 3, musíme mít k dispozici dostatečně bohatou zásobu pozitiv- 
ních funkcionálů na : 

12.4.7 Tvrzení: Nechť W je C*-algebra s jedničkou. Ke každému nenulovému 
prvku a < existuje pozitivní funkcionál /, takový, že f.(e) = 1 (takže f, je stav 
na ) a současně f(a*a) = ||a|*. 

Důkaz je obměnou důkazu Hahnova-Banachova teorému (viz komentář). l 

12.4.8 Věta: Pro každou C*-algebru W/ existuje izometrická reprezentace 
T:A > Ř(3W) na nějakém Hilbertově prostoru .%. 

Důkaz: Je zřejmé, že bez újmy na obecnosti můžeme uvažovat případ, kdy $ 
obsahuje jedničku. Každému nenulovému prvku a €.W lze podle předchozího 
tvrzení přiřadit pozitivní funkcionál /;, a tomu dále odpovídá nějaká GNS-trojice 
(9o íz W); skalární součin v , označíme (.,.),. Sestrojíme Hilbertův prostor.%W 
jako direktní součet (viz $ 4.5) 

Ořacy 

připomeňme, že libovolný vektor Ť = (g,: 0 * a €.) €.P má nejvýše spočetně 
mnoho nenulových komponent. Reprezentaci x sestrojíme jako direktní součet re- 
prezentací 7,: pro libovolné b €.w definujeme m(b) Ď := (z (b)g,:0 * acy). 
Podle tvrzení 12.3.3 platí |7(b)||, < ||| a proto s použitím vztahu (4.5.7a) 
snadno ukážeme, že 

|(b)||> S |) S Ibho (11) 

tj. že operátor z(b) je omezený. Snadno se přesvědčíme, že zobrazení 
n: A > H(H je reprezentace. Dokážeme, že je izometrická. Z věty 3 a tvrzení 7 
plyne, že cyklické vektory , jsou jednotkové, |w.||Z = f(e) = 1. Potom platí 

|s(BYIŽ S 17:(8) Yolů = (ws m(b)* z(b) w)s = fŮ(b*b) = |blž; 

Zkombinujeme-li tento vztah s nerovností (11), dostaneme ||b|„ < | z;„(b)| < 
< |(H S |ól tj. požadovanou vlastnost, |z(5)| = |ó|| pro všechna 
bey. © 

Reprezentace = sestrojená v důkazu je samozřejmě věrná, neboť z izometričnosti 
snadno plyne její injektivita. K praktickým účelům se však nehodí: prostor H je 
„nadměrně velký“ (každý vektor z X? má např. nekonečně mnoho komponent 
odpovídajících násobkům jediného prvku ) a reprezentace z je „až příliš“ 
reducibilní. Izometrické reprezentace C*-algeber konstruujeme zpravidla jinými 
způsoby; význam věty 8 spočívá v tom, že zajišťuje jejich existenci. 
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Závěrem se zmíníme o jiném použití GNS-reprezentace. Nechť / je opět 

C*-algebra s jedničkou a $„je množina všech stavů na . Snadno se přesvědčíme, 

že tato množina je konvexní (viz komentář k $ 1.1): pro f1, fo € S„ A nezáporná 

čísla a, 1 — a je f = af, + (1 — a)f, pozitivní funkcionál, pro nějž  platí 

|A = f(e) = afi(e) + (A — a) fale) = 1, tj. stav na.%. Extremální body množi- 

ny $, budeme nazývat čistými stavy. Ukazuje se, že čistota stavu f € $, souvisí 

s vlastnostmi odpovídající GNS-reprezentace. 

12.4.9 Věta (Segal): Nechť W je C*-algebra s jedničkou. Stay f'€ S„ je čistý 

právě tehdy, když jemu odpovídající GNS-reprezentace z je ireducibilní. 

  

Komentář 

$8 12.1: Uvedená definice komutantu se liší od definice komutantu operátorové 

množiny, proto bývá zvykem centrum operátorové algebry psát ve tvaru A n 

Místo morfismus se často říká homomorfismus (algebry W do algebry £). Repre- 

zentacím *-algeber ve smyslu uvedené definice se říkává symetrické. Někdy se 

užívá termínu unitárně ekvivalentní reprezentace, pokud se berou v úvahu též 

ekvivalence zprostředkované jinými regulárními operátory. 

8 12.2: O teorii analytických vektorových funkcí se lze poučit např. v [DS 1], 

$ IIL.4; [Nai 1], $8'3.12, 4.7; [Ru 2], kap. 3 apod. Alternativní způsob důkazu 

věty 8, jenž umožňuje vyhnout se použití Cauchyho formule, je uveden v [BR 1), 

tvrzení 2.2.2. 

$ 12.3: Pojem C*-algebry zavedli I. M. Gel'fand a M. A. Najmark (1943). Ve 

stejném smyslu se užívá i termínu B *-algebra ([Ru 2], kap. 11; [Tich]); normované 

algebře splňující podmínku (2) se někdy říká totálně regulární algebra ([Nai 1], 

$8 16, 24). V původní definici C*-algebry byl též obsažen požadavek, že všechny 

prvky e + a*a musí být invertibilní, teprve později se vyjasnilo, že je splněn 

automaticky — viz větu 12.4.1, a též [BR 1], komentář ke kap. 2. 

e Struktura komutativních C*-algeber je obsahem Gel'fandovy teorie, o níž se lze 

poučit např. v [BR 1], $ 2.3.5; [Mau], kap. VIII; [Nai 1|, kap. III; [Ru 2], kap. 11; 

[Sa], $ 1.2; [Si 1], $4. Podle ní je každá taková algebra s jedničkou izometricky 

*-izomorfní algebře C(4) spojitých funkcí na kompaktním Hausdorffově prosto- 

ru A, který je tvořen všemi multiplikativními (tj. takovými, že f(a) f(b) = f(ab)) 

funkcionály na.“, a izomorfismus % > C(4) je dán tzv. Gel'fandovou transforma- 

cí, á(f) := f(a) pro všechna f € A. Aplikace Gel'fandovy teorie na důkaz spek- 

trálního teorému se probírá v [Mau], $ IX.2; [Nai 1], $ 17.4; [Ru 2], kap. 12. 

* Místo „direktní součet“ se někdy říká C*-součin algeber W;, i © I — viz [D: 21 

$8 1.3.3. Direktní součet C*-algeber není totožný s direktním součtem Banacho- 

vých prostorů , č € I (viz $ 3.1). Definice tenzorového součinu C*-algeber není 

jednoduchá, protože existuje více kandidátů na roli normy v ; © w — viz 

komentář k 8 4.6. Nejčastěji se užívá toho, že každá C*-algebra ; má věrnou 

reprezentaci ;: ; > H (9F;) a za realizací tenzorového součinu A; © W se
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považuje součin podmnožin m(,) © z(%2), kterou dostaneme jako uzávěr mno- 

žiny (A, © A: A; €.%,j;, vůči operátorové normě. Ukazuje se, že všechny takové- 

to realizace jsou vzájemně izomorfní — |BR1], $ 2.2.2, [Di2], $ 2.12.15. Obecnou 

diskusi způsobu zavedení tenzorového součinu C*-algeber Ize najít v [Lan1]. 

$ 12.4: Pojem kužele se zavádí s různými obměnami — viz např. [Nai 1], $ 3.10; 

|RS 1], $ IV.4. Důkaz věty 1 využívá některých výsledků funkcionálního počtu na 

C*-algebrách; Ize jej najít v [BR 1], $2.2.2; [Di 2], $ 1.6; [Ru 2], $ 11.28; [Sa], 

$ 1.4. Tvrzení 2 platí rovněž pro Banachovy algebry s jedničkou, ale důkaz je pak 

v |[BR 1], $ 2.3.2. 

* GNS-konstrukce byla zformulována v pracích [GN 1], [Seg 1]. Podle věty 3 jsou 

všechny GNS-reprezentace odpovídající dvojicí , f vzájemně ekvivalentní, proto 

lze mluvit o vlastnostech takovéto reprezentace bez bližší specifikace. Důkaz 

tvrzení 7 je uveden v [Ru 2], věta 12.39; viz též [BR 1], lemma 2.3.2; [Di 2], věta 

2.6.1. 

© Čistý stav f na Y lze ekvivalentně definovat jako takový, že nerovnost f S g pro 

pozitivní funkcionál g implikuje g = 2/, A €e [0, 1] — viz [BR 1], $2.3.2. Neextre- 

málním bodům množiny $ se říká smíšené stavy. Věta 9 byla odvozena v [Seg 1]; 

její důkaz lze najít např. v [BR 1], věta 2.3.19; [Di 2], $ 2.5. 

  

Cvičení 

1. Dokažte, že dim F(HW) = (dim HYÝ. Sestrojte bázi y F(%) pro dim H < . 

2. Každá algebra W má nanejvýš jednu jedničku. Nemá-li žádnou, můžeme 
sestrojit rozšíření / jako množinu párů [a, a], kde a € C, a € „W, v níž definujeme 

[a, a] + y[A, b| := [a + yf, a + yb]) a [0a, a] [A, b) := [af, ab + fa + ab]; 
prvek [1, 0] pak tvoří jedničku v $. 

3. Dokažte tvrzení 12.1.2. 

4. Ke každému a €.W existuje nanejvýš jeden prvek a"'. Prvek a je invertibilní 

právě tehdy, když nepatří do žádného jednostranného ideálu algebry .%. 

5. Každá abelovská podalgebra v . je podalgebrou některé maximální abelovské 
podalgebry. 

6. Nechť . je algebra s jedničkou, potom 

(a) jsou-li prvky a, ab invertibilní, je i b invertibilní, 

(b) jsou-li prvky ab, ba invertibilní, jsou i a, b invertibilní, 

(c) platí-i ab = e, je prvek ba idempotentní, obecně však různý od jedničky, 

(d) je-li dim W < %, pak ab = e implikuje ba = e. 

Návod: (c) Užijte operátorů S*, $ z příkladu 5.1.7. 

(d) Je-li (c;jj , báze v , pak (bco;j;—, je rovněž báze a pro libovolné c « 7 platí 

bac = c. 
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7. Nechť „ je algebra s jedničkou, potom 

(a) je-li prvek e — ab invertibilní, je i € — ba invertibilní, 

(b) platí o (ab) 0) = o„(ba) V[0), přičemž bod A = 0 může obecně patřit jen 

do jednoho ze spekter, 

(c) je-li a invertibilní, platí o(ab) = o„(ba). 

Návod: Vyšetřete prvek e+ b(e — aby '' a a užijte výsledku předchozího 

cvičení. 

8. V algebře W/ s jedničkou pro každý invertibilní prvek platí oa"'") = 

=(17': 2 € oyma)). 
Návod: Užijte vztahů b — ne = ub(u 'e — b7') pro b = a, a nR 

9. Nechť X je *-algebra, potom 

(a) každý prvek Ize vyjádřit jako lineární kombinaci dvou hermitovských prvků; 

má-li % jedničku, platí e* = e, 

(b) a* je invertibilní právě tehdy, když a je invertibilní, přičemž (a*y"' = (a""*, 

(c) pro každé a < platí oa*) = o(a). 

10. Nechť w je *-algebra, potom 

(a) podalgebra S C W je *-podalgebra právě tehdy, když * = ; průnik 

libovolného systému *-podalgeber (*-ideálů) v W je *-podalgebra (*-ideál), 

(b) každý *-ideál v / je oboustranný, 

(c) pro podmnožinu P C A platí dř(F) = PL[ V HF) 

(d) je-li W symetrická, pak ' a " jsou *-podalgebry v A. 

  

11. Množina C(M) všech spojitých komplexních funkcí na kompaktním prostoru 

M, na níž definujeme přirozeným způsobem algebraické operace a involuci vzta- 

hem (f*)(x) = f(x) pro všechna x € M, je abelovská *-algebra; norma ||. ||< z ní 

vytváří C*-algebru. 

12. Morfismus g: A > Z zachovává algebraickou strukturu. Je-li surjektivní, pak 

g-obraz jedničky (ideálu, maximálního ideálu, maximální abelovské podalgebry) 

je jednička (ideál, ...) v W, a naopak g-vzor podalgebry (ideálu) je podalgebra 

(ideál) v .. Je předpoklad surjektivity podstatný? Za jakých předpokladů je 

g )() komutativní? Najděte příklad morfismu, při němž obraz jedničky (idcá- 

lu) není jednička (ideál). 

13. Nechť gp: / > Z je (*-)morfismus. Jeho jádro / je (*-Jideál v W a platí 

g = o g kde g je kanonický morfismus A > 1F a n: A/S > P() je 

(*-Jizomorfismus definovaný vztahem z(d) = g(a) pro všechna a € A. 

14. Nechť „W je topologická algebra a , resp. Z je její podmnožina, resp. 

podalgebra, potom 

(a) Z je uzavřená podalgebra v W. Je-li £ abelovská, pak totéž platí pro Z; 

každá maximální abelovská podalgebra je uzavřená, 

(b) platí () = Ml(S),
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(c) podalgebry ', " jsou uzavřené a platí (PY = P, 
(d) je-li F ideál, F * A, pak F je rovněž ideál v ; každý maximální ideál je 
uzavřený, 

(e) jádro spojitého morfismu g: „ > W je uzavřený ideál v .w. 

Návod: (a, d) Aplikujte výsledky cvičení 2.30 na zobrazení g,, f,, h, S g,— fy,. 
(c) Množinu “ Ize zapsat jako průnik komutantů jednobodových množin, jež jsou 
uzavřené. 

15. Operátorové násobení v algebře .£(77) je odděleně spojité vzhledem k topo- 
logiím 7, a T,. 

16. Nechť Ň je Banachova algebra s jedničkou. Rezolventa prvku a €./ je pro 
jA| > ((a) dána vztahem (12.2.3). Je-li navíc |2| > |a||, pak platí |€(1)| = 

s (A — Jel) * 
17. Spektrum libovolného prvku Banachovy algebry s jedničkou je neprázdná 
kompaktní množina. 

18. Nechť , % jsou Banachovy algebry, potom 
(a) morfismus g: W > A je spojitý právě tehdy, když existuje konstanta C taková, 
že pro všechna a € ď platí |w(a)|s S Clal|3 

(b) jsou-li , S úplné obaly normovaných algeber % resp. £;, pak každý spojitý 
morfismus o: W * Fo má právě jedno spojité rozšíření g: 4 — , 
(c) jestliže existuje spojitý izomorfismus g: A > , pak jsou , £ topologicky 
izomorfní. 

Návod: (a) Ohledně nutné i postačující podmínky viz tvrzení 3.2.3. (b) Úvaha je 
analogická důkazu věty 6.2.4; navíc je nutno ověřit g(a) g(b) = g(ab). (c) Užijte 
věty o inverzním operátoru. 

19. Nechť./ je uzavřený ideál v Banachově algebře .%, potom // je Banachova 
algebra vzhledem k normě ||a|| := ti)nš |a — Ae 

Návod: Užijte výsledků uvedených v komentáři k $ 3.1 a ověřte splnění podmínek 
(na2), (na3). 

20. Nechť , ' jsou Banachovy algebry a / je jádro spojitého surjektivního 
morfismu g: A > , potom algebry // a Z jsou topologicky izomorfní. 
Návod: Užijte zobrazení z: A/F > % definovaného ve cvičení 13. 

21. Nechť 9 je algebra vzniklá připojením jedničky k normované algebře , 
potom norma ||[a, a]| := jaj| + |a||„ z ní vytváří normovanou algebru. 

22. V každé C*-algebře platí |a|| = sup |ab|| = sup |ab| = max ||ab||. 
|8] S 1 |6] =1 ló] =1 

23. Nechť W je C*-algebra s jedničkou. Jestliže prvek a €.W splňuje a*a = e, 
platí ((a) = 1. Je-li navíc a unitární, platí oda) C (2€ C: JA] = 1). 
Návod: Užijte vztahu (12.2.5) a cvičení 8, 9. 
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410 24. Nechť W je C*-algebra s jedničkou, potom pro každý normální prvek a «A 

platí (a) = ||a|; je-li a navíc hermitovský, platí oďa) - |— lal, e|] 

Návod: Ukažte, že |(4aa*)"|| = |a|“" pro m = 2", a užijte vztahu (12.2.5). Pro 

a = a*, |A] > ||a|| aplikujte výsledky předchozího cvičení na unitární prvek 

(a + i|4] e) (a — i|A| e) " 

25. Nechť „ je C*-algebra s jedničkou a p je komplexní polynom, potom pro 

každý prvek a €.Y platí a(p(a)) = p(o (a)). 

Návod: Je-li podmnožina (a,..., a,) C W komutativní, pak prvek « ... a, je 

invertibilní, platí-li totéž pro a,, ..., a,. Užijte kořenového rozkladu komplexního 

polynomu p.



  

13 ALGEBRY OMEZENÝCH OPERÁTORŮ 411 

  
13.1 ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI W*-ALGEBER 

Předmětem našeho zájmu budou nyní algebry omezených operátorů na nějakém 

pevně zvoleném Hilbertově prostoru S!. Je-li množina P C R(W) lze definici 
komutantu danou vztahem (10.5.11a) přepsat ve tvaru F := (BEŘ(W): BC= 
= CB, C) a dále definovat bikomutaní P" = () C SFý (viz: vztah 
(10.5.11b)). Při přebírání výsledků předchozí kapitoly je nutno mít na paměti, že 

pro podmnožinu S v operátorové algebře .W je komutant definovaný v $ 12.1 
roven S ny. 

Je-li  symetrická podmnožina v F(/), pak P', P" jsou podle cvičení 12.10 
*-podalgebry v P(3F). Můžeme tedy formulovat následující definici: *-algebru 

M C K(W) nazveme Wř-algebrou (von Neumannovou algebrou), je-li rovna 

svému bikomutantu, / = Ň/". Jak vidno, jde o pojem vymezený čistě algebraicky. 

W*-algebry lze však charakterizovat také topologicky, jak se o tom za chvíli 
zmíníme. 

13.1.1. Poznámka: Topologie T,, T 7, nejsou Jedlne které lze na algebře P() 

zavést. Zmíníme se o dalších dvou. Nechť J? je množina všech posloupností 

Ď = (p;) C W takových, že Y| |* < %. Pro ď EH a všechna B E Ř(H) 
k 

můžeme definovat 

p(B) := Ž |89x l (1) 

z Minkowského nerovnosti plyne, že p;: P() > R* je seminorma. Snadno 

ověříme, že systém (po)js = (Po: D E) odděluje body; odpovídající lokálně 
konvexní topologie T, se nazývá o-silná (ultrasilná). Podobně definujeme semi- 
normy 

pq)*P(B) = kšl((pk, BÍPk) >» (2) 

  

  

jejichž systém (Paww = (Pow: Ť, WEMW) zadává na F(W) o-slabou (ultrasla- 
bou) topologii 7,,. Obě definice lze pohodlně formulovat, chápeme-li X jako 

direktní součet > ?%P,, kde H = H, = ... = W, vybavený skalárním součinem 
k
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(Ť, We:= > (v w,). Označíme-li B direktní součet identických kopií operáto- 
k=1 

ru B, BĎ := (Bo,), pak definice (1), (2) lze přepsat do tvaru 

pa(B)= |Bo|2, | PowkB) = (D, PP) , (3) 

Mezi takto zavedenými topologiemi na P() platí jednoduché vztahy 

S) 
T 2 Tos Ta (4) 

? o 
T, 

s 

(cvičení 1). Méně triviální je skutečnost, že pro dim W = % jsou všechny tyto 

topologie vzájemně různé — viz [Di 1], $ I.3. Podle potřeby budeme v dalším užívat 

indexů vystupujících ve vztazích (4) ke specifikaci topologie; tak třeba (F) bude 

značit o-slabý uzávěr množiny , symbol () znamená slabě uzavřenou algeb- 

ru generovanou množinou / apod. 

13.1.2 Tvrzení: Každá W*-algebra A C Z() je slabě uzavřená. Díky tomu je 

uzavřená i v ostatních topologiích (4), krom jiného je to C*-algebra. 

Důkaz: Slabá uzavřenost % plyne ze cvičení 12.14, neboť P() je topologická 

algebra vůči T,; uzavřenost vzhledem k ostatním topologiím plyne ze vztahů (4) 

a tvrzení 2.3.2. V případě r, to znamená, že W je uzavřená vůči operátorové 

normě, a ta splňuje podmínku (12.3.2). I 

Tento výsledek vyvolává přirozeně otázku, zda je každá slabě uzavřená *-podal- 

gebra v F(W), resp. každá operátorová C*-algebra současně také W*-algebrou. 

Odpověď je v obou případech negativní. 

13.1.3 Příklad: Nechť E « £(7) je projektor různý od 0, I. Algebra A = 

= w (( E)) tvořená všemi násobky projektoru E je slabě uzavřená, ale neobsahuje 

skalární operátory, které patří do W*-algebry M((E)) = (Ey' (cvičení 4, 5), kde 

symbolem w(£) rozumíme nejmenší W*-algebru obsahující množinu L. y E) 

dostaneme připojením jedničky k algebře A. 

13.1.4 Příklad: Budiž O operátor násobení nezávisle proměnnou na I(J), kde 

J= (a, b| C R. Symbolem o označíme algebru (/(O0): fe C(J)), : přičemž 

zobrazení f > f(O) zadává izometrický *-izomorfismus C *-algebry C(J) s algeb- 

rou o (viz větu 9.3.3 a cvičení 12.11). To znamená, že W je C*-podalgebra 

v S(IX(J)). Dokážeme, že není slabé uzavřená. K tomu stačí vzít vhodnou 

posloupnost funkcí (g,) © C(J), např. g,(x) = max (1, [(x — a)/(c — a)]") pro
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nějaké c € (a, b). Podle již citované věty 9.3.3 existuje w-lim g,(0) = X[ 5] (0). 
proto tento operátor patří do (c),, přičemž současně nepátří do d 

Chceme tedy najít nutnou a postačující podmínku pro to, aby daná slabě 
uzavřená *+-algebra / C P() byla W*-algebrou. Začneme tím, že každé množi- 

ně P C .F(H) přiřadíme projektor E„ takový, že BE, = B pro všechna B cS 

(cvičení 6). O množině S říkáme, že je nedegenerovaná, je-li E„ = I; to platí 
např. tehdy, když Y obsahuje jednotkový operátor. 

13.1.5 Věta: Nechť je symetrická podmnožina v ZF(W), potom 

(a) Wy:=s(BES": B = E„BE je slabě uzavřená *-podalgebra v F(%), 

(b) algebra „() = (:(P)), je rovna o-silnému uzávěru (:(P"ws 

(c) platí d(9") = , 

Důkaz: (a) Množina , je zjevně *-podalgebra v ". Je-li B E (9/),, pak pro 

všechna e > 0, g, w © existuje operátor C €.W, takový, že B — C leží ve 

slabém okolí W(igj, 1y, E„y)) (viz vztah (5.2.2)). Platí CE, = C, takže Ilze psát 

nerovnost |(g, B( — E) Y)| S [(g (B — C) Y| + |(g (B — C) Ev)| < 26; 
odtud (g, B(7 — Eg) ) = 0 pro všechna g, w €.%W, tj. B = BE,. Podobně doká- 
žeme B = E„B, což dohromady dává B = E„BE.,. 

(b c) Nejsložitější je ověřit inkluzi , C (%(9))„.. Podle cvičení 3 stačí ukázat, 

že v každém okolí U(C; ď) operátoru C €.%, leží nějaký operátor B E (). 

Užijeme značení zavedeného v poznámce 1 a definujeme £ jako projektor na 

uzávěr podprostoru M„:=(8ě: B E (F)) CM. K důkazu uvedené inkluze 
potřebujeme ověřit rovnost 

ĚČD= ČD, (5) 

tj. ČDEMs, protoze potom ke každému £ > 0 existuje operátor B(e) takový, že 

Pa( B(e) — C) = |B(e) D — Čh z < e 
Dokážeme nejprve, že Vsechny operátory množiny ($4(P)) := (8: BEWO(SP)Ě 

jsou redukovány projektorem £. Platí Ms = (F(9))" Y, takže (( S) MoC 

C Mys, a protože operátory z (,(/)) jsou omezené, platí také (4,(P))“ Ms C 

C Ms(viz cvičení 2.30) čili ÉBP = BÉ pro všechna Be (.()). Snadno 

se přesvědčíme, že množina (0(7)) je symetrická, proto obdobná rovnost platí 

i pro B*; odtud plyne BĚ = £ÉB. Navíc podle definice projektoru £ platí 

ÉBD = BoO, tj. BĚD = ÉBYD = BD pro všechna Be ((P)). 

Zavedeme dále projektory £,: £„d© = (0,...,0,9g,,0,...), pro něž platí 

> £, = I přičemž konvergence této a dalších obdobných řad se rozumí vzhledem 
k=1 

k topologii 1. Pro daný operátor 4F () defanJeme A = £, AE Dále 

existuje pro každé j přirozený izomorfismus V;: Ef%ť H pomoc1 nějž můžeme 

takovýmto „maticovým elementům“ přiřadit operatoryA = VA V e B(M). 
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Z rovnosti BĚĎ = BY plyne £„B(I — £) ď = 0 pro všechna k = 1,2,..., 

a odtud dále 

ókiÉkk(ó“É' - Él]) („D. 
y 

1 

0= Y £,BĚGI — B E,b = 
1 ž T

S
 s
 

Vysčítáme přes ; a užijeme izomorfismu V;, potom lze tuto rovnost přepsat ve 

tvaru B(g — > Ejgp;) = 0. Protože to platí pro libovolný operátor B € () 
j= ; 

dostáváme dále 

w X Eyg;E (| kerBC () ker B = ker Eys. 

j=1 Beol.P) BeS 

Operátor C patří podle předpokladu do W5, proto C= CE, a z posledně 

uvedeného vztahu plyne 

c (Cůk - žEk/%) =0. (6) 
j=1 

Dále víme, že operátory B € (,(/)) komutují s £ a současně se všemi projekto- 

ry £,. Platí tedy B,E, = E„BĚĚE, = E,8BE, = É„By;, což lze opětovným po- 

užitím izomorfismu V, přepsat jako rovnost BE;; = E,B, jež platí pro všechna 

BEyg(P), , j= 1,2,.... Odtud plyne E,6P, a protože operátor C patří do 

P" z rovnosti (6) plyne 

Cg = zlEij(pj . 
j= 

Přejdeme-li zpět k operátorům na prostoru F platí E„ Č = É „KČ, a vysčítá- 

ním přes k dostaneme rovnost (5). 

Zbytek důkazu je již snadný. Podle cvičení 6 pro každé B < 1 platí B = E„BEy,, 

a zjevně to platí též pro B €.,(P). Současně ,(7) C 5", proto AN(9P) Cg 

Podle tvrzení (a) je algebra , slabě uzavřená, což spolu se vztahy (4) a výsledkem 

předchozích úvah dává - 

949 w E y C (P49Ma E (P(7)),, U 

Z dokázané věty snadno plyne odpověď na naši otázku. Jestliže slabě uzavřená 

*-algebra „ obsahuje jednotkový operátor, platí y = H", což se podle tvrzení 

(c) rovná (L(YL))s = (), = H. Je-li naopak H = , pak 7 E , protože 

jednotkový operátor patří do komutantu libovolné podmnožiny F(). Dohroma- 

dy tedy platí: 

13.1.6 Důsledek: Slabě uzavřená *-algebra W C H(21) je W*ř-algebra právě 

tehdy, když obsahuje jednotkový operátor.
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13.1.7 Poznámka: Uvedené tvrzení nám dává možnost formulovat ekvivalentní 

definici W*-algebry. Jiný důsledek věty 5 představuje tzv. věta o bikomutantu: 

nechť W je nedegenerovaná *-podalgebra v Ř(2/), potom následující výroky jsou 
ekvivalentní: 

(a) d = , 

(b) .W je uzavřená v některé z topologií T% T Tew> Tess 

(c) W je uzavřená ve všech topologiích 79 T Tw T- 

Toto tvrzení lze rozšířit i na některé další topologie na Z (/), navíc jsou výroky 

(a)-(c) ekvivalentní uzavřenosti množiny , := (B €.Ňw: |B|| S 1) ve zmíněných 
topologiích (viz komentář). 

Odpověď na naši druhou otázku je již jednoduchá: C*-algebra Y C Z() je 

W*-algebra, je-li slabě (což je totéž co o-silně) uzavřená a I €.%. Podstatně složi- 
tější je příbuzný problém, totiž za jakých okolností může být abstraktní C*-algebra 

reprezentována W*-algebrou (viz komentář). Názornou ilustrací rozdílu mezi 

oběma třídami algeber je skutečnost, že W*-algebry obsahují „dostatečně mnoho“ 

projektorů. Abychom se o tom přesvědčili, označme „ " množinu všech projekto- 

rů ve W"*-algebře F c (3F). Protože 7€., je také 76.y", takže algebra 
(H") je W*-algebra. 

13.1.8 Tvrzení: W*-algebra „() generovaná množinou Ň/* je rovna algebře 
A 

Důkaz: Podle cvičení 4 je dy(Wď") = ("Y. Z inkluze * c y plyne 
wřce(rady c = w; libovolný projektor tedy patří do W právě tehdy, když 

patří do (w*)'. Dále užijeme lemmatu 14.1.5, jež dokážeme v příští kapitole: podle 

něj hermitovský operátor A patří do slabě uzavřené algebry s jedničkou právě 

tehdy, když do ní patří všechny projektory jeho spektrálního rozkladu (£,). Pro 
A E tedy platí (E) C W, z čehož plyne (E) C * c (*), a opětovným 
užitím lemmatu 14.1.5 dostaneme A € (w*Yy'. Protože libovolný operátor B E / je 

lineární kombinací dvou hermitovských operátorů, platí (W"Y' = y. u 

13.1.9 Příklad: Pro C*-algebry analogické tvrzení neplatí. V algebře , z příkla- 

du 4 je jediným nenulovým projektorem jednotkový operátor, 7 = (0, /). Algeb- 

ra.W(W) je tedy tvořena skalárními operátory na £*(J), a podle cvičení 5 je slabě 
uzavřená, přičemž zjevně F(WA Ž) * AHc. 

Závěrem odstavce probereme některé jednoduché vlastnosti W*-algeber a zave- 

deme pojmy, které budeme v dalším potřebovat. Algebře „W říkáme faktor, pokud 
její centrum Z = W 0 W obsahuje pouze skalární operátory. Pro W*-algebru 

platí wWw" = „w/, proto je-li W faktor, je i W' faktor. Jednoduchými příklady jsou 

MW(3) a algebra skalárních operátorů C(/). Povšimněme si toho, že faktor 

jakožto operátorová množina může být reducibilní (viz dále $ 14.3); důležité je, že 

není redukován žádným projektorem z .W. Opakem faktoru je v jistém smyslu 
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komutativní algebra; ta je rovna svému centru a každý projektor v ní obsažený ji 

redukuje. 

Nechť £ je libovolný projektor z F(2). Pro každé BeR(J7W) je operá- 

tor EBE plně určen svou částí v EW, kterou označíme B; (někdy se užívá 

symbolu pr-B); dané množině P C Z() můžeme potom přiřadit množinu 

Pr:=(B,: BESP|)C F(EW). Je-li W W*-algebra a projektor E patří do , 

platí vztahy 

() = Zn= (ZDe 0) 

(cvičení 8). Z prvního z ních je vidět, že ; je W*-algebra; říkáme jí redukovaná 

W*-algebra. Současně je (.W'), W*-algebra (cvičení 4), z čehož je vidět, že z je 

W*-algebra také pro každý projektor E e./“. Říkáme, že projektor E €.w je 

abelovský (vzhledem k algebře .%), jestliže redukovaná algebra x je abelovská; 

speciálně každý minimální projektor v / je abelovský (cvičení 9). 

O projektorech E, F z W*-algebry Y C P() říkáme, že jsou ekvivalentní, 

pokud v W existuje operátor U takový, že U*řU = E a UU*+ = F, tj. částečná 

izometrie s počátečním prostorem EX a koncovým FA. Projektory E, F jsou 

ekvivalentní vzhledem k Z() právě tehdy, mají-li stejnou dimenzi; obecně je 

rovnost dimenzí nutnou, nikoli však postačující podmínkou ekvivalence projekto- 

rů. 

Jednoduché vlastnosti *-morfismů W *-algeber jsou shrnuty ve cvičení 10. Důle- 

žitou třídu zobrazení mezi W*-algebrami 8 C () a d C H() tvoří prosto- 

rové izomorfismy: říkáme, že *-izomorfismus g: W/ > ' je prostorový, jestliže 

existuje unitární operátor U © P(W, 9) takový, že w(B) = UB U! pro všechna 

B e.Ňw. V takovém případě je g současně prostorovým izomorfismem algeber 

R) a F(9), a zobrazuje na sebe nejenom centra algeber , , ale i jejich 

komutanty, 9(.") = 2'; je také zřejmé, že dim / = dim $. Ne každý izomorfis- 

mus W*-algeber je prostorový, to je vidět na příkladě přirozeného izomorfismu 

gp: C(W) > C, g(lal) = a, pro dim X > 1. 

Uvažujme dále systém W*-algeber , C Z(3W;), kde index j probíhá nějakou 

indexovou množinu J. Jejich direktní součet (viz $ 12.3) může být ztotožněn 

s operátorovou *-algebrou na W := Y %%, jestliže každému [8;] přiřadíme 
je 

operátor B: B[g;] = [B,gp;]. Takováto algebra má následující jednoduché vlast- 

nosti (cvičení 11): 

13.1.10. Tyrzení: Pro normu operátoru B platí |B| = sup|š8/l, = l8] 
ješ 

Označíme-li X = Y ?, a 8 = vV "wy;, platí ' = H a 1' = H. Projektory 
je ješ 

E,:= [ó„7,], kde I je jednotkový operátor na , patří do W pro všechna / € J; 

operátor C € F(W) patří do > *2 (7W;) právě tehdy, když komutuje se všemi £;. 
je
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Odtud plyne, že „ = > "w/, je W*-algebra; budeme ji nazývat direktním sou- 
JeJ 

čtem W*-algeber ŇÍ Pro její centrum tvrzení 10 dává 

Zy 7) GZW, . (5) 
je 

  13.2 NORMÁLNÍ STAVY NA W*-ALGEBRÁCH 

Libovolný stay f na Wč*-algebře g C M() je podle definice  aditivní, 
speciálně pro ortogonální projektory E,..., E, platí f(E„+... 4 E) = 
= f(E) + ... + f(E,). Obecně však stav f nemusí být o-aditivní, tj. obdobná 
rovnost nemusí platit pro nekonečné systémy projektorů. Požadavek o-aditivity 
vymezuje důležitou třídu v množině všech stavů: říkáme, že stav f na « je 
normální, jestliže pro libovolný systém (£,: a € J) vzájemně ortogonálních pro- 
jektorů v Y platí 

f (Ž E) = 2 f(E). (1) 
ae/ aeJ 

Nenulový pozitivní fankcionál g na W/ nazýváme normálním, je-li stav A* 
normální. 

13.2.1. Poznámka: Je-li indexová množina J nejvýše spočetná, je smysl rovnos- 
ti (1) jasný: projektory £, můžeme seřadit do posloupnosti, definovat > E„ jako 

aeJ 
silnou limitu posloupnosti částečných součtů a pravou stranu jako součet odpoví- 
dající řady; čísla f(E ,) jsou nezáporná, proto nezáleží na zvoleném uspořádání. 
V případě neseparabilního 3/ může ovšem množina / být nespočetná. Tehdy 
definujeme > E, jako projektor na direktní součet >Y *E„%, což je v souladu 

acJ a€eJ 

s definicí užitou ve „spočetném“ případě; lze dokázat, že tento projektor patří do 
W (MDi 1], dodatek II). Zbývá vypořádat se s pravou stranou, V případě nejvýše 
spočetné množiny / snadno zjistíme, že uvažovaný výraz je roven supremu množi- 
ny „konečných částečných součtů“, 

2 f(E) = sup * AE), (2) 
asJ KEF aeK 

kde PC 2' je systém všech konečných podmnožin v J. Pro nespočetnou množinu 
J užijeme rovnosti (2) jako definičního vztahu pro „součet“ vystupující na levé 
straně. Tato definice má přirozenou motivaci (viz cvičení 5.26) a z ní vyplývající 
definice normálního stavu je ekvivalentní častěji užívané definici, podle níž je stav 
f normální, jestliže pro každý neklesající usměrněný soubor (A ) C , platí 
f(sup A) = sup (A „) (viz [BR 1], $2.3.4; [Di 1], $ L4 a cvičení 9 k němu). 

a a 
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Existuje také ekvivalentní formulace užívající posloupností ([BR 1], věta 2.7.11): 

stav f je normální právě tehdy, když pro každou posloupnost (A j) © W +, pro niž 

A = w-lim Y A; €.y,, platí f(A) = > f(A;). Tento výsledek není překvapující, 
n% j=1 j=1 

o 

uvědomíme-li si, že pravá strana rovnosti (2) může být konečná pouze tehdy, když 

nejvýše spočetně mnoho čísel f(£.) je nenulových. 

Naším hlavním cílem v tomto paragrafu je odvodit podmínky charakterizující 

normální stavy y množině všech stavů a najít jejich obecné vyjádření. Výsledek, 

k němuž dospějeme přes několik pomocných tvrzení, lze zformulovat následovně: 

13.2.2 Věta: Nechť f je stav na W*-algebře A C B (2F); potom následující 

výroky jsou ekvivalentní: 

(a) / je normální, 

(b) f je o-slabě spojitý, 

(c) existuje statistický operátor W €.£.(J1) takový, že pro všechna B € „W platí 

f(B) = Tr(WB). 

13.2.3 Poznámka: Statistický operátor na separabilním Hilbertově prostoru H 

jsme v $ 6.4 definovali jako pozitivní jaderný operátor W takový, že T: W= 1. 

Tuto definici lze přirozeně rozšířit: v případě neseparabilního S budeme statistic- 

kým operátorem rozumět pozitivní operátor W E F.(3F) takový, že podprostor 

(Ker W)' = Ran W je separabilní a netriviální část daného operátoru (zúžení 

W r (Ker W) *) splňuje uvedené požadavky. 

13.2.4 Lemma: Funkcionál f, který je limitou posloupnosti o-silně spojitých 

lineárních funkcionálů (ve smyslu normy v duálním prostoru /) na W*-algebře 

A C R(H) je orsilně spojitý. 

Důkaz: Z — nerovnosti : |/(B)| S |ACB)| + f — f„||B| a předpokladu 

|f - f.]| > 0 pron> » jednoduše plyne, že funkcionál f je o-silně spojitý na 

jednotkové kouli. , = (B E: |B] = 1). Jeho spojitost v / vyplývá z následují- 

cí ekvivalence (jež není triviální — viz [Di 1], $ 1.3): lineární funkcionál f na 

o-slabě uzavřeném podprostoru M C Z() je o-slabě (o-silně) spojitý právě 

tehdy, když zúžení f | je o-slabě (o-silně) spojité. Algebra / je podle tvrzení 

13.1.2 slabě, a tedy i o-slabě uzavřená. II 

13.2.5 Lemma: Pro lineární funkcionál f na W*-algebře / — R () jsou násle- 

dující výroky ekvivalentní: 

(a) existuje posloupnost $ = () SS (viz poznámku 13.1.1) taková, že pro 

všechna B e6 platí |/(B)| < po(B), 

(b) existují posloupnosti , W e J£ takové, že pro všechna B 6 platí 
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f(B) — kšl(gvk, BÍÍJk) > (3) 

(c) f je o-slabě spojitý, 

(d) / je o-silně spojitý. 

Důkaz: Stačí ověřit řetěz implikací (a) > (b) = (c) > (d) > (a). Prostřední dvě 
jsou jednoduché. Poslední dokážeme sporem. Předpokládejme, že (a) neplatí, po- 
tom ke každému $ € J existuje operátor B,c.y takový, že |/(Bo)| > |„ 
Ze orsilné spojitosti funkcionálu / podle cvičení 3 mj. plyne, že Ize najít ó > 0 
a nenulový vektor W e tak, že |/(B)| < 1 pro všechna B €.W splňující podmín- 
ku |$e < ó. Jak snadno nahlédneme, tuto nerovnost splňuje operátor 
C = |8„9| B kde $ = (2/ó) W. Potom ovšem musí být f(C) = 
= |„] 7 f(B „) < 1, což odporuje našemu předpokladu. 
Zbývá ovčřit, že (a) implikuje (b). Na podprostoru (B©: B ©.) vSĚ definuje- 

me lineární funkcionál g,: g(Bď) = f(B); protože B * Č implikuje B * C, je 
definice: funkcionálu g, korektní. Podle předpokladu platí |f(B)| < |B ě|| pro 
všechna B €Ň/, proto je funkcionál g, omezený a podle tvrzení 3.3.2, resp. věty 
1.2.1 jej Ize rozšířit na omezený funkcionál g: % > C. Z Rieszova lemmatu pak 
plyne g( CÍJ) = (W, d)> pro nějaké WeSŽ a všechna Š E S, speciálně 
f(B) = g(Bď) = (Y, Bdď) z pro každé B € , což je (až na záměnu d, W) právě 
rovnost (3). N 

13.2.6 Lemma: Nechť / je pozitivní funkcionál na W*-algebře g C B(H), 
potom 

(a) jestliže pro nějaký vektor ' €. a všechna B 6.9/, platí f(B) < (Y, By), pak 
existuje operátor C €.9/' takový, že f(B) = (Cy, BCy) pro všechna B € , 
(b) pokud lze / vyjádřit ve tvaru /(B) = (g, By) pro nějaká g, j €.3F, pak 
existuje vektor x € %/ takový, že f(B) = (x, Bx) pro všechna B e .9/. 

Důkaz: Nejprve si povšimněme, že f(C* B) = f(B*C) = 0 pro libovolná B €.y 
a CŇ taková, že Cy = 0. Ze zobecněné Schwarzovy nerovnosti (tvrzení 
12.4.2c) a našeho předpokladu totiž plyne 

IW(C*By* s f(C*C) f(B*B) S f(B*By(y, C*Cy) = 0, 4) 
a podobně postupujeme i ve druhém případě. Nyní můžeme na podprostoru 
W C J definovat seskvilineární formu g vztahem 8(By, B;y) := f(BíB) 
a tato definice je korektní: existuje-li C * B, takové, že C 19 = B,y, je 
fJ(BÝB) = f(CÍB2), jak je třeba a jak také plyne z předcházející úvahy. Pomocí 
tvrzení 12.4.2 se snadno přesvědčíme, že g je symetrická a pozitivní. Je také 
omezená, což plyne z první nerovnosti (3) a vztahu 

IW(C*C)| s (y, C*Cy) = |Cvyh?. 
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Proto ji můžeme spojitě dodefinovat na pozitivní symetrickou omezenou seskvili- 

neární formu na uzavřeném podprostoru p C SF. Podle tvrzení 5.1.4 pak existu- 

je pozitivní operátor A, « £(Wy) takový, že f(BiB) = (B.y, A,B,y). Potom 

také platí (B.y, A,B.B.y) = f(ByB3Bo) = fFU(BŠB.Ý B) = (B5B,y, A.By) = 

= (B.y, B:A,By), - 

(A4,B, — B;A,;) lwfp = 0 pro všechna B,cA. 

Operátor A := A, © 0, kde 0 je nulový operátor na (Wy)*, je tedy pozitivní 

a patří do ', neboť, jak lze snadno ověřit, d () C (Ww)“. Totéž platí pro 

C = A'? (tvrzení 5.3.6) a f(B) = (Y, ABy) = (Y, C*By) = (Cy, BCy) pro 

všechna B « /. 

(b) Pro libovolný operátor B E platí 

4f(B) = 2f(B) + 2 f(B*) = Xo, By) + Av, Be) = 

=s(p+ Y B(o+ Y) — (9—9, Bíp— ) 

Je-li B pozitivní, pak 4f(B) < ( + , B(g + Y))), a podle tvrzení (a) existuje 

operátor C €.w"' takový, že f(B) = (x, Bx) pro x = d( + y). u 

13.2.7 Lemma: Nechť f, g jsou normální pozitivní funkcionály na W*-algebře 

A C R(W). Jestliže pro nějaký projektor E €./ platí f(E) < g(=£), potom v A 

existuje nenulový projektor F < E takový, že pro všechny operátory B c 

splňující 0 < B < F platí f(B) = g(B). 

Důkaz: Vezmeme množinu projektorů M:= (P S E: f(P) = g(P)) v , jež je 

částečně uspořádaná prostřednictvím nerovností mezi projektory. Nechť N je 

nějaká úplně uspořádaná podmnožina v M. Je-li spočetná, můžeme ji psát jako 

neklesající posloupnost (P,;, a ta podle věty 5.4.9 silně konverguje k nějakému 

projektoru P. Funkcionály f, g jsou podle předpokladu normální, proto 

J(P) = lim f(P.) S lim s(P) = s(ď) 

a množina N má horní hranici. Je-li N nespočetná, pak existence horní hranice 

„U plyne z obdobné úvahy užívající definice normálního stavu pomocí usměrněných 

souborů zmíněné v poznámce 1. Podle Zornova lemmatu tedy množina M obsahu- 

je alespoň jeden maximální prvek Ev. 

Projektor F = E — E,„je nenulový, protože jinak by platilo f(E) = f(Eo) = 

z g(Eg) = g(B). Předpokládejme, že v W existuje operátor B takový, že 

0 < B s= F a f(B) > g(B), a označme Eg(.) jemu odpovídající projektorovou 

míru. Podle tvrzení 13.1.2 a lemmatu 14.1.5 patří spolu s operátorem B do. w také 

projektory E s(J) pro libovolný interval J R. Ukážeme, že není možné, aby pro 

všechny tyto projektory platilo f(Ex(J)) = g(E „(J)). Pokud by tomu tak bylo,
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mohli bychom vzít vhodnou posloupnost (By„), např. 

Nok k-1 k 
B:= —E ]N, JN=( 3 

7 ŠN sl(Je) ř N )N 
2 

  

jež konverguje v normě k operátoru B (viz cvičení 9.11); využíváme ještě faktu, že 

spektrum B leží v intervalu [0,1], jak vyplývá z implikace 0 < B F>= 

> 0 = |B] = || < 1 (viz (5.3.7)). Funkcionály , g jsou podle tvrzení 12.4.2 

omezené, takže f(B) = 1311]30 f(Br) = ,!LHŠ 8g(Bx) = 8(B) ve sporu s předpokla- 

dem. To znamená, že existuje alespoň jeden nenulový projektor E, = Exp(J,) 

odpovídající intervalu J; C (0, 1] takový, že f(E,) > s(E,). 

Z. nerovností 0 S B < F plyne 0 = |B'?y|* S |Fy|* pro všechna Y €.%, 
a odtud Ker F C Ker B, tj. Ez(R 140)) < F Podle definice je pak E, = Eyg(J,) S 

S E„(RVí0)) S< £ Platí tedy E, = F s E, z čehož dále plyne E,E, = 

= (E — F) E, = 0. Operátor E + £, je tudíž projektor, který by měl patřit do 
M, to však není možné, protože E je maximální prvek v M. I 

v 
Důúkaz věty 2: Poměrně nejsložitější je dokázat implikaci (a) > (b). Pro libovolný 

projektor E €.W definujeme f-(B) := f(BE) a označíme M = (E € A: f o-sil- 
ně spojitýj. Vezmeme libovolnou posloupnost vzájemně ortogonálních projektorů 

k 
|E,) C M a položíme A := > E;, P:= s-lim P,. Pro libovolný projektor E €. 

j=1 k-2 m 
/ 

a všechna B€.y platí |(BE)Ý S f(BB*) f(E) < f(E) | B| * (viz tvrzení 12.4.2 
a vztah (12.3.5)); položíme-li E = P — P, dostáváme odtud 

We — fad“ S P— P). 

Stav f je podle předpokladu normální, proto lim f(P — P,) = 0. Podle lemma- 
k w©o 

tu 4 je pak funkcionál f; o-silně spojitý, tj. P patří do M. Tvrzení lemmatu a celou 

předchozí úvahu Ilze dále snadno zobecnit na případ, kdy ( P,) nahradíme obecně 
nespočetnou neklesající množinou projektorů (A,): projektor P:= sup P, opět 

patří do M. Ze Zornova lemmatu pak plyne, že M obsahuje alespoň jeden 
maximální prvek E;. 

Předpokládejme, že projektor E, = 7 — E, je nenulový. Vezmeme vektor 

pE€EH, |p| > 1 a definujeme funkcionál g,: g(B) = (g, Bo), jenž je zjevně 

pozitivní a normální. Platí f(E,) S |E|| = 1 < |o|* = g(E,), takže podle 
lemmatu 7 v W existuje nenulový projektor E S E, takový, že f(B) < (9g, Bg) 

pro všechna Be.w, 0 < B< PE, Tyto nerovnosti splňuje operátor B = 

= |c| * E,c*CE, kde C je libovolný nenulový operátor z , proto platí 

|C * AEC*CE ) S |C| *| CE „o|*, a dále 
CE S fMNJ(E,C*CE) < |CEv|*. 
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To znamená, že funkcionál fs je silně spojitý, a tedy také o-silně spojitý. Platí 

E,E, = EyI — E,) = 0, proto je E, + E, projektor, který by měl patřit do 

množiny M; to však odporuje skutečnosti, že projektor E, je maximální. Odtud 

plyne £, = I, takže funkcionál / je o-silně spojitý, a podle lemmatu 5 současně 

o-slabě spojitý. 

Dokážeme dále, že z (b) plyne existence vektoru: $ e X takového, že 

| tZ = z | w |* = 1 (viz poznámku 13.1.1) a 

f(B) = Ž (% Box) (5) 

pro všechna Be . Ne]prve definujeme na W*-algebře A =(8: Bey|)c 

C H() funkcionál f f(B) f(B). Podle lemmatu 5 platí f(B) = (X, KWz 

pro nějaké vektory X, WewW,a protoze fje pozmvm lemma 6 implikuje existenci 

vektoru © e J£ takového, že f(B) = ((D Bíb)„ pro všechna B € %, tj. vyjádření 

(5). Navíc je f stav, proto f(7) = | č|z = 

Z vyjádření (5) dále plyne tvrzení (a). Nccht (E,„: a € J) je systém vzájemně 

ortogonálních projektorů v W a E = > E,. Ke každému « existuje nejvýše 
aeJ 

spočetná množina J, taková, že E„g, = 0 pro a € JX J,. Množina K = U J, je 

rovněž nejvýše spočetná, takže j ]1 odpovídající podsystém pI'O]thOI'u lze usporadat 

v posloupnost (E,), přičemž in E. Platí tedy /(£E) = Ž(qak, Eg) = 
j=1 

7 

o 

Ž Ž |E,Egp,|. Navíc je (E) < ||E| = 1, takže posledně uvedená řada 

absolutne konverguje a lze ji přerovnat, 

fJ(E) = Ž Z(% E,gp:) = Žf(E,)— 2,f(Ea) 
j=1 k=1 as7] 

tj. stav f je normální. 

Zbývá ověřit, že existence vyjádření (5) je ekvivalentní tvrzení (c). Platí-li (5), 

můžeme definovat Wy:= S (x ) x, kde řada konverguje vzhledem k normě 

v M. Platí 

Y ( Yal|s X (evylellsIvl Z e 
k=m+1 k=m+1 k=m+1         

proto je operátor W definován na celém )?; snadno ověříme, že W je pozitivní 

a |W| < 1. Nechť (w,) je nějaká totální ortonormální množina v . Každý 

z vektorů gx má nejvýše spočetně mnoho nenulových Fourierových koeficientů, 

proto existuje nejvýše spočetná podmnožina v (+,) taková, že její doplněk patří do
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Ker W. Usporadame -li j ]1 v posloupnost (j, můžeme psát Tr W = 2( Y Wy) = 

=> Ž (g vyylř= Z |w.|* = 1. To znamená, že W je statlstlcky operátor; 
j k=1 k=1 

podle věty 6.4.2 pak pro každé B « () řada vyjadřující Tr(WB) absolutně 
konverguje a platí 

Tr(WB) = Z(w„ WBy)= > Ž (Pr BY) (v P) = 
j k=1 

0 

= Ž k;(B*ka, Y) ( Px) = k;(B*(Pb w) = f(B), 

tj. tvrzení (c). Je-li naopak W statistický operátor s potřebnými vlastnostmi 

a > WAwr.) w, je jeho spektrální rozklad, definujeme g,:= wy'y,, popřípadě 
k 

doplníme vzniklou posloupnost nulami, je-li dim Ran W < . Je snadné ověřit, 
že tomuto ď odpovídá vyjádření funkcionálu f ve tvaru (5) II 

Každému normálnímu stavu f tedy odpovídá nějaký statistický operátor W, 

obecně vzato však není určen jednoznačně a nemusí patřit do algebry „%. Jednodu- 

chou ilustrací těchto skutečností dává algebra skalárních operátorů C(W), na níž 

existuje jediný stav f: f(a/) = a, který je normální a čistý. Za W potom můžeme 

vzít libovolný statistický operátor z (3P)); je zřejmé, že W nepatří do C(W), je-li 

dim.? > 1. Ukážeme, že zmíněnou nejednoznačnost lze odstranit, omezíme-li se 

na speciální třídu W*-algeber (viz též cvičení 15). Budeme předpokládat, že 

(ao1) pro algebru / platí 

= VORBM), (6) 
aeJ 

kde ( j je nějaký systém Hilbertových prostorů, > %“%X%,„=.%W. 
a€J 

(ao2) každý minimální projektor v W je jednorozměrný. 

S takovými algebrami se setkáme jako s algebrami pozorovatelných v kvantové 

mechanice. Přitom podmínka (ao2) je diktována požadavkem jednoduchosti: je 

zbytečné přiřazovat dané pozorovatelné n-tici totožných operátorů. 

13.2.8 Věta: Pro W*-algebru Y C P() splňující podmínky (ao1), (a02) platí 

(a) mezi normálními stavy f na W a statistickými operátory W e F.(), jež jsou 

redukovány všemi podprostory , existuje bijektivní přiřazení takové, že pro 
všechna B e platí 

f(B) = Tr(WB), (7) 

(b) normální stav f na W je čistý právě tehdy, když jemu odpovídající statistický 

operátor W je jednorozměrný projektor. 

Důkaz: (a) Stav f Ize podle věty 2 vyjádřit ve tvaru (5) a W lze ztotožnit s algebrou 

(6). Označíme E, projektory na podprostory %W,. Každý z vektorů , má nejvýše 
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spočetně mnoho nenulových kompopnení pi, = E„gp, odpovídajících podmnožině 

J, C J, takže systém (gr.: k přirozené, a € J„j lze uspořádat v posloupnost (gt)). 

Vzhledem k tomu, že každý operátor 8B 6. komutuje se všemi E,, platí 

f(B)= S >(W Boia), dále z podmínky >) 2 |xel? = ;;1 |e.1* = 1 ply- 
k=1 atsfJ k=1 atcJ 

ne, že uvedená řada absolutně konverguje, a že ji tedy lze přerovnat, 

f(B)= > (9, Bg). 
je1 

Dostali jsme tak pro stav f nové vyjádření typu (5), přičemž nyní každý z vektorů 

gl? patří do některého z podprostorů , Přiřadíme-li posloupnosti (g statistic- 

ký operátor W podobně jako v důkazu věty 2, potom pro libovolná a € J p €M 

platí 

WEy = X(g), E9) p = 2 (Pro 9) Po 7 2(97, Y) E„gi) = E,Wy, 
j7 = j7 

tj. W komutuje se všemi projektory E,„, a patří tudíž do algebry . 

Předpokládejme dále, že danému f odpovídají statistické operátory W, W; €. 

takové, že pro oba platí vztah (7). Operátor W = W — W.je potom hermitovský 

a jaderný, a pro všechna B € Y platí Tr (WB) = 0, speciálně Tr w'*= |W|: = 

= 0), tj. W = 0. Přiřazení f » W je tedy injektivní. Je také surjektivní: pro každý 

statistický operátor W vztah (7) definuje stav na „%, o němž se lze podobně jako 

v důkazu věty 2 přesvědčit, že je normální. 

(b) Podle věty 12.4.9 je stav f odpovídající statistickému operátoru W čistý 

právě tehdy, když jemu odpovídající GNS-reprezentace je ireducibilní. Repre- 

zentaci T jsme sestrojili v příkladu 12.4.5; viděli jsme, že je reducibilní, je-li 

dim (Ker W)“ > 1. V opačném případě je W jednorozměrný projektor odpoví- 

dající vektoru y © S. Operátor W patří do , proto komutuje se všemi E 

a vektor ) tudíž musí patřit do podprostoru 2 pro některé f € J. Pro GNS- 

-reprezentaci z „sestrojenou v příkladu 12.4.4 ze vztahu (6) plyne H = Wg a dále 

T() = Ř(WFry); jinými slovy, z, je ireducibilní. I 

  

Komentář 

$13.1: Základy teorie W*-algeber byly zformulovány v sérii prací J. von Neuman- 

na počínající rokem 1929. Existuje řada monografií, z nichž se lze o této teorii 

poučit, např. [BR 1], kap. 2; [Di 1], a též dodatek A k[Di 2]; [Em], kap. 2; [Nai 1], 

kap. VII; [Sa] apod. Úplnější verzi věty o bikomutantu Ize najít v [BR 1], věta 

2.4.11; [Di 1], $1.4. Jiným důsledkem věty 5 je tzv. von Neumannova věta 

o hustotě (cvičení 7). Zesílením tohoto výsledku je Kaplanského věta o hustotě — 

viz [BR 1)], věta 2.4.16; [Di 1], $ L.5.



13 CVIČENÍ 

$ 13.2: Stavům splňujícím podmínku (1) se také někdy říká totálně aditivní — viz 
např. práci [Kad 1], kde je rovněž dokázáno, že takovéto stavy jsou normální (ve 
smyslu usměrněných souborů) a naopak. Uvedený důkaz věty 2 je adaptován 
z [Di 1], poněkud jiný důkaz lze najít v [BR 1], věta 2.4.21. V případě dim % < 
< © je každý stav normální, potom pouze tvrzení (c) věty 2 poskytuje netriviální 
informaci. 

  

Cvičení 

1. Dokažte vztahy (13.1.4) 

2. o-slabou topologii na 1() lze ekvivalentně definovat pomocí seminorem 

Pow: PowlB) = 219% B) 

3. Báze o-silné topologie je tvořena okolími U(B; d) :=(C: p(C — B)< £) 
pro všechna © © S/. Platí obdobné tvrzení pro o-slabou topologii? 
Návod: Z vektorů $ =(9P|6W,]j = 1,...,nm, lze utvořit vektor © := 
=(9,..., f W ..., g ) 

4. Nechť je symetrická podmnožina v F(%W), potom ' je W*-algebra. Dále 
W*-algebra W„() generovaná množinou F je rovna F", přičemž F a ( 
generují tutěž W*-algebru. 

5. Nechť E €.(79) je projektor různý od 0, /. Algebra W = (aE: a€e C) je 
slabě uzavřená a 7 = jaE + fW(I — E): a, f C) 

Návod: Z definice slabé operátorové topologie lze ověřit, že operátor B € () 
má tvar B = aF pro nějaké a € C. 

6. Pro množinu S C () definujeme podprostor $,:= [(] Ker B] a jemu 
BeS 

odpovídající projektor označíme E„. Pro všechna B € £ potom platí BE, = B; 
je-li “ symetrická, platí také E„B = B. 

7. Věta (von Neumann): Nedegenerovaná *-podalgebra F C F() je hustá 
v " vzhledem k libovolné z topologií T T Tww; Tw 

8. Dokažte vztahy (13.1.7). 

9. Nechť.y c F(%W) je W*-algebra. O projektoru E € Ň říkáme, že je minimál- 
ní; pokud v W neexistují nenulové projektory E,, E, takové, že E = E, + E,. 
V tomto případě pro všechna g € EW, B e platí |Bo|| = |BE| |op||j. Každý 
minimální projektor v Ň je abelovský. 
Návod: Algebra W ; neobsahuje jiné projektory než nulový a jednotkový operátor 
na EW. Z lemmatu 14.1.5 pak plyne EBE = A(B) E, kde 2 je pozitivní funkcionál 
na . 

10. Nechť gp: W > .£ je *-morfismus W*-algeber, potom 
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(a) je-li operátor BEs hermitovský (resp. pozitivní, projektor, unitární), pak 

totéž platí pro g(B), 

(b) pro všechna B €.Y je |o(B)| = | B||; je-li p injektivní, platí rovnost, 

(c) je-li operátor A 6 f hermitovský a g je spojitá reálná funkce, g(0) = 0, pak 

p(g(A)) = s(p(A)), 
(d) je-li g bijektivní, platí WAZN) = Z> 

Návod: (b) Viz tvrzení 12.3.3. (c) Tyrzení dokažte nejprve pro polynomy, pak 

užijte tvrzení (b) spolu s Weierstrassovou větou a větou 9.3.3. 

11. Dokažte tvrzení 13.1.10. 

12. Nechť F C () je W*-algebra, jejíž centrum obsahuje úplný systém pro- 

jektorů, tj. množinu vzájemně ortogonálních projektorů (£;: j © J) takovou, že 

> E, = I, potom existuje prostorový izomorfismus algeber % a > Wrpr 

je] 
jeJ 

13. Předpoklad, že W komutuje se všemi E„ ve větě 13.2.8 je poástatný: k dané- 

mu f mohou existovat i jiné statistické operátory takové, že platí vztah (13.2.6). 

PauumA ap — é „ 111 cos d 
Návod: Uvažujte algebru W = C © C a operátory W = Ž(cos $3 1 ) 

14. Ke každému o-slabě spojitému lineárnímu funkcionálu na W*-algebře 

A C R(W) existuje jaderný operátor W takový, že pro všechna B 6/ platí 

f(B) = Tr(WB). Zobecněte obdobně tvrzení (a) věty 13.2.8. 

Návod: Užijte lemmatu 13.2.5 a položte Wy = > (gw; Y) ;; obměňte postup 
j=1 

z důkazu věty 13.2.2.
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  14.1 STRUKTURA KOMUTATIVNÍCH SYMETRICKÝCH MNOŽIN 

V8 12.1 jsme zavedli pojmy symetričnosti a komutativity pro podmnožiny v invo- 
lutivní algebře, speciálně pro libovolnou množinu omezených operátorů na daném 
Hilbertově prostoru .. Budeme-li uvažovat množiny obsahující neomezené ope- 
rátory, musíme definice formulovat opatrněji. O operátorové množině F říkáme, 
že je symetrická, pokud spolu s každým 769 obsahuje také operátor 7*. 
O symetričnosti má tedy smysl mluvit pouze tehdy, když všechny operátory 
obsažené v S jsou hustě definovány. Symetričnost se zachovává při některých 
množinových operacích (cvičení 1): 

14.1.1 Tvrzení: Nechť % je symetrická operátorová množina, potom každý operá- 
tor: 769 lze uzavřít a Te Jsou-li G, A symetrické množiny a množina 
7195 obsahuje pouze uzavřené operátory, pak je rovněž symetrická. Sjednocení, 
resp. průnik libovolného systému symetrických operátorových množin je symetric- 
ká operátorová množina. 

Příklady symetrických operátorových množin je snadné najít. Množina l) 
všech samosdružených operátorů na daném / je symetrická, naproti tommu množi- 
na () všech symetrických operátorů symetrická není, protože operátor sdru- 
žený k symetrickému nemusí být symetrický (např. operátor P = P* z příkladu 
7.2.7). Ze symetričnosti množiny F C P(W) plyne symetričnost in; V Obecném 
případě to neplatí, protože operátory z lineárního obalu symetrické množiny 
nemusí být hustě definovány. 

Pojem komutativity operátorů 7; $ jsme zavedli pro případ, kdy alespoň jeden 
z nich je omezený (viz vztah (7.4.4)). Jsou-li oba operátory neomezené, jsme 
o komutativitě schopni mluvit jen v některých speciálních případech, např. když 
1, S jsou samosdružené. Označíme tedy symbolem Zb,sa(7) množinu, která 
vznikne doplněním () o samosdružené operátory na , L sa(W) = 
= RH V LD(H). O množině PCH „() říkáme, že je komutativní, 
jestliže libovolné operátory 7; S € / spolu komutují. Každá podmnožina komuta- 
tívní množiny je komutativní, speciálně průnik komutativních množin je komutativ- 
ní množina. Množinám $,5, c Zhsal7P), - obecně nekomutativním, říkáme 
komutující množiny, pokud libovolný operátor 7; € ; komutuje se všemi 
7; €.%. Sjednocení komutujících komutativních množin je komutativní množina.
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Někdy je výhodné studovat místo dané operátorové množiny: P CZ () 

nějakou množinu z ní sestrojenou. Definujeme množiny 

P= |(9 0 Z() V SRE B,ImB:BSLOBHY, (1) 

S=( 0 ROFY) VIE„(M): A E 1() 0 F, M borelovskáj , (2) 

G:=(9 R) VNJ(A): AELAF)POLÝ omezená borelovskáj) . (3) 

14.1.2 Tvrzení: Pro množinu PC „() platí: 

(a) množina $ je symetrická právě tehdy, když S je symetrická; v takovém pří- 

padě je i $% symetrická, 

(b) je-li kterákoli z množin $ $ F komutativní, jsou i zbývající dvě komutativní, 

(c) je-li  symetrická, pak komutativita A je ekvivalentní komutativitě A, 

() P =S(KY = 2) jeli H symetrická, platí též HF = (73). 

Důkaz: Ověření části (a)-(c) přenecháváme čtenáři (cvičení 3). Pro operátor 

Be a všechna CE D R) platí [B, C] = 0. Jestliže dále B komutuje 

se samosdruženým operátorem A, pak pro každou omezenou borelovskou funkci 

f platí [/(4), B] = 0, neboť f(A) « (a c P" podle vztahu (10.5.12). Platí 

tedy P C ($Y, dále z inkluze S - % plyne (F)Y c (9). Je-li B E (/5), pak 

operátor 8 komutuje se všemi CESFn ROP), a pro samosdružený operátor 

A E F platí [E„(M), B) = 0 pro všechny borelovské množiny M, tj. B komutuje 

s A; dohromady dostáváme řetěz inkluzí P C() C) CHF. Operátor 

Be ($%) komutuje se všemi samosdruženými operátory v Y, a dále s Re C, Im C 

pro každý operátor CE n Ř(H); odtud () C P' Je-li P navíc symetri- 

cká, pak každý operátor: B« komutuje s operátory C, C* pro všechna 

CE R(W), atedy i s Re C, Im C I 

Vyšetřování struktury dané operátorové množiny se zjednoduší, existují-li mezi 

jejími prvky funkcionální vztahy umožňující zvolit „nezávislé“operátory a ostatní 

vyjádřit pomocí nich. Uveďme nejprve několik jednoduchých ilustrací týkajících se 

operátorových množin vV konečnědimenzionálních prostorech: 

14.1.3 Příklady: (a) Nechť jsou dány operátory A, Be.S(C"), přičemž A je 

hermitovský a má jednoduché spektrum o(A) = ,< A; odpovídající vlastní 

vektory tedy tvoří ortonormální bázi (ej/ , v C". Dokážeme, že pokud operátory 

A, B komutují, je B funkcí A, konkrétně polynomem řádu S n — 1. Z předpo- 

kladu komutativity plyne A(Be)) = A,Bej, j = 1,..., , a protože každý vlastní 

podprostor operátoru A je jednorozměrný, platí Be, = 4;€;, j = 1,..., n, kde 

ovšem vlastní hodnoty «; C nemusí být vzájemně různé. Soustava lineárních 

rovnic 
n—-1 

> ad = MWj; j=1,...,n, 
k=0
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má právě jedno řešení (dy, A1, ..., X,—-1), neboť jejím determinantem je Vander- 

mondův determinant odpovídající z-tici vzájemně různých čísel 2,,..., A,, který 
n—-1 

je tím pádem nenulový. Odtud snadno dostaneme vztah B = Y a„A*. 
k=0 

(b) Nechť £,, E,, E: jsou vzájemně ortogonální jednorozměrné projektory na C*. 

Operátory A, = E, + E, a A, = E, + E, jsou hermitovské a komutují spolu, 

žádný z nich však není funkcí druhého: kdyby bylo např. A; = f(A ;), muselo by 

platit: f(AWE,-+ E) + f(0)E£, = E, + Es, což zjevně není možné. Lze však 

najít hermitovský operátor A takový, že komutuje se všemi £; a operátory A,, A; 
3 

jsou jeho funkcemi: stačí vzít A = > A,;E;, kde A; jsou vzájemně různá reálná 
j=1 

čísla. 

(c) Pokud operátorová množina / je nekomutativní nebo nesymetrická, nemusí 

existovat hermitovský operátor takový, aby všechny operátory z S byly jeho 
funkcemi. Jako příklad vezměme operátor B €.W(C*) reprezentovaný maticí 

(3 (1)) Množina ( B) není symetrická, množina (B, B*) zase není komutativní, 

přitom operátor B není funkcí žádného hermitovského operátoru, neboť v tako- 

vém případě by musel být normální. 

Hermitovský operátor A «.,£() budeme nazývat generujícím operátorem 

množiny P CH „(9), jestliže ke každému 769 existuje borelovská funkce 

fr taková,že T = f(A). Je zřejmé, že generující operátor není určen jednoznač- 

ně: jiný hermitovský operátor A takový, že A = h(A) pro nějakou borelovskou 

funkci h, je rovněž generujícím operátorem množiny , přičemž f; = f,oh. 

Z uvedených příkladů je vidět, že generující operátor nemusí patřit do množiny , 

a že nemusí existovat, není-li / symetrická a komutativní. Dokážeme nejprve 

následující tvrzení: 

14.1.4 Věta (von Neumann): Nechť 2 je separabilní a W je slabě uzavřená 

komutativní *-podalgebra v Z(/), potom existuje hermitovský operátor A €., 

který algebru W generuje, / = A((A)). 

14.1.5 Lemma: Nechť W C() je slabě uzavřená algebra. Hermitovský 

operátor A se spektrálním rozkladem (£,) patří do „W právě tehdy, když v „Y leží 
projektory E, pro všechna £ < 0 a 7— E, pro f ž 0. Označíme-li tuto 

množinu projektorů (P), platí Z ((A) = „ (PD. 

Důkaz: Začneme ověřením postačující podmínky. Spektrum o(A) leží v nějakém 
intervalu (— b, b) a operátory 

* kb 
A,„'= > — E|(ID), 

k=-n+1 A 
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bík — 1) bk 

nn 

vyplývá: E„(J9 = Emn — Erk-ryn ajeli k <O0, je E1(J5) , protože 

Eyr/n W/ Stejný vztah platí i pro k21, jelikož lze psát E„(J%) = 

z(T—- Eryn) = (I— Exk-nyn) a T- Erk-nyn A pro tato k. 

Podle pravidel funkcionálního počtu (věta 9.3.3d) posloupnost (A,„j silně, a tudíž 

i slabě konverguje k A, takže v důsledku slabé uzavřenosti je A s A. 

Nutná podmínka vyplývá také snadno z pravidel funcionálního počtu. Podle 

tvrzení 10.1.5 a 10.1.3 existuje posloupnost polynomů (P,) taková, že pro funkci 

X[- b,s] Platí linl P() = xj- ;,g(). Stejnou vlastnost má i posloupnost homogen- 

kde Jš = ( , n = 1,2,..., leží v .w. Skutečně, že vztahu (9.1.58) 

  

ních polynomů í P definovaná vztahem Ř„(t) := P() — P(0), jejíž předností 

je, že H (A) E W, i když Té.w. Protože s-lim P(A) = Fi(xj-s,9) = E, (viz větu 

9.3.3d a vztah (9.3.2b)), je také E, = w-lim P(A) a E,6w/ v důsledku slabé 
no oo 

uzavřenosti W/ pro s < 0; pro s S 0 se obdobně dokáže 7— E,c M. 

Poslední tvrzení lemmatu plyne jednoduše z dokázané ekvivalence. N 

14.1.6 Lemma: Nechť X/ je separabilní, potom z libovolné nekonečné množiny 

S C Ř(W) lze vybrat spočetnou podmnožinu S tak, že pro každý operátor 

B e S existuje posloupnost (B,)654 splňující podmínky s-lim B,= B 
no D 

a s-lim B) = B*. 
no o 

o 

Důkaz: Množinu 9 lze vyjádřit jako spočetné sjednocení U iBEF:n—1= 
n=1 

< |B| < n) proto stačí uvažovat případ, kdy existuje K takové, že pro všech- 

na BEF je |B| S K£. Sestrojíme Hilbertův prostor S jako direktní součet 

spočetného systému identických kopií prostoru 3? (podobně jako v poznámce 

13.1.1); ze separability / plyne, že i S je separabilní. Vezměme nějakou spočet- 

nou množinu (g;) nenulových vektorů, která je hustá v , a každému operátoru 

B e L přiřadíme vektor d, E J předpisem 

Ó; = (c By,, c Břep,, oBgp:, OB*p, ...)> Cj—l — 2j|| v- 

Podmnožina Ť„ = (ď„: B « P) v separabilním metrickém prostoru S je sama 

separabilní (cvičení 2.10), proto lze vybrat spočetnou množinu % — S takovou, 

že jí odpovídající ď je hustá v d,. Jinými slovy, ke každému Be existuje 

posloupnost (B.„) « .%, pro kterou platí 

o 

» = X ó|By, — Bh + 
1 j= 

" (DB u (DB,. 

  

  c|B*o; — Břep|? > 0, 
j= 1 J



14.1 STRUKTURA KOMUTATIVNÍCH SYMETRICKÝCH MNOŽIN 

když m > %; odtud plyne B,g; > Bg; a Bšp, > Břgp; pro všechna j, Pro 
libovolný vektor p€ W potom dostaneme |Bg — B,g| < |Bgo — Bo;|| + 
+ |8B9; — B.gp;| + |B,g; — B„ep|,; což podle předpokladu dává 

    

limsup |Bg — B,o|| S 2Kl9o — ej| 

Množina (g,) je hustá v , proto lze pravou stranu zvolit menší než libovolné 
kladné číslo. Odtud s-lim B, = B, a obdobně se dokáže vztah pro sdružené 

no w 

operátory. N 

14.1.7 Lemma: Nechť Y je slabě uzavřená komutativní *-podalgebra v R(R), 

kde W je separabilní, potom . obsahuje posloupnost (£/) vzájemně komutujících 
projektorů, která ji generuje, A = ZÚ(EN. 

Důkaz: X/ je podle předpokladu *-algebra, proto platí inkluze f Cyc 
C (9e), jež dávají A = K(9) = d(9). Označíme 4 = (PW: A e.%, 
t€ Ri; podle tvrzení 2 je tato množina komutativní, neboť % c (%k)>. Z lemma- 
tu 5 plyne inkluze S C , jež implikuje () C W (W) = , a naopak 
Pp C() dává A C WL(56), tj. dohromady A = W(9). Konečně podle 
lemmatu 6 můžeme z 9% vybrat spočetnou množinu ( E/) vzájemně komutujících 
projektorů. Zjevně platí „( E,)) C W, z druhé strany ke každému: E « % lze 
najít posloupnost (E.j, jež konverguje k £ silně, a tedy i slabě; odtud: $ C 

C (EJ) c Az(EJ), takže SZ(EN) > () = x 0 

///// 

posloupností ( £ „) vzájemně komutujících projektorů. Abychom z ní mohli sestrojit 
rozklad jedničky, musíme nejprve nahradit (E) uspořádanou množinou projekto- 
rů. Položíme F := E,, a dále k := E,F, B := F + EyI — F,). Z komutativi- 
ty operátorů £E,, E> plyne, že F,, E, E jsou projektory, jež navzájem komutují; 
navíc patří do Ň„ (přítomnost jednotkového operátoru v definici E je pouze 
zdánlivá) a splňují nerovnosti E S F sS F. Ve třetím kroku přidáme operátor 
E: a sestrojíme komutující projektory 

h :=0+ E(B —0), | R= B+ ER — P), 

F Bo+E(B — B), | B:= B E(I — F)), 

které patří do W a vyhovují nerovnostem EF S BEBSRSPRSRSERshR. 
Schéma dalšího postupu je zřejmé: v k-tém kroku přidáme k dosud sestrojeným 
25771 — 1 projektorům projektor E; a mezi každé dva sousední projektory 
F < F „vložíme“ projektor F := F+ E(F' — F): zjevně platí F < F' s F 
(za levého (pravého) „souseda“ nejmenšího (největšího) projektoru pokládáme 
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nulový (jednotkový) operátor). Operátory Ex lze zpětně vypočítat ze vztahu 

2k—-1 2k-1—1 

E.= > B- > B, 
j=2k1 j=1 

takže každý (homogenní) polynom sestavený z operátorů E, lze současně vyjádřit 

jako polynom v operátorech ;. Podle cvičení 12.14 jsou potom slabě uzavřené 

algebry generované oběma množinami operátorů totožné, KLNED = LFY. 

Hledaný rozklad jedničky nyní sestrojíme tak, že interval [— 1,0) rozdělíme na 

tři stejné části; prostřední otevřený interval (— z> — 3) označíme J;. Každý z obou 

zbývajících intervalů rozdělíme opět na tři části a položíme h:= (—5; 7 ) 

J '=s(— Š, — Š); opakováním tohoto postupu dostaneme posloupnost disjunkt- 

ních otevřených intervalů (J;). Pro libovolné 1E RWWMo, kde Mo:= |— 1,0)\U J 

definujeme projektor j 

0 ... < —1, 

E,:=(F.. tec,;, (4) 

I ... rz0. 

Zobrazení f > £, definované tímto způsobem na RW je spojité, a tudíž zprava 

spojité; z konstrukce systémů (/ a (J j je zřejmé, že je neklesající. Abychom dostali 

rozklad jedničky, je nutné je vhodně dodefinovat na Me, jež je typu Cantorova 

diskontinua, a proto je její doplněk RVMo hustý v R- viz |Jar1], $ V.1. Podobně 

je pro dané £ množina (%, 2 )Mo hustá v [ %); ke každému /€ R tedy existu- 

je nerostoucí posloupnost („5 — RWWo taková, že t„ > r. Posloupnost (E) je 

potom rovněž nerostoucí a konverguje silně k nějakému projektoru. Položíme 

E,:= s-lim E,„, E Mo. (5) 
no o 

Tato definice má smysl: je-li (/;) jiná nerostoucí posloupnost, t > t,  platí 

s-lim E, = E,. Skutečně, z posloupností (4,) a (£;) lze vybrat dvě posloupnosti 

tak, že posloupnost(te,, f7,; ; f „| je nerostoucí, a je tedy nerostoucí i příslušná 

posloupnost projektorů. Tato nová posloupnost proto silně konverguje, a tedy 

vybrané posloupnosti sudých, resp. lichých členů konvergují k témuž operátoru. 

Tyto dvě posloupnosti jsou však vybrány také z konvergentních posloupností (E) 

resp. (E „nš, a tedy s-lim E,, = s-lim Ey. Snadno ověříme, že zobrazení / > £, 

je neklesající a zprava spojité i v bodech množiny Me (viz lemma 9.1.4), a že tedy 

vztahy (4), (5) definují rozklad jedničky. 

Z lemmatu 7 a inkluze (F) C (E,: £ < 0) plyne d = F Ex) = ÁS 
7 

C B(E,: t < 0)). Ze vztahů (4), (5) je však vidět, že množina (E£,: £ < 0) patří
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do (slabě uzavřené) algebry .W; odtud plyne opačná inkluze, tj. rovnost 
S = ALE,: E< 0)). Pro 620 je 7— E,=0, proto (E,: E < 0) = (PY)), 
kde A je hermitovský operátor odpovídající rozkladu jedničky ( E) (jeho spektrum 
leží v množině Mo). Z lemmatu 5 potom plyne, že AEW a w(A) = 
= P(PO) = „Y. Podle věty 13.1.5 je w = w (A4)) c (A a libovolný prvek 
z množiny (A|" C (Ak, je roven f(A) při vhodné volbě borelovské funkce f (vě- 
ta 10.5.9). 

Pomocí tohoto výsledku můžeme odvodit tvrzení o struktuře obecnějších operá- 
torových množin: 

14.1.8 Věta: K libovolné komutativní symetrické množině P C Z „(3), kde W 
je separabilní, existuje generující operátor A ležící v P". 

Důkaz: Jestliže Y obsahuje neomezené operátory, sestrojíme k ní podle cvičení 4 
množinu omezených operátorů %, jež je rovněž komutativní a symetrická. Je-li f% 
borelovská funkce, je funkce tg /7(.) rovněž borelovská, dále platí P" = $% ; stačí 
tedy dokázat větu pro případ 9 C (%). 

Z vlastností množiny H plyne, že %() je komutativní *-podalgebra v R(H). 
Totéž platí pro F(9) = (K(9)),, takže podle věty 4 existuje hermitovský 
operátor: A E./,(), který tuto algebru generuje, (9P) C (AY. Platí tedy 
W c (A), a protože podle věty 13.1.5 P" > W(9), operátor A patří do P". m 

Obdobné tvrzení Ilze odvodit i pro obecnější operátorové množiny, v nichž má 
stále ještě smysl mluvit o komutativitě neomezených operátorů (cvičení 5). Patří-li 
generující operátor A do , platí (A = ' a (A = " (cvičení 6). Dále 
A e6 (A dává (A) > (AY, tj. P o FP'; algebra P" je tedy abelovská. Rovnost 
v poslední inkluzi nastává právě tehdy, když operátor A má prosté spektrum (věta 
10.9.6); tímto případem se budeme zabývat v příštím paragrafu. 

  14.2 ÚPLNÉ SOUBORY KOMUTUJÍCÍCH SAMOSDRUŽENÝCH OPERÁTORŮ 

Nechť A je komutativní podmnožina v .(3). V předchozím paragrafu jsme se 
zabývali vnitřními vlastnostmi takových množin; nyní si položíme otázku, jaké 
podmínky musí 7 splňovat, aby ji nebylo možné doplnit „nezávislými“ komutující- 
mi operátory. Bez újmy na obecnosti můžeme uvažovat jen doplnění operátory 
omezenými; je tedy nutné, aby komutant ' byl tvořen pouze funkcemi operátorů 
z . Jinými slovy, musí platit " C "; množinu Y s touto vlastností nazýváme 
úplným souborem komutujících (samosdružených) operátorů, ve zkratce ÚSKO. 

14.2.1. Věta: Nechť H je komutativní podmnožina v Z.(%), kde W je separabilní, 
potom následující podmínky jsou ekvivalentní 
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(a) P je ÚSKO 
(b) algebra " je maximální abelovská, tj. S = P, 

(c) množina S má cyklický vektor, tj. existuje p €.W takové, že Sp=HF. 

Důkaz: Podle věty 14.1.8 a cvičení 6 lze najít generující operátor A množiny “ tak, 

aby P = (A) a ' = (AV. Implikace (b) > (c) > (a) potom plynou z věty 

10.9.6. Zbývá dokázat (a) > (b). Množina f je podle tvrzení 14.1.2 komutativní, 

přičemž L = (PY. Platí tedy GC(M, A odtud dále (FY 2 (F), t 

'2 P" Podle předpokladu je 1 ÚSKO, proto P" =P". A 

Zmínili jsme se o tom, že množina  tvoří ÚSKO, jestliže její generující operátor 

A e " má jednoduché spektrum. Tato skutečnost je zvlášť názorná v případě, kdy 

P= (A|/e, je konečná množina a operátory A; mají čistě bodová spektra. 

Zavedeme nejprve příslušná označení; i nadále budeme předpokládat, že Hilber- 

tův prostor W je separabilní. Vlastní hodnoty operátoru A; označíme A a jim 

odpovídající spektrální projektory Pf?, k = 1,2,.... Z komutativity S vyplývá, 

že množina těchto projektorů je komutativní, proto je 

P!kl = H P%) » íkř — íkla ...) kN% (1) 

7=1 

projektor pro každou N-tici přirozených čísel (k). Snadno se přesvědčíme, že 

projektory odpovídající různým N-ticím jsou vzájemně ortogonální. Zajímáme se 

pochopitelně jen o takové N-tice (k], jimž odpovídají nenulové projektory By. 

Jejich množinu označíme Ky; podle předpokladu je nejvýše spočetná, proto ji 

můžeme uspořádat v posloupnost, Ky = fikh, (klas ++0 (kl,, <..), a označíme 

p = Py 

14.2.2 Věta: Množina P = (AJ, komutujících samosdružených operátorů na 

separabilním , jejichž spektra jsou čistě bodová, tvoří ÚSKO právě tehdy, když 

dim P? = 1 pro všechna (k), € Ky- 

Důkaz: Začneme postačující podmínkou. Projektory PW splňují následující vzta- 

hy (cvičení 8): 

PC e P" pro všechna (k), € Kv, (2) 

> po=]. (3) 
n 

Z každého jednorozměrného podprostoru P77 vybereme jednotkový vektor g,; 

ze vztahu (3) potom plyne, že (g„j je ortonormální báze v .. Sestrojíme vektor 

y:= Y 27"gp,. Množina M = (Poap: (k), € Ky) je totální v S a její lineární 

obal je podle (2) obsažen v Y'y. Platí tedy H = M„ C STycCcH, tý. Y je 

cyklický vektor množiny £.
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Nechť naopak množina Y je ÚSKO a v je cyklickým vektorem algebry ". Ke 
každému nenulovému vektoru gp€ P% existuje podle předpokladu posloup- 
nost (B,) C " taková,že B,y > g. Z komutativity množiny / a vztahu (2) pak 
plyne g = Pg = lim B„PWp; vektor g je nenulový, proto i Py 0. 

Předpokládejme, že v podprostoru P7 existuje vektor: x 1 P; jemu 
odpovídající projektor označíme E,„. Vektor x je společným vlastním vektorem 
operátorů A;, proto: E,697 = ". Pro libovolné B 65 pak platí By = 
= BEx= E,Bx, tj. Bx = a(B)x. Odtud dostáváme (By, x) = (By, Py) = 
= a(B*)(Py, x) = 0 neboli x E ('y|'; protože však Y je cyklický vektor 
množiny , platí Y = 0. w 

Úplné soubory mohou mít různou mohutnost, je však výhodné pracovat 
s ÚSKO tvořenými co nejmenším počtem operátorů. Extrémním případem je 
situace, kdy ÚSKO sestává z jediného samosdruženého operátoru; podle věty 
10.9.6 tvoří množina (4) ÚSKO právě tehdy, když operátor A má jednoduché 
spektrum. V případě operátoru s čistě bodovým spektrem je to názorně vidět 
z předchozí věty. Připomeňme další důležité případy: 

14.2.3 Příklady: (a) Množina (P) tvoří ÚSKO v Z*(R) (příklady 10.9.2, 7.4.12 
a cvičení 10.19). 
(b) Množina (A ) tvoří ÚSKO v L*(R, du), kde « je borelovská míra na R (příklad 
10.9.2). 

14.2.4 Příklad: Nechť ©;, j= 1,2, jsou operátory na ZR d(m © 14)) 
zavedené v příkladu 10.74 (Oy)(x,, x%) = x;4WX1, X%). O mírách u; před- 
pokládáme, že jsou borelovské, ale ne nutně konečné. Dokážeme, že množina 
(0,, Oo) tvoří ÚSKO. Víme, že pro operátor: O = ©, na L*(R, du;) platí, že 
množina (O)" má cyklický vektor, jejž označíme gp; (viz větu 10.9.6); množina 
(if(O)w;: f omezená borelovská) : je potom hustá v L*(R, dw;). Odtud podle 
tvrzení 4.6.4 plyne, že množina M; tvořená vektory Ye YylXz; X2) = 
=f(x)) v.(x.) 8(X2) go(X), kde f, g jsou omezené borelovské funkce na R, je 
hustá v Z*(pN?, d(u, © t2)). Je snadné ověřit, že fo: fio(Xi, X) = f(x )g(x2) je 
omezená borelovská funkce na R“; z tvrzení 10.7.2 a poznámky 10.7.3 potom plyne 
f(0, 0) = f(0 )8(0:) s10,, AJ". Vektor gpo: ProlX1; Xo) = P(X1)Po(X2) 
patří do ZŽ(R“, d(u; © 42)) a podle příkladu 9.4.5 platí v = 1.(O0,, O)pr. 
Odtud dostáváme  inkluzi M, C [0,, OY'pp, a  protože My = 
= L*(N, d(u; © uw2)), plyne z ní, že g je cyklickým vektorem množiny (0,, Ok; 
tím je tvrzení dokázáno (viz též komentář). 

Výsledek předchozího příkladu je možno vyjádřit ještě jiným způsobem, jehož 
zobecněním dostaneme metodu umožňující konstruovat ÚSKO na tenzorovém 
součinu X © J ze znalosti úplných souborů na Hilbertových prostorech %, 

, Podle příkladu 10.7.4 lze psát 0, = 0,:= 0,© 1 resp. 0,= O,:= 
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= 7, © 0,„, a tento výsledek je potom speciálním případem následujícího tvrze- 

ní, jehož důkaz přenecháváme čtenáři (cvičení 10): 

14.2.5 Tvrzení: Nechť samosdružený operátor A; na separabilním Hilbertově 

prostoru X, j = 1,2, má cyklický vektor g;, potom množina (A,, A) tvoří ÚSKO 

na % © M), s cyklickým vektorem g; © go. 

Naším cílem bude nyní zobecnit toto tvrzení na případ, kdy ÚSKO v každém 

z prostorů J nemusí být tvořeno jediným operátorem. Nejprve zavedeme pro 

symetrické množiny $ C B(W)), j = 12, následující označení: 

G =(6B,: B;cS), j=12, (4) 

budeme též psát 55 := $ V $ Zajímá nás vztah mezi W*-algebrami generova- 

nými těmito množinami: 

14.2.6 Věta: Pro W*-algebry generované symetrickými množinami $ c B(H7), 

j = 1,2, resp. množinou B C P(H D ) platí 

„oíw(gžl l ŠŽz) = Fe() D Pol(P)- (5) 

14.2.7 Lemma: Pro symetrické množiny $ C (45), j = 1,2, platí 

(FY = () - (6) 

Důkaz: Nechť () je ortonormální báze v % a E jsou odpovídající jednoroz- 

měrné projektory. Označíme W = H © W a definujeme unitární operátor 

V(: , > , © E0W, = ENW vztahem Vy=o p y,. Inverzní operátor 

rozšíříme na celý prostor / tak, že položíme V7x := V É9Wy. Platí následující 

vztahy (cvičení 11): 

VY(B© DV;= 0„B pro BERH), (7) 

Van3+ = É(Zafí) * E(GB)(P:= ('/);3; (P)Tl)a » (8) 

z nichž mj. plyne, že operátory WVs, V jsou částečné izometrie. Dále snadno 

ověříme, že také W, V,;' je částečná izometrie pro libovolná a, S. Dokážeme, 

že operátor: B ©.P(2W), který komutuje se všemi V V/, je tvaru B, © I pro 

nějaké | B,«(1,).  Podle předpokladu je VÝBV,= VÝV Vý BV. = 

= VIBV V Vz = dop V7 BV, pro nějaké y; položíme-li zde a = f, dostaneme 

VŽBV,= V'BV,:= B, pro všechna a. Operátory V7, V jsou částečné izo- 

metrie, proto B, patří do (34). Dostali jsme tak vyjádření V BV. = d„B,, 

z nějž plyne
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B((P 6 wa) — z VBV/;_B((F © wa) = z V,Bóa,BBl(p — 

8 B 

— Bl(p© wa= (Bl © I)(CP© wa)' 

Oba operátory jsou lineární a omezené, proto z jejich rovnosti na totální množině 
HF D (y) plyne B = B, © I, což jsme chtěli dokázat. 

Nyní již můžeme přistoupit k důkazu vlastního tvrzení. Ověříme pro j= 1 
vztah (6). Definujeme množinu: V(55) := (B () : VÝBV.| 5 v (0) pro 
všechna a, fs). Pro libovolné operátory B € F(), C © B(W1) ze vztahů (7). (8) 
dostáváme 

Č.B= YVVVI(CO DVVÝBVV? =YVCVYBVyVý. 
afy fy 

Podobně můžeme vyjádřit součin B Č ; odtud plyne, že operátory B, Č, komutují 
právě tehdy, když spolu komutují operátory C, V B V, pro všechna a, S. Vezme- 
me-li B V(9,), CsSFi, resp. Be (ýl)', C E H, dostaneme z této ekvivalence 
inkluze 

() c V(FTY, resp. (FY c V(FT). ( 

Předpokládejme na okamžik, že 7 € $%; potom operátory V, Vý patří do V(9) 
pro všechna a, f), a podle výše dokázaného tvrzení má každý prvek komutantu 
V(9) tvar C © 7. Takový operátor však komutuje se všemi B «e V(94) právě 
tehdy, když [C, Vý BV] = 0 pro všechna a, f, tj. když C697', Tento závěr 
spolu s prvou z inkluzí (9) dává rovnost () = V(91,), platnou pokud I cS. 
Aplikujeme-li tuto rovnost na komutant %', jenž obsahuje jednotkový operátor, 
dostaneme 

PY = Gr o (10) 
Odtud dále plyne V() C V(P/)Y C ($,), což spolu s druhou z inkluzí (9) 
dává V(9/) = ( y. Z rovnosti komutantů těchto množin a vztahu (10) dostává- 
me konečně požadovaný výsledek, (Žy' = V(F) =(). I 

14.2.8 Poznámka: Jestliže B «.9(77) komutuje s operátory 7 © C pro kaž- 
dé CEg(), komutuje speciálně se všemi V,V;', takže podle důkazu 
lemmatu platí B = B, © 7 pro nějaké B; F(71,). Dostáváme tak rovnost 
(Č(,) 8 B(IP)) = R(9,) © C(W,). Jestliže navíc B komutuje se všemi ope- 
rátory tvaru C © 7 pro každé C € Ř(%,) je také B = I © B,. Z výsledků cvičení 
4.4 potom plyne B = cl; dokázali jsme tak vztah (P(H,) © S ( ) = 
= (( © R) 
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Důkaz věty 6: Vezměme operátory B, 6 L = dy(/;). Podle předchozího lem- 

matu je B; (;)', tudíž tyto operátory komutují s libovolným CE(9P) = 

=s(ŘY S(PŘY a platí (B, © B C] = [$,8, C] = 0. To znamená, že 

B, © B, « (,)"; odtud dostáváme inkluzi () D dy(9) C ydwWl(Pz). Sou- 

časně: platí P,=F VÝ,C(B, © B;: B cHdy(P), 1=1 2); z kombinace 

obou inkluzí a vztahu (13.1.9) plyne (5). N 

Nyní již můžeme zformulovat a dokázat zmíněný výsledek zobecňující tvrzení 5. 

Úplný soubor na , © , sestrojíme z daných ÚSKO F na.3/, jako množinu x; 

obsahuje-li neomezené operátory, je nutné vzít jejich uzávěry. 

14.2.9 Věta: Nechť množiny % tvoří ÚSKO na separabilních Hilbertových pro- 

storech , j = 1,2, potom množina $ := ŠÁ]: A, 9) V íÁZ: A, € P) tvoří 

ÚSKO na H © , Je-li g; cyklický vektor pro $;, pak g © g je cyklický 

vektor množiny S 

Důkaz: Předpokládejme nejprve, že ; C (W;), potom operátory A; jsou uza- 

vřené a F = ,. Protože množina (Bg,: B e9;'; je totální v , je množina 

(B,p, © Bop;: B; 9;/') totální v , © W Navíc 

(B, © B B; 9 C (B, D B B; STV =L, 7 

kde poslední rovnost plyne z věty 6 a cvičení 13.4, takže 

M = 1B.p, © Bop, B; E'yj"hin cF(gp, © py)ceH 
  

a tvrzení platí. Jestliže množiny ; obsahují neomezené operátory, sestrojíme 

k nim podle cvičení 4 množiny F C B(4;). Platí F = F proto je F ÚSKO 

s týmž cyklickým vektorem jako %; podle dokázaného tvrzení je pak F v Fx 

ÚSKO s cyklickým vektorem g; © g;. Užijeme konečně cvičení 10.28, podle 

něhož arctg Á]_ = (arctg A;), tj. $ vV = , a protože S = F"', důkaz je 

dokončen. N 

  

14.3 IREDUCIBILNÍ OPERÁTOROVÉ MNOŽINY 

V $ 7.4 jsme definovali invariantní podprostor operátoru a řekli jsme, co znamená, 

že operátor je redukován (uzavřeným) podprostorem. Nyní zavedeme obdobné 

pojmy pro operátorové množiny. 

Budeme říkat, že podprostor L C X je invariantním podprostorem operátoro- 

vé množiny , je-li invariantním podprostorem každého operátoru TeA. Uza- 

vřený podprostor $ C SF redukuje množinu , jestliže redukuje každý operátor 

této množiny. Podobně jako dříve budeme také říkat, že odpovídající projektor Es 

redukuje množinu . Operátorovou množinu / nazýváme ireducibilní, pokud 

neexistuje žádný netriviální uzavřený podprostor, jenž by ji redukoval, v opačném 

případě je $ reducibilní. Ekvivalentně lze říci, že množina S je reducibilní právě
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tehdy, když existuje netriviální projektor, který komutuje se všemi operátory 

množiny /. V případě, že A je symetrická, platí jednodušší podmínka obdobná 

podmínce uvedené ve cvičení 7.28 pro symetrický operátor. 

14.3.1. Tvrzení: Symetrická operátorová množina S je reducibilní právě tehdy, 

když má netriviální invariantní uzavřený podprostor 4 a pro každý operátor 

TF platí E„D(T) c IXAT). 

Důkaz: Nutná podmínka platí zjevně. Pro libovolné T« F je T* e Y, proto 

ED(T*) C D(T*). Operátor 7T'* je podle tvrzení 14.1.1 hustě definován; snad- 
no ověříme, že množina E,D(T*) = $£ ? DXT*) je hustá v 2. Podle předpokla- 
du je % uzavřený invariantní podprostor operátoru 7'*, proto pro libovolné 

vektory 9 € E„D(T*), p 6 9' n IXT) platí (Třy,g)=0=(y, Tg), tj. 21 

je rovněž invariantním podprostorem operátoru 7; I 

Jsou-li všechny operátory dané množiny omezené, odpadne podmínka týkající 

se definičních oborů: symetrická množina P C () je reducibilní právě tehdy, 

když má netriviální uzavřený invariantní podprostor. Je rovněž zřejmé, že pro 

operátorové množiny A; C P, reducibilita , implikuje reducibilitu , a naopak, 

ireducibilita P, implikuje ireducibilitu BH Jestliže podprostor $ redukuje množi- 

nu $ můžeme k ní sestrojit množinu S,:= (T19: TE9P) a obdobně 9,.. 

Každý operátor 7 € W je ortogonálním součtem svých částí v podprostorech 

9, 94 ", proto říkáme, že množina Y je ortogonálním součtem příslušných množin, 

P= F © Fy. Obě množiny mají stejnou mohutnost jako , jejich struktura je 

však jednodušší, protože působí na „menších“ prostorech. Je-li alespoň jedna 

z nich reducibilní, můžeme v redukci pokračovat — aniž je ovšem zaručeno, že 

dojdeme k ireducibilním množinám (viz dále příklad 5). 

Zjišťovat ireducibilitu dané operátorové množiny přímo z definice nemusí být 

vždy praktické. V následující větě shrneme dvě často užívaná kritéria ireducibility: 

14.3.2 Věta: Pro symetrickou: množinů SC „(), kde dimPF > 1, jsou 

následující výroky ekvivalentní: 

(a) je ireducibilní, 

(b) komutant množiny ? je tvořen pouze skalárními operátory, F = C(m), 

(c) každý nenulový vektor g = W je cyklickým vektorem množiny P". 

14.3.3 Poznámka: Je-li dim.? = 1, pak podmínky (a), (b) jsou splněny automa- 

ticky, zatímco (c) platí pouze pro H 7 (0j. Ekvivalenci výroků (a), (b) se většinou 

říká Schurovo lemma, i když v teorii reprezentací grup se stejného názvu užívá pro 

poněkud jiné tvrzení. Podrobněji se o terminologických otázkách spojených s poj- 

mem ireducibility zmíníme v komentáři. 
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Důkaz věty 2: Dokážeme implikace (a) > (b) > (c) > (a). Nechť S je ireduci- 

bilní a C « W'. Je-li C projektor, musí být roven 0 nebo /. Je-li C hermitovský 

operátor se spektrálním rozkladem (E;j, pak podle věty 10.1.6 platí (C) = iEY. 

Odtud dostáváme (E) C (Ej' = (CY c '. Protože E£, smí být rovno pouze 

0 nebo /, z monotonie spektrálního rozkladu plyne, že existuje A4, e R takové, že 

E, = 0 pro 4 < 2,, resp. E, = I pro2 ž , tj. C= A Nechť konečně C je 

obecný omezený operátor z F". Ze symetrie / plyne, že množina $ „je symetrická, 

takže také 9' = () je symetrická. Hermitovské operátory Re C Im C potom 

patří do P', proto jsou skalární, a tedy i operátor C je skalární, tj. platí (b). 

Z rovnosti L = C() plyne P" = F(W), takže Fg = W pro každý nenulový 

vektor g EX který je tím pádem cyklický. Předpokládejme konečně, že P není 

ireducibilní, potom existuje netriviální projektor E € 9' = (7). Pro nenulový 

vektor p « E% potom platí F"gp c EW, tj. g není cyklickým vektorem množi- 

nyS". W 

14.3.4 Příklad: Symetrická komutativní množina S C F,„(31), kde dimsF > 

> 1, je vždy reducibilní. Stačí předpokládat, že “ obsahuje alespoň jeden neska- 

lární operátor T, protože jinak F C ((%W) a F = R(H). Je- li operátor 7' ome- 

zený, patří do W'. Je-li neomezený samosdružený, pak do ' patří jeho spektrální 

rozklad (E,); protože 7' je neskalární, ' obsahuje alespoň jeden netriviální 

projektor. Ve všech případech je tedy F * C(W), čímž je tvrzení dokázáno. 

14.3.5 Příklad: Zmíníli jsme se o tom, že při postupné redukci operátorové 

množiný nemusíme nakonec dospět k ireducibilním množinám. Podle předchozího 

příkladu je množina (A) tvořená jediným samosdruženým operátorem reducibilní, 

pokud dim. > 1. Totéž platí pro (A t E„(M). ), kde M je libovolná borelovská 

množina v R. Úplný rozklad množiny (A4) na ireducibilní (jednobodové) množiny 

je tedy možný jenom tehdy, když A má totální množinu vlastních vektorů, tj. čistě 

bodové spektrum. 

14.3.6 Příklad: V nekonečnědimenzionálním separabilním W s ortonormální 

bází (gp;);*, uvažujme operátor pravého posunutí S (příklad 5.17; připomeňme, že 

platí Sg; = gj+1, Sřep; = (1 — dy) 9;). Dokážeme, že množina(S, S*) je ireduci- 

bilní. Pro libovolný operátor C e (5, S*) platí S*Cg, = CS*gp, = 0, a odtud 

Cop, = ag,, protože Ker S* = (gihy,. Pro libovolný vektor báze tedy platí 

Cg,; = CS"'gp, = S7'Cp, = agp,, a protože CESCH(H), dostáváme 

C = al; tím je tvrzení dokázáno. 

14.3.7 Příklad: Z výsledku předchozího příkladu plyne, že také množina () 

je ireducibilní. Tento závěr ovšem platí bez ohledu na dimenzi prostoru : 

operátory B „„:= (g,.) | jsou omezené pro všechna g, | €.SW, proto je každý 

nenulový vektor g © J cyklický pro F().



14 KOMENTÁŘ 

14.3.8 Příklad: Dokážeme, že operátory (0, P) tvoří ireducibilní množinu na 
IŽ(R). Z příkladu 14.2.3a víme, že (0) je ÚSKO, proto k libovolnému operátoru 
B e (0, PY existuje omezená borelovská funkce f; taková, že B = f:(©). Podle 

předpokladu dále platí BP c PB, takže pro všechna p € D(P) patří funkce 

By: (By)(x) = fa(x) x) do D(P). Pro libovolný omezený interval JC R 

můžeme vybrat , € D(P) tak, aby platilo w/(x) = 1 pro x € J; odtud plyne, že 
funkce fs je absolutně spojitá v R. Inkluze BP c PB dále implikuje 

—ifa(x) 9Y'(x) = (BPy) (x) = (PBy) x) = —i(fa(x) YY , 

tj. fa(x) ýW(x) = 0 pro všechna w € D(P) a s.v. x € R. Z absolutní spojitosti funkce 

f; pak plyne fa(x) = c pro všechna x € R; to znamená, že operátor 8 je skalární. 

Nyní bychom rádi našli metodu, jíž lze z ireducibilních množin % na Hilberto- 

vých prostorech ; sestrojit ireducibilní množinu na tenzorovém součinu 

w, © W Ukazuje se, že lze použít stejné konstrukce jako pro úplné soubory 
komutujících samosdružených operátorů: 

14.3.9 Věta: Nechť SF C , „() jsou symetrické ireducibilní množiny operáto- 

rů na Hilbertových prostorech % j = 1,2, potom P= (A : A P)V 
u (Á „ A € o) je ireducibilní množina na H © % 

Důkaz: Podle předpokladu je $ = C()), tj. F = R(21,). Nechť nejprve 
S CR(H), potom F=9; a z věty 142.6 plyné dy(PJ=s(PY = 
= $Ý D SLT = B(H,) © R( ), odtud dále vyplývá, že 

(PY = (B(900) © R(HOJ = C(H, © H) 

(viz poznámku 14.2.8). Dále je zřejmé, že množina F = , je symetrická, takže 

podle Schurova lemmatu je ireducibilní. Pokud některá z množin $ obsahuje 

neomezené samosdružené operátory, postupujeme obdobně jako v důkazu věty 
14.2.9. Sestrojíme množiny , pro něž platí S =s =(P,©O PY = 
= Pr D F a protože S = S = R(;), množina F je opět ireducibilní. I 

  

Komentář 

$14.1: Často se místo „symetrická množina“ užívá termínu *-invariantní množi- 

na, což je v jistém smyslu výstižnější, pokud takováto množina obsahuje neomeze- 

né neuzavřené operátory (viz cvičení 1). Hlavním výsledkem tohoto paragrafu je 

věta 4, obvykle nazývaná větou o generujícím operátoru. Toto tvrzení stejně jako 

větu 8 pro případ komutativní množiny SF C £,(%) odvodil J. von Neumann 

v roce 1929 - viz [Di 1], $ 1.7; [RN], $ IX.1 nebo [AG], $$ 90, 92. V případě 

separabilního ) můžeme podle věty 10.5.9 generující operátor množiny 

S CH (79) ekvivalentně definovat jako takový, že F C (A);. Věty 8 a jejího 

zobecnění ze cvičení 5 můžeme užít rovněž k charakterizaci nesymetrických operá- 

torových množin, pokud jsme schopni v takové množině P vybrat symetrickou 

441



442 

14 OPERÁTOROVÉ MNOŽINY 

podmnožinu P, a vyjádřit prvky P1% jako (borelovské) funkce operátorů z ; 

přitom je samozřejmě nutné, aby / byla komutativní. 

8 14.2: Nechť F je libovolná podmnožina F (7). Říkáme, že g € W je cyklický 

vektor , jestliže P() p = W. Je-li P *-algebra s jedničkou, je go cyklický 

vektor / právě tehdy, když je cyklickým vektorem $* (cvičení 13). Generující 

vektor hermitovského operátoru definovaný v $ 10.9 je současně cyklickým vekto- 

rem algebry (A)" (viz tvrzení 10.9.5). 

* Příklad 4 má zajímavý matematický důsledek. Je-li A € * generující operátor 

množiny P = (0,, O„), pak existují reálné borelovské funkce g, f; takové, že 

A = g(0,, 0) a , = f(A) j= 1,2. Funkce f;o g můžeme podle potřeby 

změnit na ( © )-nulové množině a tím docílit, aby rovnosti f(8(X1, X)) = X; 

platily pro všechna [X%, XŮ,] z libovolně zvoleného omezeného intervalu J C R'; 

získáme tak bijekci mezi J a jistou podmnožinou v R. Podobné zobrazení, tzv. 

Peanova křivka, se konstruuje v teorii množin, když se dokazuje, že R? má mohut- 

nost kontinua — viz např. [vN], $ II.10, a též [All], $ 5.2. 

$ 14.3: Reprezentaci 7 algebry.% pomocí lineárních operátorů na nějakém vekto- 

rovém prostoru V nazýváme algebraicky ireducibilní, pokud množina z() nemá 

žádný netriviální invariantní podprostor. Je-li V topologický vektorový prostor 

a množina z(.%) nemá netriviální uzavřený invariantní podprostor, říkáme, že 7 je 

topologicky ireducibilní — viz např. [Di 2), $ 2.3; [Kir], $ 7.1; [Nai 3], $ III.4. Je 

zřejmé, že algebraická ireducibilita dané reprezentace implikuje její ireducibilitu 

topologickou. Opačné tvrzení obecně neplatí ani tehdy, když T() C () lze 

sice užít výsledku cvičení 18, není však zaručeno, že L 7 W (s výjimkou případu 

dimSF < %). Ireducibilitou reprezentací budeme v dalším rozumět vždy ireduci- 

bilitu topologickou. V případě reprezentací, jejichž. hodnoty jsou neomezené 

operátory, se k podmínce neexistence netriviálního uzavřeného invariantního 

podprostoru přidávají ještě požadavky na definiční obory operátorů z z() — viz 

např. [BaR], $ 11.1 a též $ 16.5. 

* Kritéria ireducibility vyjadřovaná větou 2 jsou standardní — viz např. [BR 1, 

tvrzení 2.3.8; [Di 2], tvrzení 2.3.1. V teorii reprezentací grup se pod názvem 

Schurovo lemma většinou rozumí následující implikace ([Haml], $ 3.14): jestliže 

množina ' operátorů na konečnědimenzionálním vektorovém prostoru V nemá 

netriviální invariantní podprostor, platí ' = C(V) (viz též cvičení 14). Obdobné 

tvrzení platí i v případě, že algebraická dimenze prostoru V je spočetná — [Kir], 

8 8.2. Někdy se také jako Schurovo lemma uvádí obecnější věta o operátorech 

spojujících dvě reprezentace dané grupy nebo algebry — viz např. [Ham], $ 3.14; 

[Kir], $ 8.2. Analogii Schurova lemmatu pro operátory na reálném vektorovém 

prostoru spočetné dimenze lze najít např. v [Kir], $ 8.2; zobecnění pro operátoro- 

vé množiny na reálném Hilbertově prostoru je uvedeno v [CM 1].



14 CVIČENÍ 

  Cvičení 

1. Dokažte tvrzení 14.1.1. Je předpoklad uzavřenosti operátorů z , VW, podstat- 
ný? 

Návod: Viz větu 7.2.4a. 

2. Každá reálná podalgebra v množině všech hermitovských operátorů na daném 
w je komutativní. 

3. Dokažte tvrzení 14.1.2a-c. Množina 5 může být symetrická, i když P a F 
symetrické nejsou. 

Návod: Vyšetřete množinu 9 = (E, iE), kde E je projektor. 

4. K dané množině P C , „() sestrojíme množinu , následovně: ponecháme 
všechny omezené operátory a každý neomezený samosdružený operátor A « P 
nahradíme hermitovským operátorem A, = arctg A. Pro množinu , platí totéž 
co pro , ve tvrzení 14.1.2. 

5. Označme , „() množinu vzniklou doplněním Z (P) o všechny normální 
operátory na .. Zobecněte větu 14.1.8 pro případ, kdy je komutativní symet- 
rická podmnožina v , „() a W je separabilní. 

6. Jestliže operátor A generující množinu L c Lp.sal:7) V separabilním 3 patří 
do $", platí |A = P' a (A)" = P". Je podmínka A € P" podstatná? 
Návod: Platí 9 C (A)7. takže stačí ověřit ((Aky = (A4). 

7. Pro množinu P C() platí inkluze P' > U (BY', obecně však nikoli 
BcSso 

rovnost. 

Návod: Vyšetřete množinu S = (A, A] z příkladu 14.1.3b. 

8. Dokažte vztahy (14.2.2), (14.2.3). 
Návod: Užijte inkluze P" 2 $ a toho, že “ je algebra. Součet Y p chápaný 

ve smyslu silné topologie je projektor. Stačí tedy dokázat, že z podmínky H„g =0 
pro všechna (kj € Kx plyne g = 0; to lze ověřit indukcí v N. 

9. Nechť A je generující operátor množiny F CH (), kde ) je separabilní. 
Jestliže ? tvoří ÚSKO, platí A « P". 

10. Dokažte tvrzení 14.2.5. , 

Návod: Podobně jako v příkladu 14.2.4 dokažte, že množina vektorů 
[f(A ) © g(A)) (g © p), kde f, g jsou omezené borelovské funkce, je hustá 
VvH, O 

11. Dokažte vztahy (14.2.7), (14.2.8). Operátor WV,V;' je částečná izometrie 
s počátečním prostorem FBY.% a koncovým E0 

12. Pro W*-algebry generované symetrickými množinami , c R(W), j = 1,2, 
platí d„(9.) = d (F) © ((3P,) a obdobný vztah pro .„(7,). Pokud množiny 
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; obsahují jednotkové operátory, platí také M(ÚA, © A;: A; 69)) = 

= dy( ) © yy(2P). 

Návod: Užijte věty 14.2.6. 

13. Nechť % je *-podalgebra v H() obsahující jednotkový operátor. Je-li pro 

vektor g 6: množina "g hustá v , platí také dg =W. 

Návod: Platí " = (4), = () 

14. Nesymetrická množina F C () může mít invariantní podprostor, i když 

P=l(H). 

ký v « 100 a b 
Návod: Vyšetřete množinu všech operátorů tvaru (O c) v F(C). 

15. Nechť P C , „() je symetrická množina. Je-li kterákoli z množin 9 , 

Bp; P> Fra L (viz $ 14.1 a cvičení 4) ireducibilní, jsou také ostatní ireducibilní. 

16. Zobecněte tvrzení vět 14.2.9 a 14.3.9 na případ operátorových množin ; na 

Hilbertových prostorech , j = 1,..., n. 

17. Nechťt P, © , (), j = 1,2, jsou symetrické ireducibilní množiny a každá 

z nich obsahuje jednotkový operátor, potom F := (A, © A,: A; « %) je ireduci- 

bilní množina na H © HF 

18. Je-li £. C W invariantní podprostor množiny P C F(W), pak totéž platí pro 

uzávěr Z.



  

15 STAVY A POZOROVATELNÉ 445 

  15.1 MATEMATICKÝ POPIS STAVŮ A POZOROVATELNÝCH 

Nejprve je nutné říci něco o fyzikálním významu stavů a pozorovatelných. Tyto 
pojmy sice patří k základním v každé fyzikální disciplině, nicméně pro kvantovou 
teorii je jejíich pečlivý rozbor zvlášť důležitý. 

Zabývejme se nejprve otázkou co rozumět pod pojmem stav systému. Obecně 
vzato je to výsledek celé jeho předchozí historie; může tedy vyniknout buď 
vývojem (podle příslušných dynamických zákonů) nebo jako produkt řady operací 
cílevědomě provedených experimentátorem, popřípadě kombinací obou postupů. 
V některých oborech připadá v úvahu jen prvý způsob nebo je aspoň silně 
preferován, třeba v astrofyzice či v geofyzice, kde stavy aktivně připravené experi- 
mentátorem jsou vzácností (např. uměle vyvolané otřesy zemské kůry). Naproti 
tomu u mikroobjektů (elementárních částic, atomových jader apod.) jde většinou 
o přípravu stavu v pravém slova smyslu. 

Kdyby byl rozdíl mezi oběma způsoby vzniku stavu jen technickou záležitostí, 
nemuseli bychom o něm mluvit. Obecně tomu ale tak není, a to díky měření, jímž 
daný stav určujeme. Klasická fyzika předpokládá — v oblasti makroskopických jevů 
právem — že vliv měřicího procesu na zkoumaný objekt Ize učinit libovolně malým. 
Zcela jinak je tomu u objektů mikroskopických rozměrů. Naše měřicí přístroje jsou 
makroskopické a jejich vliv na zkoumané mikroobjekty nelze podle zkušeností 
zanedbávat. Tato skutečnost by ještě nemusela být na závadu, kdybychom uměli 
stanovit dynamické zákony popisující měřicí proces. Potíž je v tom, že systém 
složený z makroskopického měřicího přístroje a mikroobjektu neumíme determi- 
nistickým způsobem popsat. V rámci kvantové teorie sice umíme vyšetřit např. 
chování atomu interagujícího s elektromagnetickým polem; co však předpovědět 
neumíme, je třeba které zrno emulze zčerná nebo který z Geigerových počítačů 
umístěných za Sternovým-Gerlachovým přístrojem zaznamená puls. Umíme spo- 
číst a pokusně ověřit jenom pravděpodobnosti těchto jevů. 

Podmínky, za nichž příprava stavu probíhá, ovlivňují výsledek v nestejné míře; 
podle toho je můžeme rozdělit na podmínky podstatné a nepodstatné. O podstat- 
nosti té které podmínky lze rozhodnout pouze na základě rozboru konkrétní 
fyzikální situace; žádné obecné kriterium neexistuje. 

Mezi obecná hlediska, z nichž stavy fyzikálních systémů posuzujeme, patří jejich 
reprodukovatelnost. Pro mikrofyziku je nejen snadno technicky realizovatelná, ale
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představuje i základní požadavek, bez jehož splnění by nebylo možné ověřovat 

pravděpodobnostní předpovědi teorie. Reprodukovat daný stav znamená v této 

souvislosti vyrobit jej podle téhož receptu, tj. při zachování všech podstatných 

podmínek. 

Dospíváme tak k formulaci, která bývá uváděna jako definice stavu: stav je 

výsledkem posloupnosti fyzikálních manipulací se systémem, jež úhrnem tvoří 

přípravu tohoto stavu. Dva stavy jsou totožné, jestliže všechny podstatné podmínky 

jejich přípravy jsou totožné. Obdobně lze „operacionalisticky“ zavést pojem pozo- 

rovatelné (dynamické proměnné), přiřadíme-li jí uvedení systému do interakce 

s vhodnými přístroji (měřicím zařízením), na nichž lze odečíst (zaznamenat) 

naměřenou hodnotu. 

V takovéto definici není ovšem zahrnuta skutečnost, že jednu a tutéž fyzikální 

veličínu můžeme měřit podstatně různými způsoby. Užíváme-li tedy zmíněných 

„operacionalistických““ definic, musíme mít na paměti, že mezi pozorovatelnými 

a přístroji neexistuje jednoznačné přiřazení. O vzájemné zastupitelnosti přístrojů 

můžeme rozhodnout teprve v konkrétních případech. Protože měření je součástí 

přípravy stavu, musí se při reprodukci „za totožných podstatných podmínek“ 

shodovat výsledky všech provedených měření bez ohledu na použité experimentál- 

ní techniky. V 815.6 uvidíme, že shodnost výsledků určitých měření zaručuje 

naopak rovnost stavů. 

15.1.1. Poznámky: (a) Co se někdy rozumí systémem, může být jindy chápáno ja- 

ko stav nebo skupina stavů obecnějšího systému. Tak třeba dvojicí fotonů a elek- 

tron-pozitronový pár můžeme považovat za dva stavy téhož systému, protože 

časovým vývojem může přejít jedno v druhé (jsou-li splněny příslušné kinematické 

podmínky). Podobně tři piony z*, s“, m lze chápat jako tři (izotopické) stavy 

jediné částice; další příklady si čtenář najde snadno sám. 

(b) Mezi podstatné podmínky přípravy stavu — nejen v mikrofyzice — nepatří čas 

ani místo, kdy a kde příslušný děj nastal. Toto poznání bylo historicky prvním 

fyzikálním zákonem invariance, a teprve ono umožnilo konstituování fyziky jako 

exaktní vědy. 

(c) Kromě dynamických proměnných (spojených vždy s konkrétním systémem) se 

setkáváme i s jinými měřitelnými fyzikálními veličinami, které v teorii zpravidla 

vystupují jako parametry nebo jako konstanty. Důležitým příkladem je čas, jenž je 

univerzálním parametrem v popisu všech nerelativistických systémů. Jiným příkla- 

dem je situace, kdy se systém nalézá v daném vnějším poli. Charakteristiky tohoto 

pole, např. jeho intenzita, hrají při popisu systému roli parametrů, připomeňme 

třeba Zeemanův jev nebo Starkův jev. Příkladem druhé zmíněné možnosti mohou 

být různé univerzální konstanty: náboj elektronu e, Planckova konstanta f apod. 

Po tomto úvodu nyní probereme způsob, jímž se popisují stavy a pozorovatelné 

v kvantové teorii. Základní předpoklady týkající se stavů zformulujeme násle- 

dovně:
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(al-a) každému kvantovému systému přísluší komplexní Hilbertův prostor X, 
který nazýváme stavovým (Hilbertovým) prostorem daného systému, 
(gl1-b) každému stavu uvažovaného systému odpovídá nějaký paprsek, tj. jedno- 
rozměrný podprostor v %. 

O konkrétních způsobech volby stavového prostoru budeme mluvit podrobně dále. 
Poznamenejme ještě, že stavům popisovaným paprsky se říká čisté; v $15.3 
probereme obecnější pojem stavu a zreformulujeme odpovídajícím způsobem 
postulát (g1-b). 

Každý paprsek W je generován nějakým jednotkovým vektorem y, W= 
= (ayw: a€Cj; v obvyklém způsobu vyjadřování se rozdíl mezi oběma pojmy 
často opomíjí. Někdy se také danému stavu přiřazuje normalizovaný paprsek 
(e"w: y « R), jehož prvky se navzájem liší pouze fázovým faktorem '". 

Dříve než budeme ve výkladu pokračovat, připomeňme stručně hlavní body 
myšlenkového postupu vedoucího k uvedeným postulátům a také k dalším, jimiž 
se budeme za chvíli zabývat. Východiskem je rozbor jednoduchých experimentů, 
jako je např. pozorování interferenčních jevů v polarizovaném světle chápaném 
jako proud korpuskulí (fotonů), měření spinu dvojicí různě orientovaných Sterno- 
vých-Gerlachových přístrojů apod. Abychom vysvětlili výsledky těchto pokusů, 
jsme nuceni vzdát se základních principů klasické fyziky a přijmout následující 
předpoklady: 

(a) provádíme-li na mikrosystému ve stavu W měření určité pozorovatelné, pak 
v důsledku měření přejde do některého stavu z množiny (W,, jež je určena 
danou pozorovatelnou. V tomto smyslu je možno každý stav uvažovaného systému 
považovat za složený ze stavů množiny (1 
(b) výsledky měření mají obecně pravděpodobnostní charakter, tj. můžeme určit 
pouze pravděpodobnost P(W, W) toho, že v důsledku měření ke zmíněnému 
přechodu dojde. Tato pravděpodobnost přechází v jistotu, je-li Wrovno některému 
W; potom platí P(W, KW) = Ój 
Podrobnější rozbor konkrétních experimentů, v nichž je počet stavů , ..., ; 
konečný, ukazuje, že množinu stavů, jež jsou v uvedeném smyslu složeny z N 
různých stavů, lze charakterizovat 2(N — 1) reálnými parametry. Jednoduchá 
možnost, jak takovéto skládání matematicky formulovat, je předpokládat existenci 
injektivního zobrazení R z množiny stavů do množiny jednorozměrných podpros- 
torů (paprsků) v nějakém komplexním vektorovém prostoru. Stav W budeme 
potom nazývat superpozicí stavů W , pokud existují vektory ; € R(W;) takové, 
že vektor ; + Ý patří do R(W). Snadno nahlédneme korektnost této definice. 
Pokud je zobrazení R současně surjektivní, říkáme, že platí přincip superpozice. 
Obecně tomu tak být nemusí, podrobněji se k této otázce vrátíme v $ 15.4. 

Z praktických důvodů budeme v dalším užívat pro stav i jemu odpovídající 
paprsek téhož symbolu. Zdůrazněme ještě, že pokud se někdy setkáme s výrazem, 
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že Wje lincární kombinací stavů W, '£, jde vždy o superpozici ve smyslu uvedené 

definice, protože lineární kombinace dvojice paprsků není definována. 

Vraťme se nyní k předpokladům (a), (b). V terminologii, kterou jsme zavedli, 

je W superpozicí stavů množiny ( W1-1 jež při měření přejde s pravděpodobností 

P(V, W) ve stay W/. V některý ze stavů W, ..., W přitom systém přejde urči- 
N 

tě, proto musí platit > W W) = 1. 
j=1 

Budeme-li nyní předpokládat, že stavový prostor je vybaven skalárním souči- 

nem (.,.), vůči němuž jsou paprsky % vzájemně ortogonální, můžeme položit 

P( ) = |(Y, vyř|vj *|Y |* kde , y jsou libovolné nenulové vektory 

z odpovídajících paprsků. Pro takto definovanou funkci P zjevně platí 

P(W, W) = 0j a normalizační podmínka je splněna v důsledku Parsevalovy 

rovnosti. 

Daný systém umíme zpravidla připravit nejenom vV některém ze stavů množiny 

(Wwy.,, ale i v dalších, které jsou jejich superpozicemi; k tomu stačí měřit na 

systému jinou vhodnou pozorvatelnou. Proto je účelné rozšířit uvedenou definici, 

a zavést pro libovolné stavy ©, W pravděpodobnost přechodu mezi nimi vztahem 

P(Ť, ) = |(9g, * le| *|| * Snadno se přesvědčíme, že definice je konzis- 

tentní, tj. že výraz na pravé straně nezávisí na volbě vektorů reprezentujících 

paprsky , W; speciálně platí 

P(9, Y) = |(g Y|* () 

pro libovolné jednotkové vektory gp€ d, pe P 

V experimentech, o nichž jsme se zmínili úvodem, je N konečné číslo. Stejně lze 

postupovat i tehdy, když množina ( w|-., je nekonečná, navíc však vzniká otázka, 

zda do stavového prostoru máme zahrnout také všechny „nekonečné superpozice“ 

stavů 'W. Odpověď je spíše věcí konvence, protože v žádném skutečném měření 

nedovedeme odlišit takovouto „superpozici“ od vhodné superpozice dostatečně 

velkého konečného počtu stavů; konkrétněji se k tomuto problému vrátíme např. 

v $15.4. Požadavek matematické jednoduchosti nás vede k předpokladu, že 

stavový prostor je úplný, tj. Hilbertův. 

Uvedené úvahy nelze samozřejmě chápat jako „odvození“ hilbertovské struktu- 

ry stavového prostoru, ilustrují pouze heuristický postup, jímž lze ke shora uvede- 

ným postulátům dojít. Stejným způsobem posloužily před více než půlstoletím 

zakladatelům kvantové mechaniky; oprávněnost přiřazení matematické struktury 

fyzikálním pojmům byla pak potvrzena úspěšnými předpověďmi takto vzniklé 

teorie. 

15.1.2 Poznámka: Je nicméně možné položit si otázku, zda kvantová teorie nemů- 

že pracovat stejně úspěšně se stavovým prostorem jiné struktury. Podrobná diskuse 

této otázky ukazuje, že volnost máme v podstatě jen ve výběru tělesa skalárů:
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X vo kromě komplexních čísel do úvahy připadají ještě čísla reálná nebo těleso kvaterni- 

onů — viz např. [Pir], [Ja]. 

V kvantové mechanice se postulát (g1-a) obvykle doplňuje dalším požadavkem 
matematické povahy: předpokládáme, že 

(gl-a) stavový prostor kvantověmechanického systému má strukturu komplexního 
separabilního Hilbertova prostoru. 

Ze zkušenosti víme, že se separabilními Hilbertovými prostory vystačíme nejenom 
v kvantové mechanice, ale také ve většině úloh kvantové teorie polí. Znamená to 
možnost užívat spočetných ortonormálních bází a víme rovněž, že v separabilních 
prostorech Ilze odvodit některá tvrzení, jež obecně neplatí. Pro uvedenou verzi 
postulátu (gl-a) Ize najít heuristické argumenty, o nichž se zmíníme později (viz 
poznámku 18.1.1c). 

Obraťme se nyní k popisu pozorovatelných. K uvedeným dvěma postulátům 
přidáme další: . 

(gl-c) každé pozorovatelné daného systému (se stavovým prostorem *X") odpovídá 
nějaký samosdružený operátor na H. 

Také v tomto případě budeme o konkrétních způsobech přiřazení mluvit později. 
Chceme-li postulát (gl-c) motivovat, můžeme se opět obrátit k jednoduchému 
systému s N nezávislými stavy , do kterých může systém přejít v důsledku měření 
pozorovatelné a. Z předchozího víme, že paprsky ( W „ jsou vzájemně ortogonál- 
ní. Dále máme k dispozici posloupnost reálných čísel (a reprezentujících 
možné výsledky měření pozorovatelné a. Z příkladu 7.2.2 víme, že tím je jedno- 
značně určen samosdružený operátor A takový, že pro každé j je W vlastním 
podprostorem odpovídajícím vlastní hodnotě a;. Postulát (gi-c) rozšiřuje toto 
přiřazení na všechny pozorovatelné, tedy i takové, jimž odpovídají operátory 
s neprázdným spojitým spektrem. 

Podívejme se nyní podrobněji, jaké výsledky můžeme při měření konkrétní 
pozorovatelné dostat. 

15.1.3 Příklad: Hilbertův prostor % = C?* odpovídá např. spinovým stavům 
elektronu. Jak známo, průmětům spinu do směru j-té osy, j = 1,2,3, odpoví- 
dají operátory $ = Ša j» „ kde o; jsou Pauliho matice. Každý z nich má prostě 
spektrum, o($;) = (;, —3), a odpovídající spektrální rozklad má tvar 

8 =S F)) — ( E, (2) 
kde E) = 5(I * oa;) (cvičení 1). Předpokládejme nyní, že měříme veličinu S,na 
elektronu, jehož spinový stav je reprezentován jednotkovým vektorem x €.%%. Ze 
zkušenosti víme, že 

(a) možnými výsledky měření jsou vlastní hodnoty +; operátoru $ m 
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(b) pravděpodobnost naměření té které hodnoty je rovna 

w((+3) 8;; x) = w = (x Efx), příčemž samozřejmě w + w = 1, 

(c) pro střední hodnotu výsledků měření ($), = w — áw. pak odvodíme 

snadno (87, = (x 8;x). 

15.1.4 Poznámka: Přesněji řečeno, složkám spinu odpovídají operátory S = 

= (*/2) o;. Hodnota Planckovy konstanty zde není podstatná, proto klademe 

ň = 1, což budeme činit i nadále. Pro usnadnění vyjadřování se budeme dopouš- 

tět i jiných zjednodušení: pozorovatelnou a jí odpovídající operátor. budeme 

většinou značit týmž symbolem apod. 

Tvrzení, která jsme v příkladu zformulovali pro spin elektronu, postulujeme pro 

každý kvantový systém; také tyto postuláty později zobecníme pro stavy, jež nejsou 

čisté. Mějme tedy systém se stavovým prostorem W a pozorovatelnou popsanou 

samosdruženým operátorem A; odpovídající projektorovou míru, resp. rozklad 

jedničky označíme E„(.), resp. (E). Je-li systém ve stavu W daném jednotkovým 

vektorem: p E SF, pak 

(g2-a) možnými výsledky měření veličiny A jsou body spektra o(A) operátoru A, 

(g2-b) pravděpodobnost toho, že naměříme hodnotu ležící v borelovské množině 

4 c R, je rovna 

w(4, A; ) = Jd(w, EWy) = |Ex„(ANMYP, (3) 
á 

(g2-c) pro střední hodnotu výsledků měření platí 

(A, = (4, AY), 4) 

pokud pravá strana této rovnosti má smysl. 

Vzhledem k tomu, že o(A) je pro libovolný samosdružený operátor A podmnoži- 

nou v R, jsou výsledky měření podle postulátu (g2-a) reálná čísla (viz ovšem 

poznámku 15.5.9b). Dále se musíme ujistit, že výraz definovaný vztahem (3) mů- 

žeme skutečně interpretovat jako pravděpodobnost. V Kolmogorovově axiomatic- 

kém pojetí je pravděpodobnostní míra definována jako (nezáporná, o-aditivní) 

míra na o-algebře, jejíž prvky nazýváme událostmi, která je normována na jednič- 

ku. Tyto požadavky jsou zde splněny: z tvrzení 9.1.2c víme, že w(., A; ) je 

borelovská míra a w(o(A), A; 9) = 1. Událostí 4 se přitom rozumí, že výsledek 

měření padne do množiny 4€.%. Poznamenejme ještě, že (g2-c) není postulát 

v pravém slova smyslu; již z příkladu je vidět, že plyne z (g2-b). Je však výhodné
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formulovat toto tvrzení spolu s postuláty, protože vztah (4) je jednoduchý a často 
se jej užívá. 

Měření složek spinu, jímž jsme se zabývali v příkladu 3, představuje nejjedno- 
dušší netriviální (dichotomický) případ měření: existují jen dva možné výsledky, 
jež se vzájemně vylučují. Pro takováto měření se užívá názvu ano-ne experiment. 
Naprostá většina skutečně prováděných měření má samozřejmě složitější struktu- 
ru, hlavní význam ano-ne experimentů však spočívá v tom, že měření libovolné 
pozorovatelné můžeme (alespoň v principu) interpretovat jako soubor ano-ne 
experimentů. Vždy si totiž můžeme rozdělit škálu měřicího přístroje na intervaly 
a ptát se: padne naměřená hodnota do daného intervalu — ano či ne? Velmi 
ilustrativní je ekvivalence se souborem ano-ne experimentů u přístrojů: typu 
mnohokanálového analyzátoru, s nimiž se v experimentální fyzice často pracuje. 

Jako každé pozorovatelné odpovídá danému ano-ne experimentu nějaký samo- 
sdružený operátor. Podle postulátu (g2-a) by měl mít právě dvě různé vlastní 
hodnoty a, f € R. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že tyto hodnoty 
jsou a = 1 (ano, kladný výsledek) a 8 = 0 (ne, záporný výsledek). Každému 
ano-ne experimentu tedy odpovídá projektor na nějaký podprostor v .%. 

Ztotožnění pozorovatelné se systémem ano-ne experimentů se nyní stává názor- 
nějším. Odpovídá-li projektor P, ano-ne experimentu „leží naměřená hodnota 
veličiny A v množině A?“, pak musí platit w((1), P;; ) = mw(4, A; w). Jelikož 
Erp ((1)) = P,, z postulátu (g2-b) plyne 

(Y, Pa) = (4, E„(My) 

pro každý vektor +), jemuž odpovídá nějaký stav systému. Platí-li to pro všechna 
w €.W, plyne odtud P, = E„(4) pro každou borelovskou množinu 4C R. 
V Š 15.4 sice uvidíme, že tento předpoklad není v důsledku tzv. superselekčních 
pravidel obecně splněn, tvrzení však zůstane v platnosti, protože současně s ome- 
zením na množinu stavů přijmeme i omezení na množinu přípustných pozorovatel- 
ných. Projektory odpovídající popsaným ano-ne experimentům jsou tedy hodno- 
tami projektorové míry E„(.). 

Víme už, jaké matematické objekty se přiřazují stavům a pozorovatelným, 
a jakého druhu předpovědi můžeme očekávat pro výsledky měření. Potřebujeme 
ještě zodpovědět otázku, co se stane se stavem systému, který přestál měření. 
Z heuristických úvah, jimiž jsme motivovali předchozí postuláty, víme, co nastane 
při měření pozorovatelné, jejíž spektrum je čistě bodové a jednoduché. V případě 
obecné pozorovatelné zformulujeme odpověď pro ano-ne experiment, který jsme 
před chvílí diskutovali, jako další postulát: 

(a3) je-li výsledek experimentu kladný (naměřená veličina leží v množině 4), 
pak se po mčěření systém ocitne ve stavu daném jednotkovým vektorem 
E„(MyY/|E„(dw|; v opačném případě je stav systému po měření dán vekto- 
rem obdobného typu se záměnou E,(4) na £ „R) = 1- E() 
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Použitý zápis má smysl jenom tehdy, když normy vystupující ve jmenovateli jsou 

kladné. S tím však potíže mít nebudeme, protože např. | E„(d)w|| = 0 platí právě 

tehdy, když pravděpodobnost nalezení výsledku v množině A (pro systém ve stavu 

w) je nulová. V tomto případě dostaneme s jistotou záporný výsledek, 

| E„(Ridyp| = 1, a stav systému po měření bude popsán opět vektorem Y. Bude- 

me-li ovšem daný ano-ne experiment chápat jako filtr, tj. budeme-li dále uvažovat 

jen ty případy, kdy výsledek byl kladný, pak E„(4)w = 0 znamená, že filtr je pro 

systém ve stavu ) uzavřen; v takovém případě zjevně nemá smysl mluvit o stavu 

systému po průchodu filtrem. 

Postulát (4g3) má následující závažný důsledek: jestliže v daném ano-ne experi- 

mentu dostaneme např. kladný výsledek, potom týž výsledek dostaneme s jistotou 

při bezprostředně následujícím opakování tohoto experimentu. Skutečně, vektor 

y = E„(dy/|E„(d)y| je projektorem E„(4) reprodukován, takže podle po- 

stulátu (g2-b) je pravděpodobnost w((1), E„(4); w') rovna jedné. Také tento 

závěr je v souladu s experimentální zkušeností, což znovu potvrzuje přijatelnost 

postulátu (g3). Musíme ovšem upozornit na neurčitost obsaženou ve slovech 

„bezprostředně následující“. V reálném experimentu jde o to, aby změnu stavu 

způsobenou časovým vývojem mezi oběma měřeními bylo možno zanedbat; pod- 

mínky pro to lze u konkrétního systému stanovit teprve ze znalosti jeho dynamiky. 

Výše uvedené postuláty jsme motivovali jednoduchými úvahami o pozorovatel- 

ných s čistě bodovým spektrem. Nyní musíme naopak prověřit, zda pro každou 

takovouto pozorovatelnou dostaneme očekávané výsledky. 

15.1.5 Příklad (pozorovatelné s čistě bodovým spektrem): Nechť pozorovatel- 

náA je popsána samosdruženým operátorem na separabilním $ jehož spektrum 

je čistě. bodové, o(A) = 0o(A) = (4;: j= 1,2, „.]). Označme B = E„((4/i) 

projektory na vlastní podprostory. Je-li stav před měřením dán jednotkovým 

vektorem: ' < , pak 

(a) možnými výsledky měření jsou vlastní hodnoty 4,,7= 1,2,..., 

(b) pravděpodobnost naměření hodnoty A; je rovna w((A) A; y) = 

= (% P) = 12 
(c) naměříme-li hodnotu A;, pak stav systému po měření je dán vektorem 

Pp/ | P)- 
Přitom implicitně předpokládáme, že přístroj umí rozlišit libovolné dvě vlastní 

hodnoty operátoru A. Obměnu tvrzení pro případ omezené rozlišovací schopnosti 

není těžké zapsat. Důležité je uvědomit si přitom podstatný rozdíl od situace, kdy 

přístroj naměří konkrétní hodnotu z množiny A = (A,,..., A„), ale my zaregistru- 

jeme pouze, že výsledek leží v množině A; o tom budeme mluvit podrobněji 

v$15.6. 

Pozorný čtenář může proti tvrzení (a) namítnout, že podle postulátu (g2-a) 

jsou možnými výsledky měření navíc body patřící do uzávěru množiny o;(A),
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ale nikoli do množiny samotné. Tento rozdíl však nemá měřitelné důsledky: po- 

dle věty 10.4.1b pro každé A€0,(A)o,(4) platí E„(2)) = 0, a tedy 
w((A), A; ) = 0. Bylo by ostatně divné, kdyby tomu bylo jinak, protože žádné 
měření nedokáže (ani v principu) odlišit veličiny „libovolně blízké“. 

15.1.6 Příklad: Nechť stavu © popisovaném jednotkovým vektorem g odpovídá 

ano-ne experiment „Je systém ve stavu $?“. Najdeme odpovídající projektor E,. 

Veličina w((1), E;; ) není nic jiného než pravděpodobnost přechodu definovaná 

vztahem (1); to znamená, že pro jakýkoli stavy y platí: |E„y|* = |(9, v)P. 
Odpovídá-li každému jednotkovému y €./ nějaký stav, plyne odtud, že E, je 

projektor na jednorozměrný podprostor Ť v „': 

E„y = (g, Y)g pro všechna: p€em. (5) 

Totéž platí i obecně, jak bude patrno z výkladu v $ 15.4. 

15.1.7 Příklad: Mějme borelovské množiny A, 4 © R. Veličinu w(A 0 , 

A; ) je možné vyjádřit pomocí dvojice měření. Uvažujme např. situaci, kdy jsme 

nejprve provedli ano-ne experiment £,(4,): s pravděpodobností |E„(A)yp|?* 

najdeme kladný výsledek, přičemž stav systému po měření bude v tomto případě 

dán vektorem ý = E,(4A)y/|E„(4)w|. Provedeme-li nyní ano-ne experiment 
E „(4.), pravděpodobnost nalezení kladného výsledku je rovna 

„ 1E (A)E„(A) ]? | 
|E ()] 

1E„(a) ]? 

Je zřejmé, že popsaná dvě měření, tj. ano-ne experiment E„(4,) na systému ve 

stavu W následovaný ano-ne experimentem £,„(4;) na systému ve stavu , jsou 

nezávislé jevy, proto pro pravděpodobnost nalezení obou kladných výsledků platí 

Ww(A: 4,, A; ) = w(4, A; y)w(A,, A; 9) = |E„(4)E„(A)y|*. 

Z vlastnosti (9.1.3a) projektorové míry plyne, že tento výraz se rovná 

w(A, 0 , A; w). Provedeme-li stejnou úvahu se záměnou pořadí obou ano-ne 
experimentů, dostaneme 

W(Al A AZ: A, 1/)) — W(AZ: Al, A, w) = W(Ala A2: Aa W) : (6) 

také stav je v obou případech dán týmž vektorem E„,(4,0 A)y/|E„(4 0 Z)] 

Protože tento výsledek platí pro libovolný stav , plyne odtud, že ano-ne experi- 

ment E„(4 9 d) je ekvivalentní ano-ne experimentům  E„(4), j = 1,2, 

provedeným v libovolném pořadí, pokud za kladný výsledek považujeme nalezení 

kladných výsledků v obou těchto experimentech. Tento závěr lze snadno rozšířit 

na případ libovolného konečného počtu měření (viz cvičení 13). 
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15.2 NEJJEDNODUŠŠÍ SYSTÉMY 
  

Dříve než budeme pokračovat ve výkladu, probereme několik jednoduchých 

příkladů. Jde vesměs o úlohy známé z úvodních kapitol učebnic kvantové mechani- 

ky. Přesto může být jejich rozbor užitečný, jestliže z něj bude vidět, co se v těchto 

učebnicích zpravidla opomíjí. Ve většině příkladů tohoto paragrafu jsou za Hilber- 

tovy prostory stavů brány prostory ZŽ(R) a ZŽ(R*). Ačkoli tyto prostory nejsou 

stavovými prostory žádného reálného fyzikálního systému, lze jich s úspěchem užít 

k modelovému popisu konkrétních fyzikálních systémů. Kromě toho řešení problé- 

mu spojeného s reálným kvantově mechanickým systémem lze často převést na 

řešení jednodušší úlohy prostřednictvím separace proměnných (viz $ 18.5, kde 

např. ukážeme, jak se převádí popis pohybu částice ve sféricky symetrickém 

potenciálu na studium určitého operátoru v P(R*)). | 

15.2.1 Příklad (bezspinová částice na přímce): Za stavový Hilbertův prostor se 

bere S = I7(R); základními dynamickými proměnnými „jednorozměrné“ části- 

ce jsou její poloha (souřadnice) a impuls (hybnost) reprezentované operátory ©, 

resp. P z příkladů 7.1.5, 7.2.7. O důvodech vedoucích k tomuto přiřazení se 

zmíníme v $ 16.2. 

Uvažujme nejprve operátor polohy ©: podle příkladu 7.3.8 je jeho spektrum 

čistě spojité, a(O) = R, takže výsledkem měření polohy může být jakékoli reálné 

číslo. Předpokládejme, že stav částice je dán jednotkovým vektorem ' € ZŽ(R) 

(neboli v/novou funkcí, jak bývá zvykem říkat, je-li stavový prostor funkcionální). 

Z postulátu (g2-b) a příkladu 10.5.1 plyne 

w(A, ©; 9) = JIIP(?QIde () 

pro každou lebesgueovsky měřitelnou množinu 4 R, specielně pro všechna 

A €.%. Pravděpodobnostní míra w(., O;y) je generována funkcí |y(.)|* a Lebes- 

gueovou mírou (v učebnicích kvantové mechaniky se obvykle říká, že |Y(x)/* je 

hustota pravděpodobnosti nalezení částice v bodě x). Pokud jsme zjistili, že částice 

se nachází v množině A, pak její stav po měření je dán vektorem 

(EAMNDY)G) — XÁNYO 
1/2? (2) 

JE(MY] | (wA4 O ) 
Ya: Y) = 

kde x, je charakteristická funkce množiny . 

Vyšetřování operátoru impulsu nám usnadní jeho unitární ekvivalence s operá- 

torem : podle příkladu 7.4.12 platí 

P= F'OF, (3)
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kde F je Fourierův-Plancherelův operátor. Pravděpodobnost nalezení impulsu 

částice v borelovské množině A je tedy rovna w(A, P; ) = |Eg(d)Fw|?, 

protože F je unitární a F'Ep(.)F je podle příkladů 10.3.7a a 10.5.2 projekto- 

rová míra příslušející operátoru P. Odtud kpro libovolné : w€ ZŽ(R)  plyne 

w(4, P;) = [|w(k)y* dk, kde gp =s Fy je dána vztahem 
4 

dk 
R 

o(k) = (zn)—l/ziíe_ikr—;lw(x) dx; 

pokud je navíc e L(R), zjednoduší se toto vyjádření na Fourierovu trans- 
formaci, g(k) = (2xn) 7* [ o7"*yx) dx. 

R 

Jinou význačnou pozorovatelnou jednorozměrné částice (o hmotnosti m) je její 

kinetická energie, jíž odpovídá operátor H; = (1/2m)P?. Jeho spektrum je čistě 

spojité, o(Hó) = R*, jak je vidět např. z tvrzení 10.5.4. Pravděpodobnost na- 

měření hodnoty z množiny A lze pak snadno najít: platí 

w(A, Ho; 9) = J |e(k)y* dk, (4) 

Ařbka 

kde f(k) := k*/2m. Pro volnou částici operátor H, pochopitelně charakterizuje 

její celkovou energii. 

15.2.2. Příklad (částice na polopřímce): Stavovým prostorem je v tomto případě 

W = D(R*). Operátor polohy ©O: (Oy)(x) = xy(x) s definičním oborem 

D() = Y: fomx |w(x)|* dx < %) je samosdružený a snadno je pro něj možno 

modifikovat závěry předchozího příkladu. Na rozdíl od toho s částicí na polopřím- 

ce nespojujeme operátor charakterizující impuls: přirozenými kandidáty by byly ty, 

jež odpovídají formálnímu výrazu — id/dx, z příkladu 7.2.7 však víme, že žádný 

takový samosdružený operátor na ZŽ(R*) neexistuje. Nejzajímavější je situace 

s operátorem kinetické energie, který by měl podobně odpovídat formálnímu 

výrazu — d'/dx* (pro jednoduchost zanedbáváme číselný faktor, tj. položíme 

m= Š) 

Problémem konstrukce samosdružených operátorů odpovídajících diferenciál- 

nímu výrazu — d'/dx? jsme se zabývali v příkladu 8.6.9 kde jsme dospěli k následu- 

jícím závěrům: 

(a) Množina všech takovýchto operátorů je tvořena operátory T(c), cE R v () 

definovaných vztahem 

T(cy= - (5) 
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pro: we P(c) :=(p e AC*(0,0), 9/(0) + cy(0) = 0), resp. pe D(w):= 

=s (pw€ AC*(0, %), 4(0) = 0). 

(b)y Spektrum o(T(c)) 2 [0, %), v případě c S 0 zde platí rovnost, pro c > 0 

přistupuje ještě jedna vlastní hodnota — c* přičemž vlastní vektor g, C D(T(c)) 

je dán vztahem 

w.: plx) = 2c))'7?e""7. (6) 

Ptejme se nyní jakou fyzikální interpretaci lze těmto skutečnostem přisoudit. Pro 

daná k€R a e >0 definujeme nejprve vektor 

Pe: PalD) = (077 + Rd)jETŮ, (7) 

kde koeficient R, volíme tak, aby , € D(7(c)), 8j. 

ik+ Ěe—7c 
R= ——————. 

ik-e+c 
() 

Podle cvičení 2 je s-lim (T(c) — k*)gpx, = 0, na základě čehož se funkce gg Ve 
>0 

fyzice interpretuje jako „vlastní vektor“ operátoru 7(c) s vlastní hodnotou lm 

ležící ve spojitém spektru. Argument, který uvedeme, bude mít jenom heuristický 

význam, protože takovéto „vektory“ nepatří do )W; přesto vystihuje podstatu 

problému, pro niž je důležité chování vlnových funkcí v okolí bodu x = 0. Výraz 

g,lx) = 07 + Rel“* Ize chápat jako superpozici dopadající vlny a odražené 

vlny, jejíž fáze je změněna o arg R. Pro každé c je tato veličina jinou funkcí 

proměnné k, specielně c = % odpovídá odrazu na „dokonale tvrdé“ bariéře, kdy 

R = — 1 pro všechna k € R. V případě c > 0 může navíc částice existovat ve 

stavu „vázaném k bariéře“, jenž je charakterizován vektorem g.. Vidíme tedy, že 

různým samosdruženým rozšířením daného formálního hamiltoniánu — d'/dx? 

odpovídají různé fyzikální situace. Jinou názornou ilustraci této skutečnosti lze 

najít ve cvičení 4. 

15.2.3 Příklad: Vyšetříme dále operátory popisující polohu a impuls reálné čás- 

tice s nulovým spinem, jejímž stavovým prostorem je W = IŽ(R*).. Třem kartéz- 

ským složkám polohového vektoru x = (%,X;, x;)  připíšeme operátory 

0;: (O,;y)(x) = x,y(x), j = 1,2,3, s definičními obory 

  

D(a)) = šw E PŽR): Jxšll]l(X)]z dx < % 

Podle příkladů 7.3.3 a 7.3.8 jsou operátory © samosdružené s čistě spojitým 

spektrem a(0;) = R a pro libovolnou borelovskou množinu 4cCR platí
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(Fol(BDOE) = xz4x)x), (9) 

kde x,„je charakteristická funkce množiny A. Odtud je snadné vyjádřit pravděpo- 
dobnost w(4, © ;; ) a stav částice po takovémto měření. Připomeňme ještě, že 
operátory © lze vyjádřit pomocí operátoru © z příkladu 1: platí rovnosti 

0= 08787, atd. (10) 

jež lze odvodit stejně jako v příkladu 10.7.4 (viz formule (10.7.5)). 
Třem kartézským složkám impulsu přiřadíme operátory P, jež v analogii se 

vztahem (10) definujeme následovně 

P =POTO©T, atd; (11) 
z věty 10.8.2 plyne, že jsou samosdružené. Dokážeme, že obdobně jako v příkla- 
du 1 jsou operátory P a ©; unitárně ekvivalentní prostřednictvím Fourierova- 
-Plancherelova operátoru, 

P= F"OB, j=1,2,3. (12) 

Ze cvičení 5.48 plyne A c F;I(Q © ron)F,;= F;'O,E, a z rovnosti 
© = FPF"' obdobným způsobem dostáváme ©, C ER P,F;'. Snadno ověříme 
implikaci 

T, C T,, Uunitárí > UVTU'c UT,vU!, (13) 

z níž vyplývá P, > F;7'0,B, tj. dohromady rovnost (12) pro j = 1; podobně 
lze tvrzení dokázat pro j = 2,3. Z unitární ekvivalence (12) plyne, že operátory 
P, mají čistě spojitá spektra, o(P) = R. 

Z definičních vztahů (11) je vidět, jak operátory P konkrétně působí jen pro 
některé vektory z D(P) = F; 'D(O); totiž pro ty, které patří do definičního 

n 3 
oboru neuzavřeného tenzorového součinu, tj. 0) = > [T 4f*Wx,), | kde 

k=1/=1 
y e D(P) a yf e [2(R) pro ostatní dvě hodnoty indexu / různé od j; ze vztahu 
(7.6.1) plyne 

„ dx (A = —i L0 (14) 
*j 

Tato rovnost je ovšem splněna i pro jiné vektory; ověříme např., že platí pro 
všechna © S(R*). Podile příkladu 3.2.6 zobrazuje operátor 7' množinu SR) 
na sebe, takže z inkluze HR) c D(0)) plyné HR) c D(P)). Dále pro 
p E HR) platí 

x) = (2x)7*? f eX(Byj(k) dk. 
R 
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Derivace integrandu podle x; má integrabilní majorantu |( B y)(.)] nezávislou 

na x, můžeme tedy zaměnit pořadí integrování a derivace. Odtud plyne 

  — Y0D (2x)"*" ZJeik_XkÍ(Ew)(k) dk = 
axi 3 

- (2“)3/2Jei"'x(Q;f%w)(k) dk = (F3'O,B4)0D) = (Py)00), 
'_391 

což jsme slíbili dokázat. 

15.2.4 Poznámky: (a) Pokud bychom chtěli operátory P definovat vztahem 

(14), jak se to v učebnicích kvantové mechaniky většinou dělá, musíme specifikovat 

definiční obor. Vezmeme-li za něj třeba (R'), pak o takto definovaných operáto- 

rech lze dokázat, že jsou v podstatě samosdružené (cvičení 5). Současně podle 

výsledků předchozího příkladu představují zúžení samosdružených operátorů 

(11); tím je dáno, že obě definice jsou ekvivalentní. 

(b) Podobně lze definovat operátory O,, P; na IX(R") a odvodit pro ně závěry 

získané v příkladu pro m = 3. Je-li např. m = 3N, pak takovéto operátory 

popisují souřadnice a impulsy soustavy N bezspinových částic. 

vvvvvv 

Mezi nejdůležitější pozorovatelné patří operátor celkové energie neboli hamil- 

tonián. S hamiltoniány volné částice jsme se setkali v prvních dvou příkladech. 

Probereme další dva případy jednoduchých jednorozměrných systémů. 

15.2.5 Příklad (lineární harmonický oscilátor): Vezmeme opět s= IŽ(R) 

a vyšetříme operátor 

H: (HyyWy) = — w() + v'y), (15) 

D(H) = ( 59F: , w absolutně spojité, Jl—— yw(y) + pPylyyjdy < ©), 

k 

který je až na rozměrový faktor +ho roven hamiltoniánu lineárního harmonického 

oscilátoru formálně danému výrazem 

Ho z-- —t+-měx, (16) 

pokud položíme y = (mo/ky'?x. Podle důsledku 8.5.14 je H samosdružený 

operátor; ukážeme, že platí H = P* + 0". Lehko nahlédneme platnost vztahu 

P* + ? c H. K ověření opačné inkluze vyjdeme z toho, že (R) je invariantním
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podprostorem obou operátorů P* a 0* přičemž pro všechna p E SR) platí 459 
rovnost [B O"]y = - inO0"7'y. Odtud plyne 

J(PÓ+ O =(P+ oýPy )= 

= ((P*+ 0) + 2PO?P + [P]B 0] ) = 
= |Přejř + jořyj? + 2|j0Py|? — zjvj?, 

takže platí nerovnost 

J(Př+ Oy|? + 2 vP z |Přejř + jořeyje. (17) 
Dále je dobře známo, že Hermiteovy funkce v D(H) ? HW(R) definované 
vztahy (4.3.4) jsou vlastními vektory operátoru H; protože tvoří ortonormální bázi 
v ZŽ(R), je HR) v podstatě samosdružený (viz příklad 7.2.2). Proto ke 
každému gp€ D(HIAR)) = D(H) existuje podle tvrzení 3.4.11 posloupnost 
() C HR) taková, že g,> g a Hy, - Hop. Pro tato g, platí 

Hop,„= (P+ O)v,, (18) 
takže nerovnost (17) lze přepsat do tvaru 

|H — pu)|Iř + A — orll S P00 — v )N + 109 — o |* (19) 
Vidíme, že posloupnosti [P*gp) a [O*w ] jsou cauchyovské; z uzavřenosti obou 
operátorů potom plyne Přp, > Př a OPe,-> Ooy, tj. gpe D(P) n D(0 
a ze vztahu (18) rovnost Hg = Pe + 0Ogp, což bylo třeba dokázat. 

15.2.6 Příklad (pravoúhlá potenciální jáma): Uvažujme opět X = [(R), na 
němž je tentokrát dán operátor 

H: (Hy)ex) = — y(x) + wx)wx) (20a) 
s definičním oborem D(H) = D(P*), přičemž funkce v je tvaru 

v(x) := — Voxj- ag (x) (20b) 

pro daná kladná W;, a. Operátor násobení funkcí v je podle příkladu 9.4.5 totožný 
s operátorem V:= w(0). Tento operátor je pro funkci (20b) omezený, 
| W] = Vo,; proto můžeme psát H= P*?+ YV. Dále V je hermitovský, takže 
H je samosdružený. Až na faktor A/2m je operátor (20) totožný s hamiltoniánem 
částice interagující s potenciálem tvaru pravoúhlé jámy; operátory T = Pav 
odpovídají její kinetické, resp. potenciální energii. 

ZŽ omezenosti operátoru V dále vyplývá, že H je zdola omezený, tj. že existuje 
c € R takové, že
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(w, Hy) = c|y|* pro všechna: $w€ D(M. (21) 

V našem konkrétním případě se snadno přesvědčíme, že c ž — M; odtud podle 

důsledku 7.3.6 vyplývá inkluze o(H)C [— K, %). Vyšetříme nyní spektrum 

operátoru H podrobněji. Bodové spektrum je dobře známo: vlastní hodnoty leží 

v intervalu (— W 0), mají jednotkovou násobnost a je jich konečný počet. Zavede- 

me-li pro E €(— W;,0) veličiny k=(E+ y a x= (— Ey, pak vlastní 

hodnoty E£, = — x; jsou dány řešeními rovnic 

katg(ka) = xa, kactg(ka) = — xa; 

konvenčně je číslujeme počínajíce nejmenší, : E, < E„+), N = 1,2,.... Jim 

odpovídající jednotkové vlastní vektory jsou 

nn 
C„sin(k„x—í) ]x] S a 

: Polx) = (22) 

NT 
CG(sg x)"** sin (k„a — —2—) ole—7i) ,,, |x|Z a, 

kde normovací faktor C, = [x,/(1 + ax,)|'%. Vlastních hodnot je právě N, kde 

N je určeno nerovnostmi (N — 1)a < 2A(Vďy? S Nn. 

Připomeňme, že vlastní hodnoty hledáme tak, že „sešíváme“ řešení příslušných 

diferenciálních rovnic v intervalech (— %, — a), (— 4, a), (a, %) tak, aby výsledná 

funkce byla kvadraticky integrabilní a spojitá i se svou první derivací v bodech 

x = A a. Jinými slovy, mezi kandidáty na roli vlastního vektoru vybíráme ty 

funkce, které patří do definičního oboru operátoru H. Podobně se lze přesvědčit, 

že žádná vlastní hodnota neleží mimo interval (— W 0). 

Protože mají vlastní hodnoty konečnou násobnost a nemají hromadný bod, 

ostatní body spektra patří do a.„(H). Poměrně snadno lze ukázat, že do spektra 

patří všechny body ležící nad „břehem' jámy, tj. o(H) 2 R" (cvičení 8). 

Obtížnější je ověřit přímo, že body intevalu [ — W, 0) s výjimkou vlastních hodnot 

nepatří do spektra; k tomu je nutné sestrojit rezolventu a dokázat její omezenost. 

Tomu se lze vyhnout tím, že užijeme výsledku z komentáře k $ 10.4: z příkladu 1 

víme, že o„(P?) = R*, proto platí 

o(H) = 0(H S R*, (23) 

pokud je operátor V relativně kompaktní vůči P?. Abychom to mohli ověřit, 

potřebujeme následující integrální vyjádření rezolventy operátoru P? (cvičení 10): 

pro x >0 platí
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(Př+ ZD 7y)0x) = f KAx yyyy) dy, (Z4a) 
R 

Kdx, y) = š—xe_x'ry'. (24b) 

Operátory V a (Př+ 1) " jsou omezené, proto je omezený i oýerátor 
V(P* + *1)"" a je definován na celém ; je to integrální operátor s jádrem 
v(x) K(x, y). Integrál 

|( |K (% |* dx dy = Šá |vj? 
R2 

je podle předpokladu konečný, proto je operátor: V(P* + x*/) 7' Hilbertův- 
Schmidtův, a tedy kompaktní; tím je rovnost (23) dokázána. 

  15.3 SMÍŠENÉ STAVY 

Stavy kvantových systémů jsme v $ 15.1 ztotožnili s paprsky ve stavovém prostoru. 

Toto pojetí není vždy dostatečně obecné, proto je účelné pojem stavu rozšířit. 

15.3.1. Příklad: Předpokládejme, že elektron, jehož spinový stav je dán vektorem 

x d prochází Sternovým-Gerlachovým přístrojem nastaveným ve směru j-té 
osy doplněným magnetickým kolimátorem. Ostatní dynamické proměnné elektro- 

nu přitom zanedbáváme stejně jako skutečnost, že přístrojem fakticky procházejí 

atomy vodíku, a ne samotné elektrony. Z příkladu 15.1.3 víme, že jeden z detekto- 

rů D, zaznamená puls, a to s pravděpodobností w = | Zíy|?. Z kolimátoru 
tedy vycházejí elektrony v jednom ze stavů g, := EWy/|Efy||. Předpokládej- 
me, že na nich budeme dále měřit např. k-tou složku spinu. Takové měření 
můžeme uskutečnit různými způsoby: 

(a) vybereme si elektrony, pro jejichž j-tou složku spinu jsme dostali např. hodno- 

tu +3, zatímco elektrony ve stavu g.. propustíme bez povšimnutí. Pravděpodob- 

nost naměření hodnoty (a/2), kde a = +1, je potom rovna 

w — 

2 

Budeme-li naopak propouštět bez povšimnutí elektrony ve stavu , dostaneme 
výsledek (a/2) s pravděpodobností 

> Šk Š0+) = WŠÍ) = (v+4, Eíf)%)- 
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5 ť w = (g-, E9-), 

  

2 Sk) (p—) 

(b) můžeme ovšem také přestat mezi elektrony rozlišovat a měřit $, na každém 

elektronu, který prošel prvním přístrojem. V tomto případě je pravděpodobnost 

naměření hodnoty (a/2) rovna součtu w = w„wp) + ww) tj. 

w.= wi(9,, EWg) + w-(9-, EWgp-). 

Vektory g a g.. tvoří ortonormální bázi prostoru Jí, proto jde posledně uvedený 

výraz zapsat ve tvaru 

w = T(EWW), (1) 

kde W:= w„EW 4+ w.EWC). Povšimněme si toho, že operátor W je pozitivní 

a má jednotkovou stopu, tj. že je to statistický operátor. Podstatné je to, že 

pravděpodobnost w „ můžeme vypočítat bez detailní znalosti toho, který elektron 

byl ve stavu g a který ve stavu g..; stačí vědět, že každý elektron je v některém 

z těchto stavů, spolu s pravděpodobností, že tato možnost nastane. 

15.3.2 Poznámka: Měření popsané v části (b) se samozřejmě liší od případu, kdy 

detektory nejsou zapojeny: tehdy je stav elektronu po průchodu přístrojem popsán 

opět vektorem x. Rozdíl mezi oběma situacemi je experimentálně snadno ověřitel- 

ný: je-li např. j = 3 a k=1, a elektron je před prvním měřením ve stavu x 

takovém, že S„x = sx, pak w,= s, kdežto w((a/2), 5,; x) = da. 

V reálných experimentech jsou měření typu (b) natolik častá, že je účelné 

zobecnit pro ně pojem stavu. Stavům v dosavadním smyslu, jimž odpovídají 

paprsky v Hilbertově prostoru, budeme říkat čisté. Obecněji budeme stavu systé- 

mu přiřazovat nějaký statistický operátor: W = > w;E; a interpretovat jej tak, že 

daný systém je s pravděpodobností w; v čistém ;tavu d, = E,W. Je zřejmé, že 

čisté stavy jsou speciálním případem obecnější definice a odpovídají situaci, kdy 

některé w; je rovno jedné. Ostatním stavům, pro něž jsou všechna w; < 1, říkáme 

smíšené. Pro takto zobecněnou definici stavu můžeme postulát (g1l-b) z $ 15.1 

zobecnit následujícím způsobemi: 

(g1-b) každému stavu odpovídá nějaký statistický operátor (matice hustoty) W na 

stavovém prostoru HF 

Odtud a ze zavedení smíšeného stavu vyplývá: 

(g2-b) pravděpodobnost toho, že na systému ve stavu W naměříme hodnotu 

pozorovatelné A ležící v borelovské množině 4 C R, je rovna



15.3 SMÍŠENÉ STAVY 

w(A, A; W) = T(E (4)W), (2) 

proto tímto předpokladem nahradíme v následujícím postulát (g2-b) z $ 15.1. 
Je zřejmé, že je-li W čistý stav, tj. W = E,, kde E, je projektor generovany 

jednotkovým vektorem g), je Tr E,(d)W = (9, E A(A)(p) = |E.(do||“ a vztah 
(2) přechází v relaci (15.1.3). 

Smíšené stavy mají velký praktický význam. Víme, že pravděpodobnostní před- 
povědi kvantové teorie lze ověřovat jedině tím, že příslušné měření provedeme na 
velkém počtu identických kopií daného systému. Ve skutečném experimentu je 
ovšem obvykle technicky nemožné dosáhnout toho, aby všechny prvky takového 
souboru byly v daném čistém stavu; často však jako důsledek předcházející přípra- 
vy víme, že jednotlivé exempláře jsou v některých stavech ze známé množiny 
a známe též pravděpodobnosti, se kterými se v těchto stavech nacházejí. Potom je 
užitečné předpokládat, že jsou všechny v tomtéž smíšeném stavu popsaném vhod- 
ným statistickým operátorem. 

15.3.3. Příklad (polarizační matice hustoty): Najdeme obecný tvar statistického 
operátoru na prostoru W = C*. Libovolný hermitovský operátor na W lze 
reprezentovat jako reálnou lineární kombinaci matic 7, 0;, G:, 0,. Z podmínky 
Ir W = 1 plyne 

=Š(I+ č.o), (3) 

3 

kde £5.0= zlšl-aj, š; 6 R, neboť Tro = 0. Dále musí být operátor W ;< 
pozitivní. Jeho vlastní hodnoty najdeme snadno, w = 1(1 + jé|), | kde 

3 

jš] = () 5/)'*; to znamená, že W je statistický operátor právě tehdy, když 
j=1 

|š] S 1. Najdeme dále střední hodnotu výsledků měření j-té složky spinu. Jedno- 
duchým výpočtem zjistíme, že 

(w = T(WS) — j5 4) 
Vektor č, obvykle nazývaný polarizací, má tudíž význam dvojnásobku střední 
hodnoty spinu. Maticí hustoty W Ize popisovat např. spinový stav elektronů 
v určitém souboru, třeba svazku produkovaném urychlovačem. Je-li |š] = 1, platí 
W = W, tj. stay W je čistý (cvičení 11). Opačným extrémem je případ, kdy 
č = 0; potom W= I a všechny výsledky spinových měření jsou stejně 
pravděpodobné. Takovato matice hustoty popisuje spinové stavy elektronů v nepo- 
larizovaném svazku. 

Vraťme se nyní k postulátům, které jsme zformulovali výše. Abychom je mohli 
přijmout, musíme se přesvědčit, že vztah (2) skutečně zadává pravděpodobnostní 
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míru na . Současně bychom rádi odvodili vyjádření pro střední hodnoty, jež by 

bylo zobecněním vztahu (15.1.4) pro případ smíšených stavů, podobně jako jsme 

to udělali v předcházejícím příkladu. To je obsahem následující věty. 

15.3.4 Věta: Nechť A je samosdružený a W je statistický operátor na $ 

(a) Zobrazení w(., A; W) definované vztahem (2) na o-algebře £ je pravděpo- 

dobnostní míra, která je totožná s Lebesgue-Stieltjesovou mírou u generovanou 

funkcí 

A > F := T(E W). (5) 

(b) Pro střední hodnotu výsledků měření pozorovatelné A platí 

(A)y = Ja duý(2) = Tr(AW) = T((WA), (6a) 

pokud pravá strana má smysl, tj. pokud AWE.A. 

15.3.5 Poznámka: Integrály podle uvedené míry se často pro názornost zapisují 

tak, že místo d píšeme d Tr( F W); jako příklad uveďme integrální vyjádření 

střední hodnoty (6a), 

(A = JAdTr(EaA>W), (7) 
R 

jež plyne z tvrzení (a). Pravá strana této rovnosti může existovat i v některých 

případech, kdy Tr(AW) nemá smysl. Je-li např.. W= E,„, pak Tr(A Ww) = 

= (y, Áy) existuje pro w € D(A), kdežto pro existenci integrálu v (7) stačí 

we D(A?). 
Důkaz: (a) Podle věty 6.4.2 je E„,(4)W e./,, takže pravá strana vztahu (2) má 

smysl. Spektrální rozklad operátoru W má tvar 

dim J 

W= ŽI w,E, = *w,E;, (8) 
J7 J 

kde E jsou jednorozměrné projektory odpovídající jednotkovým vlastním vekto- 

rům g operátoru W, přičemž Wg, = wg j= 1,2,.... Pro množinovou funkci 

w(., A; W) definovanou vztahem (2) pak platí 

wW4AW=zwN=>Yww(d)51, AZ (9) 

kde „; je pravděpodobnostní míra odpovídající čistému stavu g Ú. 

d) = (g,, E„(d)g;). Z vlastností těchto měr ihned plyne, že w(W) =0
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a w(R) = 1. Zbývá ověřit o-aditivitu. Vezměme disjunktní sjednocení borelov- 

ských množin 4 = |) A; formule (9) dává 
k=1 

wW4) = Pw Y 4) = 2wCu(40). 
Na pravé straně je konvergentní dvojnásobná řada s nezápornými členy, proto 
můžeme zaměnit pořadí sčítání (viz např. [Fi], $ XI.5). Pomocí (8) pak dostáváme 

w(4) = š(zwf%'(Ak)) = ;W(Ak)- 

Tím jsme ověřili, že vztah (2) definuje pravděpodobnostní míru na Z. K dokon- 
čení důkazu tvrzení (a) nejprve ověříme, že funkce (5), která je zjevně neklesající 
a omezená, je zprava spojitá. Pro libovolná reálná 2 a «, « > 2, platí 

VWuw)- f W(2) = ij(%: |E — BD w). 

Řada vpravo má konvergentní majorantu 2,w; nezávislou na , takže můžeme 
7 

provést limitu w > A* po členech; z vlastností projektorové míry pak plyne 
lim f9w) = FfWWa). Ze vztahů (2), (5) a (A.4.13) dále zjistíme, že 
poůt 

$() = w(J) pro každý interval J C R. Podle důsledku A.4.7 potom platí 
„() = w(4) pro každou borelovskou množinu A C R, což jsme potřebovali 
dokázat. 

(b) Operátor A je samosdružený a W hermitovský, takže (WA)* = A*w* = 
= AW.  Jelikož / je *-ideál v P(), patří WA = (WA)** - do 6 
a 1n(WA) = Mm(WA)* = Tr(4W).  Dále užijeme rozkladu (8). Operátor 
AW e./, je definovaný na celém .%, takže g;€ D(A) pokud w > 0. Veličina 

  

TAW) = 2(9, AWop)= > w Ag) 
(j:w, >0) 

je reálná; tím je dokázána druhá rovnost v (6a). 
K ověření první rovnosti stačí zřejmě ukázat, že z podmínky AWeE./; plyne 

existence integrálů  (idduý a rovnost 
RI 

+ f id d = Í |x| duf(x) = + T(E„(R*)AW). (10) 
RÍ Ri 

Nechť (s,j je neklesající posloupnost nezáporných jednoduchých funkcí na R* 
splňující vztahy lim s,(x) = x pro všechna xe R* a 

465



466 

15 STAVY A POZOROVATELNÉ 

iddný? = lim > s, dnf? 
A n> ©» R 

(viz poznámku (b) k větě A.6.4). Pro jednoduchou funkci s = zCiXA, z tvrzení 

(a), formulí (9.3.2b) a (8) plyne / 

s dý = Yc Tr(E„(4)W) = Tr(s(A)W) = 2wkp, «A)o), 

takže 

no Dj 

R+ 

Víme, že pro w *0 patří g; do D(A), což implikuje existenci integrálu 

fid du; = (g,, E „(R*)Agp,), přičemž z nerovnosti s, S id plyne pro všechna 
Q+ 

naj: 

(w;: E„(R*)Ag;) Z (v;, s„(A)g,) = an du;. (12) 

R+ 

Podle Leviho věty platí : lim (g;, s„(A)g;) = (9;, E „(R*)A4gpj) a současně ze 
no o 

vztahu (12) vidíme, že nekonečná řada na pravé straně (11) má konvergentní 

majorantu nezávislou na m. Limitní přechod můžeme proto opět provést po 

členech, čímž získáme vztah (10) pro horní znaménko; pro dolní znaménko je 

postup stejný. N 

Z postulátu (g3) vyplývá jednoduše, v jakém stavu se nachází systém po měření, 

byl-li předtím ve stavu W. Výsledky zformulujeme opět pro ano-ne experiment 

E„(4); k jeho obecnější podobě se vrátíme v $ 15.5: 

(g3) nechť systém před měřením je ve stavu W. Je-li výsledek experimentu kladný 

(naměřená hodnota veličiny A leží v množině A), pak stav systému po měření je 

popsán statistickým operátorem 

j = EANWEA 
THE(A)W) — 

O stavu W můžeme mluvit pouze tehdy, je-li pravděpodobnost w(A, A; W) 

nenulová; v tomto případě má definiční výraz smysl a W je opčt statistický 

operátor (cvičení 12). Také důsledek předpokladu (g3), který jsme uvedli vý$15.1, 

zůstává v platnosti: při bezprostředně následujícím opakování ano-ne experimentu 

E„(4) dostaneme s jistotou týž výsledek jako při prvním měření.
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Postulát (g1-b) neříká nic o tom, zda každému paprsku ve stavovém prostoru H 
odpovídá nějaký stav systému. Podobně se můžeme ptát, zda každému samosdru- 
ženému operátoru na .* odpovídá nějaká pozorovatelná. Odpověď je v obou 
případech obecně záporná: 

15.4.1 Příklad: Proton a neutron Ize chápat jako dva izotopické stavy jediné 
částice — nukleonu. Stavovým prostorem je v tomto případě % = C*. Budeme-li 
pro jednoduchost předpokládat, že elementární náboj e = 1, pak operátor náboje 
na JSfi je reprezentován maticí O = j(o; + 7), přičemž vlastní vektory 
W 0Y, = v resp. w,: Oy, = 0 popisují protonový, resp. neutronový stav 
nukleonu. 

Až potud je popis izospinových stavů podobný příkladu 15.1.3. Mezi oběma 
případy však existuje podstatný rozdíl: z experimentální zkušenosti víme, že 
(a) žádný stav není superpozicí neutronového a protonového stavu nukleonu, 
neboli jinými slovy vektoru: y = ay, + fy, pro nenulová a, f neodpovídá 
žádný realizovatelný stav nukleonu, 

(b) libovolná pozorovatelná A komutuje s operátorem 0 = ( Š 3), a lze ji tedy 

vyjádřit ve tvaru A = 1„BW) + 2 EW), kde B) = 1— E) = O. 
Druhé tvrzení je přitom důsledkem prvního. Kdyby existovala pozorovatelná 
B = u„ E, + uE nekomutující s O, potom s © nemohou komutovat ani jedno- 
rozměrné spektrální projektory E;. Po měření pozorovatelné 8 by se nukleon 
podle postulátu (g3) ocitl ve stavu popisovaném jedním z vlastních vektorů 
operátoru B; ty ale neleží v podprostorech E*%. 

Uvažujeme nyní obecný kvantový systém se stavovým prostorem W. Z příkladu 
je vidět, že v W mohou existovat jednotkové vektory, jimž neodpovídá žádný stav 
systému. Označíme symbolem / množinu těch vektorů, jimž stavy odpovídají. Bez 
újmy na obecnosti lze předpokládat, že F je totální v /. To plyne z postulátu (g3), 
podle nějž pro libovolnou pozorovatelnou A a množinu 1E je £ „(d)F c F, 
a tedy také E„(4)%45 C Hy, kde Jp:= Fig. Nechť E) je projektor na podpro- 
tor JFr; pro každé y €.31 patří vektor E(E„ do , tj. £ z( MNE,y = 
= E,E„(d)E„y. Odtud dostáváme E,(4)E, = E„E,(4) a z věty 10.3.2b pak 
plyne, že pozorovatelná A je redukována podprostorem %. Z postulátu (g2-b) 
je zřejmé, že o části operátoru A v ; nemůžeme experimentálně nic zjistit, pro- 
tože všechny vektory odpovídající realizovatelným stavům leží v %. Budeme-li 
tedy předpokládat, že F je totální množina, tj. že W = , neztrácíme žádnou 
informaci o systému. 

Podmožinu M c F nazveme koherentní, pokud neexistují neprázdné ortogo- 
nální množiny M,, M;takové, že M = M, v M;; jestliže navíc M není podmno- 
žinou žádné jiné koherentní množiny, říkáme, že M je maximální koherentní 
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množina. Podprostor M;„ generovaný maximální koherentní množinou M nazve- 

me koherentním podprostorem. 

15.4.2 Tvrzení: Ve stavovém Hilbertově prostoru S existuje systém navzájem 

ortogonálních koherentních podprostorů (W,: a € J) takový, že 

H= V (1) 
atcJ/ 

Důkaz: Vzhledem k tomu, že množina F je podle předpokladu totální, stačí najít 

rozklad: F = U A, kde (Fj je systém navzájem ortogonálních maximálních 

a] 

koherentních množin. Formule (1) pak platí pro J := (Fo)in; t0 plyne z inkluzí 

FC Y9 %W,CMW a podmínky F = (0). 
asJ 

K získání uvedeného rozkladu zavedeme na F následující relaci ekvivalence: 

g - , pokud existuje koherentní množina M c F, jež vektory g a ' obsahuje. 

Reflexivita a symetričnost této relace jsou zřejmé, stačí tedy ověřit tranzitivitu. Je-li 

g - w a - x existují koherentní množiny M,, M; takové, že g, w€ M,; 

a w, x s M,. Kdyby M:= M, v M, nebyla koherentní, mohli bychom ji vyjádřit 

jako sjednocení neprázdných ortogonálních množin M, M;. Předpokládejme 

např.  w6 N,, takže MON je neprázdná. Současně je ortogonální 

k M, o N;, a protože M, = (M, n N;) v (M, o N.) je koherentní, musí být 

M, o N, = W). Koherence množiny M; podobně implikuje M; © N = , takže 

celkem N, = (M, o N) v (M; 0 N) = Ú, proto platí g > x. Množinu tříd 

ekvivalence označíme (F: a€J). 

Ukážeme, že množiny F, jsou navzájem ortogonální. Jsou-li vektory g, e F 

neortogonální, je dvoubodová množina (g, ) koherentní, tj. g > Y). Patří-li tedy 

vektory , w do různých tříd ekvivalence, musí být ortogonální. Ověříme dále, že 

F, jsou vesměs maximální koherentní množiny. Předpokládejme, že existují ne- 

prázdné množiny G,, G„takové,že G, 1 G„ F,= G, v G,, anechť gpe G,, 

d E G,. Jelikož g - g, musí existovat koherentní množina M, která oba tyto 

vektory obsahuje; to je však ve sporu S rozkladem | M= MnoF= 

=|U (HO F)j]V(MO G) vV(MN G.„), v němž všechny množiny jsou 
fřa 

vzájemně ortogonální a alespoň poslední dvě jsou neprázdné. Každá množina F 

je tedy koherentní. Nechť dále N2 F, je koherentní množina; potom 

N= N v F, kde N,:= | (N Fg). Z ortogonality systému (:: a € J) 
ÉBřa 

plyne N, 1 F, a protože N je koherentní, musí N,=W$, tj. N= F; Fije 

proto maximální koherentní množina. 

15.4.3 Poznámky: (a) Jestliže J je separabilní, je indexová množina J nejvýše 

spočetná. í
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(b) Každý vektor ) € F patří právě do jednoho z podprostorů .%,; jestliže tedy 
nějaké g €.)? má nenulové projekce alespoň do dvou podprostorů /,, není stav 
g fyzikálně realizovatelný. 

Z tvrzení 2 neplyne nic o tom, které vektory uvnitř daného koherentního 
podprostoru odpovídají fyzikálně realizovatelným stavům. Ve shodě s experimen- 
tální zkušeností předpokládáme, že množiny F, jsou podprostory v ; z důvodů 
jednoduchosti budeme předpokládat více, totiž že množiny £, jsou uzavřené, 

M=N,DF=F,, aeJ. (2) 

K diskusi tohoto předpokladu se vrátíme v závěru paragrafu. O systému budeme 
říkat, že je koherentní, je-li jeho stavový prostor koherentní, tj. platí-li w = E 

15.4.4 Poznámka: Zatím jsme mluvili o realizovatelných čistých stavech. Uvažuj- 
me smíšený stav popsaný statistickým operátorem W. Projektory E; ve spektrálním 
rozkladu (15.3.8) odpovídají čistým stavům; má-li být tedy stav W realizovatelný, 
musí příslušné paprsky ležet v některém z koherentních podprostorů. Z předpo- 
kladu (2) plyne i opačné tvrzení: je-li W redukován všemi koherentními podpros- 
tory, pak každý čistý stav zastoupený ve směsi je realizovatelný. Dohromady tedy 
platí, že statistický operátor W popisuje realizovatelný stav systému právě tehdy, 
když je redukován všemi koherentními podprostory. 

Symbolem ' označíme množinu všech pozorovatelných daného systému. Důle- 
žitou podmnožinu v ní tvoří omezené pozorovatelné popisované hermitovskými 
operátory v Ř(W); označíme ji G,. Dále bude pro nás důležitá W*-algebra 

= () generovaná omezenými pozorovatelnými, o níž budeme stručně 
mluvit jako o algebře pozorovatelných daného systému. Přitom musíme mít na 
paměti, že ne každý prvek algebry W odpovídá pozorovatelné. 

15.4.5 Věta: Nechť pro stavový prostor S platí rozklad (1). Je-li splněn předpo- 
klad (2), potom 

(a) algebra pozorovatelných je redukována všemi koherentními podprostory; 
v případě nejvýše spočetné množiny / lze tedy psát 

AC N AR(H), () 
a€J 

(b) je-li jedna z množin £, G,, resp. W ireducibilní, pak také ostatní jsou ireducibil- 
ní; v takovém případě je systém koherentní. 

Důkaz: (a) Podle tvrzení 13.1.8 stačí k ověření tvrzení (a) dokázat, že každý 
projektor E €.9/ je redukován všemi projektory £, odpovídajícími koherentním 
podprostorům. Předpokládejme, že existuje E € W a a € J takové, že E nekomu- 
tuje s E,„; potom lze zvolit jednotkový vektor 6 takový, že E„Ey 
a (7 — E„)Ey jsou nenulové. Abychom toto tvrzení dokázali, předpokládejme 
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nejprve (7 — E„)Egp = 0 pro všechna g €,. Potom platí (7 — E)jEE, =0 

a současně E„E(I — E) = ((I— EyEE y = 0, t j. EE,= E„EE, = E,„E; 

projektory E, E, však podle předpokladu nekomutují. Existuje tedy jednotkový 

vektor: p 6.MW, takový, že (7 — EEg * 0. Kdyby bylo E,Ey = 0, pak 

(I— EyEy = Eyp, tj. EyweMW;. V takovém případě by však | Evy||? = 

= (y, Ew) = 0, což je ve sporu se vztahem (7 — EJEy 7 O0. 

Vektoru ) odpovídá podle předpokladu (2) realizovatelný stav a projektor 

E patří do algebry pozorovatelných. Pravděpodobnost kladného výsledku v ano- 

-ne experimentu E je rovna |Ew|* * 0; stav systému po měření je v takovém 

případě popsán vektorem ' = Ey/|Ew||. Tento vektor má však nenulové 

ortogonální projekce jak v A,, tak i v , proto mu nemůže odpovídat žádný 

stav systému. 

(b) Dokážeme nejprve, že je-li kterákoli z množin , G,, W ireducibilní, jsou 

i zbývající dvě ireducibilní. Z výsledku cvičení 13.4 plyne W = b tYj. S =6. 

V $8 15.1 jsme řekli, že měření libovolné pozorovatelné je ekvivalentní souboru 

ano-ne experimentů , := (E„(4): 46.2), takže A6 je ekvivalentní 

£, C £,. V terminologii $ 14.1 to lze vyjádřit jako rovnost A, = f takže z tvrzení 

14.1.2d plyne 

PZ6 = (4) 

požadovaný výsledek pak dostaneme z Schurova lemmatu. J sou-li uvedené množi- 

ny ireducibilní, platí 8' = C(wW), a tedy A = d = H(H), což podle tvrzení 

(a) znamená, že systém je koherentní. I 

Závěr vyjadřovaný rovností (4) se nevztahuje jen na omezené pozorovatelné: 

z ekvivalence pozorovatelné A se souborermů , a věty 10.3.2 plyne 

15.4.6 Důsledek: Každý samosdružený operátor odpovídající nějaké pozorovatel- 

né je redukován všemi koherentními podprostory. 

Tvrzení (b) věty se hodí k praktickému zjišťování, zda daný systém je koherentní. 

Najdeme-li operátory reprezentujícími pozorovatelné podmnožinu, jež je ireduci- 

bilní, pak množina £' je sama také ireducibilní a systém je koherentní. 

15.4.7 Příklad (částice na přímce): Stačí vzít operátory souřadnice a impulsu. 

Množina (0, P) C £ je podle příkladu 14.3.8 ireducibilní, takže „Jednorozměr- 

ná“ částice představuje koherentní systém a A = B(UŽR)). 

15.4.8 Příklad (soustava bezspinových částic): Vezměme nyní operátory ©,, B, 

j= 1,...,m, na FX(R") - viz příklad 15.2.3 a poznámku 15.2.4b. Užijeme tvrzení 

věty 14.3.9, jež lze snadno zobecnit na případ z-násobného tenzorového součinu. 

Z definice operátorů ©);, P, a toho, že množina (0, P) je ireducibilní v ZŽ(kR), 

plyne, že množina (0 ,,..., O,„, P,..., P) je ireducibilní v IŽ(R"). Odpovídající
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systém, např. soustava M bezspinových částic pro s = 3N, je tedy koherentní 
a = R(L(R). 

Omezení na množinu přípustných stavů, jež pro nekoherentní systémy předsta- 
vuje rozklad (1), se říká superselekční pravidla. Zpravidla je zadáváme pomocí 
konkrétních pozorovatelných, o nichž se někdy mluví jako o superselekčních 
operátorech. Takovou pozorovatelnou je třeba elektrický náboj, jak jsme připom- 
něli v příkladu 1; jinými příklady jsou baryonové číslo a celočíselnost, resp. 
poločíselnost spinu. Superselekční operátory jsou obvykle tvaru 

A= Y1,E, (5) 
aeJ 

tj. mají čístě bodové spektrum a odpovídající vlastní podprostory jsou koherentní 
podprostory ,. Všechny takovéto operátory vzájemně komutují; o této skuteč- 
nosti se zpravidla mluví jako o komutativitě superselekčních pravidel. 

Vraťme se nyní k předpokladu (2) o uzavřenosti množiny stavů. Chceme-li jej 
přijmout, musíme se vyrovnat se skutečností, že pro některé stavy nemusí mít smysl 
střední hodnoty důležitých pozorovatelných, jako je např. energie. 

Střední hodnota energie existuje např. pro všechny čisté stavy dovolené superse- 
lekčními pravidly, jež jsou reprezentovány vektory z D(H) a obecněji pro stavy W, 
pro který integrál : [|A| d Tr((Ef9W) konverguje (viz poznámku 15.3.5). 

R 

Mohli bychom tedy nahradit (2) předpokladem, že fyzikálně realizovatelným 
(čistým) stavům odpovídá hustá podmnožina F = W 0 D(H“) v každém 
z koherentních podprostorů. V takovém případě bychom se však museli ptát, zda 
nemáme po „skutečných“ stavech požadovat také konečnost středních hodnot 
jiných význačných pozorovatelných jako souřadnic, impulsů apod. Naštěstí se 
ukazuje, že rozdíl mezi takovýmito předpoklady a předpokladem (2) nemá měřitel- 
né důsledky. Důvodem je to, že experimentálně zjišťujeme pouze pravděpodobnos- 
ti (15.3.2), a nikoli přímo střední hodnoty; konvergence integrálů typu (15.3.7) je 
tedy záležitostí naší extrapolace. 
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Jak již víme, důsledkem měření provedeného na kvantovém systému je změna 
stavu. Provedeme-li tedy postupně několik měření, výsledek může záviset na jejich 
pořadí. 

V některých případech však na pořadí měření nezáleží. Budeme říkat, že 
pozorovatelné A ,, A, jsou kompatibilní, jestliže pro každý stav W daného systému 
a libovolné borelovské množiny A, A c R platí 

W(A:, A; 4,, A; W) = w4,, A; d, A; W). (1a) 
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O pozorovatelných A;, kde S probíhá libovolnou indexovou množinu /, říkáme, že 

jsou kompatibilní, jsou-li vzájemně kompatibilní libovolné dvě z nich. 

15.5.1. Tvrzení: Pozorovatelné (A,;: f € A jsou kompatibilní právě tehdy, když 

jim odpovídající operátory tvoří komutativní množinu. Pro libovolnou konečnou 

podmnožinu (Ayg,.-.. Ag) platí 

W(4„; Ag -5 d, Aps W) = Am Agg>++ Az> A; W), (1b) 

kde z je jakákoli permutace množiny (1, ..., m). Kompatibilita je vlastnost reflexivní 

a symetrická, nikoli však tranzitivní. 

Důkaz: Z definice komutativní operátorové množiny je zřejmé, že stačí ověřit 

danou ekvivalenci pro dvojicíi operátorů A, , A,. Jestliže komutují, potom komutují 

i projektory E„(4,), E„(4) pro libovolné borelovské množiny A,4d C R. 

Rovnost (1a) potom plyne ze cvičení 13; podobně ověříme (1b) pro libovolnou 

konečnou množinu komutujících samosdružených operátorů. K důkazu nutné 

podmínky stačí uvažovat pouze čisté stavy W = E,. Vztah (1a) má pro ně tvar 

(v EEFEp) =(y EEEY), (2) 

kde pro stručnost píšeme E= E„(4), E = E „(zb). Rovnost (2) platí podle 

předpokladu pro všechny fyzikálně realizovatelné stavy, tj. pro každý vektor ležící 

v některém z koherentních podprostorů E„%. Projektory E, E' komutují podle 

věty 15.4.5 se všemi E,, a totéž platí pro operátor: C= EFE-— EFEEF. 

Rovnost (2) tedy znamená (E,„g, CE.g) = (9, CE,„g) = 0 pro všechna g <$ 

odkud snadno vyvodíme C = 0. Označíme dále B = EE' — E'E, pak C=0 

implikuje B*B = 0 az příkladu 5.3.3 plyne B = 0. Z předpokladu kompatibili- 

ty tedy vyplývá komutativita projektorů E„(4,), E, „(4) pro libovolné borelovské 

množiny A;, 4 C R, tj. komutaátivita operátorů A,, A;. 

Reflexivita a symetričnost jsou zřejmé ze vztahu (1a). Každá pozorovatelná je 

kompatibilní s triviální pozorovatelnou reprezentovanou jednotkovým operáto- 

rem. Kdyby tedy byla kompatibilita tranzitivní, musela by být algebra pozorovatel- 

ných abelovská; snadno najdeme příklad, že toto tvrzení neplatí. I 

15.5.2 Přiklad: Vezměme operátory ©); z příkladu 15.2.3. Podle příkladu 10.7.4 

a lemmatu 10.8.4 tyto operátory vzájemně komutují; to znamená že kartézské sou- 

řadnice jsou kompatibilní. Podobné závěry můžeme učinit také pro operátory P: 

z unitární ekvivalence (15.2.12) plyne, že kartézské složky impulsu jsou kompati- 

bilní. Kompatibilita odpovídajících pozorovatelných je experimentálně ověřený 

fakt, který nám umožňuje mluvit o měření polohy nebo impulsu dané částice; totéž 

platí pro souřadnice a impulsy v soustavě N částic (viz poznámku 15.2.4b). Naproti 

tomu kartézské souřadnice nejsou kompatibilní s odpovídajícími složkami impul-
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su, protože operátory O;, P, vzájemně nekomutují. To má závažné důsledky, jimiž 
se budeme zabývat v příští kapitole. 

Z tvrzení 9.2.6 víme, že komutujícím samosdruženým operátorům A,,..., A, 
můžeme přiřadit projektorovou míru £ takovou, že pro libovolné borelovské 
množiny A,,..., 4, C R platí 

E(A, X ... X A) = E„(A)... E„(4,). (3) 

K míře £ můžeme dále pro jakýkoli stay W definovat zobrazení B? = [0, 1] 
vztahem 

A 1A1,., A ) W):= T(E(d)W), | 1EZ0, ( 

Pro toto zobrazení lze snadno zobecnit část tvrzení věty 15.3.4a; stačí si uvědomit, 
že v příslušném důkazu jsme nikde nevyužili skutečnosti, že E „(.) je projektorová 
míra na R. 

15.5.3. Tyrzení: Pro libovolné kompatibilní pozorovatelné A,,..., A, a stav W je 
zobrazení w(.,(A,,..., A„); W) definované vztahem (4) pravděpodobnostní míra 
na R". 

Ptejme se nyní, jak souvisí tato míra s pravděpodobností toho, že výsledek 
měření pozorovatelných A,,..., A, chápaný jako n-tice čísel (2,, ..., A,) padne do 
množiny AC R". Je-li A interval v R", 4 = A X ... X A,, pak ze vztahu (3) 
a cvičení 13 plyne, že hledaná pravděpodobnost je rovna T( E() W), tj. hodnotě 
pravděpodobnostní míry (4). Současně víme, že jiná borelovská míra s touto 
vlastností neexistuje: jsou-li dvě borelovské míry shodné na intervalech v R", jsou 
podle důsledku A.4.7 shodné pro všechna A €.20. Tato úvaha motivuje přiroze- 
né zobecnění postulátů potvrzené experimentální zkušeností: 

(g2-b) pravděpodobnost toho, že výsledek současného měření kompatibilních 
pozorovatelných A;,..., A, na systému ve stavu W leží v množině 4 «) je 
rovna Tr(£(4)W), tj. vyjadřuje se vztahem (4) chápaným jako rovnost, 
(g3) stav systému po takovémto měření je (v případě kladného výsledku) popsán 
statistickým operátorem W := [Tr(E(4) W)] ""'E(4)WE(4). 

Tento postulát se týká situací, kdy nelze měření redukovat na posloupnost elemen- 
tárních aktů (zjišťování přítomnosti částice uvnitř kulového objemu nelze provést 
postupným měřením trojice souřadnic). 

15.5.4 Příklad: Operátory ©; kartézských souřadnic jsou podle předchozího 
příkladu kompatibilní. Míru E snadno najdeme: platí E(A) = x40,, AO:, Os), 
kde x, je jako obvykle charakteristická funkce množiny A, takže pomocí příkladu 
10.7.4 dostáváme 

(F(MY)0) = x0X) Wwx). (5a) 
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Speciálně pro systém v čistém stavu odtud plyne 

w410,, O Os); 4) = JÍW(X)IZ dx (5b) 

A 

pro libovolnou množinu A€ Z9 Tento výsledek představuje zobecnění vztahu 

(15.2.1); připomeňme, že sehrál historicky důležitou roli při vytváření kvantové 

mechaniky (statistická interpretace vlnové funkce — M. Born, P. Dirac, P. Jordan, 

1926). Zobecnění vztahů (5) na případ, kdy konfiguračním prostorem je R", je 

jednoduché. 

15.5.5 Příklad (částice se spinem): Spinem rozumíme jednak trojici pozorovatel- 

ných $;, j = 1,2,3, jednak číslo s = 0,5,1,5,.... Za stavový prostor částice se 

spinem se bere S = PŽ(R C**"), což obvykle vyjadřujeme vztahem 

H = LZ(RŠ) © Cls+l (6) 

(viz (4.6.5)), přičemž prostory: J = 12(R?), resp. 36 = CP*7 se připisují 

konfiguračním, resp. spinovým stavům částice. Operátory $; na %% se nejčastěji 

zadávají pomocí ortonormální báze (Xmlin = —s tvořené vlastními vektory operáto- 

ru S;: 

($; * S) Xm 7 ((s + m)y(s 3 m + 1))1/2Xmi] > 

SsXm = MXm ( 

Snadno ověříme, že operátory S; jsou hermitovské, a že pro ně platí 

[5), S] = igsjk,S„ (8a) 

= S+S+SŠS=sss+1)l,, (s8b) 

kde 7Z, je jednotkový operátor: na J. Jejich : spektra  jsou totožná, 

o(S)=(7yost+l..., s). Dynamické proměnné jako jsou poloha, impuls, 

spin apod. ovšem připisujeme částici jako celku, proto jim musí odpovídat operáto- 

ry na stavovém prostoru , Tyto operátory mají tvar 

  

o-06T, B-BOT,. $-L805. | (D 
kde j = 1,2,3 a L je jednotkový operátor na F. 

Potřebné vlastnosti operátorů (9a) získáme jednoduše z věty 10.8.2 a lemmatu 

10.8.4. Všechny jsou samosdružené a pro jejich spektra platí 

d(d )= o(P) = R, d($)=si-sostl...s). (9b)
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Vzhledem k (8a) žádné dva z operátorů Š] spolu nekomutují, ale každý z nich 
komutuje s operátory A, resp. A, k = 1,2,3. Z komutativity operátorů 0;, O 
plyne, že operátory ©;, j = 1,2,3, vzájemně komutují; stejný závěr je možno 
učinit pro /, j = 1,2, 3. Za množinu kompatibilních pozorovatelných tedy může- 
me brát jednu ze složek spinu (nebo jednu jejich reálnou lineární kombinaci) spolu 
se souřadnicemi, resp. složkami impulsu. Nejčastěji se pracuje s množinami 

L(/qs = íQNIa QZ: Q37 Š3ř > SPPS = šPNU ŘZ: P3> Š'šř * (10) 

Povšimněme si, že platí $* = 1 © $* = s(s + 1)7. Setkáváme se tak s příkla- 
dem konkrétní pozorovatelné, jež je reprezentována násobkem jednotkového ope- 
rátoru. Výsledkem měření může být v tomto případě pouze hodnota s(s + 1); to 
nám dává právo mluvit o částici se spinem s. 

15.5.6 Poznámka: Nebudeme-li chtít v dalším zdůrazňovat vztah k operátorům na 
oo resp. Jí, budeme i pro operátory na W užívat písmen ©,, P,, S ; apod. 

15.5.7 Příklad: Vraťme se nyní k otázce, jak se při měření mění stav systému. 
Předpokládejme, že na systému (ve stavu W) jsme uskutečnili z-tici kompatibilních 
ano-ne experimentů E = (E,,..., E„); výsledkem měření je tedy uspořádaná 
ntice r = (ř1,..., Fyj, kde čísla r, nabývají hodnot 0,1. Abychom mohli vyjádřit 
pravděpodobnosti w(») = w(» E; W), zavedeme projektory 

E() := [T(Ejdr, + (1 — EJdn,). (11a) 
je1 

Zjevně platí F()E(r) = 0 pro r r, a dále 

>, K(n) = I, (11b) 
reM 

kde se sčítá přes množinu M všech 2" různých n-tic r. Zatím nejde o nic jiného než 
o speciální případ konstrukce míry (3); jejím nosičem je zde množina M. Pro 
hledanou pravděpodobnost platí w(7) = Tr(£(7) W) a stav po měření je popsán 
statistickým | operátorem E() WE(1)/w(»). 

Předpokládejme nyní, že z výsledku měření jsme zaregistrovali jenom část, tj. že 
nerozlišujeme stavy z podmnožiny M., C M. Příklady: 
(i) zaregistrujeme jenom výsledek A experimentu £,, pak Mo lrr =ř), 
(ii) pokud jsme si zapamatovali, že výsledek obsahoval k jedniček, pak Me = 
zírr,+...Rr,=sk, 

(iii) pokud jsme výsledek zaregistrovali úplně, pak Mo sestává zZ jediné n-tice. 
Jestliže jsme naopak nezaregistrovali nic, platí M. = M. 

Stav systému po takovém měření je směsí stavů: E() WE(1/w(r) pro všechna 
r MĚ, s vahami w(7), tj. 
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W =N > E(nWEr), (12a) 
rEMrez 

kde normalizační faktor je dán vztahem  N'= Y w(r) = T(E(Mu)W); 
r Mreg 

z ortogonality projektorů E(7) plyne, že : E(Mg) := >, E(m) je projektor. 
r€Mrez 

Speciálně po měření, v němž nezaregistrujeme nic, je stav popsán operátorem 

Wy:= Y E(OWE(/). Snadno se přesvědčíme, že platí 
rEM 

w = E(Mo)WyE(Mwo) 
(12b) 

Tr(E(Mre;) Wry) 

To znamená, že uvažované měření můžeme také chápat jako složené ze dvou 

operací: nejprve necháme systém projít měřicím přístrojem, aniž bychom zaregi- 

strovali výsledky, a poté provedeme ano-ne experiment E(Mu,). Poznamenejme 

ještě, že získané závěry se zjednoduší, jsou-li ano-ne experimenty E,,..., E„ 

disjunktní (cvičení 15—17). 

Důležitou vlastností kompatibilních pozorovatelných je to, že mezi nimi lze 

zavádět funkcionální vztahy. Podívejme se na tuto záležitost podrobněji. V klasické 

fyzice je význam funkcionální závislosti mezi dynamickými proměnnými jasný: 

vztah b = f(a,,..., a,) znamená, že nabývají-li veličiny a; hodnot 4;, nabývá b 

hodnoty f(d1,..., ú,). 

V kvantové teorii máme ovšem právo mluvit pouze o pravděpodobnostech 

výsledků měření. Zformulujeme proto definici následovně: nechť «,..., a, jsou 

kompatibilní pozorovatelné a f je reálná borelovská funkce na R"; potom pozoro- 

vatelná b = f(a,,..., a,), jestliže platí 

w(4, B; W) = w(f X4), (A,,... A; W) (13) 

pro každý stav W a libovolnou borelovskou množinu : 4 R; : přitom 

B, A,,..., A,jsou samosdružené operátory odpovídající daným pozorovatelným. 

Operátor A := f(A,,..., A,) je podle definice uvedené v $10.7 a pravidel 

funkcionálního počtu samosdružený; ukážeme, že platí B = A. Z předpokladu 

(13) plyne 

(Y, E„(4) = (4, EGF 
pro každý realizovatelný čistý stav , kde E je projektorová míra odpovídající 

operátorům A,,..., A,. Oba projektory jsou redukovány všemi koherentními 

podprostory; odtud snadno plyne E„(4) = E(f"(4)) pro všechna 4€.%. Na 

druhé straně podle poznámky 9.4.13 je E„(J) = E(f7)), tj. E„(J) = Ex(J) 

pro každý interval J C R. Oba operátory mají tedy stejné spektrální rozklady, 

proto jsou totožné. Dokázali jsme tak, že funkcionální vztah mezi pozorovatelnými 

definovaný rovností (13) je vyjádřen stejnou funkční závislostí mezi odpovídajícími
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samosdruženými operátory. Proto budeme nadále opět značit pozorovatelné a jim 

odpovídající operátory týmiž symboly. 

Podle formule (10.7.6b) patří operátor A do [A,,..., A,k, proto komutuje se 

všemi projektory E„ (4), a tedy také s operátory A,,..., A,. Je-li f spojitá, pak 

možné výsledky měření pozorovatelné A, tj. spektrum o(A) lze vyjádřit pomocí 

tvrzení 10.7.6. Shrneme získané závěry. 

15.5.8 Tvrzení: Nechť A,,..., A, jsou kompatibilní pozorovatelné a /: R'>R 

je borelovská funkce. Pozorovatelná  A:= f(A,,..., A,) je kompatibilní 

S A,,..., A,. Je-li funkce f spojitá, platí 

o(A4) = f(o(A)X... X o(A)). (14) 

15.5.9 Poznámky: (a) Výše uvedenou úvahu lze obrátit. Máme-li pozorova- 
telné reprezentované komutujícími operátory A,,..., A,, potom vztah B= 

= f(A,,..., A,) definuje novou pozorovatelnou, která splňuje požadavek (13). 

Její interpretace je snadná: budeme ji měřit stejným přístrojem, jímž provádíme 

společné měření pozorovatelných A,,..., A,, ale změníme škálu: bod 2 na ní bude 
odpovídat hodnotám z f“""(2) při původním měření. 
(b) V praxi se často mezi měřitelnými veličinami objevují i takové, jejichž „hodno- 

ty““ jsou komplexní čísla; příkladem může být rozptylový operátor (viz $ 20.1). 

Zpravidla jsou takové veličiny reprezentovány funkcemi nějakého samosdružené- 

ho operátoru, resp. komutujících samosdružených operátorů. V takovém případě 

nevznikají žádné problémy: jediný rozdíl oproti situaci popsané v předchozí 

poznámce je v tom, že stupnici nyní přecejchujeme pomocí komplexních čísel. - 

Vzhledem k různým technickým zjednodušením, která to může přinést, budeme 

v případě potřeby za pozorovatelné v širším smyslu považovat také všechny 

komplexní borelovské funkce „reálných“ kompatibilních pozorovatelných; podle 
(10.7.1b) a věty 9.4.10 jim odpovídají normální operátory. 

15.5.10 Příklad: Kartézské složky impulsu jsou podle příkladu 2 kompatibilní. 
Kinetické energii bezspinové částice přiřadíme operátor 

1 
T:=2—(P(P1,P2,P3), (p(tbtb t3)=t%+tš+tš (15) 

m 

Je-li uvažovaná částice volná, odpovídá operátor T celkové energii; z tohoto 

důvodu se někdy značí H;. Jakožto reálná funkce komutujících samosdružených 

operátorů je operátor 7' samosdružený; ve vztahu (14) plyne o(7) = R*. Užitím 
unitární ekvivalence (15.2.12) se dále snadno přesvědčíme, že platí 

T= F7'T,R,. (16a) 
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kde 7T, je operátor násobení funkcí x > M(x):= (2m) 'x“. Odtud dostáváme 

vyjádření pro definiční obor operátoru 7* 

D(T) = F;)'D,, kde D,:= „ (16b) 

    

p N): JAXAMX)IZ dx < © 

Operátor T se nejčastěji vyjadřuje pomocí Laplaceova operátoru A: z rovnosti 

(5.2.14) a inkluze P(R)) C T(RÝ) pro všechna y € SF plyne 

  

PY0) , PYD) , VYC) „ (17 

axí dx óxž) 0 

1 

(T (X = — Ě(Aw)(x) = - %( 

Tato rovnost platí i pro některé další vektory z D(T). Důležité je, že operátor 

— (2m) 'A s definičním oborem S(R) je v podstatě samosdružený (cvičení 18). 

Poznamenejme, že vedle operátoru T můžeme definovat operátor : T" := 

= (1/2my(Pí + P + P;) jako součet kvadrátů tří operátorů s definičním obo- 

rem DT) = D(P)) o DI(PS) 0 D(P3). Protože však B = g(P,, P,, P;) pro 

gpi(t1, t2, t3) = t;, není těžké dokázat s použitím příkladu 9.4.9 a pravidel funkcio- 

nálního počtu,že 7' = T | 

Uvedeme ještě dvě důležité vlastnosti spektra, resp. definičního oboru operáto- 

ru T. Ze vztahu (16a) a výsledků příkladů 10.3.7a a 10.4.13b vyplývají rovnosti 

AT) = LMW), (18a) 

o[(T) = ox(T) = (T =R. (18b) 

Ukážeme dále, že D(7) - Lw(R3), přičemž pro každou dvojicí : a >0, 

c€E D(T) existuje b, které nezávisí na , takové, že 

|w. S |Th + AIvh (19) 

Při ověření vyjdeme z toho, že podle (16b) platí 

p:= FBysD,. (20a) 

Z identity g = (1 + k)"'(4 + h)g a toho, že funkce (1 + hy'a(i + h)op patří 

do ZÁ(R)), plyne gp € [(R') (srov. se cvičením 7.5). Pro y = s lp pak ze vztahu 

(3.2.15) dostáváme s' € L*(R') a 

(2xn)'* | S le: (20b) 

přičemž Schwarzova nerovnost dává
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leh ž 1G + e S Z + Ieb); (20c) 

zde c:= J(1 + h) '|o, takže toto číslo nezávisí na y. Dále definujeme pro 
libovolné r > 0 funkci g,: R* = C předpisem plx) = Pplrd). Ze vztahů 

1 
ler(x)lz dx = r| elž, Jx**l(p,(x)lz dx = ;„ T„ 
RÍ k 

je vidět, že g,€ D, pro všechna » > 0. Do nerovnosti (20c), která platí pro 
každé g € D,, dosadíme g = g,; užijeme-li vztahů ||| = eh (20b) a dále 
(16a), (20a) a unitarity operátoru A, dostaneme 

Ca)j? |h S rh + er?ohe = er7"?1 Th + eh 

Odtud pro r = (c/a) plyne nerovnost (19), v níž b= é/ď. 
Na závěr poznamenejme, že vztahy (18a,b) zůstávají v platnosti pro s-rozměrné 

zobecnění operátoru 7, tj. operátor 7,:= F,'T„F, na Iř(R"), n = 1,2,..., 
zatímco inkluze D(7;) C L*(R") a nerovnost (19) platí jen pro m = 1,2,3 (pro 
n z 4 totiž funkce (1 + h,) ' nepatří do ZŽ(R")). Dá se však ukázat (viz např. 
[RS 2], $ IX.7), že pro n Z 4 je DX(T,) © L'(R"), kde g « [2, Zn/(n — 4)), aže 
pro všechna a > 0, w € D() je splněna nerovnost |v|, < 2|7„vwh + vh 
pro nějaké b > 0, které nezávisí na y). 

  

15.6 ÚPLNÉ MNOŽINY KOMPATIBILNÍCH POZOROVATELNÝCH 

Nechť je množina kompatibilních pozorovatelných. Mezi pozorovatelné, které 
jsou kompatibilní s celou množinou , patří podle tvrzení 15.5.8 také všechny 
funkce pozorovatelných z W. Může se stát, že tím se nám podaří množinu pozoro- 
vatelných kompatibilních s  vyčerpat, tj. že množinu Y nelze doplnit dalšími 
„nezávislými““ kompatibilními pozorovatelnými. Takovýmto množinám budeme 
říkat úplné množiny kompatibilních pozorovatelných. Z tvrzení 15.5.1 a $ 14.2 je 
zřejmé, že operátory reprezentující pozorovatelné z Y tvoří úplný soubor komutu- 
Jících operátorů; kvůli stručnosti budeme většinou užívat zkratky ÚSKO pro obojí. 
Máme-li množinu kompatibilních pozorovatelných, je přirozené se ptát, zda ji lze 
doplnit na ÚSKO. 

15.6.1 Věta: K libovolné množině kompatibilních pozorovatelných ' existuje 
ÚSKO % obsahující tuto množinu, ax : P 

Důkaz: Operátorová množina je podle předpokladu komutativní a symetrická. 
Podle tvrzení 14.1.2 totéž platí pro množinu $%; odtud dále plyne, že P" = % je 
abelovská *-podalgebra v .%, algebře pozorovatelných daného systému. Pomocí 
Zornova lemmatu se snadno dokáže, že v „W existuje nějaká maximální abelovská 
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*-podalgebra , jež obsahuje 9"; z inkluze S cg pak plyne FPzz2s. 

K algebře A sestrojíme podle (14.1.1) množinu A; Z tvrzení 14.1.2 plyne 

' = (a ). Současně podle věty 12.1.3 platí S = B = R", protože F je 

maximální abelovská podalgebra, což dává () = (%k), tj. A je ÚSKO podle 

definice. Obsahuje-li $ neomezené operátory, nemusí platit S C A; můžeme 

však sestrojit komutativní množinu Sg :7 S V Rg C Lul“P), která  obsahuje. 

Plaí L =S O(RY = P NR =M, a protože ' = Ř", dostáváme 

Px — aax> tím je tvrzení dokázáno. N 

Množina F kterou jsme v důkazu sestrojili, je zbytečně velká. Je-li stavový 

prostor W separabilní, pak Ize dokonce z množiny S vytvořit ÚSKO přidáním 

jediného hermitovského operátoru (cvičení 19). V této podobě má sice uvedený 

výsledek jen abstraktní význam, nicméně se vV praxi vždy zajímáme o úplné 

množiny tvořené nevelkým počtem konkrétních pozorovatelných. 

15.6.2 Příklad: Pro bezspinovou částici jsou (0,, O>, Os), resp. (P,, P, P;) úplné 

množiny kompatibilních pozorovatelných — viz příklady 14.2.3a, 15.5.2 a větu 

14.2.9. Podobně se ověří, že pro částici se spinem tvoří ÚSKO např. množiny % 

$ definované vztahy (15.5.10). 

Úplné množiny kompatibilních pozorovatelných hrají důležitou roli při přípravě 

stavu. Měření, jež jsou součástí této přípravy, nazýváme souhrnně přípravným 

měřením. Jeho výsledek závisí podle postulátu (g3) na stavu systému před měře- 

ním, ten však neznáme. Této závislosti se lze zbavit, jestliže pozorovatelné, jejichž 

hodnoty v přípravném měření zjišťujeme, tvoří ÚSKO. 

Uvažujme nejprve úplnou množinu L = (A,..., A w), již tvoří pozorovatelné 

s čistě bodovými spektry; pro jednoduchost budeme předpokládat, že stavový 

prostor X je separabilní. Užijeme označení zavedeného v $ 14.2: pro libovolné 

(k) e Ky je pravděpodobnost naměření N-tice hodnot A = (0 , 2) rovna 

wAg, S W)= Tr(P,W) a stav systému po takovémto měření je popsán 

statistickým operátorem W = (Tr(Pšk;W))_lP:k;WPiki. Dimenze projektorů jsou 

podle věty 14.2.2 pro všechna (k|€ Ky jednotkové. Zvolíme-li si v každém 

z odpovídajících podprostorů jednotkový vektor ; lze uvedené vztahy zjedno- 

dušit. Speciálně pro stav systému po měření dostáváme 

0= (% ) 

(v Wbw) 

což znamená, že W = E, = Pu. Dospíváme tak k následujícímu závěru. 
lk 

PaWhy = W Pď 

15.6.2 Tvrzení: Nechť 7 je separabilní a P = (A,,..., A„) je úplná množina 

kompatibilních pozorovatelných s čistě bodovými spektry. Naměříme-li hodnoty 

A0 ..., 200, pak stav systému po měření bude popsán příslušným společným
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vlastním vektorem ; bez ohledu na to, v jakém stavu se systém nacházel před 
měřením. 

Je také zřejmé, že tímto způsobem lze (alespoň v principu) získat všechny 
nezávislé stavy, protože vektory , tvoří ortonormální bázi v %. Situace je 
poněkud složitější, užijeme-li pro přípravné měření ÚSKO obsahující pozorovatel- 
né s neprázdným spojitým spektrem. V tomto případě se nám nepodaří se závislos- 
ti na výchozím stavu zcela zbavit. Přesto platí jistá obdoba tvrzení 2 spočívající 
v tom, že čím přesněji měříme, tím „méně“ závisí výsledný stav na tom, v jakém 
stavu byl systém před měřením. 

15.6.3. Příklad: Předpokládejme, že měříme impuls částice, která je v čistém stavu 
. Jestliže zjistíme, že hodnota impulsu leží v množině A C R', pak stav po 
měření bude popsán vektorem 

= MAF'EARy, (1) 
kde prolektor E(4) ]e definován: vztahem (15.5.5a) a normalizační faktor 
N(4) = | E(A)F;w/)„ - + Za množinu A vezmeme nyní kouli: UV(ko) a vyšetříme, 
jak se stav (1) chová v limitě e > 0. 

Budeme předpokládat, že vektor Y patří do SFW), a že platí (By)(k) > 0. 
Protože funkce By patří podle příkladu 3.2.6 opět do HR), je spojitá a pro 
dostatečně malé z je |(By)k)) > 0 v celé množině U(ko). Podle věty o střední 
hodnotě pro normalizační faktor N(4) platí 

MAa)y“* = J (ByY)jddjř dk = (Byykejj“, 
Úi(ko) 

kde k je nějaký bod množiny UV(k) a V, = jne'. Pro funkci , snadno získáme 
vyjádření 

N 
vwalx) = (0x ) xú(k)[ J *-) dy] dk, 

v němž lze v důsledku předpokladu  € H(R') zaměnit pořadí integrace, a vnitřní 
integrál elementárně vypočítat (viz též cvičení 20), 

„(k) 07 dk= | 0070 dk= Vag(ejx — yj)y - X 8 
s Udko) 

kde g(z) = 3z "Š(sin z — zcos z). Platí tedy vztah g 
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1 ; 1 ; 
_*1/2 IA — ikon.x —ik:.y g — d ; 2 

V = z* ř-—l(w(kg)lje s(ex — y)v)dy. ()   

B3 

Snadno zjistíme (viz cvičení 22), že existuje : Ko > 0 takové, že pro všechna 

K > K, a z E R* platí 

jg(2) — 1| < kz*. (3) 

Odtud především vyplývá, že je možno ve vztahu (2) zaměnit integrál s limitou při 

e > 0+. Vzhledem k tomu, že z odhadu (3) současně vyplývá : lim g(ez) = 1, 
£70+ 

je tento integrál roven (2x) “(BEy)(ko). Při e > 0+ však k > Koav důsledku 

spojitosti funkce By platí |(ByY)Kk)| > (By) (ko)| = (Byyko). Limitním pře- 

chodem ve vztahu (2) tedy dostáváme 

hm Vs—l/zwlú(x) = (23,[)—3/2 eiko.x, (4) 

e70+ 

přičemž konvergence je stejnoměrná na každé omezené množině M c N', jak se 

lze přesvědčit opětným použitím odhadu (3). Dostáváme tak nezdvisle na ý ob- 

vyklý výraz pro rovinnou vlnu. Tato funkce samozřejmě nepatří do ZŽ(R*); získaný 

výsledek však říká, že dostatečně přesným měřením impulsu lze docílit toho, aby 

vlnová funkce částice byla ve zvolené (omezené) prostorové oblasti M libovolně 

blízko aproximována rovinnou vlnou s impulsem ko. 

  

Komentář 

$ 15.1: Obsah této a následujících kapitol nemá pochopitelně sloužit jako záměna 

učebnic kvantové teorie, spíše jako jejich protějšek, jehož cílem je pomoci čtenáři 

pochopit její podstatu a metody z pohledu, který bývá ve standardních kursech 

opomíjen. O kvantové mechanice se lze poučit z řady knih, jež sice nejsou shodné 

co do rozsahu a pojetí, ale zpracovávají zhruba týž základní materiál; jmenujme 

alespoň několik z nich, např. [Dav], [Dir], [For], [Mes]. 

Vedle toho existuje rozsáhlá literatura věnovaná rozboru základních pojmů 

a matematické struktury kvantové mechaniky. Průkopnickými díly v tomto směru 

byly klasické monografie [vN] a [Sto], které inspirovaly řadu dalších autorů, např. 

[Ja], [Pir], [Pru], [Ri 1], [Var 1,2] a další. Zobecněními standardního formalismu 

se zabývá např. [Da 1], kap. 2—4. Jiné monografie jako [RS 2 — 4], [Sche], [Si 1], 

[Thi] jsou naopak orientovány na matematicky korektní vyšetřování různých 

konkrétních kvantověmechanických systémů. 

$15.2: Spojitá část spektra se ve fyzikální literatuře běžně vyšetřuje. pomocí 

„nenormovaných vlastních vektorů“; to sice není rigorózní, ale získaný výsledek 

lze často využít k důkazu toho, že daná „vlastní hodnota“ patří do spektra (viz
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např. cvičení 2,8). Závažné chyby vznikají nezřídka tam, kde místo důkazu toho, 
že daný operátor je (v podstatě) samosdružený, se spokojíme s formálním zjiště- 
ním, že je „hermitovský“, tj. symetrický. Příklad 2 ukazuje, jaké problémy mohou 
nastat, když existuje více než jedno samosdružené rozšíření; jiné ilustrace této 
skutečnosti lze najít např. v monografii [AGHH]. 

Š 15.3: K libovolné pravděpodobnostní míře w, na (R,.Z) se definují její momenty 
m(5) := f x* da(x), k = 1,2,..., samozřejmě pokud integrál existuje. Momen- 

R 

tu m,($) se říká střední hodnota (S) náhodné veličiny S. Pomocí prvních dvou 
momentů se dále definuje směrodatná odchylka  AS := |mo(5) — m (S)*)"?. 
Snadno zjistíme, že (AS) = ((x — (9)* dw(x); této veličině se říká disperze. 

R 

Š 15.4: První příklad superselekčního pravidla objevili G. Wick, A. Wightman a E. 
Wigner, kteří z transformačních vlastností vlnových funkcí odvodili, že stavy, 
jejichž celkový spin je celočíselný, resp. poločíselný, leží v různých koherentních 
podprostorech — viz [WWW 1], a též [Wig], kap. 24. V téže práci byla vyslovena 
hypotéza, že také elektrický náboj a baryonové číslo zadávají superselekční pravi- 
dla. Podmínka fyzikální realizovatelnosti pro smíšené stavy byla zformulována 
v práci [WWW 2]. Můžeme uvést též příklad „spojitého“ superselekčního pravi- 
dla: v nerelativistické kvantové mechanice z požadavku galileovské invariance 
vyplývá, že stavy s různou hmotností patří do různých koherentních podprostorů. 
Této skutečnosti si první povšiml V. Bargmann - viz [Ba 3], a též [LeL 1]. 
* Předpoklad o konečnosti střední hodnoty energie fyzikálně realizovatených 
stavů lze najít např. v [SW), $ 1.1; jiní autoři požadují dokonce, aby realizovatelné 
čisté stavy byly reprezentovány vektory z D(H) - viz [BLT], 8 2.1.3. Skutečnost, 
že takovéto předpoklady nemají měřitelné důsledky, byla diskutována v práci 
|HE 1], viz též [Ex], $ I.6. 

$ 15.5: V definici kompatibility mlčky předpokládáme, že obě měření následují 
bezprostředně po sobě. Jak jsme se již zmínili v $ 15.1, jde o to, aby změnu stavu 
mezi nimi bylo možno zanedbat. 

8 15.6: Tvrzení obsažené ve větě 1 vyslovil první P. Dirac — viz [Dir], $ III.14. Jeho 
argumenty se ovšem hodí jen pro operátory s čistě bodovým spektrem, proto se 
někdy mluví o Diracově hypotéze. Důkaz pro případ, kdy je tvořena omezenými 
pozorovatelnými, Ilze najít v [Mau 1], viz též [Mau], $ VIII.5. 

  

Cvičení 

1. Dokažte, že platí spektrální rozklad (15.1.2). 
Návod: Užijte vztahu o = ó T+ Ye 0Ň, kde €jkm je Leviho-Civitův 

symbol. - | 

2. Dokažte, že pro operátory 7T(c) z příkladu 15.2.2 platí o(T(c)) > R*. 
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Návod: Spočtěte lim |(7T(c) — k1719x 
70 

3. Nechť 7(c), c > 0, je operátor z příkladu 15.2.2 a g, je jeho vlastní vektor 

(15.2.6). Dokažte, že operátor T(c)tígp2 je pozitivní. 

Návod: Ověřte, že libovolné ' € D(c) lze vyjádřit ve tvaru /) = ag + fgp, kde 

g € D(c) a spočtěte (, T(c)y) pro Y 1 v- 

4. Vyšetřete případ částice, jejíž pohyb je vázán na omezený interval J = [a, b]. 

Za jakých podmínek je možné impulsu a energii přiřadit samosdružené operátory 

na W = IXJ) odpovídající formálním operátorům —jd/dx, resp. — d/dx*? 

Najděte spektra těchto operátorů. Je každý operátor energie kvadrátem nějakého 

operátoru impulsu? Jakou fyzikální interpretaci lze jednotlivým případům přiřa- 

dit? 

Návod: Viz příklady 7.2.7 a 8.6.2. 

5. Nechť P; jsou operátory složek impulsu z příkladu 15.2.3, potom operátory 

P1 P(R?) jsou v podstatě samosdružené. 

Návod: Ověřte, že O!WR) je v podstatě samosdružený, a že z unitární ekviva- 

lence (15.2.3) plyne totéž pro: Pl R); dále užijte věty 10.6.2. 

6. Nechť / je separabilní Hilbertův prostor s ortonormální bází (g,i,=o. Uva- 

žujme operátor a: a c„(p„) = Y me.gp, ; s definičním | oborem 
n=0 n= 

v= Vep: S e< o 
n=0 n=0 

. Dokažte, že D(a*) = D(a), a také 

    

D(a) = 

a*( Žoc„cp„) = Y(n+1)%,gp.,1. Dokažte dále, že D(a*a) = D(aa*), aže 
n= n=0 

pro w € D(a*a) platí (aa* — ařajy = v. 

7. Dokažte, že hamiltonián (15.2.15a) lze vyjádřit ve tvaru H = 2a*a + 1, kde 

a = 270 + iP); pomocí toho ověřte, že operátor H je samosdružený a najdě- 

te jeho spektrum. 

Návod: K důkazu samosdruženosti užijte předchozího cvičení a věty 7.2.11. 

Vyjádřete operátor: Ha— a a dokažte, že existuje vektor g takový, že 

agp, = 0. 

8. Nechť v je omezená měřitelná reálná funkce na R taková, že lim wx) = ví, 
x7 oo 

potom pro operátor H= P+ w(0) platí o(H) C [%, %). 

9. jestliže: funkci  V: R > R lze zapsat ve tvarů: V=Bb+ o kde 

V s JR) a V E L"(R), pak součet operátorů T z příkladu 15.5.10 

a V(O,, O:, O;) je samosdružený operátor s definičním oborem D(7) a podpros- 

tor .?(IR?) je oborem podstatné samosdruženosti operátoruu T + V(0,, ©:, O:). 

Návod: Užijte nerovnosti (15.5.19) a Katovy-Rellichovy věty.
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10. Pro rezolventu operátoru P* z příkladu 15.2.1 platí integrální vyjádření 
(15.2.24). 

Návod: Viz příklad 10.5.2. 

11. Pro každý stav W platí Tr W* s 1; je-li dim P = mn, platí současně 
Tr W* Z (1/m). 

12. Nechť W je statistický operátor a E je projektor takový, že T(EW) * 0, 
potom 

(a) operátor: W': (Tr(EW)) *EWE je statistický, 
(b) je-li W jednorozměrný projektor určený jednotkovým vektorem g, pak také 
W je jednorozměrný projektor a je určen vektorem g' = Eg/ | Evpl|. 

13. Předpokládejme, že na systému ve stavu W měříme postupně pozorovatelné 
A , A,,; a označme B,= E A(4).  Dokažte, že platí  w(4,, A,„; 
, A; W) = Tx W,, kde W,:= E,... E,WE,... E,„, aže stav po takovémto 
měření je popsán statistickým operátorem W := W/Tr W,. Je-li speciálně 

  

A =.. = A, = A, platí w(4,..., A A; W) = TríEA(n A].)W 
j=1 

14. Pro ano-ne experimenty se někdy užívá následující definice kompatibility. 
Provedeme tři měření v pořadí E,E,E,, přičemž ano-ne experiment se nechápe 
jako filtr; jestliže při druhém měření E, dostaneme s jistotou týž výsledek jako při 
prvním, pak jsou £,, E kompatibilní. Ověřte, že tato definice je ekvivalentní 
definici kompatibility pozorovatelných E,, E,. 

15. Ano-ne experimenty E,,..., E, jsou disjunktní, jestliže: kladný výsledek 
jednoho z nich vylučuje kladný výsledek kteréhokoli z ostatních. To je splněno 
právě tehdy, když projektory E,,..., E, jsou ortogonální, což implikuje jejich 
kompatibilitu. 

16. Nechť W je statistický operátor a (E;: j = 1,2,..., N), N S %, je množina 
N 

ortogonálních projektorů taková, že T(EW) * 0, kde E:= E£E;. Potom 
=1 7 N 

> E,WE,/Tr(EW) je statistický operátor. 
j=1 

17. Specifikujte závěry příkladu 15.5.7 pro případ, že ano-ne experimenty 
E,,..., E,jsou disjunktní. Zobecněte na případ nekonečné množiny disjunktních 
ano-ne experimentů. 

18. Operátor — A s definičním oborem HR) je v podstatě samosdružený, a totéž 
platí pro jeho zúžení na Cý(R*). 
Návod: Užijte unitární ekvivalence (5.2.12) a dokažte — 419 C (-4!CP). 

19. Ke každé komutativní množině F c Z9(W), kde W je separabilní, existuje 
hermitovský operátor: A «(1) takový, že P v (A) je ÚSKO. 
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Návod: Množinu S v důkazu věty 15.6.1 nahraďte operátorem A, který ji 

generuje. 

20. Nechť ©;, P jsou operátory z příkladu 15.2.3 a f: R = C je borelovská 

funkce. Potom 

(a) f(P,., P, P) = F 'F(0,, O O:)E, speciálně projektorové míry odpovída- 

jící operátorům (0,, A:, O:1 aiP, P; P;) jsou unitárně ekvivalentní, 

(b) je-i f L*(R), pak pro libovoné | pe Df(P, P, P)) - platí 

(FP,, B Pj) = (20)7* [(F5 Px — Yy) dy 
Návod: Postupujte podobně jako při odvození analogických vztahů pro operátory 

O, P na /Ž(R) - viz příklad 10.5.2. 

21. Najděte pravděpodobnosti w(A, (P, P, P) ) a w(A T; p), kde P jsou 

operátory složek impulsu a 7 je operátor kinetické energie z příkladu 15.5.10. 

Návod: Pomocí výsledku předchozího cvičení dokažte, že Er([0, 24)) je integrální 

operátor s jádrem K(x% y) = (20) "(2mA)'?z*(sin z — zcosz), kde z= 

= (2miy *x — y|. 

22. Dokažte odhad (15.6.3). Ověřte, že rovnost (15.6.4) platí i tehdy, když 

(i) platí 96 P() o L(R)) a ||Iyywy)| dy < , 
R'Š 

(ii) místo kulových okolí užitých v příkladu vezmeme jednoparametrickou množi- 

nu (W,: e > 0) okolí bodu A; takových, že. diam U, = 2, a limsup V;' < , 

kde V,:= | dk. o 
U. 

Návod: Dokažte, že lim z "*[g(z) — 1] je konečná. 
z0
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  16.1 RELACE NEURČITOSTI 

vvvvv Nekompatibilita pozorovatelných s sebou přináší omezení na výsledky jejich měře- 
ní. Nejznámější z nich jsou nerovnosti pro směrodatné odchylky výsledků měření, 
jimiž se nyní budeme zabývat. Připomeňme, že směrodatná odchylka při měření 
pozorovatelné A na systému ve stavu W je rovna 

1/2 

(AA)w := [(4% — (? = (J(/1 — () d T3(EW) (1) 

(viz komentář k $8 15.3). Základní výsledek lze pak zformulovat následovně: 

16.1.1. Věta (re/ace neurčitosti): Předpokládejme, že na systému ve stavu W měří- 
me pozorovatelné A;, A;. Jsou-li operátory A,W, A,A„W jaderné pro j,k = 1,2, 
pak směrodatné odchylky splňují nerovnost 

(AA4A)(AA)w Z Š|Tr[i(A1A2 — A:A)W]|. (2a) 

Důkaz: Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat (A)y = 0. Kdyby tomu 
tak nebylo, vezmeme operátory Aj := A; — (A)w17; snadno se přesvědčíme, že 
splňují-li operátory A; předpoklady věty, splňují je též operátory A; a platí 

(AA4)k = (AAJsy = (A w, 

i(A,A; — AA)W = i(4[4; — AzADW. 

Z předpokladu plyne, že libovolné gp€Ran W patří do D(A) n D(A) 
a A,pe D(A;) pro j,k= 1,2. Pro takové g a jakékoli reálné a potom platí 

0 < |(A, + iaA)op|* = |A.gp]|“ — 2alm(A,g, A;g) + * |Az:og||* = 

= (9,Aig) + ia(g,(A,A; — A:A)g) + aXg, Aže). 

Odtud dostáváme pro libovolné « € R nerovnost 

Tn(AW) + a Tr(i(A,A; — AA)W) + a*T(AŽW) Z 0;
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stačí vyjádřit příslušné stopy v bázi vlastních vektorů operátoru W. Diskriminant 

kvadratické formy, definované levou stranou poslední nerovnosti, je tedy nekladný. 

Z toho plyne nerovnost (2a), neboť Tr(47W) = (AA4,)y. S 

16.1.2 Poznámka: Operátor C := i(A,A, — A,A) nemusí být hustě definovaný; 

předpoklady věty vyžadují pouze Ran W c D(C). Je-li C hustě definován, pak 

z tvrzení 7.1.3 a symetričnosti operátorů A,, A, plyne C * > (C; to znamená, 

že C je symetrický, obecně však nemusí mít samosdružená rozšíření (cvičení 2). 

Pokud ale víme, že C je zúžením nějakého samosdruženého operátoru Č, pak 

z předpokládané omezenosti operátoru CW plyne CW = ČW a nerovnost (2a) 

můžeme zapsat jednodušeji 
1 « 

(AAD(AA)s č SKČu (2b) 

16.1.3 Příklad (čiísté stavy): Snadno se přesvědčíme, že operátor A E,„je jaderný 

právě tehdy, když w € D(A). Je-li tedy $ € D(A,A;) pro j.k = 1,2, potom 

pro směrodatné odchylky: (AA), = [A lP — (% A,ypy')/? platí 

(AA ) (AA), z (( i(A,A; — AA)Y)| - (2c) 

|
 

16.1.4 Příklad (kompatibilní pozorovatelné): Předpokládejme, že operátory A,, 

A komutují. Z příkladu 10.7.5 potom plyne, že C:= i(A A; — AA,) je zúžením 

nulového operátoru. V tomto případě věta 1 nedává nic nového, protože směrodat- 

né odchylky jsou podle definice nezáporné, a nerovnost (AA)(AA)w; S 0 platí, 

jakmile má její levá strana smysl. 

V této souvislosti je přirozené se zeptat, je-li přesnost dosažitelná při měření 

dané pozorovatelné A nějak omezena. 

16.1.5 Tvrzení: (a) Je-li Z € o(A4), pak ke každému £ > 0 existuje čistý stav 

reprezentovaný vektorem +), takový, že 

- (A |S8, | (A4), S 2E. (3) 

(b) Rovnost (A4)„ = 0 platí právě tehdy, když Ay = (A)y je vlastní hodnotou 

operátoru A a pro stav W platí W= E „() WE„(4)). Speciálně pro čistý stav 

s platí (A A4), = 0 právě tehdy, když Y je vlastní vektor operátoru A odpovídající 

vlastní hodnotě (A),. 

Důkaz: (a) Podle věty 10.4.1 můžeme zvolit jednotkový vektor y), € Ran E„(A,), 

kde A, = (A — £,2 + e). Bez újmy na obecnosti lze předpokládat, že , popisuje 

realizovatelný stav. Kdyby tomu tak nebylo, vybereme koherentní podprostor F 

takový, že E„y, ? 0, a položíme Y = E„p/|E„yp||; projektor E„(A.,) jakožto
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pozorovatelná komutuje s E,, proto Ýj 6 Ran E„(A,). | Vztahy (15.3.7) 
a E„(A)y, = , umožňují vyjádřit střední hodnotu 

A+g 

(A>1,U€ — J Čd(T/)„ EÉA)%) . 

kot 

Odtud snadno plyne 24 — e 5 (A) S A + e, tj. prvá z nerovností (3). Z ní dále 
dostáváme |$ — (A) „|] < JE — A| + «, tj. 

A+e 

(A = j (5-— (A „Y dy,, EWy) s 4ě. 
c £€ 

(b) Postačující podmínka je snadná. Je-li naopak (A A)y = 0, pak ze vztahu (1) 
plyne w(RV2,, A; W) = 0, tj. w((A,) A; W) = 1. Označíme-li E = E „((20)) 
a F = [ — E, můžeme tyto rovnosti přepsat do tvam Tr((EW) = 1, resp. 
Tr(E'W) = 0. Podle první z nich je E * 0, tj. A, je vlastní hodnota operátoru 
A. Vyjádříme-li dále operátor W ve tvaru (15.3.8), platí 

Tr(EW) = Žle„E(pj]]2 =1, 

což (vzhledem k tomu, že je vždy |Egp|| S ||g||) implikuje |Eg = | gp;|| neboli 
EE,= E; pro ta j, pro něž w >0. Odtud plynée EW= WE = EWE. 
Operátor E WE' je pozitivní, takže nulovost jeho stopy znamená EF WE' = 0; 
dohromady dostáváme EWE= W. I 

16.1.6 Příklad (složky spinu): Operátory S; reprezentující složky spinu splňují 
komutační relace (15.5.8a). Platí tedy nerovnost 

m&nm&nzšmwm (4) 

a obdobné vztahy, které odtud získáme cyklickou záměnou indexů. Pravá strana 
podstatně závisí na stavu W. Je-li např. W čistý stav reprezentovaný některým 
z vlastních vektorů operátoru $; nebo $5, stojí nalevo nula, a tedy (S),„ = 0. Je-li 
naopak W = E,„ (viz (15.5.7)), pak pravá strana je rovna $ |m]. 

Obraťme se nyní k nejznámější aplikaci nerovností (2): 

16.1.7 Příklad (Heisenbergovy relace): Uvažujeme operátory ©, P z příkladu 
15.2.1. Operátor  C:= i(PO — OP) je hustě definován, protože např. 
SR) C D(P) o D(0), přičemž H(R) je invariantní vůči oběma operátorům. 
Pro všechna y € D(C) platí (Cy)(x) = (xyY(x) — xy(x) = yW(x), takže 
C' je zúžením jednotkového operátoru. To znamená, že pro všechna 

we D(C) o D(P) n D(0?) platí 
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1 
(AP AD č Z (5a) 

Je-li W smíšený stav splňující předpoklady věty 1, pak operátor CW je jaderný. 

Dále C c / implikuje CW c W, a tedy CW = W; nerovnost (2a) potom 

zní 

(AP)„(A0)w = (5b) 

|
e
 

16.1.8 Příklad (n-rozměrné Heisenbergovy relace): Uvažujme operátory ©,, P, na 

IŽ(R"). Pomocí lemmatu 10.8.4 se snadno přesvědčíme, že pro j = k operátory 

O;, P, komutují; v tom případě pro ně platí závěry příkladu 4. Pro j = k můžeme 

postupovat jako v předchozím příkladu; musíme se však omezit na ty vektory, pro 

něž jsme dokázali vztah (15.2.14). Závěr lze zformulovat např. takto: nechť operá- 

tory O;PiW, P.O;W, kde r, s jsou celá nezáporná čísla splňující » + s S 2, jsou 

jaderné a Ran W C H(R"), potom 

(A P)(A0)w č 5 0a (6a) 

Pro čisté stavy se předpoklady zjednoduší, protože H(R") je invariantní vůči ©;, 

P;: je-li p e LMR"), platí 

Ójx - (6b) 

|
e
 

(AP) (A 0) z 

Někdy se zavádějí také veličiny globálně charakterizující neurčitost při měření 

polohy, resp. impulsu 

(A 0) := Qz (9; — <Q,.>w)2> - PAD 

(A P) := Qz (B - <P,—>W)2> = X (AP 

(viz cvičení 3). Jsou-li tedy např. splněny předpoklady vedoucí ke vztahu (6a), pak 

užitím Hóolderovy nerovnosti snadno odvodíme 

(AP)„(A0)v Z (7a) 

l
|
a
 

Nerovnostem (5)-(7) se říká (Heisenbergovy) relace neurčitosti; často se téhož 

názvu užívá i pro obecnější nerovnosti (2). Připomeňme několika slovy, jaký je 

jejich smysl. Směrodatná odchylka (A A)„, charakterizuje přesnost, s níž lze změ-
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řit veličinu A na systému ve stavu W. Tvrzení 5a říká, že v principu lze uskutečnit 

libovolně přesné měření: je možné připravit (čistý) stav ' takový, že (A 4) je menší 

než libovolné předem zadané číslo. Tento stav ovšem závisí na pozorovatelné A. 

Věta 1 udává netriviální omezení na přesnost, jíž lze dosáhnout při měření ne- 

kompatibilních pozorovatelných A,, A, v tomtéž stavu. Pro kompatibilní pozoro- 

vatelné žádné omezení nedostáváme, což odpovídá skutečnosti, že jsou současně 

měřitelné. 

Jedny z nejdůležitějších jsou relace neurčitosti mezi kartézskými souřadnicemi 

a kartézskými složkami impulsu probrané v posledních dvou příkladech. V běž- 

ných jednotkách mají tvar 

(AP)„(A 0)x Z — dh, (6c) 2 
| 

resp. 

MBMAQwě?- (7b) 

Upozorněme dále, že při formálním používání relací neurčitosti lze snadno dojít 

k chybným závěrům. Tak třeba v příkladu 8 bylo podstatné, že jsme uvažovali 

polohu a impuls v kartézských souřadnicích. 

16.1.9 Příklad: Zavedeme-li v R* sférické souřadnice (viz (18.5.11)), pracujeme 
s operátory 

0,: (0 f)9) = vf(g), | D0) = L0, 2n), (8a) 

F (FW9) = —if(g), | DP;) = (fe AC0,2x): f(0) = f(2x)) = (8b) 

na Z*(0,2x), jež reprezentují azimutální úhel a k němu kanonicky sdružený impuls 

(třetí složku impulsmomentu). Z příkladů 7.3.3, 7.3.8 a 7.2.7 víme, že oba operáto- 

ry jsou samosdružené, přičemž © má čistě spojité spektrum, (0,) = [0,2x], 

zatímco P, má čistě bodové spektrum, o(F;.) = (0, +1, +2,...) (viz cvičení 

7.24). Operátor © je omezený; pro vektor fe D(Pr) o D(P.0) tedy platí 

) 

l\
Jl
ř—
'*
 

(APJAA C) S 

Nebezpečí spočívající ve formálním užívání tohoto vztahu je zřejmé. Je-li f = f.. 

kde f„(g):= (2n)7'* e"* je vlastní vektor operátoru P,, levá strana nerovnosti 
(9) je nulová. K žádnému sporu však nedochází, neboť  (0,/,)0) = 0 

a (qu,„ (2n) = (2n)'“, takže j„ f D(P,0O). Snadno se přesvědčíme, že 

D(PS) 0 D(P„0) = (fe AC*0, 2x): f(0) = f(2x) = 0, '(0) = f'(2m)). 
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Stavům, pro něž relace neurčitosti přecházejí v rovnost, říkáme síavy s minimál- 

ní neurčitostí. Omezíme se pro jednoduchost na čisté stavy (viz cvičení 4) popiso- 

vané vektory $ € D(A,A), j,k = 1,2, jež splňují rovnost 

(AA)(AA), = zl(Y, CY), (10) 

|
e
 

kde C:= i(A,A, — A4,). Z tohoto předpokladu vyplývá, že kvadratický 

polynom v proměnné «a, uvažovaný ve větě 1, má jeden dvojný kořen 

= — I(ll), ngi — (AAl)V*, (113) 

AAA J (AA), 

pro nějž platí 

[A, — (AĎ, + ia(A, — (Ad)]y = 0. (11b) 

Zadáme-li střední hodnoty a poměr směrodatných odchylek, můžeme / najít 

řešením rovnice (11b). 

16.1.10 Příklad: Uvažujme opět operátory B © na IŽ(R) a předpokládejme, že 

platí 

(AP(Aa0), = (12a) 

o
 

| 
m
 

Pro jednoduchost označíme (P,=p, (OD,=g a (A0), = Ag. Pro 

w ' D(P)) n D(0?) n D(C) dává (11b) diferenciální rovnící prvního řádu, 

jejímž řešením je jednotkový vektor 

(x_q)2+' w: wWx) = (2x(A )) exp|— a(0 ipx 7 Špq (13a) 

(cvičení 5). Poslední člen v exponentu, odpovídající integrační konstantě, nemá 

pro zadání stavu význam. Omezíme se nyní na případ, kdy Ag = 27% tj. 

(AP), = (A0),=277; (12b) 

toho lze vždy dosáhnout vhodnou volbou jednotek. Vektory (13a) mají potom tvar 

Yap: YyolX) = n 'expi - Š(x — gd*+ipx- Špq . (13b) 

Položíme-li nyní w = 27%(g — ip) (viz cvičení 4.18), snadno se přesvědčíme, 

že „ nejsou nic jiného než vektory , definované vztahem (4.4.6). Dospíváme
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tak k zajímavému závěru, že podmínkami minimální neurčitosti (12) je v LZ(R) 

určena množina koherentních stavů. 

Nerovnosti (5)-(7) jsou nejznámějším, rozhodně však ne jediným vyjádřením 
omezení přesnosti při měření polohy a impulsu systému v určitém stavu systému; 

další výsledky tohoto typu lze nalézt v literatuře citované v komentáři. 

  

16.2 KANONICKÉ KOMUTAČNÍ RELACE 

Základním vztahem nerelativistické kvantové mechaniky jsou komutační relace 

mezi operátory popisujícími polohu a impuls, jež můžeme formálně zapsat ve tvaru 

PO — OP=  -i/, (1a) 
resp. 

P.0, — ©,P, = —idyI (1b) 

pro systémy, jejichž konfiguračním prostorem je R" (či jak se říká, s m stupni 

volnosti). Těchto relací jsme již několikrát použili: k ověření ireducibility množiny 

(O, Pj, při důkazu relací neurčitosti i jinde. Podívejme se nyní na ně podrobněji. 

Vztahům (1) se říká kanonické komutační relace. Základní otázka, již musíme 

zodpovědět, se týká existence a jednoznačnosti jejich reprezentace; ptáme se, jak 

mohou vypadat operátory splňující relace (1). S tím úzce souvisí jiný problém. 

Snadno se přesvědčíme, že neexistuje reprezentace kanonických komutačních 

relací pomocí omezených operátorů (cvičení 5.2). Vztahy (1) proto nelze chápat 

jako operátorové rovnosti. Tento nedostatek lze odstranit, nahradíme-li je vhodný- 

mi vztahy mezi omezenými funkcemi operátorů polohy a impulsu. Abychom se 

inspirovali, uvedeme nejprve následující kriterium kompatibility pozorovatelných: 

16.2.1 Věta: Pro samosdružené operátory A,, A, jsou následující podmínky 
ekvivalentní: 

(a) operátory A,, A, komutují, | 

(b) operátory exp(izA,), exp(is4;)) komutují pro všechna s,r< R, 

(c) rezolventy R„(2), R„(w) komutují pro všechna 4 A € CR. 

Jsou-li tyto podmínky splněny, pak pro každý vektor p € D(A,A; — A,A;) platí 

AAy= AAY. 

Všechna tato tvrzení již byla dokázána dříve: ekvivalence (a) a (b) je obsahem 

důsledku 11.1.5, ekvivalence (a) a (c) je dokázána ve větě 7.4.6 a konečně poslední 
tvrzení snadno vyplývá z příkladu 10.7.5. 

Operátory A,, A, tedy nekomutují, jestliže existuje alespoň jeden vektor y tako- 

vý,že A,A:y * AA,y. Naproti tomu, ověřování komutativity pomocí operátoru 

A,A; — AA; vyžaduje značnou opatrnost. Zdálo by se, že stačí ověřit rovnost 

A Ay = A,A,y) pro dostatečně mnoho vektorů. Abychom ukázali nebezpečí, 

která v sobě tento postup skrývá, předpokládejme, že samosdružené operátory A,, 
A, splňují následující podmínky: 
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(a) existuje společný hustý invariantní podprostor D, tj. D=wW a ADCD 

pro j= 1,2 
(b) pro všechna Ý € D platí A Ay = AAy, 

(c) operátory A,;! D jsou v podstatě samosdružené. 

Navzdory přirozenému očekávání splnění těchto podmínek nestačí k tomu, aby 

operátory A,, A, komutovaly. 

16.2.2 Příklad (Nelson): Nechť M je Riemannova plocha funkce zm Jz. 

Z teorie funkcí komplexní proměnné víme, že tato plocha je dvoulistá, tj. že její 

body jsou dvojice (z,j), kde z C a j= 1,2. Číslo z = x + iy nazýváme 

průmětem daného bodu do C - R*; pomocí něj můžeme zavést v M euklidovské 

souřadnice x, y. To nám dále umožňuje zavést na M lokálně euklidovskou metriku. 

polopřímce (z: y = 0, x > 0), který říkáme řez, obsahují body ležící na různých 

listech. 

Je zřejmé, že libovolnou funkci : M — C lze zadat pomocí dvojice komplex- 

ních funkcí ; takových, že Y,(z) = y(z; jj). Budeme proto psát w = (% $o)+ 

Funkce v je spojitá, jsou-li funkce 1) spojité mimo řez a platí-li 

lm Y(z) = lim ; -(z). 
zX zXx 

+Imz>0 +Imz >0 

Dále můžeme na M zavést míru, jež je lokálně ztotožnitelná s Lebesgueovou mírou 

na C - R“, a jí odpovídající prostor ZŽ(M) tvořený všemi funkcemi , pro něž 

Ivlř = J-(IÍPI(Z)IŽ + G) dxdy < ©. 

Podprostor: D = CS(MMY0)) je tvořen funkcemi, jež mají všechny derivace 

spojité ve výše uvedeném smyslu a kompaktní nosič neobsahující bod 

0 = (0,1) = (0,2). Na množině D definujeme operátory 

Al: A]Í/) = Š—iawl/ax, - iówz/axř, 

2 
A: Ay = (—-idy,/dy, — idy,/dy). 2) 

Je snadné ověřit, že splňují podmínky (a), (b). Abychom ukázali, že platí rovněž 

podmínka (c), sestrojíme unitární grupy generované operátory A,. 

Vezměme nejprve množinu D, = ( € D: nosič ' neobsahuje osy x), která je 

hustá v ZÁá(M) (cvičení 13), a pro libovolné v € D, položme UV(hy := (5, %) 

kde yi(x,y) = w(x + t,y). Takto definované operátory jsou izometrické, za- 

chovávají D, a tvoří jednoparametrickou grupu. Protože : D, = () D, = 

= I(M) a zobrazení t > U(t)y pro e D, je spojité, je podle cvičení 11.3 

(U;(9: t< R) silně spojitá unitární grupa. Poznamenejme, že důvodem, proč
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vvvvvv „dosazovací“ operátor U;() je definován složitějším způsobem než v případě 

I7(R") (viz příklad 5.5.3), je netriviální topologická struktura M v bodech řezu. Pro 
y € D, ukážeme obdobným způsobem jako ve cvičení 11.7, že lim / (U (hy — 

>0 

— Y) = iA4y. Navíc je U()D, C D,, takže podle cvičení 11.4 je operátor 
A,! D, v podstatě samosdružený, a operátor A; jakožto jeho symetrické roz- 
šíření je rovněž v podstatě samosdružený. Podobně definujeme na množině 
D, = ( € D: nosič | neobsahuje osy Y) operátory U(s), reprezentující posunutí 
o s po ploše M ve směru osy y: 

(( )(x Y) = 1(1 — x(y))yv(z y + 9) + x(y)p(x y + s), 

x(yY)v.(x.y + ) RU - xzyy)pů.(x y + s)), 

x(y) := sgn «( EA(y + s) — Ay)), 

kde © je skoková funkce definovaná vztahem ©(x) = 0 pro x<0 a OAx) = 1 
pro x s 0. Povšimněme si, že při tomto posunu může dojít k přechodu z jednoho 
listu na druhý. Stejně jako v předcházejícím případě nyní dokážeme, že operátor 
A, je v podstatě samosdružený. 

Kdyby operátory A,, A, komutovaly, muselo by podle věty 1 platit U()UV(s)= 
= UV(s)UV () pro všechna s,í « R. Vezmeme-li však např. funkci p € D, jejíž 
nosič leží v dostatečně malém okolí bodu ([— 1, — 1],1), pak 

U) U) * U)( Y. 
protože nosič funkce na levé straně leží v okolí bodu i[1,1],2), zatímco nosič 
funkce vpravo v okolí f[1,1],1). 

16.2.3. Poznámka:Patologickým situacím tohoto druhu Ize zabránit, jestliže poně- 
kud zesílíme předpoklady. Platí např. následující tvrzení (viz komentář);: nechť 
operátory A,, A splňují podmínky (a), (b) spolu s 

c') operátor (A + AS)! D je v podstatě samosdružený . p p 

Potom operátory A! D jsou rovněž v podstatě samosdružené a jejich uzávěry 
komutují. 

Jestliže tedy máme dvě silně spojité jednoparametrické grupy unitárních ope- 
rátorů U) = expiA;:, pro které platí U () Vys) = UX9U(H, ,s€eR, 
pak generátory těchto grup, tj. operátory A; = dU(d)/dy), , splňují rovnost 
(A,A; — A4,)y = 0 pro všechna w € D(A,A, — A,4,). Stejným postupem 
bychom chtěli najít i samosdružené operátory A © splňující vztah (la) pro 
dostatečně mnoho vektorů. Operátorům B © odpovídají silně spojité grupy 
unitárních operátorů 

U(0) := " V(s) := 09 (3a) 
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pro s,t€ R. Namísto vztahu U(8 Us(s) = Us) V() odvodíme formálně ze 

vztahu (1a) relaci 

U() V(s) = e "V(5) U(d (4a) 

(cvičení 14). Podobně postupujeme v případě relací (1b). Pro vektory v R" budeme 
éH 

užívat značení t= (4,..., 1,), S.t= 2) syt; apod., pomocí nějž definujeme 
j=1 

U(£) := exp (i Ž Pktk) ; V(s) := exp (i Ž Q,-s]-) ; (3b) 

relace (1b) potom nahradíme rovností 

U(d) V(s) = e""*V(s) U(d). (4b) 

Vztahy (4) mají na rozdíl od (1) smysl jako operátorové rovnosti. Říkáme jim 

Weylovy relace (nebo Weylova forma kanonických komutačních relací). Očekává- 

me samozřejmě, že pro standardní operátory souřadnic a složek impulsu, o nichž 

se obvykle mluví jako o Schrůdingerově reprezentaci kanonických komutačních 

relací, budou rovnosti (4) splněny. 

16.2.4 Příklad: Uvažujme operátory ©, P na IŽ(R) z příkladu 15.2.1, resp. ©;, P, 

na ZŽ(R") z příkladu 15.2.3. Odpovídající grupy unitárních operátorů (3) mají tvar 

(UDY9o)= vx + d, () 

(V()y)(x) = e"**v0) (5b) 

pro všechna s,/€ R". První z těchto vztahů je pro n = 1 relace (10.5.5); pro 

n > 2 užijeme rozkladu: U(?) = kňl exp (iP.t), který vyplývá z cvičení 10.28. 

Podobně Ize dokázat vztah (5b). Ověření platnosti Weylových relací je nyní snadné, 

(U(Í) V(S)ÍÍJ)(X) = (V(s)lp)(x + ) = eis.(x—í—t)q;(x + t) = 

= t d (U(dÁ Y) = O*(V(9Ud)YO). 

O operátorech (5) mluvíme jako o Schródingerově reprezentaci Weylových relací 

(4b). Dokážeme dále, že tato reprezentace je ireducibilní. Z příkladu 15.4.8 víme, 

že množina (0,,..., O,, A,..., P,) je ireducibilní; ověříme, že to je ekvivalentní 

ireducibilitě množiny , tvořené operátory (5) pro všechna s,/ € R". Tato mno- 

žina je symetrická, proto můžeme užít Schurova lemmatu. Pro n = 1 tvrzení 

plyne ze Stoneova teorému, podle nějž: (U(Ay = (PY a V =(0OY, t 

' = (0, PY = C(ZŽ(R)). Pro n S 2 můžeme postupovat obdobně (cvičení 15).
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Můžeme také užít věty 14.3.9: označíme-li :% = (0,...,0,£;,0,...,0),  pak 
z rovnosti U= 18...c18c" 8 18... © 1 a analogického vyjád- 
ření pro V(s), plyne, že množina , = (0 VGD): 4,s;eR, 
j,k= 1,..., n) je ireducibilní, a tedy $ 2.2, je rovněž ireducibilní. 

16.2.5 Poznámka: Zobrazení R" > Z(ZŽ(R")): definovaná vztahy (5) jsou silně 
spojitá. Pro m = 1 to plyne ze Stoneova teorému, pro m ž 2 užijeme navíc 
vztahu U() = e ©... © e a obdobného vyjádření pro V(s) (cvičení 16). 
Lze tedy říci, že zobrazení UV(.), resp. V(.) zadávají unitární silně spojité reprezen- 
tace grupy 7; translací prostoru R", 

Podstatně složitější je otázka, jaký je obecný tvar operátorů splňujících relace 
(4). Podobně jako v předchozí poznámce se přitom omezíme na unitární silně 
spojité reprezentace, což je přirozený požadavek, mají-li takováto U(%), V(s) 
odpovídat prostřednictvím vztahů (3) nějakým samosdruženým operátorům AP,, 
©;. Odpověď je obsažena v následujícím teorému: 

16.2.6 Věta (Stone-von Neumann): Nechť (.), V(.) jsou unitární silně spojité 
reprezentace grupy translací prostoru R" v Hilbertově.prostoru / splňující Weylo- 
vy relace. Potom 

(a) existuje rozklad ? = >? , prostoru W v ortogonální součet uzavřených 
podprostorů , ae] 
(b) podprostory , jsou invariantní vůči operátorům U(4), V(s) pro všechna 
s,tE R 

(c) pro každé a € I existuje unitární operátor S,: e > IŽ(R") takový, že pro 
všechna w € [Ž(R") a s,c6 R" platí 

(SVASTYD)o) = Wx +D, 

(5 V)8.7y)0x) = e'yrx). 

Speciálně odtud vyplývá, že každá ireducibilní (unitární, silně spojitá) reprezenta- 
ce Weylových relací (4) je unitárně ekvivalentní Schródingerově reprezentaci (5). 

Důkaz: K libovolným . s, é € R" sestrojíme unitární operátory 

Rí(t, s) := exp (— Šs.t) U() V(s), (6) 

pro něž z relací (4) dostáváme 

    

R(t, 8) R(v,u) = exp Š(t.u — s VY)REt+vs+u). (7) 

Naším cílem je nejprve rozložit množinu (R(4,s): s,f € R") na ireducibilní kom- 
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ponenty. Začneme tím, že pro libovolnou funkci f€ L(R") a vektory g,y H 

definujeme | 

b5p. ) = J f(4 )C , R(t S) ) d ds; (8a) 

pravá strana má smysl, protože funkce (g R(.,.)) je podle předpokladu omezená 

a spojitá. Snadno se přesvědčíme, že by(.,.) je omezená seskvilineární forma, proto 

existuje právě jeden operátor B, € 1() takový, že pro všechna g, p 6 platí 

blp, Y) = (9,B). (8b) 

Zobrazení f > B; definované tímto způsobem je zjevně lineární; dále ze vztahů 

(7), (8) plyne 
j 

(Bf)* = Byr, fříts) = f(74—759); (9a) 

Ble/z — Bf]z » 

dvdu (9b) 

  

fiolt, 8) = Jfl(t — v s — v)yfo(v, U) exp ŠŠ (£.u — $.V) 

2 

(cvičení 18). Potřebujeme ověřit také jeho injektivitu: 

16.2.7 Lemma: B; = 0 právě tehdy, když f(/,s) = 0 s.v. v R. 

Důkaz: Je-li B,=0, platí též R((—v, — ) B,R(v, ) = 0  pro všechna 

u,„vR", t 

f(69)( p, R( v,—u) R(t, 8) R(v, d) )d ds = 

Rln 

= | oktkoě f(4, )( , R(t, ) pydeds = O. 
jR2n 

Z injektivity Fourierovy transformace (viz komentář k $3.2) pak plyne 

(g f(4s9)R(ts)w) = 0 pro všechna gpysW a svo sre R", tj. 

f(t,s) R(t,s) = 0 pro s.v. s,t€ R". Operátory R(t, s) jsou unitární, proto f = 0. 

Pokračování důkazu věty 6: Vyšetříme nyní operátor: B:= By,, kde folí,s) = 

= (2n) "exp(—-k4(f + s?)), který je vzhledem k lemmatu a vztahu (9a) nenulo- 

vý a hermitovský. Užitím vztahů (7), (8) lze ověřit, že : BR(t, s) B = B,, kde
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8(v,w) = (2n)'2"fexp (-z(t-r eis-yjzk(uv- x— (U8 yj+ 

+3(v.yp — u.x — s.x + t.y)) dx dy = exp r( + FPYf(V,.14), 
tj. 

BR(t, 5) B = expí—- N( + 9) B (10) 

(cvičení 19). Speciálně pro s = t = 0 odtud plyne B* = B, takže operátor B je 
(nenulový) projektor. Jiným důsledkem této formule a vztahu (7) je rovnost 

(R(4 ) p,R(v,u) 9) = 

sepi-iltovýY-zisovdý+i(sv- Lw'(yy), (11) 

jež platí pro všechna g, y € BW = Ran B a stuveRN. 
Tím máme připraveny prostředky k rozkladu. V podprostoru Ran B zvolíme 

nějakou ortonormální bázi ($,: a € /) a označíme M, = i(R(ts)y,: st6RY, 
resp. H = (Mo)in. Z rovnosti (11) plyne M, 1 M; pro a ž f, a tedy také 
H 1 Hg; současně odtud dostáváme, že dim (F, 0 Ran B) = 1, neboli že 
projektor B1 je jednorozměrný. Dále ze vztahu (7) plyne R( s)M, C M,, 
a odtud ŘR(t, s).W, C Wg podprostory , jsou tedy invariantní vůči operáto- 
rům R( s) pro všechna s,/€ R". Operátorová množina P = ÍR(t,s): s 66 R) 
je symetrická, proto je redukována všemi podprostory %,. Dokážeme, že množiny 
Ř1H jsou ireducibilní. Předpokládejme, že existuje vlastní uzavřený podprostor 
% X invariantní vůči , potom také jeho ortogonální doplněk 2' C H, 

je invariantní vůči .. Ze vztahů (8) plyne, že rovněž operátor B je redukován 
podprostory , $7, a podle lemmatu 7 jsou BIl9, a 819 nenulové 
projektory. To však není možné, protože jejich součet je roven jednorozměrnému 
projektoru B1.%W,. 

Nyní dokážeme rovnost 

H= ,. (12) 
a€/ 

Označíme symbolem % ortogonální doplněk pravé strany. Pro vektory a€9, 
p e$ platí (Y, R(t,s)g) = (R(—t —s)y,c) = 0, tj. Z je rovněž invariantní 
vůči , Je-li 2  (0), pak z lemmatu 7 plyne, že operátor B'9 je nenulový. 
Z konstrukce podprostorů , je však zřejmé, že Ran B c 9*. Platí tedy vztah 
(12) a jemu odpovídající rozklad množiny % na ireducibilní komponenty. 

Ptejme se nyní, jaký je vztah mezi získanými ireducibilními reprezentacemi. Pro 
dvojicí různých indexů o,fe I označíme 49 = R(.s)Y,, Y9 = Rv, y 8 
a definujeme zobrazení M, > M; vztahem Vyltd:= y19. Ze vztahu (11) plyne, 
že toto zobrazení je izometrické, a protože množiny M,, M; jsou totální v , 
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resp. , můžeme je rozšířit na unitární operátor U: , > y (viz tvrzení 5.5.4). 

V důsledku relace (7) platí vztahy 

1/)5]-?- vs+ 

  

R(t,s)yl), = exp % (t.uw — s.v) 

pro j= a,f, z nichž plyne rovnost 

i 
(E S.v)ř V nsru = RILS)VĚ 

  

U'R(t, ) UVyl) = exp 

jejímž rozšířením na (M.)u = , dostaneme U 'Ry(t,5) U = Ro(t,5), speciál- 

ně UUH U= UVKĎ) a UV7Vzrs) U = Vys), kde jsme označili: Ri(t,s) = 

= R(t,s)!.21; apod. To znamená, že libovolné dvě ireducibilní reprezentace jsou 

unitárně ekvivalentní, což spolu s výsledkem příkladu 4 završuje důkaz věty. N 

16.2.8 Poznámky: (a) V důkazu jsme ověřili ireducibilitu množin Ž ! M,, jež jsou 

širší: než (U(2), V(s): s,t€ R)1.,. Ze vztahu (6) je však zřejmé, že je-li 7 

invariantním podprostorem operátorů U(?), V(s), je invariantní též vůči operáto- 

rům R(s,s). Jde tedy o ireducibilitu ve stejném smyslu jako v příkladu 4. 

(b) Ve Schrůdingerově reprezentaci ze vztahů (5) plyne 

is.(x + lt) 
2 

pro všechna s,/€ R". Pomocí toho můžeme vyjádřit projektor B: 

(R(s, s)y)(x) — exp x + D) (13) 

    

-keě+ )) )d (14) 

  

(By)(x) = n? Íexp 

Ro 

(viz cvičení 20). Podmínce By = y vyhovují pouze násobky vektoru 

: olx) = n7"e77". Z konstrukce provedené v důkazu je zřejmé, že počet 

ireducibilních komponent dané reprezentace je roven dim 8; tím jsme znovu 

dokázali ireducibilitu Schródingerovy reprezentace. 

Pro operátor R(4,s) definovaný vztahem (6) se někdy užívá názvu Weylův 

operátor, jindy se pod tímto pojmem rozumí operátor 

W(t,5) := R(—t,5) = 0T0-7PD (15) 

(viz cvičení 21), jenž má názorný význam.
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16.2.9. Příklad: Uvažujme Schródingerovu reprezentaci pro s = 1, a pro libovol- 
ný vektor |€ ZŽ(R): označme 

Y p'= Wg p)p. (16a) 

Í Jc———l p 261 

Symetrická role, v níž zde vystupují souřadnice a impuls, je vidět ze vztahu 

Ze vVztahu (13) plyne 

Wx - g). (16b) 

    

wq,p(x) — CxXp 

  

(Fy,„)(k) = exp —iq(k — Šp)% (Fy)(k — p), (16c) 

který snadno ověříme aproximujíce y funkcemi z SHR) Odtud pro 
w e D() n D(P) dostáváme 

(OD„oid,+g, Po =P,+Pp, (17) 

zatímco směrodatné odchylky, pokud existují, jsou nezávislé na g,p. Vezmeme-li 
za y vektor: Y: Y(x) = n7""e7"2 popisující základní stav harmonického 
oscilátoru, pak , nejsou nic jiného než koherentní stavy (16.1.13b). 

Jak jsme poznamenali v komentáři k $ 16.1, vztahy (16) určují množiny kohe- 
rentních stavů i pro jiná ' € ZŤ(R). Zobrazení (4g,p) > sD Je spojité (cvičení 
17); dokážeme nejprve, že je-li || = (2x)7'?* a vektory y,gp69(R), pak 

x) = Jq (Yep> 9) Wo(X) dg dp. (18a) 
R2 

Užijeme toho, že Fourierova transformace zobrazuje prostor S(R") do sebe. Platí 

(Ypof) = o íe_i“í/í(x— d) p(x) dx = 
R 

= (23_[)—1/2eipq/2 J.e—i(px+ gk) e1'kx (U;)A(k) (p(X) dx dk ; 

z 

kde přechod od dvojnásobného integrálu k dvojnému byl umožněn tím, že funkce 
f: f(x.k) = e *() (k)gp(x) patří do H(W), protože podle předpokladu je 
(w)“ € WR). Totéž pak platí pro Fourierův obraz funkce f tj. pro funkci 

501



502 

16 POLOHA A IMPULS 

(9,p) > (w,„.gp). Pravá strana vztahu (18a) má tedy smysl. Přímým výpočtem 

lze ověřit, že 

e+0+ 
2 

lim J'e—slxl(tpq,p, g) Y „(x) dg dp = 27| v|'w(x) (19) 

(cvičení 22) a levá strana této rovnosti je podle Lebesgucovy věty totožná s hleda- 

ným integrálem. Vztah (18) platí i pro jiné vektory; jeho ověření může však být 

složitější. Omezíme se na to, že dokážeme rovnost 

(x 9) = J(x, a o)(Wa,p P) dg dp (18b) 
2 

za předpokladu, že 3, © S0R), gpe PŽ(R) a |) = (2x) 77 Ze vztahu (18a) 
plyne 

(1 9) = de w(x) qu dp (% Yap) Va(X)» 
R ? 

a jelikož 

qu dp |(x wq,p)ldeIw(X)wq,p(X)l < |oellvl J.dq dp |(x Yr )| S P, 

R2 

dostaneme odtud rovnost (18b) užitím Fubiniovy věty. 

16.2.10 Poznámka: Jestliže U(.) a V(.) splňují předpoklady Stoneovy-von Neu- 

manovy věty, platí 

U= 87098 !O = Ý S7VOS0 

kde U;(.) a Vy(.) jsou definovány vztahy (5). Z vlastností Schrodingerovy repre- 

zentace probraných v příkladu 4 plynou následující závěry pro operátory 

P, = —i(d8WU(9)/dt),- a 0, = —zi(dVW/dtc)i-o: 

(a) existuje společný hustý invariantní podprostor D= >Y? $-R 
ael 

(b) pro libovolný vektor w € D platí (10; — O,P)y = —idx9Y, 

(c) operátory P' D, jsou v podstatě samosdružené. Naopak, podobně jako 

v příkladu 2 splnění těchto podmínek nestačí k tomu, aby grupy (U(dHL(VG)j) 

odpovídající operátorům AP,, resp. ; prostřednictvím vztahů (8) splňovaly Weylo- 

vy relace (viz cvičení 7). Postačující podmínku dostaneme, zaměníme-li (c) před- 

pokladem
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c') operátor P* + 0O;)t D je v podstatě samosdružený (viz komentář). p A( j p y j= 
Povšimněme si toho, že ve Schródingerově reprezentaci je podmínka (c') splněna 
např. pro D = H(R") (cvičení 8). 

Upozorněme závěrem, že pro platnost věty 6 je podstatné, že uvažujeme koneč- 

ný počet stupňů volnosti. Pro systémy s nekonečně mnoha stupni volnosti jako jsou 
kvantová pole obdobné tvrzení neplatí — viz $ 19.3. 

  

Komentář 

8 16.1: Relacemi neurčitosti se zabývá snad každá učebnice kvantové mechefniky; 

namátkou můžeme jmenovat [Dir], kap. IV; [For], $$8 1.2.4, 2.4; [Ja], odst. 11.1; 

[Mes], kap. IV; [vN], $ III.4 apod. Příklad 9 ukazuje, že při nerespektování 

předpokladů nemusí relace neurčitosti platit ani tehdy, když obě strany mají smysl. 

Je vhodné si uvědomit důležitý fyzikální rozdíl mezi omezeními, jež představují 

předpoklady, řekněme, v příkladech 7 a 9. Experimentálně se nelze přesvědčit 

např. o tom, že stavový vektor patří do H(R); to je podobný problém jako ten, jímž 

jsme se zabývali v $ 15.4. Naproti tomu stav f narušující nerovnost (9) je možné 

snadno připravit pomocí dostatečně přesného měření pozorovatelné A,. 

e V příkladu 10 se setkáváme opět s koherentními stavy, o nichž jsme se již zmínili 

v $4.4. Tohoto označení se užívá pro různé podmnožiny v =iy,: zE ) ve 

stavovém prostoru , kde / je nespočetná indexová množina vybavená vhodnou 
topologií a mírou. Požadujeme, aby 

(i) zobrazení z » , bylo spojité, 

(ii) platila relace úplnosti typu (4.4.5): y = f(w„w)wz dz pro všechna peH. 
Ť 

Množinu koherentních stavů (13b) lze získat z vektoru y popisujícího základní 

stav harmonického oscilátoru pomocí Weylova operátoru (viz příklad 16.2.9). 

Užijeme-li místo v jiného vektoru ' € ZŽ(R), dostaneme rovněž množinu kohe- 

rentních stavů, jež však už nejsou stavy s minimální neurčitostí a nelze je reprezen- 
tovat pomocí analytických funkcí. 

*e Množiny stavů (13b) si první povšiml E. Schródinger v roce 1926. Pojem 

koherentních stavů byl zaveden počátkem šedesátých let v pracech [Gla 1, 2], 

[Kla 1]. Hilbertův prostor analytických funkcí, jenž se stavy (13b) úzce souvisí, byl 

zaveden v téže době — viz [Ba 1, 2]; [Seg], kap. VI. Zmíněným koherentním stavům 

se říká kanonické. Koherentní stavy lze konstruovat i jinými způsoby; podrobnější 

poučení o takovýchto stavech a jejich aplikacích lze najít ve sborníku [KS]. 

* Modifikací Heisenbergových relací jsou nerovnosti mezi směrodatnými odchyl- 

kami pozorovatelné P* a mocninami pozorovatelné G [Ba 4]; další výsledky 
tohoto typu najde čtenář v pracích [Ex 2], [Far 1]. 

$ 16.2: Příklad 2 je převzat z práce [Nel 1], viz též [RS 1], $ VIII.5; [Thi], $ 3.1. 

O Riemannových plochách je možno se poučit např. v [Šab]. Ve zmíněné práci 
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E. Nelson dokázal rovněž větu o integrabilitě reprezentací Lieových algeber, již lze 

najít také v [BaR], $ 11.5. Tvrzení uvedené v poznámce 3 představuje speciální 

případ této věty pro dvourozměrnou komutativní Lieovu algebru. Jiným speciál- 

ním případem Nelsonovy věty je tvrzení uvedené v poznámce 10; viz též [Di 1]. 

Jednodušší příklad operátorů splňujících relace (1) na husté podmnožině v , pro 

něž odpovídající U(f), V(s) nesplňují relace (4), je uveden ve cvičení 9; zde ovšem 

nelze splnit podmínku (c). 

e Kanonické komutační relace ve tvaru (4) zformuloval H. Weyl v roce 1927; 

tvrzení o jednoznačnosti jejich reprezentace (věta 6) se objevilo poprvé v pracech 

[Sto 1] a [vN 4]. Náš důkaz sleduje v zásadě postup z původní von Neumannovy 

práce, jenž je reprodukován např. v [Pru], $ IV.6; jeho další obměny a zobecnění 

lze najít např. v [Thi], $3.1 apod. Poněkud jiný důkaz, v němž se konstruují 

analytické vektory operátoru P* + 0* — 1, je naznačen v [RS 2], problém X.30. 

Věta 6 představuje speciální případ obecnějšího výsledku, jejž odvodil G. Mackey 

v rámci tzv. teorie imprimitivity — viz např. [BaR], $ 20.2; [Ja], odst. 12.3; [Var 2], 

$11.3. 

  

Cvičení 

1. Jsou-li splněny předpoklady věty 16.1.1, platí (AA,)5 + (A4)y S 

= |Tr[i(A,4, — A,A4,)W||. Speciálně pro operátory ©;, P, na P(R") a pesmr) 

platí (AO)í + (A PD Z dy. 

2. Nechť A;, A, jsou neomezené samosdružené operátory. Operátor : C:= 

=i(4,A, — A,4,) obecně nemusí mít žádné samosdružené rozšíření. 

Návod: Vyšetřete operátory ©O, T(c) z příkladu 15.2.2. 

3. Dokažte, že (A O) „ z příkladu 16.1.8 je směrodatná odchylka náhodné veličiny 

n 1/2 

( (A — (Qj)w)z) vůči pravděpodobnostní míře w(.101,..- O „); W) definova- 
j=1 

né vztahem (15.5.4), a že obdobné tvrzení platí pro (APy. 

4. Každý stav s minimální neurčitostí je směsí čistých stavů s minimální neurčitostí. 

5. Dokažte, že (16.1.13a) zadává stav s minimální neurčitostí, a že vektory 

(16.1.13b) jsou pro w = 27"“(g — ip) totožné s (4.4.6). 

6. Najděte stavy s minimální neurčitostí pro operátory o,, P, na IŽ(R). 

7. Sestrojte příklad operátorů P, ©, jež splňují podmínky (a)-(c) z poznámky 

16.2.10, ale odpovídající U(/), V(s) nesplňují Weylovy relace. 

Návod: V označení z příkladu 16.2.2 pro w € D detfinujte Pyp:= id w/dx, resp. 

ODy:= xy — idy/dy. 

8. Operátor: H := Y (P)+ 00)) na ZX(R") je samosdružený a HIS(R") je 
j=1 

v podstatě samosdružený.
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9. Pro operátory P, ©, z příkladu 16.1.9 platí (P,0,— O „P)f = —if pro 
všechna /; pro něž má levá strana smysl, ale operátory | U(2) := exp (iP,0) 
a WV(s) := exp(i0,„s) nesplňují Weylovy relace. 

10. Uvažujte operátory O, P na I*(R) a množinu M E% Je-li p e D(P*), platí 
w(M, O; ) S m(M)(AP),„, kde m(M) je Lebesgueova míra množiny M. 

Návod: Nechť /: R > [—1,1] je absolutně spojitá funkce; potom stejně jako 
v důkazu věty 16.1.1 dostaneme 57(0)), S |Py| |/(O)v] < (A P),, kde 
P = P= (P)„I. Volte f tak, aby f = 2m(M) 'xy. 

11. Pro w € LŽ(R) definujeme f(y):= (4(x)y(x — y) dx. Funkce f je spojitá, 

splňuje nerovnost |/(y)| < f(0) a yŠÍI*HQf (y) = 0. 

Návod: Operátory: U,: (U„y)x) = (x — a) tvoří silně spojitou grupu. Ke 
každému z >0 existuje N takové, že : | |ywWx)|* dx < e. 

j|] > N 

12. Dokažte implikaci (c) > (a) ve větě 16.2.1. 

Návod: Ze Stoneovy formule plyne, že libovolný operátor B € (R„(z): z « CR 

komutuje s E([ 4]) + E„(4 4)). Pro 1= —-%, Ň 7 u7 ze silné 
spojitosti projektorové míry plyne B E (EWY'; dále postupujte jako v důkazu věty. 

13. Dokažte, že množiny D,, D, z příkladu 16.2.2 jsou husté v ZŽ(M). 

14. Ověřte, že z formálního vyjádření operátorů (16.2.3) ve tvaru mocninných řad 

plynou Weylovy relace. Dokažte, že ve Schródingerově reprezentaci lze tuto úvahu 

učinit korektní, jestliže příslušné operátory aplikujeme na vektory z CF(R"). 

Návod: Užijte Hausdorffovy-Bakerovy-Campbellovy formule (platné pro omeze- 
o l—k 

né operátory):: Be = Y — c,, kde G= B a CG = [|A,CG ]] 
) ! 

15. Pro operátory (16.2.5) platí (U(2): tR =(P,,..., Př a (V(s): seR") = 

= íQla' .. Qn%,' 

16. Nechť P,,..., P,, resp. ©,,..., 0O, jsou komutující samosdružené operátory na 

Hilbertově prostoru S, potom zobrazení U(.), resp. WV(.) definovaná vztahy 
(16.2.3b) jsou silně spojitá. 

17. Jsou-li splněny předpoklady věty 16.2.6, pak operátory R(£, s) jsou unitární, 
splňují vztah (16.2.7) a zobrazení (%,s) > R(t,s) je silně spojité. 

18. Dokažte vztahy (16.2.9). 

19. Dokažte rovnosti (16.2.10) a (16.2.11). 

Návod: Pro výpočet integrálu užijte formule 

Íexp (— Š 2+iě. 77) dě = (2n)"% exp (— Š nz). 

RN 
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20. Dokažte, že projektor B z důkazu věty 16.2.6 je ve Schrodingerově reprezenta- 

ci dán vztahem (16.2.14), a že je dim B = 1. 

Návod: Aplikujte 8 na vektory ortonormální báze v IŽ(R") zadané pomocí 

Hermiteových funkcí. 

21. Dokažte, že pro Weylův operátor platí vztah (16.2.15). 

Návod: Operátor A:= s0 — :P je symetrický a AT (R) je v podstatě 

samosdružený; ověřte, že W(rt, rs) = e pro všechna r€R. 

22. Dokažte rovnost (16.2.19).
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17.1 ZÁKLADNÍ DYNAMICKÝ POSTULÁT 

Začneme tím, že zavedeme pojem unitárního propagátoru, jímž rozumíme množi- 
nu [(U(£, s): s, t € R) unitárních operátorů na Hilbertově prostoru / takovou, že 

(i) platí U(£, s) U(s, ) = U(t,r) pro všechna „s,€R, odtud speciálně 

plyne (t, f) = I pro každé :€R, 

(ii) zobrazení (s, :) > U(%, s) je silně spojité v R*. 

Statistický operátor reprezentující stav systému v okamžiku / označíme W, 

podobně budeme užívat symbolu , pro vektor popisující čistý stav v okamžiku / 
(a podle potřeby též symbolů W(), yW2) apod.). Předpokládejme, že v časovém 

intervalu / se systém nerušeně vyvíjí, tj. že na něm během této doby neuskutečníme 

žádné měření. V takovém případě postulujeme, že 

(g4-a) časový vývoj systému je popsán unitárním propagátorem: 

platí W = U(«, 9) W,U(t, S) "7, resp. , = U(t, s)y, pro všechna s,t€ J. 

Z vlastností unitárního propagátoru plyne několik jednoduchých důsledků. Pod- 

mínky (i), (ii) dávají U( s)_1 = Uí(s, f). Dále je zřejmé, že pro všechna s, t € J 

platí 

Tr W/ = Tr W?; (1) 

to znamená, že se zachovává veličina, která charakterizuje, „nakolik“ je daný stav 

smíšený. Speciálně čistý stav může časovým vývojem přejít opět jen v čistý stav (viz 

cvičení 15.11), tj. tvrzení obsažená v postulátu jsou vzájemně konzistentní. 

Množině (U(£, s): s, c6 R) se většinou říká stručně propagátor; užívá se 

i termínů evoluční operátor nebo operátor časového vývoje, a to i pro jednotlivé 
operátory z dané množiny. Postulát (g4-a) lze motivovat následujícím způsobem. 

Předpokládejme, že v okamžiku s je stav systému popsán paprskem ©,. Necháme-li 

jej nerušeně vyvíjet v časovém úseku [s, £], přejde ve stav popisovaný paprskem d,. 

V okamžiku s lze systém pochopitelně připravit v libovolném stavu, proto je 

vztahem | 

ď,= Últ 9) ,
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definováno zobrazení Ú(%, s) na prostoru stavů. Toto zobrazení má smysl i v přípa- 

dě £ < s, kdy ovšem , znamená stav, který se vyvinul v časovém úseku [4, s| ze 

stavu , 

Ve shodě se zkušeností předpokládáme, že při časovém vývoji se zachovává 

pravděpodobnost přechodu mezi stavy (viz (15.1.1)), tj. že platí 

P(d,, B) = P(L 5) d ÚCs, 8) ) 

pro libovolné stavy ď, a W. Potom lze užít Wignerovy věty (viz komentář), podle 

níž existuje unitární nebo antiunitární operátor U(4, s) takový, že pro libovolný 

jednotkový vektor y, © W patří , = UV(s, s)y, do W Operátor U'(z, s) je 

přitom určen zobrazením Ú(t, s) až na multiplikativní konstantu (fázový faktor). 

Protože: vektory U'(» 0 U(t, s)y, a Uz s)Y, reprezentují týž stav, mohou 

se lišit nanejvýš fázovým faktorem, 

U(5,0 UV'(1, 9) p = dWU) 

Užitím linearity resp. antilinearity operátorů lze ověřit nezávislost fáze na vektoru 

, a protože za , můžeme dosadit libovolný vektor ze stavového prostoru, platí 

operátorová rovnost 

U(5,d U(t,s)= d00 U(Ž 8) 

Použijeme-li tento vztah spolu s asociativitou operátorového násobení k úpravě 

výrazu: V'(» 0) U'(6,s) U'(s, 0) dostáváme rovnost 

a15 0 = Brd — Br9+ B6 5), 

kde /( 9 = a(r, ;,0). Od operátorů: U(s s) můžeme přejít k U( s) = 

= e-IW49) U'(4, s). Tento přechod nemá žádný vliv na měřené veličiny a operátory 

U(4, s) již splňují požadavek (i) kladený na unitární propagátor. Budeme-li poža- 

dovat, aby byl splněn i požadavek (ii), snadno dokážeme, že operátory U(%, s) jsou 

unitární (viz cvičení 1). 

Systém označíme za konzervativní, jestliže jeho propagátor splňuje podmínku 

U(t+ 1, s+ T) = U(t, s) pro všechna s, , T € R. Ze zkušenosti víme, že každý 

izolovaný systém je konzervativní (viz poznámku 15.1.1b); totéž platí pro systémy, 

jejichž interakce se zbytkem světa je sice nezanedbatelná, ale časově nezávislá. Pro 

konzervativní systémy definujeme U( := U(t+r, 7) pro libovolné pevně 

zvolené 1; postulát (g4-a) potom říká, že množina (U(?): H € R) je jednoparamet- 

rická silně spojitá grupa unitárních operátorů. | 

Podle Stoneova teorému je grupa (U(/)) generována nějakým samosdruženým 

operátorem A. Základní dynamický postulát spočívá v tom, že ztotožníme operá- 

tor — A s hamiltoniánem systému (v běžných jednotkách s operátorem k7'Hy:
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(g4-a) propagátor konzervativního systému s hamiltoniánem H je pro libovolné 
tR dán vztahem 

U(h = e (2) 

Odtud snadno plyne pro konzervativní systém s hamiltoniánem H vyjádření 
časového vývoje v diferenciálním tvaru: 

17.1.1 Tyrzení (Schródingerova rovnice): Platí-li W, D(H) C D(H) v některém 

okamžiku s, pak pro všechna p € D(H), t€ R je funkce f » Wwp diferencova- 
telná a splňuje rovnici 

(Z y = (HW,— W v (3a) 
ť 

Je-li speciálně , € D(H) pro nějaké s € R, pak funkce / » 1), je diferencova- 
telná a platí 

Íg%:H%- (3b) 
dé 

Důkaz: Tvrzení týkající se čistých stavů plyne přímo z tvrzení 11.1.1. Pro libovol- 

né £€R platí W D(H)cC U(t— s) W, U(s— d) D() C U(t=s)W, D(H 

C D(H), protože U(7) jakožto omezená funkce operátoru H zobrazuje D(H) do 
sebe. Pro we€e D(H) tedy platí 

d W,.;—- W Z W = hm tt £ 

dž v ó>0 ó 
W   1/)=1im%U(ó) w, D] „ O 

Limita druhého členu podle již zmíněného tvrzení 11.1.1 existuje a je rovna 
—iHW,y. Pro první člen dostáváme 

      

'U(ó)W,y(_—Ž)—Í—'w—thHw 

ó 
< |0) W „—Š—%— —iHy| + KCUCO) — D HUU 

a protože: ||U(Ó) W|| S 1, pravá strana jde k nule pro ó > 0; odtud plyne 
rovnost (3a). N 

Snadno ukážeme, že při zadané „počáteční podmínce“ p = w € D(H) má 
rovnice (3b) jediné řešení, a to právě ve tvaru , = e"'"y. Jinými slovy, v případě 
konzervativního systému Schrodingerova rovnice určuje jednoznačně jeho unitární 

propagátor. Pro nekonzervativní systémy, jejichž hamiltonián závisí na čase, tj. je 

to funkce 6> H() s hodnotami v Z.(), Schródingerovu rovnici proto 
postulujeme: 
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(g4-c) časový vývoj systému s takovýmto hamiltoniánem je pro smíšené, resp. čisté 

stavy určen rovnicemi 

idí w,= HoYW, - W,H(D, (4a) 
t 

„d 
i— y, = H() Y,. (4b) 
dé 

Aby tento postulát skutečně určoval časový vývoj systému, je třeba, aby např. 

rovnice (4b) měla řešení č > ) pro „dostatečně mnoho počátečních podmínek“, 

tj. vektorů , v určitém počátečním čase s < £, čímž se rozumí, že , tvoří hustou 

množinu. Potom pro každé £ > s vztah U(4, s) , = , zadává hustě definovaný 

operátor a je třeba ověřit konzistenci s postulátem (g4-a), tj. přesvědčit se, že 

spojitá rozšíření operátorů U(4, s) tvoří unitární propagátor. Vzniká úloha vymezit 

některé třídy hamiltoniánů, které tyto okolnosti respektují. Těmto záležitostem se 

budeme podrobněji věnovat v $ 17.5. 

Známe-li časový vývoj stavu, můžeme určit, jak se s časem mění měřitelné 

veličiny jako pravděpodobnosti, střední hodnoty jednotlivých pozorovatelných 

apod. Je-li např. AW, e , platí 

(Aw, = N(ÁW). (5) 

Také tuto závislost můžeme vyjádřit v diferenciálním tvaru, pokud zesílíme před- 

poklady. 

17.1.2 Věta: Nechť W, popisuje stav konzervativního systému s hamiltoniánem A 

pro všechna £ z nějakého otevřeného intervalu J C R. Střední hodnota pozorova- 

telné A splňuje pro £€ J rovnici 

d : 
E<A>W' = Tr(i(HA — AH)W). (6a) 

pokud platí následující předpoklady: (i) operátory AW, HAW, AHW, jsou 

jaderné pro  £€J, (ii) funkce (> |AWC) g je omezená pro všechna 

g E Ran W, je-li £+ s€0, (iii) řada vyjadřující pravou stranu rovnosti (6a) 

konverguje v J stejnoměrně vzhledem k «. 

17.1.3 Poznámky; (a) Předpoklad (iii) je splněn např. tehdy, když dim Ran W < 

< % pro některé £€ / (je zřejmé, že tato dimenze se s časem nemění). Spe- 

ciálně to platí pro libovolný čistý stav ,; předpoklad (i) v tomto případě zní 

w, e D(HA — AH) pro všechna (€J. Předpoklad (ii) je splněn automaticky, 

je-li A omezená pozorovatelná; snadno se lze přesvědčit, že derivace na levé straně 

vztahu (6a) je v tomto případě spojitá.
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(b) Je-li operátor i((HA — AH) v podstatě samosdružený, můžeme tvrzení vyjá- 
d 

m vh 
řit v obvyklejším tvaru 

%<A>W, = i(HA = aBDw.. (6b) 
Důkaz věty 2: Užijeme-li ortonormální báze (w;) tvořené vlastními vektory ope- 
rátoru W, odpovídající vlastním hodnotám w;, můžeme psát 

d d | : - 
— (Ag = — * Ww(Ut - )g AUt - Joj), (7) dé d ; 

kde s je libovolný bod intervalu J. Pro kterýkoli člen této řady platí 

d S S 

&(U(t — ) pj, AU(t — s) gpj) = 

» 

U(d)— I , 
ly 

  

„„[ UCO) — I : - n|[ yawoa) s (0 
kde gj = U(t — s)gpj; v druhém členu jsme užili toho, že podle předpokladu (i) 
je gwj € D(A). Pro první člen s ohledem na předpoklady (i), (ii) a postulát (g4-b) 
dostáváme 

S 
Kmm—l 

ó 

  

%AW&M—KH%AQ 

A ;Mgžšl+ud%Awmq„+wwpqw&—n©1 

+ JAHoj] JU) — D) gý| > 0     
< |AA gý „(U—(óš—_—l + iH) % 

pro ó > 0, dohromady je tedy hledaná derivace rovna — 2 Im (Hyj, Agj) = 
= (wj, ((HA — AH) gpj). Podle předpokladu (iii) můžeme na pravé straně rov- 
nosti (7) derivovat po členech; dosazením pak dostaneme požadovaný výsle- 
dek. I 

Výhoda diferenciálního vyjádření je opět v tom, že se hodí i pro nekonzervativní 
systémy. Snadno se přesvědčíme, že pro systém s hamiltoniánem závislým na čase 
dostaneme obdobným postupem formálně vztah typu (6a), v němž stojí H(£) 
místo H. Tuto úvahu je možno učinit korektní, máme-li podrobnější informaci 
o vlastnostech operátorové funkce H(.). 

Nyní uvedeme známý důsledek věty 2, který říká, že v kvantověmechanickém 
systému N částic interagujících prostřednictvím potenciálu splňují střední hodnoty 
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kartézských souřadnic za určitých předpokladů rovnice klasického typu. Uvažuj- 

me reálnou diferencovatelnou funkci V: R" > R a označme F = —0 V/odx;; 

potom lze definovat operátory V:= V(9,..., O,„), resp. F,:= F(O,,..., 0) 

na Z“(R"), a dále 

H= Y(m)"7Pi+V; (8) 
j=] j 

přitom © ;, P; jsou jako obvykle operátory kartézských souřadnic a složek impulsu. 

17.1.4 Důsledek (Ehrenfestova věta): Předpokládejme, že V e C*"(R") a odpo- 

vídající operátor vyhovuje podmínce VY(R") - FR"). Předpokládejme dále, 

že operátor: H„:= HITAR") je v podstatě samosdružený. Nechť jednotkový 

vektor ), popisující stav systému, , = exp (—-ifldt — s)) , patří do.S(R") pro 

všechna / z nějakého otevřeného intervalu  JCR, a nechť funkce 

t > max(|O ,] | P|) je omezená v J. Potom funkce £7 (O),, je dvakrát 

diferencovatelná a platí 
d2 

m; Et_2<Qj>w' = ( (9a) 

Důkaz: Každý z operátorů £; je s ohledem na větu 9.4.8e samosdružený a D(F) = 

=s(ye LRY: (|B0) wWx)|* dx < %). Podle předpokladu je VÝR) c 
Ra 

C HW(R"), takže z identity 

dY(x) 
dx 

/ 

  
d 

F(x) x) = V(0x) — — (VO) x)) 
dx; 

plyne F FRY) C HR), tj. HR) c D(F). Užijeme-li vyjádření (15.2.14), 

dostaneme pro libovolné p | PR) vztahy | (HP — PH)w = Fy, resp. 

i(HO,— O,H) w = m;'P,y. Podle předpokladu platí , € D(HO,;— ©,H) n 

n D(HP,— P,H) pro t€ J; současně je splněn předpoklad (ii) věty 2. Odtud 

plyne 

d 
glj (Pře, = (H > (9b) 

d 
11 (0g = m Py (9c) 

pro všechna £€ J; kombinací těchto vztahů dostáváme (9a). II 

Uvedený výsledek můžeme chápat jako motivaci postulátu (g4-b), protože při 

odvození správných „klasických“ vztahů (9) mezi středními hodnotami bylo pod- 

statné, že za operátor H vystupující ve vztazích (6) dosazujeme hamiltonián (8).



17.2 RŮZNÁ POJETÍ ČASOVÉHO VÝVOJE 
Závěrem tohoto paragrafu se zmíníme o veličinách, jež mají z hlediska časového 

vývoje zvláštní postavení. Uvažujme konzervativní systém s hamiltoniánem H. 
O stavu W, říkáme, že je stacionární, jestliže komutuje s hamiltoniánem, WH c 
c HW, pro všechna /€R. Jde-li speciálně o čistý stav, pak tato podmínka 
znamená, že , je vlastním vektorem hamiltoniánu. Pro stacionární stav podle 
Stoneova teorému platí: W = eT- wWwe7iHG7) = W pro libovoná s,< R. 
Podobně pro stacionární čistý stav, Hy, = Ay,, platí $, = e tj. vektory 
, leží uvnitř téhož paprsku. Z tohoto důvodu časovou závislost u stacionárních 
stavů zpravidla nevyznačujeme. 

Je zřejmé, že střední hodnota libovolné pozorovatelné ve stacionárním stavu 
nezávisí na čase. Je-li A pozorovatelná taková, že střední hodnota (E„(dn, je 
časově nezávislá pro všechna 4 € S a všechny realizovatelné stavy W; daného 
systému, nazýváme ji integrálem pohybu (nebo zachovávající se veličinou); tato 
definice se hodí i pro nekonzervativní systémy. Pravděpodobnostní míra 
w(., A; W,) v takovém případě nezávisí na čase. To znamená, že pro libovolnou 
reálnou borelovskou funkci / je střední hodnota (f(A))p, na čase nezávislá, pokud 
má smysl o ní mluvit; speciálně to platí o (A)y,. Pro konzervativní systémy platí 
jednoduché kritérium: 

17.1.5 Tvrzení: Pozorovatelná A je integrálem pohybu právě tehdy, když operátor 
A komutuje s hamiltoniánem. 

Důkaz: Postačující podmínka je jednoduchá. Je-li A integrál pohybu, platí 
(9, U(—) E„(4A) U(0 Y) = (Yy, E A(d) ) pro všechna $f6 R, 4€.2, jakmile 
vektor 1) leží v některém z koherentních podprostorů H Operátory H, A odpoví- 
dají pozorovatelným, proto jsou redukovány všemi E„; totéž platí pro U(£). Odtud 
podobně jako v důkazu tvrzení 15.5.1 odvodíme pro všechna f € R, 46 2 vztah 
Ea() U( = U( E„(4), jenž je ekvivalentní komutativitě operátorů H, A. m 

17.1.6 Důsledek: Celková energie konzervativního systému je integrálem pohybu. 

17.1.7 Důsledek: Každý superselekční operátor je integrálem pohybu. 

  17.2 RŮZNÁ POJETÍ ČASOVÉHO VÝVOJE 

Většina předpovědí kvantové teorie se vyjadřuje pomocí spektrálních vlastností 
samosdružených operátorů reprezentujících pozorovatelné. Tyto vlastnosti patří 
mezi unitární invarianty; lze tedy očekávat, že pro teorii je principiálně nepodstat- 
ná operace, při níž operátory všech pozorovatelných nahradíme unitárně ekviva- 
lentními operátory získanými pomocí téhož unitárního operátoru. Ve vztahu 
k popisu časového vývoje je zajímavý zejména případ, kdy je unitární ekvivalence 
zprostředkována evolučním operátorem. 
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Způsob popisu, jímž jsme se zabývali v předchozím paragrafu, nazýváme Schrů- 

dingerovým pojetím. Časový vývoj se v něm projevuje závislostí statistických 

operátorů, resp. vektorů popisujících stavy na čase. Na druhé straně operátory 

reprezentující pozorovatelné ve Schródingerově pojetí na čase nezávisí; výjimku 

představují pozorovatelné, jejichž závislost na čase je parametrická, tj. nesouvisí 

s dynamikou systému, 

V Heisenbergově pojetí přiřazujeme libovolné pozorovatelné operátorovou 

funkci Ag: R > 2() definovanou vztahem 

Agl(0 := U(t, ) ' AUCZ 9), (1) 

kde s je pevně zvolený okamžik a Ax(s) = A je operátor reprezentující danou 

pozorovatelnou ve Schródingerově pojetí. Stejně jako výše se v běžném způsobu 

vyjadřování nečiní rozdíl mezi touto funkcí a jejími hodnotami a mluví se o pozoro- 

vaelné A „() apod. Z důsledku 17.1.7 je vidět, že libovolná pozorovatelná Ap(!) 

je redukována všemi koherentními podprostory. 

Předpovědi teorie jako jsou střední hodnoty pozorovatelných musí být nezávislé 

na zvoleném pojetí, proto jsou stavy v Heisenbergerově pojetí popisovány statistický- 

mi operátory: Wy():= U(45)7'W, U(4,s), resp. vektory Y( := Ut ) Yr 

Z postulátu (g4-a) potom plyne, že stavy v Heisenbergově pojetí jsou nezávislé na 

čase; obvykle se proto píše Wg(f) = W; resp. v() = Y 

Je-li systém konzervativní, snadno z definice (1) odvodíme vztah mezi operátory 

reprezentujícími danou pozorovatelnou v různých okamžicích, 

Ag() = U( — ) AH() U(t — 0); (2a) 

pro nekonzervativní systémy analogický vztah obecně neplatí, protože propagátor 

nemusí být v tomto případě komutativní množina. Zcela stejným způsobem jako 

u tvrzení 17.1.1 můžeme ze vztahu (2a) odvodit diferenciální tvar pohybové rovnice: 

17.2.1. Tvrzení: Nechť A „(/) je omezená pozorovatelná taková, že Ay($) D(H) - 

C D(H) pro některé s € R. Potom funkce A „() je diferencovatelná pro všechna 

w e D(H) a platí 

%AH(t) p=i(HA„ (H0 — A0 HY. (2b) 

Je ilustrativní porovnat rovnici (2b) se vztahy (17.1.6). Norma operátoru reprezentu- 

jícího pozorovatelnou se při časovém vývoji zachovává, proto pozorovatelná, jež je 

omezená v jednom okamžiku zůstává omezenou i nadále. Pro neomezené pozorova- 

telné platí formálně stejný vztah; jeho skutečná platnost závisí podstatně na vztazích 

mezi definičními obory operátorů H a Ay(/). V každém případě ovšem můžeme 

vyšetřovat časový vývoj neomezených pozorovatelných pomocí jejich omezených 

funkcí (cvičení 3). V Heisenbergově pojetí se názorně projevují integrály pohybu:



17.2 RŮZNÁ POJETÍ ČASOVÉHO VÝVOJE 
jsou to právě ty pozorovatelné, pro něž je operátorová funkce A A(.) konstantní, 
Ax(é) = A pro všechna /€ R. Toto tvrzení se týká i nekonzervativních systémů. 

Třetím užívaným pojetím je Diracovo nebo též interakční pojetí, při němž časovou 
závislost rozdělujeme mezi stavy a pozorovatelné. Tohoto pojetí se užívá pro systémy, 
jejichž hamiltonián má tvar 

H= H,+V, (3a) 

kde H W jsou samosdružené operátory. U nekonzervativních systémů se hamilto- 
nián rozděluje tak, že operátor H, je časově nezávislý, 

H) = H,+ V(d). (3b) 

Označíme U) := exp(—iH,d. Diracovo pojetí dostaneme ze Schrodingerova 
unitární transformací Uí(£ — s), kde s je opět pevně zvolený okamžik, v němž jsou 
stavy v obou pojetích popsány týmž statistickým operátorem, resp. vektorem 

Wol) = H(s7) W Ult7s9)= Uds—d) Ut S) W, U(s, ) U(t—s), (4a) 

YWl) := Uds—-)y, = UV(ls—d U(t, 9) y,. (4b) 

Schródingerovská pozorovatelná A je v Diracově pojetí reprezentována operátoro- 
vou funkcí Ap(.), kde 

Ap() = U(s— d AUt — s). (5a) 

Pozorovatelné tedy na sebe berou tu část časové závislosti, jež odpovídá operátoru 
H,. Stejně jako výše můžeme vztah (5a) pro omezené pozorovatelné snadno 
přepsat do diferenciálního tvaru: 

17.2.2 Tvrzení: Nechť Ap(7) je omezená pozorovatelná a Ap($) D(Ho) C D(Ho); 
potom pro každé yw€ D(H) je funkce Ap(.) y diferencovatelná a platí 

%AD(r) Y =i(HASO) — A(A HY v. (5b) 

Přechod k diferenciálnímu vyjádření vztahů (4) je poněkud komplikovanější. 
Nejjednodušší je situace, kdy V je hermitovský operátor nezávislý na čase, tj. 
H = H,+ V je samosdružený a D(H) = D(Ho). Je-li potom W D(Ho) c 
C D(Ho), resp. , e D(H.G), platí 

i% Wo(b) Y = (Vyld) We() — WoCd) Vy(d) $ (6a) 
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pro všechna w € D(Ho), resp. 

1Í () = Vod ld (6b) 
dt 

(cvičení 4), kde Wy() := Us — D V U(£— s) odpovídá pozorovatelné V 

v Diracově pojetí — viz (5a). Rovnice (6) lze formálně odvodit i v jiných případech; 

o jejich skutečné platnosti a existenci řešení je možné opět rozhodnout teprve na 

základě konkrétnějších informací o operátorech H V(7). Diracovo pojetí se hodí 

zejména v situacích, kdy řešení pohybových rovnic odpovídajících některé části 

celkového hamiltoniánu umíme najít přesně. V řadě úloh lze hamiltonián přirozeně 

rozdělit na část H,, jež odpovídá v tom či onom smyslu volnému pohybu, a část W 

popisující interakci; nejjednodušším příkladem je rozdělení hamiltoniánu nerelati- 

vistické bezspinové částice na operátory kinetické a potenciální energie. Volná 

úloha je zpravidla přesně řešitelná; Diracovo pojetí pak umožňuje studovat odděle- 

ně tu „část“ propagátoru, jež odpovídá interakčnímu hamiltoniánu V a je pro daný 

systém charakteristická (odtud pochází název interakční pojetí). Tento problém se 

často řeší pomocí poruchových metod; s typickým příkladem se setkáme v $ 17.5. 

Interakčního pojetí se užívá jak v kvantové mechanice, tak i v praktických 

výpočetních metodách kvantové teorie polí. V posledně uvedeném případě však 

vznikají obtíže. Obecně vzato není užívání interakčního pojetí v kvantové teorii 

polí oprávněné. Důvodem je skutečnost, že pro systémy s nekonečným počtem 

stupňů volnosti mohou existovat neekvivalentní reprezentace kanonických komu- 

tačních relací. 

  

17.3 DVA PŘÍKLADY 

V tomto paragrafu probereme časový vývoj dvou jednoduchých kvantověmecha- 

nických systémů. Prvním z nich je soustava volných částic popisovaná hamilto- 

niánem 

Ho:= X m) ? Pj 1) 
j= 

na stavovém prostoru Z*(R"), kde m, jsou kladná čísla; fyzikálně zajímavý případ 

odpovídá situaci, kdy n = 3N a M;i+y = Mak+2 77 Mak+3 pro k=0,1,..., N—1. 

Stejně jako v příkladu 15.5.10 se lze přesvědčit, že operátor H, je samosdružený 

a má čistě spojité spektrum, o(Ho) = R*. Dále platí, že operátor Ht C5 (R") 

je v podstatě samosdružený (podobně jako ve cvičení 15.18). Snadno lze najít 

explicitní vyjádření propagátoru: U(/) = exp (=—iHo).



17.2 DVA PŘÍKLADY 

17.3.1 Tvrzení: Propagátor odpovídající hamiltoniánu (1) působí na libovolné 
e L*(R") podle vztahu 

>% ; j= 1 

1/2 j 

(U() Y) (x) = llm H (ZW) fexp (ž—t 2, mlx; — Y| )w(y) fiky) dy, (2a) 

kde (f;) C Z*(R") je posloupnost taková, že 1k(x)] S< 1 a žim firx) = 1 pro 

s.v. x€R". Pro všechna :e R platí U(2) HR") C HRT 

Důkaz: Ověříme, že pro vektory 4 € ZŽ(R") n L'(R") platí formule bez limitní- 
ho přechodu 

  

=1 V2rií j=1 

m |12 :0m 

(Ud w () = [I ('".') Í exp (27 Ý milx,-—y,—fz) Y0) dy, | (2b) 

Vztah (2a) odtud potom plyne na základě spojitosti operátoru U(?) v důsledku 
toho, že Y = s-lim yf,. 

k7 w 

Uvažujme dále funkce u;: u(k) = exp(-i(fé — ie) Y (2m)"'*k)) a u = u 
j=1 

Podle pravidel funkcionálního počtu (viz větu 9.3.3) platí 

U() = wWP,, P,..., P,) = s-lim u(P,..., P). (2c) 
e+0+ 

Působení operátoru na pravé straně můžeme vyjádřit pomocí cvičení 15.20; po 
jednoduché integraci pro libovolné s > 0 dostáváme 

(Ms(lň,_.„ řz) VÚ (x) 7 

n 

= ň (—L) J exp (2—1—— 2, mfÁX; — Yf)z) yý(y)dy.  (2d) j=1 V2i(£ — ig) (£ — le)j=o 

Ze vztahu (2c) a ze závěru příkladu 2.2.2 plyne, že ke každému y € L*(R") existuje 
posloupnost (8,„,; 8, 7 0, taková, že (u (P,,..., P,) w)(x) konverguje pro s.v. 
xXER7 k (wP,.., P)y)(x). Je-li ywe l?n [), jsou splněny předpoklady 
Lebesgucovy věty a limitu lze s integrálem zaměnit; tím je rovnost (2b) dokázána. 

Pro důkaz poslední části tvrzení přepíšeme rovnici (2b) ve tvaru 

(U w»() = [] (Žt) e(x) (F(ey) (x), 
j=1 
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kde xX = [(m,/20 X1, << (m,/20) x„], funkce e je definována vztahem 

i J 2 
e(x) = exp |— ?, m;xj 09 - so(i: £ mu) 

a Z označuje jako obvykle Fourierovu transformaci. Snadno ukážeme, že 

e E FR"), jakmile je g6 HR), a protože také PFF(R") c HR"), je 

U( 9 € HAR"). A 

Podle cvičení 2 není žádný stav soustavy volných částic stacionární. Znalost 

explicitního vyjádření propagátoru nám umožňuje učinit silnější závěry. 

17.3.2 Příklad (rozplývání stavů s minimální neurčitostí): Uvažujme případ 

n= 1, m = m, a vezměme za Y) stav (16.1.13a) s daným g,p€R. Vektor 

Y, = U( y lze najít přímým výpočtem (cvičení 6). Fakticky nás zajímá hustota 

pravděpodobnosti nalezení částice v bodě x, jež je rovna 

  

  

  

2 2 —1/2 1 pt | 

|p(x)|“ = (2n(Ag)?) exp | — A0 X- dg )1 (3a) 

kde 

| 4mý(A gý ně 

poslední rovnost platí díky tomu, že je stav s minimální neurčitostí, AgAp = Š 

Impuls je integrálem pohybu (viz tvrzení 17.1.5), proto se jeho směrodatná odchyl- 

ka s časem nemění, (A P),, = (AP), = Ap. Naproti tomu směrodatná odchylka 

souřadnice s časem roste, proto , není pro £ > 0 stav s minimální neurčitostí. 

Závěry, k nimž jsme dospěli v tomto příkladu, platí daleko obecněji. 

17.3.3. Věta: Nechť stav soustavy volných částic v nějakém okamžiku s splňuje 

w, « SF(R").. Potom pro všechna j = 1,....n a t= s platí 

(0 = (0 + vdt- s), (4a) 

(A0), = (AOÝ, +aftrY)tbli-ný, (4b) 

kde 

v; = mi—1<P/>w » 

a;:= m '(P;0; + O,Přy, — XOpr, P) » 

by:= m (AP)Ý ]



17.2 DVA PŘÍKLADY 

17.3.4 Poznámky: (a) Podobně jako v předchozím příkladu jsou P, Pj,... inte- - 519 
grály pohybu, proto časovou závislost u příslušných středních hodnot nevyznačuje- 
me. O veličině v:= (w,,..., v,) se zpravidla mluví jako o grupové rychlosti 
vlnového balíku. 

(b) Ze vztahů (3), (4) je vidět, že pro stavy (16.1.13) platí (PO + P, = 
= XKO„(Pr, 

Důkaz věty 3: Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat s = 0; označíme 
w, = y. Podle tvrzení 1 platí , © SF(R") pro všechna r > 0. Užijeme relace 
U( = F„'T,„F, z důkazu tohoto tvrzení. Označíme-li pro pohodlí 4 = du/dx; 
apod., pak ze vztahu (15.2.14) dostáváme 

P,'TanÍ/) — —iux,(Ql, .**.3 Qn) an + u(Ql, .... Qn) P]an m 

ť 
= [0...., 0,) (P,- — Q,-) Bhy. 

m; 

Nyní stačí užít vztahů F,'P,F,= — 0, a F7'W0,,..., 0) E= u(P..., P)= 
= U(9), abychom dostali rovnost O U) y = U() (0 j F (t/m) P) y, z níž 
plyne relace (4a). Podobně odvodíme 

PTF = 

— —ux,x,(Ql, *..3 Qn) an U 2iux,(Ql> .., Qn) P]an + u(Ql? ... Qn) P]Zan = 

Č >6 26 2 
= W0,..., 0) ? ; — m O,P, + Př] B = 

J : 
] j 

= Wd0,..., 0) (Ě O — —Ž(P,-Q, + OA,P) + Pf.) Fw. 

kde jsme užili kanonických komutačních relací (viz poznámku 16.2.10) a skuteč- 
nosti, že F.y s F(R"). Aplikujeme-li na tuto rovnost operátor F ', dostaneme 

Ů t 
O U(h y = U( (—2 Pj + —(0,P, + EO) + QŠ) Y 

m m; 

a když vyjádříme pomocí této rovnosti a (4a) směrodatnou odchylku (A o = 
= (0 — (0 dospějeme ke vztahu (4b). N 

Fyzikálně nejdůležitějším důsledkem věty 3 je to, že v soustavě volných částic se 
nezachovává lokalizace. Podle tvrzení 16.1.5 je (AP), > 0 pro každý stav, 
speciálně pro všechna ) € W(R"); potom platí lim (A8;),, = % bez ohledu na 

přesnost, s níž jsme stanovili souřadnici x, v počátečním okamžiku, tj. při přípravě
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stavu. Navíc toto tvrzení platí i pro jiné vektory; omezení na funkce z AR") je 

převážně technického rázu. Povšimněme si, že rychlost rozplývání vlnového balíku 

není ničím omezena, což odpovídá nerelativistickému charakteru vyšetřované 

soustavy (viz též cvičení 7). 

Druhý systém, jímž se zde budeme zabývat, je lineární harmonický oscilátor, 

jehož hamiltonián má tvar 

- P*+ lma)zQZ. (5) 
2m 2 

Tento operátor jsme vyšetřili v příkladu 15.2.5: úvahy, jež jsme tam provedli pro 

m"' = w = 2 lze snadno modifikovat na případ libovolných kladných , «. Při 

vyšetřování propagátoru odpovídajícího operátoru (5) můžeme s výhodou užít 

skutečnosti, že jeho spektrum je čistě bodové. 

17.3.5 Příklad (časový vývoj stavů s minimální neurčitostí): Uvažujme nejprve 

stavy (16.1.13b). Jejich vyjádření pomocí ortonormální báze tvořené vlastními 

vektory operátoru H = P* + 0* snadno najdeme pomocí izomorfismu W z po- 
co 

známky 4.4.4: platí Vap, = 0P $ w(nl)7!? u,, takže , je dáno obdobnou 
n=0 

formulí se záměnou u, na ',. Odtud dále plyne 

o 7! 

n - A w 
c zse Iwle/2 >) e Žn 1) ——5 Vn > 

— ! n=0 (n!) 

tj. 
eg =ze rr (6a) 

kde w = 27%g — ip). Tento vektor můžeme vyjádřit pomocí vztahu (4.4.6); 

pro hustotu pravděpodobnosti nalezení částice v bodě x odtud dostáváme 

j(e H) (D = n expf—(x — gcos2t— psin 29. (6b) 

Vlnový balík tedy nemění svůj tvar a pohybuje se po trajektorii klasického osciláto- 

ru s počáteční polohou g a impulsem p. Jednoduchost a elegance této úvahy 

vynikne ve srovnání s výpočtem naznačeným v příkladu 8. 

Také propagátor harmonického oscilátoru je možné vyjádřit ve tvaru integrální- 

ho operátoru: 

17.3.6 Věta: Pro všechna w € LX(R) aré nn/a, n= 0, ž1,... platí 

(U(t) W) (x) — 1](132 _íKr(x, y) W(y) fk(y) dy > (73) 

R
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kde 
ď 1/2 

K(x,y) = (2xi) ? (——) x 
|sin ž| 

iawď 
X exp   

2 o T |t 
; ((x“ + y) cos wt — 2xy) — — |—-]/, (7b) 

2 sin wt 2 |x 

přičemž symbol [.] značí celou část a posloupnost (/;) má stejné vlastnosti jako ve 
tvrzení 1. 

je] 

17.3.7 Poznámky: (a) Formálně se lze snadno přesvědčit (cvičení 8), že vektory 

(7a) splňují Schródingerovu rovnici s hamiltoniánem (5). Úplný důkaz věty 6 

je podstatně komplikovanější a my jej nebudeme uvádět (viz komentář). Pro 

t = nn/w ztrácí vztahy (7) smysl; opěrátory U(nx/w) však přesto existují a mají 
následující jednoduchý tvar: 

(W(9 Y) (x) = 7* w(—71)"x). 

k rozplývání. Tvar vlnových balíků se může s časem měnit, ale pohyb má periodic- 

ký charakter, U(t + 2nn/o) = (— 1) U(d) pro libovolné :€e R. 

17.3.8 Příklad (znovu o stavech s minimální neurčitostí): Vyšetříme časový vývoj 

stavů (16.1.13a) pomocí integrální reprezentace propagátoru (7). Přímým, i když 

poněkud zdlouhavým výpočtem (cvičení 9) dostaneme pro , = U( w výraz 

vlx) = (2n(Ag))) ? x 

A 1A j ? 
— M_L [x2 — 194 (2x2 — ._.Z_ sin wt) 

2(Ag), (Ap), mo 
  

  

i 
X exp — d(ApY — 2 apj. (8a) 

  

kde 

iA 
(Ag), := Ag cos wt + o sin wt, 

mw 

(Ap), := Apcos w + imo Ag sin owt, (8b) 

  

ig = pAg 7 igAp zi=sp- 
(Ag Ag 

v poslední rovnosti jsme užili toho, že Ag Ap = ; Vztahy (8) se podstatně 
zjednoduší, zvolíme-li 

A 
Ag = 2 = (2mo) ? ; (9a) 

mo 
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vektor ws g = p = 0 vtomto případě odpovídá základnímu stavu harmonického 

oscilátoru. Po dosazení a úpravě dostaneme 

1/4 * * 2 
m i mo 1Z u 

w,(x)=(—) expí——a)t———(x——e ) — 
T 2 2 

  

m 

22 —-iat t 1 2 i Š (gb) 
— e %cog wt— — mowgď — — gpi, 

2mo 2 2 

a odtud dále 8 

mo 1/2 p 2 

|w(x)|* = (—-—) exp Š——mw (x — gcos wt — ——sin wt) . (%) 
T mo 

  

Dospíváme tak znovu k závěru, jejž jsme v příkladu 5 odvodili pro speciální případ 

m = w = 2: vlnové balíky odpovídající koherentním stavům (16.1.13) splňují- 

cím podmínku (9a) nemění svůj tvar a pohybují se po trajektorii klasického 

oscilátoru s počáteční polohou g a rychlostí p/m. 

Je nutné zdůraznit, že tento závěr platí jenom pro stavy, které dostaneme ze 

základního stavu hamiltoniánu (5) aplikací Weylova operátoru. Abychom tuto 

skutečnost ilustrovali, vyšetříme stav (16.1.13a) s g = p = 0, jenž nesplňuje 

podmínku (9a). Ze vztahů (8) v tomto případě plyne 

  

2 

L = (2m|(A )F) * exp á— __x_z_ř (10a) 
2|(Ag)| 

kde 
2 

Ag P = (Ag cos wt+ (Ap) sin? wt, 10b (Ag = (Ag) měaě (i0b) 

z/ 

tj. vlnový balík má tvar gaussovské křivky s periodicky se měnící šířkou. 

  

17.4 FEYNMANŮV INTEGRÁL 

Uvažujme opět soustavu kvantověmechanických částic s potenciální interakcí. Pro 

danou funkci V: R" > R.označíme 

H= Y (2my ) Pj+ V, 1) 
jsí 

kde V:= V(0,,..., 0,). Na tomto místě nebudeme specifikovat vlastnosti 

funkce V. Budeme předpokládat, že operátor H s přirozeným definičním oborem 

je v podstatě samosdružený; pro n = 3 uvádíme ve cvičení 15.9 třídu funkcí, 

pro něž je tento požadavek splněn.
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Naším cílem je nyní odvodit jedno užitečné vyjádření propagátoru () := 

= e-!W'. Užijeme toho, že operátor H je součtem samosdružených operátorů, 
H = H,„+ W, kde H;, je volný hamiltonián, který jsme vyjádřili v předchozím 

paragrafu. Známe explicitní vyjádření odpovídajícího propagátoru, a právě tak 

známe působení operátoru e '"*. Hledaný propagátor potom můžeme vyjádřit 
pomocí Trotterovy formule 

U( = s-lim (0 HNg -iVyýN N () = slim( ) 

Z této rovnosti pro libovolné w € LX(R") = £?* plyne 

U) Y = lm , (2) 
N- o 

kde posloupnost (44)Z © L* je zadána rekurentně vztahy y%:= y a 

.. a ÓHot/ zZiVtN „ (N=1 = '(/)SN)__ e lHorNe iVe t(N—l))/N5 N= 1,2,.... 

Pro j= 1,2,... označíme symbolem £; operátor násobení charakteristickou 
funkcí množiny B;:= (x € R": jx) < j). Díky omezenosti operátorů: U( = 

= exp(—iHgt/N)exp(—iVi/N) dostáváme pro N=2 

YW = lim U( E£; p = 1im [U() £; Žim U(0) E) = 
je o 70 jo m 

= lim lim U( E, UD E„y. (3a) 
j> o k m 

Vektory: U( E; Ux(t) E) lze vyjádřit pomocí formule (17.3.2b), neboť 
E„g € L o I? pro každé gpe€ Z?. Dostáváme tak pro s.v. x € R" rovnost 

(V2(9 E;0:() Ex) (x) = J.Kz(x, Y) UKz(% z) p(z) dzy dy, 

kde | A 

2i Z m, 
- Ž Z 

t]=12 

  X; — 2—i—tV ] (x; — Y) 2 (Y) /- 

  

n [9m V = Be m 
j=1 V2rié 

Poslední integrál ještě upravíme pomocí Fubiniovy věty a po dosazení do (3a) 
dostaneme 

YWx) = Lim Li.m Kox(x, y) Ky, z) y(z) dy dz. 
j o k- m 

! B;/X Bx 

Odtud pomocí indukce získáme pro libovolné N následující integrální reprezentaci 
platnou pro s.v. x € R" 
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N/2 

n m : | 

ve) - N( y ) Li.m H0) „( 0) dylD , dý D,, 
j=1 VZ2midy/ | Jbujvo o 

ByX“X Byx 

  

(3b) 
kde y := x, dy:= /N a 

N-tflt o m. 

Sx(Y%, , ,) = (Ž L (D — yý — V(y0) dy|. - (30) 
k=0 V=1 20y 

Snadno se přesvědčíme, že k regularizaci integrálů můžeme místo (Xp,) Užít jiné 

posloupnosti nebo jednoparametrické množiny funkcí s vlastnostmi uvedenými ve 

tvrzení 17.3.1. 

Dospíváme tak k následujícímu závěru: 

17.4.1 Věta: Je-li operátor (1) v podstatě samosdružený, pak odpovídající propa- 

gátor je pro libovolné p € Z*(R") dán vztahy (2) a (3b). 

Jaký je smysl tohoto výsledku? Uvažujeme soustavu klasických částic, jejíž 

dynamika je určena Hamiltonovou funkcí 
n 2 

p. 

hg p= > >- + V(9), 
j=12m,; 

kde g = (g1,.-.; 9gŇ) a p > (M;..., p,). Pro libovolnou trajektorii Y: [0, | > R" 

této soustavy definujeme akci 

() := I(Š > mý — V(v9)) ds. d 

Je-li speciálně w(.) = y(y9,..., yW, „) po částech lineární trajektorie, jejímž 

grafem je lomená čára s vrcholy y = y(kt/N), k=0,1,..., N, pak platí 

1 r N- 

J ÝkyO, , , s ds= > |370 — v dk » 
0 

k=0 

tj. první členy na pravých stranách vztahů (3c) a (4) jsou totožné. Druhé členy 

obecně totožné nejsou. 

Pro širokou třídu potenciálů se však ukazuje, že nahradíme-li člen 
N-1 

S V(y%) y ve vztahu (3c) integrálem [; V[ws)] ds po zmíněné po částech 
k=0 

lomené trajektorii, zůstane pro s.v. x €R" limita takto modifikovaného výrazu 

(3b) rovna (U(9 ) (x); platí tedy 

U(d y = lim , (2d) 
N- ©
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N/2 « m I 00 Y(x) := ( X ) : Lim OD- 9520] „() gyD „ dyt—D , 
Je JN > 00 

(3e) 
BnX...X Byx 

Důkaz tohoto tvrzení není nijak jednoduchý s výjimkou nejprostších případů (viz 
cvičení 14). 

Výraz na pravé straně vztahu (3e) můžeme chápat jako integrál funkce 
y > e yv[y(0)] přes množinu všech po částech lineárních trajektoriích s N + 1 
vrcholy: Y9 = kiW/N), k=0,..,N přičemž y = x, Jelikož těmito 
trajektoriemi lze aproximovat libovolnou spojitou trajektorii, vznikla myšlenka 
vypočítat (U(7) ) (x) přímo, bez užití uvedeného limitního procesu, jako integrál 

ooh přes množinu všech spojitých trajektorií končících v bodě x, tj. 

(U Y) (x) = J * 4(x0)) Dy. (5a) 
XWů=x 

Jejím autorem je R. Feynman, po němž bývají integrály tohoto typu nazývány. Je 
nutné zdůraznit, že výraz na pravé straně vztahu (5a) je pouze formální, mj. proto, 
že v prostoru trajektorií neexistuje obdoba Lebesgueovy míry (cvičení 10). Dříve 
než se budeme zabývat otázkou po smyslu pravé strany formule (Sa), zmíníme se 
stručně o jedné z jejích přitažlivých vlastností. Ve Feynmanově vyjádření je velice 
názorně vidět souvislost mezi kvantovou a klasickou mechanikou. Formule (5a) má 
v běžných jednotkách tvar 

i 
(U 9) (x) = J. exp (Š S(?/)) v((0)) Dy. (5b) 

y(!)l=x 

Je-li konstanta A dostatečně malá, můžeme na tento integrál aplikovat formálně 
větu o stacionární fázi. Podle ní se příspěvky k hodnotě integrálu vzájemně vyruší 
s výjimkou příspěvků z okolí těch bodů prostoru trajektorií, v nichž je funkce S(.) 
stacionární. Z klasické mechaniky však víme, že akce nabývá stacionární hodnoty 
právě pro ty trajektorie, které jsou řešením pohybových rovnic. To znamená, že 
nezanedbatelný příspěvek k hodnotě Feynmanova integrálu (5b) dají pouze trajek- 
torie blízké klasickým — viz [FH]; matematicky korektní rozbor Ize najít např. 
v S. Albeverio, R. Heegh-Krohn, eds.: Feynman Path Integrals, LNP 106, Sprin- 
ger, Berlin 1979. 

17.4.2 Poznámka (o Wienerově míře): Funkcionální integrál příbuzného typu 
jako výraz (5) byl studován již dlouho před Feynmanovými pracemi v souvislosti 
s matematickou teorií Brownova pohybu. Abychom jej mohli stručně charakterizo- 
vat, vymezíme speciální třídu funkcí na prostoru trajektorií 77, za který vezmeme 
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množinu funkcí y: [0, | > R", jež jsou spojité a splňují () = x. Na prostoru I; 

můžeme zavést topologii prostřednictvím metriky o: o(y,)) = sup Ix(s) — Xs)l; 
0ssší 

této topologii dále odpovídá systém , borelovských množin v 7; Funkci 

f: T, > C nazyeme cylindrickou, pokud f(v) závisí pouze na hodnotách funkce y 

v bodech některé konečné posloupnosti (:: 0 = r< G $ «- Š tTy 7 t); pro 

takovouto funkci budeme psát f(y) = f(w(m) << YW(Tw—1))- Označíme ó = 

= Tý — 1 Potom pro každé o > 0 existuje právě jedna borelovská míra w, 

na 77 taková, že pro libovolnou borelovskou funkci f, jež je cylindrická a omezená, 

platí 
N1 

'íf( Y(To)s +++> K(T—1)) dw(Y) = kÚO (2nid) "* x 

Žy je — b ó»ílln 9 td ad dt (6) 
20 k=0 

  

x J exp 

RN 

Míru w, nazýváme Wienerovou mírou (s disperzí o) a integrál podle ní Wienero- 

vým integrálem. 

Feynmanův integrál se v mnohém podobá Wienerovu. Uvažujme pro jedno- 

duchost případ, kdy m = m pro j= 1,..,m a označme 

f(y) := exp (—i J V(»v(s)) dS) Ý(»(0)) , 

potom pravou stranu vztahu (5a) můžeme formálně přepsat ve tvaru 

f f(Y) exp (ÍzĚ j PoJ ds) Dy. () 

Z porovnání formulí (3) a (6) je zřejmé, že Wienerův integrál f f(y) dw,(y) lze 
Ťx 

pro libovolnou funkci f€ L(ř, dw,) vyjádřit formálně opět ve tvaru (7), kde 

m = i/o. V tomto případě se, zhruba řečeno, singulární chování exponenciálního 

členu a Dy vzájemně vyruší, takže na jejich místě můžeme psát dw,(y). 

V této úvaze bohužel hraje podstatnou roli skutečnost, že výraz v exponentu je 

reálný a nekladný. Platí následující tvrzení (viz např. [Ex], $ 5.1): 

17.4.3 Věta (Cameron): Nechť o je nenulové komplexní číslo, : Rego šz 0. 

Konečná komplexní míra w, taková, že rovnost (6) platí pro libovolnou borelov- 

skou funkci f 7, > C, jež je cylindrická a omezená, existuje právě tehdy, když 

a € (0,2). 

Odtud plyne, že Feynmanovy integrály (7) nelze interpretovat v rámci standard- 

ní teorie integrálu. Chceme-li užít výhod, jež heuristické úvahy s Feynmanovými
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integrály slibují;, musíme je definovat nějakým jiným způsobem. Jednu možnost 
představuje postup založený na Trotterově formuli, jenž nás přivedl ke vztahům 
(3). O pravé straně vztahu (5a) definované tímto způsobem se často mluví jako 
o součinovém Fe-integrálu. O některých dalších možnostech se lze poučit např. 
v [Ex], kap. 5 a výše zmíněném sborníku. 

Feynmanův návrh měl zpětný vliv na teorii Wienerova integrálu. Byla dokázána 
tzv. Feynmanova-Kacova formule, jež našla řadu aplikací v různých oblastech 
matematické fyziky. Uvedeme ji pro případ, kdy n = 3 a Ve L*(R) + L*(R)). 
Operátor H = (1/2m) P* + V je potom samosdružený (viz cvičení 15.9) a pro 
libovolné w € L*(R)) platí 

() (x) = f exp (J' V(v(9)) dS) p((0)) dww„(7) . (5) 
x 

Obdobné tvrzení platí i za mnohem obecnějších okolností; používá se jej i pro 
konstrukci modelů interagujících kvantových polí. 

  
17.5 NEKONZERVATIVNÍ SYSTÉMY 

Jestliže hamiltonián závisí na čase, řešení pohybových rovnic (17.1.4) představuje 
poměrně složitou úlohu. V tomto paragrafu se zmíníme o některých metodách, jež 
se k tomu užívají. Nejznámější z nich je založena na rozvoji hledaného řešení 
v řadu: 

17.5.1 Věta (Dysonův rozvoj): Nechť H: R > P() je silně spojitá funkce, 
jejíž hodnoty jsou hermitovské operátory. Potom existuje unitární propagátor U 
takový, že pro libovolná s, í € R a g € W vektorová funkce f » , := U(t, s) g 
splňuje rovnici 

iL y = HOdDy, 1) 
d 

s počáteční podmínkou Ý, = g. Přitom platí 

a 

Ysp+ 21 U( 9)o, (2a) 
n= 

U (t ) p:= (—i)"fdtlf]dtz...J.n]dt„ H(t). Hr)op, | (2) 

kde řada > U„( s) konverguje ve smyslu operátorové normy. 
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17.5.2 Poznámka: Je-li zobrazení £ > H(d spojité vůči operátorové normě, 

potom 

U( 8) = (—i)* Jdíl_í dé; .. J- dé, H(t,)... H(t,). 

Je-li navíc množina (H(/): f € R) komutativní, lze snadno dokázat, že 

U„ (t£, 8) = %(-—i J. H(T) dr)n 

(cvičení 11), tj. že platí vyjádření 

U(t, s) = exp (—i J-ÍH( T) dr) ; 

které je zobecnění vztahu (17.1.2). V obecném případě se pro rozvoj (2) někdy 

užívá symbolu 
t 

w, = T exp (—i J H(T) dr) ď, 

jemuž se říká „časově uspořádaná exponenciála“; přitom časovým uspořádáním se 

myslí to, že (pro s < d) aplikujeme operátory H(£) ve výrazech (2b) v pořadí 

jejich argumentů. 

Důkaz věty 1: Nejprve ověříme, že pravá strana vztahu (2b) má smysl. Pro n = 1 

to vyplývá ze spojitosti vektorové funkce t H(/ (viz cvičení 3. 38); dále 

absolutní spojitost integrálu implikuje pro každé s€ER a g spojitost 

vektorové funkce f > Uj(4, s)g. Užijeme-li dále vztahu 

Ua s)po 7í J. H(to) Ut Y pat,, (3a) 

zjistíme pomocí indukce, že integrál (2b) existuje pro m = 1,2,..., přičemž 

vektorová funkce > U,„(%, s)g je spojitá pro všechna s€R a gprsW. 

Pro dané R > 0 označíme Kzx = ([s, A: s? + ? S R) Vezměme libovolný 

bod [s, f] € Kx; je zřejmé, že |é — s| S 2R, ajestliže J, C R je uzavřený 

interval s krajními body s, £, pak J, C [— R, R]. Podle předpokladu je funkce 

t > |H(d || spojitá, a tedy omezená na [ — R, R| pro každé g € W. Podle věty 

3.4.1 existuje Cz > 0 takové, že |H(0)|| S C pro všechna £€ [— R, R]. Ze 

vztahu (2b) a nerovnosti (3.7.6) potom dostáváme odhad 

„ |e s] (2RC9)" 
IU6 9 e] S C 7 = (—;R—uq)u, n=1,2..., (35)
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který platí pro všechna [s, /] € Kkx a všechna g € ; operátor Uj(£, s) je tudíž 

N 

omezený. Označíme-li 0(Ý s)= 1+ Y Uf(t,s), plyne z odhadu (3b) pro 
n=1 

libovolná N > M' nerovnost 

N 

|096 - UG 9]15 S ŽeRoy: 
n=M+1 Al 

posloupnost (U(z s)) tedy konverguje v operátorové 'normě k nějakému 
U(4, 8) € M(AF), a to stejnoměrně na libovolné kompaktní množině v R?. Vztah 
(Za) můžeme nyní zapsat ve tvaru , = U(t, s) g. 

Dále budeme potřebovat následující vlastnosti operátorů U (1, s): 
(i) pro všechna t,s€R a n= 1,2,... platí Uft, s)* = U (s, f). Tento vztah 
je důsledkem hermiticity operátorů H(); z ní pro libovolná , H po 
jednoduché transformaci integračního oboru ve vztahu (2b) dostáváme 

(Y, Vít s)* )= (g, Ut s) w)=í"Jdť1---f„dt„(w, H() ... H(t)g) = 

=(71)" Í ds1J ds, ... Í : ds, (4, H(s)... H(s,)g) = (1Y, U(s, 0 g). 

Ze spojitosti involuce ve stejnoměrné topologii v R(Í ) nyní plyne pro všechna 
, S E R rovnost 

U(š, s)* = U(s, ). (4) 

(ii) zobrazení |s, ] > U„(t, S) je spojité vůči operátorové normě. Pomocí vlast- 
nosti (i) dostáváme 

„ Un(t> S) - Un(ÍOa SO) „ s 

ž |6 5) — Vylto, s)|| + |108 t)* — Uylšo to)*| = 

= AV06 9) — UValto s)| + 1005 6) — Uolso, to)| - (5) 

Pro dané [s f] stačí uvažovat body [s, t) z jednotkového okolí Vi(s,, t) bodu 
[s čo]; jestliže: R= 1+ Jsí+ , potom V(sy, čo) leží v Kz a pro všechna 
[5, č] € Vi(50; čo) vztahy (3) dávají 

„ Un(t! S) - U„(to, 5)„ S 

S sup [sgn (£ — to) f |H(t:) U „—(t, 8) p|| dě| S Czlč — td -1 
lel =1 

529
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Nahradíme-li |é£ — t| výrazem |s — č] dostaneme odhad pro druhý člen na 

pravé staně nerovnosti (5); tím je vlastnost (ii) dokázána. 

Uvážíme-li nyní, že posloupnost |U(%, s) — UW(1, s))=1 konverguje k nule 

stejnoměrně na každé kompaktní množině v R?, vidíme, že zobrazení [s, t] > U(z, s) 

je spojité vůči operátorové normě, a tím spíš je silně spojité. Ověříme dále, že pro 

všechna , s, e R platí 

U(t, ) U(s, ) = U(t, r); (6a) 

k tomu stačí ověřit rovnosti u-lim U(£ s) UO(s,r) = U(t, r). Pro jednodu- 
N= o 

chost označíme Uy(4, s) = I; potom snadná úprava dává 

U( ) UW(s, ) = (ž ž + Zžv ž ) U (4, 8) U„ (s, P) 
n=0 j=0 n=N+) j=n-M 

Druhou část tohoto součtu odhadneme opět pomocí (3b): 

  
2[\1/ N 2N N (2RC )j 

S P U6G9UV,GN|)S wp ) » Ž |U (s, A| = 
n=N+1 j=n>-N |o|=1 n=N+1 je=n-N ]!   

  

    

© n=N+1 n! j=n-N N] © nSN+L n! 

pro N = w. Stačí tedy, aby platila rovnost 

'n U(t, s) U„-(s, ) = U„(i,r), (6b) 

/ 

kterou snadno dokážeme indukcí; pro m = 1 užijeme formule (2b) a aditivity 

integrálu a indukční krok provedeme pomocí vztahu (3a). 

Ze vztahů (2) plyne U(£, !) = I pro všechna / € R; formule (4) a (6a) potom 

implikují unitaritu, a zbývá tedy ověřit, že vektorová funkce / > Y splňuje rovnici 

(1). Pomocí vztahu (3a) a cvičení 3.39 zjistíme, že pro libovolné přirozené N platí 

d ; 
Ť Ut s)p= —iHĎ UPWw, ) p; (72a) 

ť 

podobně dostaneme odhad 

J[vce+ h 8) — V s)) l = 
t+h thl C 

sgn hJ |H(0) UVlt, Yp| d S (—n——f)—,(ZRCR)"_' le| (7b) 
ň : 

II
A
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pro Rě1+ \/sz + / a |A| < 1. Pravá strana rovnosti (7a) konverguje pro : 531 
N > % k vektoru —iH(/) y,. Limita výrazu na levé straně tedy rovněž existuje; 
stačí dokázat, že je rovna (d/d)w,. Ze vztahů (7) a (3b) plyne 

N 

iíž[mu+ms—vwmnw—zfímanw 
hn=o n=o dé 

Ugt+h )- U(6) d “ * (2RC„)! 
$T U„( 8) fp] + Czlol , ;H (- DU D 

   

    

  

N 

z [ n=0 

K libovolnému £ > 0 lze najít M závislé na s a R = Rí(s, () tak, aby druhý člen 
na pravé straně byl pro N > N, menší než £/2, a k tomuto N; podle definice de- 
rivace existuje o > 0 takové, že první člen je menší než 2/2, ]akmlle 0< |h| < a. 
Pro všechna N > N a 0< |h| < ó tedy platí 

co N 

lS 0+ky- U9)o- Y Žvoyo 
h dé n=0 n=0    

    

K dokončení důkazu stačí provést limitní přechod N > « a využít existence 
limity výrazu (7a). II 

Ve většině prakticky zajímavých případů je hamiltonián neomezený operátor; 
potom věta 1 není bezprostředně použitelná. Někdy lze tuto potíž obejít užitím 
interakčního pojetí. 

Předpokládejme, že hamiltonián má tvar 

H(d = HG + V(d, (8) 

kde Hg je samosdružený, obecně neomezený operátor a operátorová funkce V(.) 
vyhovuje předpokladům věty 1; operátor (8) je tedy samosdružený a D(H()) = 
= D(Ho). Funkce Vy: Vp() = UVys — ) V(ď) U( — s) také splňuje předpo- 
klady věty, takže rovnice (17.2.6b) má pro libovolné , € W řešení YPpl!) = 
= Up(t, s) , jež je vyjádřeno formulemi (2) se záměnou H() na Vp(t;). 
Definujeme-li 

Y = Vďdt — 5) UVy(L 9) Y,, 

snadno se přesvědčíme, že funkce / > , alespoň formálně splňuje rovnici (1). 
Potíže, které mohou nastat, se týkají definičních oborů, protože obecně není 
zaručeno, že operátory Up(t, s) zobrazují D( H) do sebe. 

Je tedy nutné najít obecnější kritérium existence řešení rovnice (1), než jaké 
představuje věta 1. Takové tvrzení lze odvodit pomocí vhodné aproximace propa-
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gátoru U(%, s). Pro libovolné přirozené n můžeme psát 

U(t s)=U(t i+ s_t)U(t+s_t z+3(ííi))...u(s+t—s s). 
n n n 

      

Aproximace spočívá v tom, že pro 

  
k k+1 

zrEe|í+-($—70),tc+ (5s— /) 
n n 

nahradíme operátor H(T) operátorem H(m), 7 = t+ (k/n)(s — d). Odpoví- 

dající propagátor má tvar 

U (t, s) = exp (— i H(t)) exp (— -1— H( rl)) ... exp (— l H( r„_l)) Ý (9a) 
n n n 

Lze očekávat, že pro funkci H(.), která je dostatečně hladká, budou tyto výrazy 

aproximovat propagátor U(z, s), tj. bude platit 

U(t, s) = s-lim U„(£, s). (9b) 

Nalezení podmínek, kterým musí funkce H(.) vyhovovat, není jednoduché. Uve- 

deme bez důkazu jeden výsledek tohoto druhu; o jeho širších souvislostech se 

zmíníme v komentáři. 

17.5.3 Věta: Předpokládejme, že hamiltonián je pro £ z otevřeného intervalu 

JCR tvaru (8), kde H;, V(2) jsou samosdružené operátory, a označme (C(£, s) = 

= (H(Y — ih (H(s) — i7) 7* — I. Předpokládejme dále, že 

(a) pro každé t€ J je operátor V(%) Hy;,-omezený s Hy-mezí < 1, 

(b) pro každé g 6 W je funkce (s, ) > (t — s)'* C(, s)gw omezená a stejno- 

měrně spojitá, pokud s £ a s,?leží v libovolném kompaktním podintervalu 

J 0 c J > 

(c) pro každý gp€6XW existuje: C() p:= lim(í — s) ' A6 s)gp stejnoměrně 
sot4 

v libovolném kompaktním podintervalu, a funkce C(.) je omezená a silně spojitá. 

Potom pro libovolná s < £ ležící v J existuje operátor U( s) daný vztahy (9), 

přičemž konvergence v (9b) je stejnoměrná pro s, £ ležící v nějakém kompaktním 

podintervalu: 7, C J. Funkce r y,:= Ut s)o je v intervalu J řešením 

rovnice (1) s počáteční podmínkou , = gp€ D(Ho). 

Jedním z důsledků této věty je to, že Dysonova rozvoje pro hamiltonián (8) lze 

použít, pokud je funkce V(.) silně spojitě diferencovatelná: 

17.5.4 Důsledek: Předpokládejme, že hamiltonián je pro všechna £ z otevřeného 

intervalu J C R tvaru (8), kde V(0 « S(). Jestliže pro všechna 16 J, pe
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existuje (d/d) V())gp = G(Hg a funkce G(.) je silně spojitá v J, pak platí 533 
tvrzení věty 3. 

Důkaz: Protože jsou operátory V(/) omezené, stačí ověřit splnění předpokladů 
(b) a (c). Podie (7.3.1i0a) je |H(s) — i/) *| S 1, takže operátory 

G4s) V — V(s) 

[ —g — 
(H() — in 7 (10) 

pro £ % s jsou omezené. Vezmeme libovolný omezený uzavřený interval JI, c J 
a definujeme na J, X J, funkci 

(- 'dtsy) ..súi, 

GIM(Hd- i1n)'... s=st. 

Z druhé rezolventní formule (cvičení 3.33) plyne, že funkce (H(.) — i7) ' je silně 
spojitá, a odtud dále (podobně jako ve cvičení 3.22), že F(., .) je silně spojitá pro 
s í Podle předpokladu je F silně spojitá i v bodech, kde s = £; to znamená, 
že je silně spojitá v kompaktní množině J, X J,. Pro každé p E je potom 
funkce |M(., .) gp|| spojitá, a tedy omezená v J, X J, (z věty 3.4.1 plyne, že také 
|HC., )] je omezená). Díky kompaktnosti intervalu J X J je |K., .)ol| 
stejnoměrně spojitá (viz komentář k $ 2.5); splnění předpokladů (b), (c) je pak 
snadné ověřit. N 

F:. H(s, l) = 

Závěrem se zmíníme o tom, že Dysonův rozvoj je často užitečný při řešení 
konkrétních kvantověmechanických úloh. 

17.5.5 Příklad: Předpokládejme, že systém je v okamžiku / = 0 ve stavu popiso- 
vaném vlastním vektorem ; operátoru Hy, a že v intervalu (0, 7) na něj působí 
vnější vliv charakterizovaný interakčním hamiltoniánem V(). Zajímá nás pravdě- 
podobnost, že pod vlivem této poruchy systém přejde v okamžiku £ do jiného 
vlastního stavu g neporušeného hamiltoniánu, H„gy = AGgx. Víme, že je rovna 
[(x Uz 0) gwpy)i*; jsou-li splněny předpoklady důsledku 4, pak platí 

(% U( 0) g) = 

= Y (z f dí,... f - dt Ué— ) V0) Ut — 6) V(to) ... 

V ) U) 9) (11) 
protože (g U(£,0)g;) = 0 pro j k. Je-li porucha slabá, postačí nám 
k výpočtu prvních několik členů. Platí např.
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(v U(4, 0) g) = 7i J- dr, e me (g V(t)g) + R;, (12a) 

0 

kde zbytek můžeme odhadnout pomocí nerovností typu (3b). Je-li |WV(9)| < C 

a CT s 1, pak pro všechna /€ [0, 7] platí 

|R] S C (12b) 

(cvičení 13); obdobně lze postupovat v případě, kdy uvažujeme několik prvních 

členů řady (11). 

  

Komentář 

8 17.1: Motivace postulátu (g4-a) je založena na následujícím tvrzení: 

Věta (Wigner): Nechť f je množina všech paprsků v F a Ů ŇÚH>Ř$ je 

bijektivní zobrazení takové, že P(d, W = X Úď, Ú w). Potom existuje operátor 

U « Z(), který je buď unitární, nebo antiunitární, takový, že paprsek Ú je 

generován vektorem Ug pro libovolné g € ©. Operátor U je určen zobraze- 

ním J až na multiplikativní konstantu. 

Důkaz je uveden např. v [BaR], $ 13.2. 

8 17.2: V české terminologii se většinou mluví o reprezentacích Schrůdingerově, 

Heisenbergově apod. Domníváme se, že pojmu reprezentace prospěje, když se 

zbaví jednoho z četných významů, jimiž jej kvantová teorie zatěžuje. Další poznám- 

ka se týká Diracova pojetí: operátorová funkce V: V(s, s) = U(s — 9) U(s, s), 

která zde vystupuje, obecně nezadává unitární propagátor; stačí si uvědomit, že s 

ve vztazích (4) značí pevně zvolený okamžik. Definujeme-li však  Up(č, L) 1= 

= V(4 9) V(nr, s)7', platí () = Up(: A Yo(r) pro všechna „ $ER aU 

splňuje příslušné požadavky (viz cvičení 5). 

$8 17.3: Při vyšetřování harmonického oscilátoru jsme se pro jednoduchost omezili 

na případ s jedním stupněm volnosti; výsledky lze snadno zobecnit pro n-rozměr- 

ný oscilátor. Integrální reprezentaci propagátoru (7) lze formálně nejsnáze dostat 

pomocí Feynmanova integrálu — viz [FH], $ 3.6; [Schu], kap. 6. Existující důkazy 

věty 6 jsou zpravidla založeny na nějaké matematicky korektní formulaci tohoto 

postupu. Nejpřímější z nich, jenž se nepotřebuje odvolávat na pojem Feynmanova 

integrálu, užívá Trotterovy formule; je uveden v práci [CRRS 1], obecnější tvrzení 

je dokázáno v [Ex], $ 6.2. 

8 17.5: Metody řešení rovnice (1), jimiž se v tomto paragrafu zabýváme, jsou 

inspirovány postupy, jichž se užívá při řešení Cauchyho úlohy pro obyčejné dife- 

renciální rovnice. Konkrétně v případě věty 1 jde o to, že rovnice (1) je formálně 

ekvivalentní Volterrově rovnici , = g — i f; H(m) w,dr; důkaz spočívá v ově- 

ření toho, že řada získaná iterací této rovnice má smysl. Rozvoj je pojmenován po 

F. Dysonovi, který užil této metody ve svých průkopnických pracích o kvantové
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elektrodynamice (1949). Z důkazu je zřejmé, že formule (2) definují řešení rovnice 
(1) i v případě, kdy funkce H(.) je zadána na nějakém intervalu J C R. 
* Pomocí Dysonova rozvoje lze odvodit i některá další v kvantové mechanice 
užívaná tvrzení. Příkladem je adiabatická věta — viz např. [Thi], $ 3.3. Izolovanou 
vlastní hodnotu A(/) hamiltoniánu H(ť), s S ť < t, nazýváme regulární, jestliže 
projektor E() na odpovídající vlastní podprostor má konečnou dimenzi a funkce 
E(.) a (H() — X.)7) 7* (I— E(.)) jsou (silně) spojitě diferencovatelné. Adiaba- 
tická věta věta potom říká, že pravděpodobnost přechodu z regulárního vlastního 
stavu hamiltoniánu do kteréhokoli jiného vlastního stavu odpovídající propagátoru 

U(s, t) = T exp (-—iJIH(É) dt') 

ubývá pro T > % přinejmenším jako T '. 

  

Cvičení 

1. Nechť ((4, s): s, t< R) je množina operátorů, jež jsou buď unitární, nebo 
antiunitární. Jsou-li splněny podmínky (i)-(iii) z definice propagátoru, pak všech- 
ny operátory U(£, s) jsou unitární. 
Návod: Je-li U(% s) antiunitární pro nějaká « > s, pak existují neklesající 
posloupnost (s,„;, resp. nerostoucí (/„] takové, že např. £, — s, = (: — s)2"7", 
a operátory U(1,, s,) jsou antinunitární. Z předpokladu silné spojitosti plyne, že 
s-lim U(7,, s,) je antilineární, což odporuje podmínce (ii). 

2. Má-li hamiltonián konzervativního systému čistě spojité spektrum, pak žádný 
stav tohoto systému není stacionární. 

3. Nechť A „(.) je pozorovatelná v Heisenbergově pojetí a f je borelovská funkce; 
potom pro všechna /€ R platí f(Ag(6)) = (F(A))y (D. 

4. Nechť H= HG + V, kde H,je samosdružený a V je hermitovský. Platí-li 
W D(Ho) C D(Ho), resp. , © D(Ho), pak odpovídající stavy v Diracově pojetí 
splňují rovnice (17.2.6). 

5. Nechť U;, U, jsou unitární propagátory. Je-li U;: Ua(t, )= U (s, ) Us s) 
unitární propagátor, pak operátory U (4,s), U „(*, s) komutují pro všechna 7; s, E R. 
Naproti tomu U U( 8) = U5 7) UVys, )7' = U(z, d Uo(, 8) U (s, T) je 
unitární propagátor pro libovolné pevně zvolené T€ R. 

6. Dokažte přímým výpočtem vztahy (17.3.3). 

7. Uvažujme soustavu volných částic popisovanou hamiltoniánem (17.3.1). Nechť 
M c R" je omezená otevřená množina. K libovolným £ >0 a xé M existuje 
stav ' takový, že supp y C M a pro , = U(dy platí |(x)|* > 0. 

535
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536 l : 
Návod: Volte yW(y) = exp | - 5Ů —21 mj|x; — Y'] xml(Y)- 

j= 

8. Ověřte, že funkce definovaná vztahem (17.3.7b) splňuje rovnicí 

o 1 o 1 
i—+ — ————ma)zxŽ)K x,y)=0. 
(at 2m dx 2 5) 

9. Odvoďte vztahy (17.3.8)-(17.3.10). 

Návod: Užijte formule z návodu ke cvičení 16.19. 

10. Nechť r' je reálný Hilbertův prostor. Netriviální míra na « taková, že (i) « na- 

bývá konečných hodnot pro všechny omezené borelovské množiny C / (ii) « je 

invariantní vůči posunutím, existuje právě tehdy, když dim [< . 

Návod: Jednotková koule v /" obsahuje nekonečně mnoho disjunktních koulí 

poloměru 1/4, pokud dim [' = 9. 

11. Dokažte indukcí tvrzení obsažená v poznámce 17.5.2. 

12. Dokažte rovnost (17.5.6b) indukcí podle A. 

13. Dokažte odhad (17.5.12b). Odvoďte obdobnou nerovnost pro případ, kdy 

bereme prvních N členů řady (17.5.11). 

Návod: Najděte odhad zbytku v Taylorově rozvoji funk 

14. Dokažte vztah (17.4.3d) pro lineární potenciál W V(d) = >, ajg; + P. 
/ j=1 

Návod: Nejprve odvoďte rovnost 

1 

SN(y(O)a ... y(N)> t) = S(y (0)3 ý-(l): .... ý(N)> t) — 0 (E) > 

kde ýk:= yž+ (ajkŮ)/2N'my), k=0,1,..,N, j= 1,...n, a 

1 " 2) 2N-=1 - N j=1 m 8N? 

Pomocí věty o substituci potom ukažte, že 

  

m « ě 
yf(x) = 0790 80 (x t5x a), 

kde a= (a,/my,..., A,/my,).
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  18.1 STAVY A POZOROVATELNÉ 

Příkladů složených systémů lze najít mnoho; za všechny jmenujme vodíkový atom 
jako systém tvořený elektronem a protonem. Nechť S je složený systém sestávající 
z konečného počtu podsystémů $,,..., S,. Příslušné stavové Hilbertovy prostory 
označíme , resp. p j= 1,....n. První otázka, kterou musíme vyřešit, je 
jejich vzájemný vztah. 

Setkali jsme se již s případem, kdy každý ze systémů ; je tvořen bezspinovou 
částicí; víme, že potom P = I(R'). Podle příkladu 4.6.6 lze tento prostor 
chápat jako tenzorový součin stavových prostorů , = L*(R*). Motivování touto 
skutečností přijmeme následující postulát: 

(dg5-a) stavový prostor složeného systému je tenzorovým součinem stavových 
prostorů podsystémů, W = , © .... © P 

přitom předpokládáme, že podsystémy S; jsou vzájemně různé. Pokud tomu tak 
není, je nutné jeho znění modifikovat; o tom budeme mluvit v $ 18.4. 

158.1.1 Poznámky: (a) Abychom si usnadnili formulaci, budeme nadále většinou 
mluvit o systému složeném ze dvou podsystémů; tvrzení, jež dokážeme, lze snadno 
zobecnit pro případ libovolného konečného n. 
(b) Stavový Hilbertův prostor Ize často vyjádřit ve tvaru tenzorového součinu 
i tehdy, když systém nelze rozdělit na reálné fyzikální podsystémy. Výsledky, které 
odvodíme, se proto hodí i pro systémy složené z fiktivních podsystémů, jako je 
třeba reálná bezspinová částice „složená“ ze tří „jednorozměrných“ částic (příklad 
15.2.3) nebo elektron „složený“ z „konfiguračního“ a „spinového“ elektronu 
(příklad 15.5.5). Tyto rozklady souvisí s pojmem počtu stupňů volnosti daného 
systému, jímž se zpravidla myslí počet nejjednodušších fiktivních podsystémů, na 
něž lze systém rozdělit (viz komentář). 

(c) V Š 15.1 jsme uvedli, že u kvantověmechanických systémů se obvykle předpo- 
kládá separabilita stavového prostoru. Nyní můžeme zformulovat argument ve 
prospěch tohoto předpokladu. Typický kvantověmechanický systém sestává z ko- 
nečného počtu částic, z nichž každá může mít tzv. vnitřní stupně volnosti, jako spin, 
izospin apod., kterých je rovněž konečný počet. Stavový prostor systému je tedy 
tenzorovým součinem konečného počtu Hilbertových prostorů. Mezi nimi ty, které
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odpovídají „konfiguračním““ stupňům volnosti, jsou podle Stoneovy-von Neuman- 

novy věty izomorfní /X(R), a tedy separabilní. Na druhé straně prostory odpoví- 

dající známým vnitřním stupňům volnosti jsou dokonce konečnědimenzionální, 

a tedy rovněž separabilní; s ohledem na důsledek 4.6.5 je potom stavový prostor 

takového systému separabilní. 

Podívejme se nyní, jaké jsou vztahy mezi pozorovatelnými systémů S a $ S 

Budeme užívat značení zavedeného v $15.4: symboly £, resp. €, znamenají 

množiny pozorovatelných pro příslušné systémy, a podobně označíme množiny 

omezených pozorovatelných, resp. algebry pozorovatelných pro $ a $;. Uvažujme 

nejprve pozorovatelné vztahující se pouze k jednomu z podsystémů, např. $;. 

Každé takovéto pozorovatelné a odpovídá samosdružený operátor A, na „ 

a současně také samosdružený operátor A na.W, chápeme-li ji jako pozorovatel- 

nou složeného systému $. Hodnoty, které při měření můžeme dostat, nejsou 

(aspoň v principu) ovlivněny přítomností podsystému S, proto je přirozené 

předpokládat A = A, kde Á = A, © £; z lemmatu 10.8.4 víme, že v takovém 

případě platí o(A) = (A,). Poznamenejme, že přítomnost $, je naproti tomu 

podstatná pro pravděpodobnost toho, že hodnota pozorovatelné a padne při 

měření do zvolené množiny, protože ta je určena stavem složeného systému; 

k tomuto problému se vrátíme podrobněji v příštím paragrafu. 

18.1.2 Příklad: Uvažujme systém dvou (různých) bezspinových částic, jehož sta- 

vovým prostorem je ZÁ(RÝ) = ZŽ(R)) © L*(R"). | Označme W PW operátory 
l 

kartézských souřadnic, resp. kartézských složek impulsu j-té částice a položme 

0, = 0P A I pro [= 1,2,3, resp. ; = © O pro / = 4, 5,6; podobně 

definujeme operátory P, /=1,...,6. Ze vztahu (15.2.10) je zřejmé, že platí 

0 =0aTD... © I atd.; to znamená, že volba operátorů souřadnic a složek 

impulsů pro soustavu částic uvedená v poznámce 15.2.4b je konzistentní. 

Uvedenými pozorovatelnými není samozřejmě množina ? vyčerpána. Mohou do 

ní patřit také operátory typu A; + A, pro A;€ ; jako jsou např. operátory 

složek celkového impulsu soustavy dvou částic, jiné polynomy v operátorech A; 

apod. 

18.1.3. Tvrzení: Mezi algebrami pozorovatelných složeného systému a jeho pod- 

systémů platí vztah 

DH ODB. (1) 

Důkaz: Připomeňme, že A = MYO0), W = M(6), 1=12 (viz $154), 

a protože je f v b C 6 plyne inkluze z věty 14.2.6. N 

Množiny pozorovatelných vztahujících se pouze k jednomu z podsystémů hrají 

přesto důležitou roli. Z věty 14.2.9 např. plyne
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18.1.4 Tvrzení: Předpokládejme, že prostory SF jsou separabilní. Jsou-li $ c ) 
úplné množiny kompatibilních pozorovatelných podsystémů S, pak P= 
= U íZ]: A; € ;) je úplná množina kompatibilních pozorovatelných systému S. 

J 

18.1.5 Poznámka: Právě zformulované tvrzení také ukazuje, jakým způsobem se 
přiřazuje stavový Hilbertův prostor danému kvantovému systému. Máme-li množi- 
nu kompatibilních pozorovatelných 4,,..., a,, o níž jsme přesvědčeni, že je úplná, 
zvolíme prostor * a samosdružené operátory A,,..., A, na M tak, aby tvořily 
ÚSKO (ve skutečnosti ovšem není nutné začínat s výběrem stavového prostoru 
od počátku; tuto námahu nám ušetřili zakladatelé kvantové mechaniky). Časem 
se může ukázat, že jsme opomněli pozorovatelnou b, která je kompatibilní 
S d1,..., d,, aniž je přitom jejich funkcí; musíme tedy najít samosdružené operáto- 
ry A„..., A B tvořící ÚSKO na prostoru ; přitom požadujeme, aby platilo 
o(Á]-) = o(A,) pro j= 1,... sn. Tuto úlohu je nejčastěji možno řešit tak, že 
volíme H > H © W a operátory A; ve tvaru: A; © /;. Pozorovatelnou 
b reprezentujeme operátorem B = 7 © B, přičemž operátor 8 na , volíme 
tak, aby měl jednoduché spektrum; z věty 10.9.6 a tvrzení 4 pak plyne, že 
operátory A,,..., A,, 8 tvoří ÚSKO. Klasickou ilustrací uvedeného postupu je 
připojení (třetí složky) spinu ke kompatibilním pozorovatelným částice (příklad 
15.5.5). 

Podívejme se nyní, kdy může ve vztahu (1) nastat rovnost. Podobně jako v $ 15.4 
máme jednoduché kritérium koherence: 

18.1.6 Tvrzení: Předpokládejme, že $ c 6 ]= 1,2, jsou ireducibilní 
množiny, potom F = U íÁj: A; 695) je ireducibilní množina na H) © HF 

j 

a systém S je koherentní. 

Důkaz: Operátory reprezentující pozorovatelné jsou samosdružené, proto první 
část tvrzení plyne z věty 14.3.9; množina / je pak rovněž ireducibilní a koherence 
plyne z věty 15.4.5b. N 

Z dokázaného tvrzení např. plyne, že soustava (různých) bezspinových částic je 
koherentní (viz příklad 15.4.8). Podobně lze postupovat i v jiných případech: 

18.1.7 Příklad: Uvažujme částici se spinem z příkladu 15.5.5. Je dobře známo, 
že operátory $; tvoří ireducibilní reprezentaci relací (15.5.8a), tj. že množina 
(8,, S>, S| je ireducibilní v C*"'". Z tvrzení 6 pak plyne, že 10, P, $: j= 1,2,3) 
je ireducibilní množina v Zí(R*) © C*"!; a že tedy daná částice představuje 
koherentní systém. Opakovaným užitím tvrzení 6 zjistíme, že soustava (různých) 
částic s obecně nenulovými spiny je koherentní. 

V každém z těchto příkladů platí ; = () (viz (15.4.4)), tj. , = = 
= H(H)); potom , B , = B(H) © R(H) = R( © H) avinkluzi 

539
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(1) nastává rovnost. Jsou-li naopak systémy $,, S, nekoherentní, pak rovnost ve 

vztahu (1) obecně neplatí: 

18.1.8 Příklad: Vyšetříme systém tvořený nukleonem a pionem, přičemž pro 

jednoduchost budeme uvažovat jen izospinové stupně volnosti. Stavový prostor 

nukleonu je potom podle příkladu 15.4.1 roven H = C? a libovolná pozorova- 
1 

telná má tvar Ay = Y 4,EW, kde B) = 1— EW) = o:+ I). Podobně 
j=0 

stavový prostor pionu je HFg = C* a libovolná jeho pozorovatelná má tvar A,= 
1 

= Y „EW, kde EFW jsou opět projektory na vlastní podprostory operátoru 
k= -1 

1 

náboje O = Y kEW. Stavový prostor hx složeného systému je tedy šestiroz- 
k= -1 

měrný a snadno se přesvědčíme, že platí 

1 1 

O = X Purly: Pa c (2) 
j= k=-1 

kde E„ := EW © EWW. Superselekční pravidlo pro složený systém je dáno 

operátorem celkového náboje Oy, = Ój + B jehož spektrální rozklad je roven 
2 

Omm = >, gE, kde E,:= > Ey; Vlastní podprostory , = E „tx jsou 

g= -1 jt+k=ag 

tedy dvourozmětné pro g = 0,1 ajednorozměrné pro g = — 1,2. Vzhledem 

k tomu, že náboj je v daném případě jediným superselekčním pravidlem, platí 

2 

y C X RH (3) 
g= 71 

(viz (15.4.3)). Kdyby ve vztahu (1) platila rovnost, byla by každá pozorovatelná 

systému Nx redukována všemi projektory Ejx. Speciálně by to platilo pro hamilto- 

nián, což by podle $ 17.1 dále znamenalo, že stavy popisované projektory E jsou 

stacionární. Ze zkušenosti víme, že přechody: p + nn* a pno © nn' jsou 

možné; algebra y proto musí obsahovat pozorovatelné, které v množině (2) 

neleží. 

18.1.9 Poznámka: Z posledně uvedeného výroku by bylo možno učinit závěr, že 

ve vztahu (3) platí rovnost (viz cvičení 1). Situace však není tak jednoduchá. 

Zanedbání neizospinových stupňů volnosti znamená hrubé zjednodušení, např. 

hamiltonián určitě není tvaru 7 © A, kde H je nějaký hermitovský operátor na 

izospinovém prostoru JFyn; Navíc Úplný popis uvedených reakcí je možný jenom 

v rámci kvantové teorie pole. Na závěr učiněný v příkladu však nemají tyto 

skutečnosti vliv (cvičení 2). 

Obecně je tedy algebra pozorovatelných složeného systému vymezena inkluzemi 

(1) a (15.4.3). V některých případech to představuje úplné určení. Máme-li např.
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kvantověmechanický systém tvořený konečným počtem částic bez superselekčních 
pravidel, pak podobně jako v příkladu 7 můžeme obvykle vybrat pozorovatelné 
reprezentované ireducibilní množinou operátorů; v takovém případě je systém 
koherentní a algebra Ň je tvořena všemi omezenými operátory na stavovém 
prostoru. 

Rovnost ve vztahu (1) může nastat i v některých případech, kdy platí superse- 
lekční pravidla. Uvažujme např. systém tvořený pionem a n-mezonem (který 
budeme pro tuto chvíli považovat za stabilní bezspinovou částici). Jelikož -mezon 
představuje nábojový singlet, tj. je koherentní, platí 

1 1 

p 0 W, D8 =RHJD V RH = PV BR(H, O H) 2 Ae 
k= -1 k=-1 

kde %W, = EFW , a H, © , jsou vlastní podprostory operátoru celkového 
náboje O„ = Q„ + ©,. Systém je tedy nekoherentní, ale jeho algebra pozorova- 
telných je stále tvaru (15.7.2): 

d= AH). ) 
atJ 

Příklad 8 ukazuje, že této argumentace nelze použít, jsou-li oba (v obecném 
případě aspoň dva) podsystémy nekoherentní. V takovýchto případech by důkaz 
rovnosti typu (4) vyžadoval podrobnější informaci o struktuře množiny pozorova- 
telných: museli bychom např. vědět, jak vypadá hamiltonián (či třída přípustných 
hamiltoniánů) určující časový vývoj uvnitř vlastních podprostorů operátoru náboje 
apod. V kvantové mechanice se takováto analýza obvykle neprovádí a předpokládá 
se, že algebra pozorovatelných je tvaru (4), kde , jsou koherentní podprostory 
systému. 
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Postulát (g5-a) v kombinaci s případnými superselekčními pravidly říká, jaké jsou 
množiny stavů složeného systému $ a jeho podsystémů. V tomto paragrafu si 
položíme složitější otázku: budeme se ptát, v jakých stavech W W, jsou podsysté- 
my $,, S;, je-li S v daném stavu W, a naopak, co je možno tvrdit o stavu složeného 
systému, známe-li stavy podsystémů $ a $,. 

Budeme užívat obvyklého značení, v němž ÁA, = A, © /, atd. Dále budeme 
v celém paragrafu uvažovat pouze kvantověmechanický případ, kdy algebra pozo- 
rovatelných každého z podsystémů je tvaru (18.1.4). Nechť tedy systém S je ve 
stavu W, a stav podsystému $; označme W;. Pro libovolnou pozorovatelnou vztahu- 
jící se pouze k podsystému ; je přirozené požadovat, aby platilo (4),„ = (A jhw,. 
Ze vztahu (15.3.6a) pak plyne, že W musí vyhovovat podmínce 

Tr(4;W)= Tr(4,W),  j=1,2, (1a) 
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pro všechna A,;€.w, Stavy podsystémů jsou tímto požadavkem určeny jedno- 

značně: 

18.2.1. Tvrzení: Nechť W je statistický operátor popisující stav systému $; potom 

existuje právě jedna dvojice statistických operátorů W(W) odpovídajících realizo- 

vatelným stavům a takových, že pro všechna A; €ŇW; platí 

Tr(4,W)= Tr(A,WW), j=12. (1b) 

Důkaz: Uvažujme např. podsystém S; a definujme funkcionál fy: fy(A,) = 

= Tr(A „W). Snadno lze ověřit, že fwy je lineární, pozitivní a splňuje fv(7,) = 1, 

tj. že je to stav na algebře /,. Dokážeme dále, že fy je normální. Užijeme 

ekvivalentní definice z poznámky 13.2.1. Vezměme posloupnost (AW) C /+, 

pro niž existuje : A; = w-lim >! AW. Operátor A; je potom rovněž pozitivní 
n k=1 

a platí Á, = w-lim » ÁAW (cvičení 3). Statistický operátor W zadává podle věty 
n> D k=1 

13.2.2 normální stav na P() 2 , takže 

fA) = Ir (4,W)= > Tr (49W) = » f(AP). 
k=1 k=1 

Stav fv je tedy normální, a protože algebra ; je podle předpokladu tvaru (18.1.4), 

z věty 13.2.8 plyne, že existuje právě jeden statistický operátor W( W), který 

je redukován všemi X/, a splňuje vztah /s(A,) = Tr(A,W(W)) pro každé 

A, , N 

Stavům W(W) se říká redukované (někdy též komponentní) stavy odpovídající 

stavu W. Za okamžik uvidíme, že je možné nejenom dokázat existenci a jednoznač- 

nost operátorů W(W), ale také najít jejich explicitní vyjádření. Nejprve si však 

položme obrácenou otázku, nakolik je stav systému S určen stavy jeho podsystémů. 

K daným statistickým operátorům W; snadno najdeme operátor W takový, že je 

splněn vztah (1a): podle cvičení 6.23 stačí položit Ww= W © W. Zobrazení 

W(.) však obecně nejsou injektivní: 

18.2.2 Příklad: Uvažujme systém tvořený dvěma částicemi se spinem s třeba 

dvojicí elektronů nebo elektronem a protonem. Pro jednoduchost opět zanedbáme 

všechny stupně volnosti kromě spinových tj. položíme $ = C*?*. Vlastní vektory 

operátorů třetí složky spinu j-té částice označíme glŮ, Obvykle užívaná ortonor- 

mální báze v W = , © M, je tvořena vektory 

p = 27g 8 P4 MEgŮ). 

Pz — D , (2) 

Poo = 2 Ag © g —g d)
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První tři generují tripletní podprostor $0 = E„, zbývající singletní podpro- 
stor 9 = EG„W. Vezměme nyní matice hustoty W = ;I; popisující nepolari- 
zované stavy obou částic (viz příklad 15.3.3). Pro libovolný operátor A; EM, = 
= S(C) platí Tr(A,W) = jTr A; na druhé staně jednoduchým výpočtem 
v bázi (2) dostáváme Tr (A,E,) = 3'Tr(4,Eg) = j'Tr A,. Je-li tedy W = 17,, pak 
pro libovolná nezáporná w w, splňující 3w, + w, = 1 vyhovuje statistický 
operátor W = W(w, w):= w,E,+ w,E, vztahu (1a); speciálně to platí pro 

W()= W © W. 
Důvod této nejednoznačnosti je zřejmý: vztah (1a) zadává stav složeného systé- 

mu jako funkcionál definovaný na podmnožině algebry./, konkrétně , V , jež 
je příliš malá pro jeho plné určení. V některých případech je však možno jedno- 
značnost stavu W zaručit: 

18.2.3. Věta: (a) Je-li podsystém ; koherentní a stav VWZ je čistý, pak vztahu (la) 
vyhovuje pouze W= W © W. 

(b) Jsou-li stavy obou podsystémů čisté, W = E,, pak vztahu (1a) vyhovuje 
pouze čistý stay W= E„ kde y=sy © . 

Důkaz: V prostorech %% vybereme ortonormální báze (,), (x,) tvořené vlastními 
vektory operátorů W resp. W (viz (15.3.8)); odpovídající posloupnosti jednoroz- 
měrných projektorů označíme (£9), resp. (FW). Je-li stay W, čistý, můžeme bez 
újmy na obecnosti předpokládat W = F9. Dosadíme-li A, = FW' do vztahu 
(1a), dostáváme dy = Tr(FW)= Y Waiy; kde Werr:= (9,8 x, W(p, A x)) 

jsou maticové elementy operátoru W. Jeho pozitivita dále implikuje 

Wrnx =0 prok71. (3a) 

Pro operátor A, = E% ze vztahů (1a) a (3a) dostáváme 

W =D Wzu = Ix (Em W) = w (4) 
k 

kde w je příslušná vlastní hodnota operátoru W. Nechť dále () je ortonormální 
báze v W tvořená vlastními vektory operátoru W, tj. Wy, = w„,w,. Označíme 
a) = (1 p © x); potom užitím omezenosti operátoru W snadno odvodíme 
W(9, © x) = >Y oPw„W. a odtud 

“/ín,kl = zág;ln)agc'ln)wm - 

Vlastní hodnoty w jsou nezáporné; je-li w, > 0 a m ? 1, pak ze vztahu (3a) 

plyne 0) =0, tj. 

w, 
l mnki = 0 pro n ž 1 nebo /71. (3b) 
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Je-li současně stav W, čistý, můžeme volit bázi (g;) tak, aby W; = EW. Zopakuje- 

me-li potom úvahu se záměnou operátorů W, W;, dostaneme Wnr = 0 pro 

i * 1 nebo k ? 1. Dohromady platí W = drdndonoy = (W © W)nx; pro 

všechna i, mn, k, [ a z rovnosti maticových elementů plyne rovnost operátorů, 

W= W, © W,. Stavy W jsou podle předpokladu čisté, : W/ = W, takže 

W = W*? © W = W a stav W je rovněž čistý; tím jsme dokázali tvrzení (b). 

Až dosud jsme nepotřebovali předpokládat koherenci. Je-li 5 koherentní, pak 

pro libovolné B, « P() platí Tr(B,W) = Tr (ĚlW), což s pomocí vztahu 

(4) dává 

Zk (B)a Way = 0. (5) 

iék 

Platí Y| Wuy n |F= Y W P|| W|2 < , proto matice W kk=l,.. dim.;) 
ik inkt 

reprezentuje nějaký operátor: C, € F(H). Dosadíme-li B, = C,; do rovnosti 

(5), dostáváme Wu„ = 0 pro i ? k, což v kombinaci se vztahy (3b) a (4) dává 

W = ng)óikójlóu =(W © W)r, y W= W, © W. B 
1 

Podívejme se nyní, jak vypadají redukované stavy. Redukci smíšeného stavu lze 

převést na redukci stavů čistých (cvičení 5), proto budeme uvažovat pouze případ, 

kdy složený systém je v čistém stavu W = E,„. V prostorech ; zvolíme (prozatím 

libovolné) ortonormální báze £, = (w;j, resp. f = (xs) a vektor ' reprezentující 

stay W vyjádříme pomocí báze 

Y = > angp; 9 Xx (6a) 
ik 

Podle předpokladu je ' jednotkový vektor, tj. 

Y|az|“ = L (6b) 
ik 

Levou stranu vztahu (1) můžeme formálně vyjádřit ve tvaru > č tu(P;; A x)1- 
ilk 

Ověříme, že pro libovolný operátor: A, 6 n P() tato řada absolutně 

konverguje, takže ji lze přerovnat; platí tedy 

Tr (Ál W) = *> bylgp, Ah - 
ik 

kde b := Ž ů;;ax;. Z Holderovy nerovnosti a normalizační podmínky (6b) plyne 

7 

Y|by|* S 1; je-li A, Hilbertův-Schmidtův operátor, pak dalším užitím Hólderovy 
ik 

nerovnosti dostáváme absolutní konvergenci zmíněné řady. Matice (b;,) reprezen- 

tuje v bázi , operátor z P(/,), který označíme W0. Snadno se lze přesvědčit, 

že W >z 0; dáe TrW= yb, = 1, takže W je statistický operátor. 
i



18.2 REDUKOVANÉ STAVY 

Konečně platí Tr(4,W%) = Y(9, Ag by; ti. 
k 

Tr (4,W) = Tr(4,W(W)) (7a) 

pro všechna A EWď, n P(21,). Podobně zkonstruujeme statistický operátor 
W e Z(F,), který je v bázi £, reprezentován maticí (cy), kde cy = Y' ůj 
přičemž pro každé A €., n P() platí: : 

Tr(4,W9) = Tr(4,W(W)). (7b) 

Jsou-li oba podsystémy koherentní, můžeme v rovnostech (7) položit A; = 
= W — W(W); odtud snadno dostaneme W(W) = W©. Pokud je alespoň 
jeden z podsystémů nekoherentní, pak tento závěr nemusí platit, protože není 
zaručeno, že : WW e/ Pomocí projektorů EW odpovídajících koherentním 
podprostorům v ; však můžeme zkonstruovat statistické operátory 

W:= > EŮWWED  (silná konvergence) (8) 
aeJ 

takové, že platí Tr(A,W;) = Tr(4,W9) pro všechna A; €Ww,; (viz cvičení 6). 
Nyní již operátory W — W(W) patří do 4 O PF ;), a stejnou úvahou jako 
výše dostáváme W(W) = W.;. 

Vztah (8) spolu s vyjádřením operátorů W pomocí Fourierových koeficientů 
vektoru , 

N hn2 

W(l)(Pz = ?, budu, by = Z Gr A > (9a) 
k=1 =1 

W(Z)Xí = ?, CaXko Ca = ?, črln; (9b) 
k=1 /[=1 

kde n; = dim , plně řeší otázku, jak vypadají redukované stavy odpovídající 
danému čistému stavu Y. Speciálně v koherentním případě jsou redukované stavy 
určeny přímo vztahy (9), kterým se říká redukční formule. 

Ukážeme dále, že při vhodném výběru ortonormálních bázi můžeme tyto formu- 
le vyjádřit v jistém standardním tvaru. Nejprve vybereme za d,bázi ď= (Ň) 
tvořenou vlastními vektory operátoru W; odpovídající vlastní hodnoty označíme 
w. Ze vztahu (9a) plyne by, = wWó, nezávisle na výběru báze d Je-li potom 
w > 0, pak alespoň jeden z koeficientů a,, k=1,..., m, je nenulový; 
můžeme proto sestrojit jednotkový vektor: ž := (wWy-!2 5' ayx, pro nějž platí 

! 

(X W(Ž)Íi)z — (WEIJ)ŘI/2 Ž AylCn 7 (Wg))_l/2 2,0 ?, An nx - 
/ ! n 
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Pomocí Hólderovy nerovnosti, vztahů (9) a > wg = 1 se snadno přesvědčíme, 
1 

že řada na pravé straně absolutně konverguje, ? |% An Cx S (wWey)'7?. Zamě- 
z - v zrh 1 

níme-li pořadí sčítání, dostaneme * 

(% WP) = (0 V azby = a(D 
l 

a odtud dále plynée W = wWy. To znamená, že každá nenulová vlastní 

hodnota operátoru W je současně vlastní hodnotou operátoru Ww. Zopa- 

kujeme-li tuto úvahu se záměnou operátorů, dostaneme a (WW9)1 0) = 

= o (W9)1f0); tyto společné vlastní hodnoty označíme w;. Množinu (7;);=1, kde 

n = dim Ran W = dim Ran W%, můžeme doplnit na ortonormální bázi é 

v , Označíme EW, F jednorozměrné projektory odpovídající vektorům báze 

d resp. f potom platí 

n 
wo = Ý w,E0, wo = y w,po, (10a) 

=1 i=1 

Konečně Fourierovy koeficienty vektoru ' vzhledem k bázi £, X ď, jsou rovny 

( © Xx Y) = Za,-fwz'm > Aml(dr 9 X%no GD K) = w R dzm lm 7 wi*on, 
ij m m 

takže platí 

= ) w*ý, © X (10b) 
i=1 

Shrneme odvozené výsledky: 

18.2.4 Věta: Jestliže složený systém je v čistém stavu W = E„ potom redukova- 

né stavy W(W) jsou dány formulemi (8) a (9). Jsou-li speciálně oba podsystémy 

koherentní, pak existují ortonormální báze f„ad, pomocí nichž lze redukované 

stavy vyjádřit v normálním tvaru (10). 

18.2.5 Příklad: Uvažujme opět systém dvou částic z příkladu 2. Stavům E z = 

= E © EW odpovídají podle cvičení 4 redukované stavy W(E1.+1) = EW. Na 

druhé straně projektor E;, na singletní podprostor je příkladem čistého stavu, jejž 

nelze vyjádřit ve tvaru W © W;. Vektor o který jej reprezentuje, má v bázi 

[oW © : , j= +) Fourierovy koeficienty | G = 0- = 0 a a = 

= — a , = 27 takže z redukčních formulí (9) dostáváme 

1 
WCEo) = žli'



18.3 ČASOVÝ VÝVOJ 
Položíme-li , := 9 a X,:= +gW, můžeme vektor y Vyjádřit ve tvaru 
(10b): 

—
 

Poo * 2—1/2(Š5+ © x, +jj © Í—) 

Pro čistý stav popsaný vektorem g dostáváme tytéž redukované stavy, W(E,g) = 
= sl;. Totéž platí pro smíšený tripletní stav i£,, kdy z výsledku cvičení 5 dostá- 
váme W6E,) = ], + (E9 + EW) = l/) a také pro směs stavů zE, a Ex 

  18.3 ČASOVÝ VÝVOJ 

Nechť H, resp. H; jsou hamiltoniány systému S, resp. jeho podsystémů S;; po- 
dobně označíme odpovídající propagátory. Operátor H má zpravidla tvar 

H= H +H,+Hy, (1) 

kde H je interakční hamiltonián popisující energii vzájemného působení obou 
podsystémů; rozdělení operátoru celkové energie na tuto část a část volnou, která 
je součtem operátorů energie podsystémů má většinou přímou fyzikální motivaci. 
Aby mělo vyjádření (1) smysl, musí být operátor H + H,+ Hy V podstatě 
samosdružený, To je snadné ověřit, pokud je operátor H hermitovský (cvičení 8); 
v jiných případech však tento problém může být značně netriviální. 

Je-li H = 0, říkáme, že podsystémy S,, S, neinteragují. V takovém případě 
lze časový vývoj složeného systému jednoduše popsat, neboť z tvrzení 11.1.7 
a jednoznačnosti generátoru unitární grupy plyne: 

18.3.1. Tyrzení: Podsystémy S,, S neinteragují právě tehdy, když mezi jejich pro- 
pagátory a propagátorem složeného systému platí pro všechna /€ R vztah 

U() = U () © U(d. (2) 
18.3.2 Poznámka: O neinteragujících podsystémech Ize mluvit i tehdy, když $, 
nebo $ jsou nekonzervativní. V takovém případě můžeme dokázat analogii vztahu 
(2), pokud jsme schopni ověřit existenci příslušných unitárních propagátorů (viz 
např. cvičení 9). 

Pokud podsystémy $;,, S, interagují, je vztah mezi časovým vývojem jejich stavů 
a stavu složeného systému komplikovanější. Z předchozího paragrafu víme, že 
každému stavu W složeného (kvantověmechanického) systému S odpovídá právě 
jedna dvojice redukovaných stavů: W = W(W) podsystémů $;. Jejich časová 
závislost ovšem může vykazovat značně patologické vlastnosti: 
(i) nemusí se zachovávat veličina Tr[(WP)*], speciálně čistý stav může přejít 
v smíšený a naopak - viz (17.1.1), 
(ii) operátory U9(s s): WP = v s) wW UV(s, d nemusí existovat, a po- 
kud existují, nemusí mít vlastnosti, jež vyžaduje definice propagátoru. 
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18.3.3 Příklad: Pro systém dvou částic se spinem 1/2 z příkladů 18.2.2 a 18.2.5 
3 

položíme H = (:/2) a © o, kde ER a obDg:= >, a; © a;. Tento ope- 
j=1 

rátor představuje v našem případě, kdy zanedbáváme všechny stupně volnosti 

kromě spinových, typickou nerelativistickou interakci uvažovaných částic. 

Vyšetříme časový vývoj čistého stavu systému, který je v počátečním okamžiku 

t = 0 popsán vektorem: g © g©. Operátor o © o má vlastní hodnoty 1 

a —3; podle příkladu 9.3.5 pro evoluční operátor U(0) = exp ( —i£/2) o D o) 

dostaneme: 

U(d) = e/ |cos et — Šsin z(I + o o)). (3) 

Pro vektor $() := U(d (9W © gW) pak snadno odvodíme vztah 

(1 = c“/W[cos z( p © gpď) — isin e(9) © W] 

Pomocí redukčních formulí (18.2.9) získáme následující tvar redukovaných stavů 

WCEng) = W()D 

W(AO9 = cos* t Ex + sinřecE., 

W(A© = sint s E„ + cosřet E- 

kde E, = WI t a;). Jelikož Tr[W(AP]P = j(3 + cos 4ef) pro j = 1,2, vi- 

díme, že redukovaný stav W(£ je čistý, právě když je čistý stav W(9%; nastává 

to pro £ = knx/2z, kde k je celé číslo. 

Závěrem se vraťme k postulátům časového vývoje z předchozí kapitoly. Při jejich 

formulaci jsme mlčky předpokládali, že vlivy, jimiž působí zkoumaný systém na 

zbytek světa, jsou zanedbatelné, tj. že systém je buď izolovaný, nebo interaguje 

s makroskopickým polem, které není přítomností mikrosystému ovlivněno. Příklad 

ukazuje, že tento předpoklad je podstatný; není-li splněn, nemůžeme zaručit ani 

existenci evolučního operátoru. 

  

18.4 IDENTICKÉ ČÁSTICE 

V úvodu kapitoly jsme upozornili, že postulát (g5-a) platí pouze za předpokladu, 

že uvažované systémy jsou vzájemně různé. Nyní se proto budeme zabývat situací, 

kdy složený systém obsahuje dva nebo více totožných podsystémů. K tomu je nutné 

nejprve říci několik slov o tom, co znamená pojem totožnosti v kvantové teorii. Pro 

jednoduchost budeme mluvit o elementárních částicích; závěry se ovšem přenášejí 

i na systémy složené z „neelementárních“ mikroobjektů, jako jsou jádra, atomy 

apod.



18.4 IDENTICKÉ ČÁSTICE 

Vlastnosti dané elementární částice můžeme rozdělit do dvou skupin. Jedna, 
jako např. prostorová lokalizace, hodnota třetí složky spinu apod., určuje stav 
částice. Do druhé skupiny patří vnitřní charakteristiky (hmotnost, spin, elektrický 
náboj) určující příslušnost k danému druhu. Ze zkušenosti víme, že existuje 
konečný počet druhů elementárních částic, navíc nepříliš velký: stabilních částic je 
pět druhů, z nichž pouze elektrony a protony mají nenulovou hmotnost, a přidá- 
me-li částice s dobou života 3 107's, dostaneme okolo 30 druhů. Principiální 
předpoklad kvantové teorie spočívá v tom, že dvě částice patřící k témuž druhu 
nelze rozlišit. 

V klasické mechanice je možné rozlišit totožné objekty, např. bodové částice 
o téže hmotnosti, pomocí jejich stavů: každé z nich lze připsat trajektorii, proto 
stačí částice nějak v počátečním okamžiku pojmenovat. V kvantové teorii není tato 
představa použitelná, protože obecně nemůžeme zaručit zachování lokalizace (viz 
cvičení 17.7). Jakmile se vlnové funkce obou částic překrývají, nelze říci, kterou 
z nich detektor zaregistroval v průniku jejich nosičů. Proto musíme přijmout výše 
uvedený princip nerozlišitelnosti identických částic se všemi jeho důsledky: musí- 
me vyloučit všechny pozorovatelné, jejichž měření by nám umožňovalo najít nějaké 
rozlišení. 

Uvažujme nejprve systém složený ze dvou částic, z nichž každé přísluší stavový 
Hilbertův prostor .*/. Kdyby byly tyto částice různé, měl by stavový prostor 
složeného systému tvar 0 := P © JW; ukážeme, že nyní vystačíme s jistým 
jeho podprostorem. Nejprve položíme 

UP(Ž ?/)k(Ě'Pk):= 2 p DY (1) 
k=1 k=1 

pro libovolná w, , € P a jakékoli přirozené mz. Snadno se přesvědčíme, že tímto 
předpisem je definován operátor na % , a že jeho spojité rozšíření na %) 
jež označíme rovněž , je unitární operátor (viz cvičení 11). Uvažujme nyní 
stavy W a W = U„WU5' složeného systému. Jsou-li tyto stavy čisté a popisova- 
né vektory , resp. ý = U„y, pak redukované stavy snadno najdeme z formulí 
(18.2.9): vyjádříme-li y ve tvaru (18.2.6a), jeho Fourierovy koeficienty aj, souvisí 
s Fourierovými koeficienty stavu vztahem 0j = Gjp;; takže platí 

W(W) = W(W;) (2) 
a obdobná rovnost se záměnou stavů W a W;; pomocí výsledku cvičení 5 lze tento 
závěr rozšířit na libovolné W. Stavy W a W; se tedy vzájemně liší záměnou obou 
částic. Princip nerozlišitelnosti nyní vyžaduje, aby pro každou omezenou pozoro- 
vatelnou A dvoučásticového systému a libovolný stav W platilo 

Tr(AW) = Tr(AW) = Tr(U'AU,W), (3) 
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speciálně: (Y, Ay) = (Y, U '4 U) pro každý vektor ' popisující realizovatel- 

ný čistý stav. Operátor A jakožto pozorovatelná komutuje se všemi projektory E, 

na koherentní podprostory. Totéž platí pro operátory U;, protože pro libovolné 

w e E„W% představuje Uz realizovatelný stav; kdyby platilo: U $ E„fO, 

dostali bychom se do sporu s principem nerozlišitelnosti.. Operátor: B = 

= A — U;'AU; tedy komutuje se všemi E a (1 By) = 0 pro každé ) patřící 

do některého z podprostorů E„F%; odtud snadno odvodíme, že B =0, tj. 

A = Up'AU,. (4a) 

Tento závěr se netýká jenom omezených pozorovatelných. Užijeme-li ztotožnění 

libovolné pozorovatelné A se souborem ano-ne experimentů (víz $ 15.1) a tvrzení 

spektrálního teorému o komutativitě, vidíme, že 

U,A C AU,. (4b) 

Princip nerozlišitelnosti tedy připouští jenom takové pozorovatelné, které komutují 

s operátorem Up. 

Definujme dále operátory S =1(I7+ U) a A = x(I— Up). Jelikož 

U% = I, jsou to vzájemně ortogonální projektory takové, že S + A; =1 

Vztahy (4) potom říkají, že každá pozorovatelná systému dvou identických částic 

je redukována projektory S; a A;. Tento výsledek vypadá, jako by totožnost částic 

vyžadovala zavedení nového superselekčního pravidla. Ze zkušenosti však víme, že 

realizovatelným stavům složeného systému odpovídá vždy jen jeden z obou pod- 

prostorů. To znamená, že libovolný systém dvou identických částic splňuje pod- 

mínku 

UPw = t ÍÍ) » (5) 

kde horní, resp. dolní znaménko odpovídá případu 1 € 5O) resp. p AHO, 

O tomto chování při záměně částic se obvykle mluví jako o Boseově-Einsteinově, 

resp. Fermiho-Diracově statistice. Dále je známo, že Boseovou-Einsteinovou sta- 
z 

tistikou se řídí částice s celočíselným spinem, zatímco Fermiho-Diracovou statisti- 

kou se řídí částice se spinem polocelým, pro stručnost se o těchto kategoriích mluví 

jako o bosonech, resp. fermionech. Tento v rámci kvantové mechaniky empirický 

fakt může být vysvětlen v relativistické kvantové teorii polí (viz komentář). 

Získané závěry nyní rozšíříme na případ systému složeného z m identických 

částic. Nechť , je grupa permutací n prvků. Tyto permutace budeme značit 

(1 2 ... n) 
p ; 

P, Po --- Pn 

symbolem £, označíme paritu dané permutace, £, = +1. Pro každou permutaci p



18.4 IDENTICKÉ ČÁSTICE 

a libovolné vektory ; € ? definujeme zobrazení 

Up): U)( 8 8y)=sy, ©O.. D (6) 

Stejně jako výše lze ověřit, že lineární rozšíření tohoto zobrazení je korektně 
definováno, a že jeho uzávěr, který označíme opět U(p), je unitární operátor na 
HO = 0 ©... © M. Dále platí 

V(p) V(p) = U(pp) (7) 
pro libovolné permutace p, d © $7,, speciálně U(e) = 7 pro identickou permuta- 
ci 669% a U(p'') = U(p)"'. To znamená, že zobrazení U: £, > R(H0 je 
unitární reprezentace grupy $. Dále definujeme operátory 

1 1 
Sn=— ZU(p): An=— Žťp U(p); (8) 

n) p n! Psh 

snadno se přesvědčíme, že jsou hermitovské. Ze vztahu (7) plynou pro libovolné 
p€S, rovnosti U(p)S,= S, a U(p)A, = č,„A,, z nichž dále dostáváme 
$5 = $, a AŽ = A,; to znamená, že operátory S, a A, jsou projektory. 

Nechť A je libovolná pozorovatelná m-částicového systému. Podobně jako 
v případě n = 2 se stavy W a W, = U(p) W U(p) ' liší permutací částic: pro 
j-tý redukovaný stav platí 

WCW) = W(W), () 
kde r = p"'. Princip nerozlišitelnosti vyžaduje, aby Tr(4W) = Tr(4W) pro 
každý realizovatelný stay W, odkud výše uvedeným postupem vyplývá 

U(p) A © A U(p) (10a) 
pro každou permutaci p€ , a tedy platí 

S„A C AS,, A,„A c AA,. (10b) 

Také v tomto případě odpovídají realizovatelným čistým stavům vektory pouze 
jednoho z těchto podprostorů v závislosti na tom, jaký je spin uvažovaných částic. 

Na základě těchto úvah můžeme postulát o stavovém prostoru složeného systé- 
mu zformulovaný v úvodu kapitoly doplnit následovně: 

(g5-b) stavovým prostorem m identických částic s celočíselným (poločíselným) 
spinem je SH O(A 0) v 100 = p eo... © , kde je stavový prostor 
jedné částice. 

vh Připomeňme stručně fyzikálně nejdůležitější důsledek tohoto postulátu: 

18.4.1. Příklad (Pauliho princip): Uvažujme soustavu z identických fermionů ve 
stavu popisovaném vektorem y © ... © , € A„WW. Předpokládejme, že pro 
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dvojicí indexů j, k platí ; = r Nechť p značí transpozici j-tého a k-tého 

prvku. Její parita je záporná, proto U(px) A, = — A,. Podle předpokladu je 

A,w = w a současně: Upjy= $. Kombinací těchto vztahů dostáváme 

w = 0; to znamená, že v soustavě identických fermionů nemohou být žádné dva 

současně v tomtéž čistém stavu. 

  

18.5 SEPARACE PROMĚNNÝCH 

v 

Čím je systém složitější, tím obtížnější je studium vlastností jeho pozorovatelných, 

v prvé řadě hamiltoniánu. Výjimku tvoří případ, kdy je možno systém rozdělit na 

dva nebo větší počet podsystémů rcálných nebo fiktivních, jež vzájemně ne- 

interagují. Často se stává, že hamiltonián H sám není tvaru H, + H, (viz 

(18.3.1)), ale je možné přejít k unitárně ekvivalentnímu operátoru U"'HU, který 

tuto vlastnost má. Prakticky nejdůležitější je případ, kdy U je vhodný „dosazovací“ 

operátor z příkladu 5.5.3. V tomto paragrafu probereme dvě jednoduché situace 
vV 

tohoto druhu. První se týká separace těžišťového pohybu v soustavě dvou částic. 

18.5.1. Příklad: Stavovým prostorem soustavy dvou bezspinových částic je W = 

= L“(R“). Prvky konfiguračního prostoru, jež vystupují jako argument ve vlno- 

vých funkcích, označíme nyní (x, x9), kde x) = (xt), x4), x40)) | odpovídá 

souřadnicím j-té částice, a OW) značí odpovídající operátory souřadnic. Podobně 

označíme operátory složek impulsu. Uvažujme potenciál na Z*(R“), tj. operátor 

násobení funkcí V: R* — R, a předpokládejme, že V lze vyjádřit pomocí borelov- 

ské funkce v: R? > R následujícím způsobem: 

V(x, x9) = (? — x, (1a) 

Na podprostoru HR) o Dy, kde Dy=(ye LARÝ): Vype L*Y(RÝ)), definuje- 

me operátor H vztahem 

1 12 1 2)y2 Hy:= |——(PR + — (PÝ+ V|v; (1b) 
2m, 2m, 

3 

zde (Přý:= Y (PYÝ a m,je hmotnost j-té částice. 
k=1 

Zavedeme následující dosazovací operátor U na Z*(RÝ): 

(Uy)joé), xY) := pruxo + x, x- x), (2a) 

kde u;:= m,/(m, + m), takže ; + jé; = 1. Z výsledku příkladu 5.5.3 plyne, 

že U je unitární operátor; pro inverzní operátor dostáváme 

U ) () B) = (x — x, 4 x) 2b 
( ) )= W ) (2b)
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Není těžké ověřit, že US(R) C HR“); totéž platí pro operátor U* takže 

UFMÝ) = ARY (3) 

Dále pomocí věty o substituci (viz $ A.7) pro operátor násobení funkcí 
W: R* > R danou předpisem 

W(x, x9) := „(x (4a) 

ověříme rovnost Dy = U"'Dy; pro každé e Dy pakz (2b) plyne Wy = 
= U"'VUy, takže celkem platí operátorová rovnost 

W=U"'vuU. (4b) 

Zjistíme dále, jak se transformují složky impulsu. Z výsledků příkladů 15.2.3 
a vztahů (3) a (2a) pro každé gp€ H(R') dostaneme 

U7POUV9= —iUV7'u U(0Wg) — UOPg)) = mPPo - PPog, 

U PPU g = —iV"' U(AwWg) — U(AVo)) = mPPg — PPog. 

Jednoduchý výpočet pak dává 

v (oY+ L (Py| v- P o+IPo, G 2m, 2m, 2M 24 í 

kde M a w je celková, resp. redukovaná hmotnost uvažované soustavy dvou částic. 
Užijeme-li ještě rovnosti (4b), vidíme, že pro každé y € FR') o Dy platí 

1 1 
U“IHUzp=[—— PÝ + Z- (PPřA+ Wly. 6 „ P) 2u( ) (6) 

Vezměme nyní libovolný hustý podprostor: D C L*(R*) : takový, že DC 
C HR) o D,. Zapíšeme-li stavový prostor ve tvaru L(R') = L*(R)) © L*(R)), 
plyne ze (4a) inkluze 

S) © DC HR) o Dy; (7) 

pomocí (6) pak dostaneme 

U'HUVNFR)A© D)=T„©DT+TOHŇ, (8) 

kde Zm a H jsou operátory na Z*(R*) s definičními obory HR'), resp. D, 
přičemž pro všechna g € HW(R'), resp. g,€ D platí 

1 1 
TŠm(pl — —%A(pl > Hrcl(pz = —;AŠOZ + vý 

U 

553



554 

18 POPIS SLOŽENÝCH SYSTÉMŮ 

Víme, že operátor 7 je v podstatě samosdružený (viz cvičení 15.18); jestliže se 

nám podaří zvolit podprostor D tak, aby H„ byl rovněž v podstatě samosdružený, 

bude podle důsledku 10.8.3 v podstatě samosdružený i operátor T © I+ 

+I© Hy. Odtud dále vyplývá podstatná samosdruženost operátoru 

Ht U(F(R?) © D) a v důsledku vztahů (7) a (4b) i operátoru H. 

K tomu, aby výchozí operátor H na Z*(R“) byl v podstatě samosdružený tedy 

stačí najít vhodný podprostor: D C WR') o D, takový, že operátor Ha = 

= (—(1/24) 4 + v)! D je v podstatě samosdružený. Potom ze vztahů (8) 

a cvičení 7.33 dostáváme následující vztahy mezi samosdruženými operátory ňH, 

Ta H 

UHU= T„EOI+TOH=Tď„o1+18 Ha (9) 
  

Odpovídající unitární propagátor má podle tvrzení 18.3.1. pak tvar 

exp(iU'HUY = U "'expiAtW = exp(-iŤu!) © exp(—-iHefl). (10) 

Část odpovídající těžišťovému pohybu je navíc známa, protože T je hamiltonián 

volné částice o hmotnosti M; operátory exp(—i7./) lze tedy vyjádřit pomocí 

formulí (17.3.2) pro n = 3, v nichž za m, dosadíme celkovou hmotnost M obou 

částic. Řešení původní úlohy jsme tak převedli na vyšetřování vlastností hamilto- 

niánu A; popisujícího relativní pohyb obou částic jako pohyb jedné částice 

s redukovanou hmotností, což je úloha podstatně jednodušší. 

v 

18.5.2 Poznámka: Obdobně lze separovat hamiltonián těžišťového pohybu v sys- 

témech N částic interagujících prostřednictvím potenciálů, jež jsou funkcemi 

rozdílů polohových vektorů částic (viz cvičení 13). Rozdíl spočívá pouze v tom, že 

zatímco v dvoučásticovém případě existuje jediný přirozený způsob volby přísluš- 

ného unitárního operátoru pomocí vztahů (2), pro N ž 2 je takovýchto možností 

více; jako příklad možno uvést dosazovací operátor určený pomocí atomárních 

souřadnic 

yh = x) — )) j= 1,2,.., N-1, 

kde relativní polohu vztahujeme k jedné z částic, resp. Jacobiho souřadnic 

j j -1 
2 =W- Y mix(o( mi) „ j=sl,..,N-1. (11) 

i=1 i=1 = ž 

Druhý případ, jímž se budeme zabývat, se týká pohybu částice ve sféricky 

symetrickém potenciálu. Nazýváme tak každou funkci V na R?, kterou lze zapsat 

pomocí borelovské funkce v: R* > R ve tvaru 

V(x1, %s X3) = (Jx + xž + x5). (12a)
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Na podprostoru: D = HR) o Dy; kde Dyi=sfye LR): Vye L*(R)y), 
definujeme operátor 7 vztahem 

Hy:= —lmp+ Vy. (12b) 
2m 

Ukazuje se, že řadu základních vlastností tohoto operátoru lze získat studiem 
operátorů na Z*(R*, dr), které jsou určeny diferenciálními výrazy 

1 ď 1 
h-z-—— — +— -  F+V+4UrF ro 7=0,1,2,..... 

' 2mdř z VTDTWD) P 

Vybereme si jednu takovou vlastnost — podstatnou samosdruženost — a na ní 
budeme toto tvrzení ilustrovat. 

Definujme zobrazení U: L*(R') > LX(R* x Js, sin O dr dgdů), kde X:= 
= (0, 21) X (0, m), předpisem 

(VyYy) (» d, p):= ry(rsin O cos g, r sin dsin g, rcos d). (13) 

Snadno ověříme, že U je izometrie prostorů Z*(R*) a Z*(R* x Js, sin ddrdeodů). 
Poslední prostor zapíšeme jako tenzorový součin ZX(R*, dr) © L2 (viz příklad 
4.6.6), kde jsme označili 

L5 := L*(Js, sin Odgpdůd). 

Do tohoto prostoru patří kulové funkce Y určené pro 7=0,1,... m= 
= —1,..., / předpisem 

21 + 1 (/ — |m|)! 1/2 
Yn(Ď, ) = (— 1)" ] Pří(cos d) |79 (14a) 

  

4n (Z + |ml)! 

kde P7 jsou tzv. přidružené Legendreovy funkce, které se pro m=0,1,... 
a [= n, n+1,... definují na intervalu [—1, 1] takto: 

dl+n 

  

1 Pří(z) := (1 — Py — — l 
zj zn (Z2 1). (14b) 

Budeme potřebovat některé vlastnosti těchto funkcí. 

18.5.3. Tyrzení: Kulové funkce jsou řešením diferenciální rovnice 
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(Aso Y) (Ď, ) = 

W   
1 

d„ (sin dd,) + "íšař““ Y„(dĎ, ) = — Kl+ 1) Yn(Ůů, ) (15) 
sin sin Ď 

a množina (Y„: 1= 0,1,..., m= —1,..., !) je ortonormální báze v Ls. 

Důkaz: Vztah (14b) je přímým důsledkem toho, že funkce Pj jsou řešením 

diferenciální | rovnice | (1— 2)f0 — 2zf + |] + 1) — /(a — 2)] f =0 

([GR], 8.700 a 8.810). Abychom ověřili, že kulové funkce tvoří ortonormální bázi 

v L2 vyjádříme tento prostor ve tvaru tenzorového součinu L*(0, 27x) © 

© L((0, n), sin 0dů) a užijeme toho, že prostory L((0, x), sin d0 dů) 

a L*(—1, 1) jsou izomorfní. Vzhledem k tomu, že funkce g >> \/L__ c m= 
27 

= (), + 1,... tvoří ortonormální bázi v LŽ(O, 2x), stačí ukázat, že pro m = 0, 1,.... 
1/2 — mM 

2!_;—3 Ž—Ě;_—nš—') Př:l=n,n+1, ] ortonormální báze v £[*(—1,1) 
n)! 

je množina š( 

1/2 21+1 ([— n)!) P? dosta- 
2 (/+nm)! 

neme aplikací ortonormalizačního procesu na množinu funkcí z > (1 — 2y7 2!, 

j= 0,1,... (viz [GR], 8.9362 a 8.904), která je podle příkladu 4.3.3 totální 

vLA—1,1). m 
Dále budeme potřebovat následující vlastnost zobrazení U. 

  
(viz cvičení 4.28). To však vyplývá z toho, že funkce ( 

18.5.4 Lemuna: Ke každému fe CP(R*V0)) a každé funkci Y„ existuje 

p E AN) tak, že 

(U'(/J) (f, ů7 (P) — f(r) Ylm(ů: ŠD) . 

Důkaz: Z formulí (14a,b) je vidět, že stačí při daných [ a m najít pro každé 

k=0,1,...,/— |m| funkci , € S(R*) tak, aby 

(VY) ( d, ) = f(r (sin d e*'9)"cost d. 

Zvolíme-li 

WwlX15 Xa Xa) i= f(Jxí + x + )(x + x5 + x5) mRk+IV? (x, t ix,)! xš, 

pak díky tomu, že fe C5 (R*V0)), má funkce 4 kompaktní nosič ležící uvnitř 

nějaké kulové vrstvy KCcCR' s nenulovým vnitřním poloměrem; podmínka 

, C H(R)) je tudíž ekvivalentní požadavku s € C*(K), který je zjevně 

splněn. II 

Přejdeme nyní k vyšetřování podstatné samosdruženosti operátoru H. Analo- 

gicky jako v předchozím příkladě odvodíme rovnosti



18.5 SEPARACE PROMĚNNÝCH 

sin g 
  

1 1 
U dU = sin Ďcos pd, + - cos d cos g9d,— 0,„— -sin ůcos g, 

r r rsin ů 

  

a0 ; 1 ; cos g 1. U d„ = sin Ďsin gpod, + —cos dsin pd,+ J,„— -sin ůcos g, 
r rsinĎ F 

1. 1 
Ud U =cosdd,— -sindd,— -cosd, (16) 

r r 

které platí pro každou funkci patřící do U H(R'); odtud získáme pro všechna 
ď E UD vztah 

1 1 
UHU'b=— — aš+—/1„$]€l5+ vĎ. (17) 

2m ? 

Z tvrzení 3 vyplývá rozklad 

LŠ = z© '(ýl > 
1=0 

kde 2 (Yg: m = —1,..., [ )jn, az něj dále rovnost 

ULZ(R3) = LŽ(R+, dř) © L = ZEB LŽ(R+) © , (i58) 
I 0 

(viz cvičení 4.25). 

Označme K„:= (g€ LY(R*): vg e L*Y(R*)) a předpokládejme, že pro každé 
[= 0,1,... existuje podprostor 

C,c C(R+voh o k, 

takový, že operátor H; určený na C; diferenciálním výrazem 

1 |? K+ 1 
hl:=——[_._—_g—.)_ 

dr* r? 
+ n (19a) 

  

2m 

je v podstatě samosdružený. Označíme-li Z, jednotkový operátor na 4,, vidíme, že 
operátor: H, © 7; na L*(R*) © $, s definičním oborem Z, = (fY„: fe C, 
m = —1..., [);, je rovněž v podstatě samosdružený (viz důsledek 10.8.3). Podle 
lemmatu 4 je Z, C U HR) a dále díky podmínce C; C K, pro každé fe C, 
pomocí věty o substituci dostáváme 

w > |vfY„|* = |UV y sin ddrdopdd= J.I Vyl* dx; dx, dx,, 

RTx s R 
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kde pw:= U "(fYn) € SF(R*). Vidíme tedy, že pro všechna [= 0,1,... platí 

DC U( HR) A Dy) = UD. 

Ze vztahů (17) a (15) nyní plyne 

UHU "'17,= H, © I,. (19b) 

Pomocí operátorů H,© 7; na prostorech Z*XR*) © $; nyní sestrojíme 

v podstatě samosdružený operátor H na U L(R*). Jeho definičním oborem bude 

algebraický součet podprostorů ;, 

B:= YD,c UD, (20a) 
! 

tj. každé d € © je konečný součet vektorů g,€ Dj; pro PE, D = 

definujeme ! 

HĎ:= Y(H, © I) gp. (20b) 
! 

Ze symetričnosti operátorů H, © I, a vztahu (18) plyne, že H je symetrický, 

a z definice direktního součtu operátorů (viz komentář k $7.4) dále snadno 

ukážeme, že 

HÁcSoH,oOLcCcÁ. 
l 

a odtud 

VoH,O1,=H. 
1 

Protože operátory H, © I; jsou v podstatě samosdružené, má tuto vlastnost 

i operátor >* H, © , a z poslední rovnosti pak plyne podstatná samosdruženost 
! 

operátoru A. Konečně ze vztahů (19b) a (20a,b) plyne 

UHU 1D=H, 

takže též operátor: U'ÁU = H t U"'D je v podstatě samosdružený. Operá- 

tor H je proto hustě definovaný, a protože pro každé p € D vztah (12b) dává 

(w, Hy) < R je H, jakožto symetrické rozšíření operátoru U 'AU, v podstatě 

samosdružený. Ověření podstatné samosdruženosti operátoru (12b) na L*(R?) je 

tak převedeno na vyšetření podstatné samosdruženosti operátorů H;, [=0,1,... 

na Z*(R*) určených diferenciálními výrazy (19a). Ke studiu těchto operátorů lze 

užít metod popsaných v $$ 8.5 a 8.6. Uvedený postup se ve fyzikální literatuře 

obvykle nazývá rozkladem podle parciálních vln.
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18.5.5 Poznámka: Uvedený postup lze zobecnit pro hamiltoniány na Z*(R") typu | 559 
n 

1/2 

—(1/2m) 4, + W s potenciálem závislým pouze na r = (21 xf) pro libo- 
j= 

volné m S 2. Označme Jš:= (0,2mz) x a uvažujme zobrazení 

    

'f)__(z (0, 2x) 
w": R* X J$ > R" definované rekurentními vztahy 

. —-1G.. — Wwe:= w s d,, k=1,2,....n—1, 

nn 

H W := rcos d, , 

přičemž wi:= rcosg a w$:= rsin g. Potom předpis 

() (% 9, d , d) ss D (po wy, g, d d) 

určuje izometrii prostorů ZŽ(R") a Z*(R" x Jš dr de2,), kde 

n—-2 

de,:= [] sin' O,dgpdů,... dd, , 
j=1 

Místo vztahu (17) pak pro každé ď U(SMR") m D) dostaneme 

1 
U„(———A„ + V) U= 

2m 

1 -1(n—-3) 1 = — — |j W DO-» l y [orno, (21) 
2m 4r* r? 

Zde A, je tzv. Laplaceův-Beltramiho operátor na jednotkové kulové ploše 
$07 c R" (viz komentář). Dá se opět ukázat, že existují konečnědimenzionální 

podprostory: 97 C 1*( d) n C*(J$) takové, že  IXJ, da)= >* 
1=0 

a A,V= — Kl+ n — 2) Y pro všechna Ye W 
Studium | operátoru —(1/2m) 4, + V na Z*(R"), kde V(x,..., x,) = 

1/2 

=v [( ?, xf) ] s definičním oborem SW(R") n Dy; se pak dá opět převést na 
j=1 

vyšetřování posloupnosti operátorů na L*(R*) určených diferenciálními výrazy 

1 |a 1 f(mn — 1)(n — 3) 
-=-|— —] >Z+(l+n-—2 + v(r); podrobné výpoč- 2m |dr* r2( 4 ( ) () p P 
ty přenecháváme čtenáři (viz též [RS 2], dodatek k $ X.1).
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Komentář 

8 18.1: Podrobnější zdůvodnění postulátu (gŠ-a) v rámci axiomatického přístupu 

lze najít v pracích |[AD 1-3]. Počtem stupňů volnosti se v klasické mechanice 

rozumí počet nezávislých kanonických párů, nebo ekvivalentně poloviční dimenze 

fázového prostoru. V kvantové mechanice se toto číslo zvětšuje o počet nezávislých 

kompatibilních pozorovatelných charakterizujících vnitřní stavy částic; žádná 

obecná definice počtu stupňů volnosti však neexistuje. 

e Čtenář se může pozastavit nad tím, že v příkladu 2 mluvíme o dvou elektronech, 

když jsme v úvodu řekli, že postulát (g5-a) se nevztahuje na systémy identických 

částic. Výběr antisymetrického podprostoru, o němž budeme mluvit v $ 18.4, se 

však týká celého stavového prostoru. Konkrétně to znamená, že dva elektrony se 

mohou nacházet jak v singletním, tak i v tripletním spinovém stavu; každému 

z těchto případů však odpovídá jiná symetrie „kontfigurační části“ vlnové funkce. 

* Formule (9) ukazují, že redukcí čistého stavu dostáváme obecně stavy smíšené; 

v učebnicích kvantové mechaniky se o nich často mluví jako o smíšených stavech 

druhého druhu. Je ovšem nutné zdůraznit, že pro teorii je Ihostejné, zda smíšený 

stav dostaneme tímto způsobem, nebo zda je výrazem naší neúplné znalosti stavu, 

v němž se nachází konkrétní systém z nějakého souboru. Redukční formule (9) je 

možno zapsat v elegantním stavu, užijeme-li speciální realizace tenzorového souči- 

nu , © , zmíněné v příkladu 6.3.5 — viz např. [Ja], odst. 11-8. Toto vyjádření, 

podobně jako normální tvar redukce, se však hodí jen pro případ systému složené- 

ho ze dvou podsystémů, zatímco formule (9) lze zobecnit pro případ libovolného 

konečného počtu podsystémů (cvičení 7). 

$ 18.3: Často se setkáváme s tím, že na pravé straně vztahu (1) se vynechává 

uzávěr; takováto volnost ve vyjadřování nevadí, pokud jsme schopni ověřit, že 

příslušný operátor je v podstatě samosdružený. 

8 18.4: Podrobnější rozbor pojmu totožnosti Ize najít v [Ja], $ 15.3. 

O transformačních vlastnostech stavových vektorů při záměnách částic vyjadřo- 

vaných vztahy typu (5), resp. jejich přiřazení jednotlivým druhům částic se mluví 

stručně jako o souvislosti spinu se statistikou. V kvantové mechanice je nutno tuto 

souvislost považovat za empirický fakt, jehož nejnápadnějším projevem je Pauliho 

princip zmíněný v příkladu 1. V kvantové teorii polí se souvislostí spinu se 

statistikou rozumí tvrzení, které s uvedenou transformační vlastností úzce souvisí, 

totiž že polní operátory v bodech kauzálně nedosažitelných, tj. oddělených interva- 

lem prostorového charakteru, spolu komutují (antikomutují), pokud částice, které 

dané pole popisuje, mají celočíselný (poločíselný) spin. V rámci axiomatické teorie 

polí lze toto tvrzení dokázat — viz [SW], $ 4.4. 

* Kromě Boseovy-Einsteinovy a Fermiho-Diracovy statistiky byly zavedeny další 

typy statistik tzv. paraboseovské, resp. parafermiovské (viz [OK]), není však jasné, 

zda se jimi řídí nějaké reálné systémy.
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$ 18.5 * Složkám impulsmomentu se v kvantové mechanice přiřazují operátory | 561 

L = ) č O,P;, j=1,23, (18a) kl 

kde £j; je Leviho-Civitův symbol, jejichž explicitní působení lze snadno určit např. 
pro vektory Ý € SH(R'), pro něž podle příkladu 15.2.3 platí 

Y0) 
X1 

(L9)(x) = -i š EjerXz (18b) 

Jednoduše můžeme také ověřit, že operátory L 1 0R) jsou symetrické 
a L, HR) C W(R'). Z posledně uvedené inkluze plyne, že SF(W) patří do defi- 
ničního oboru operátoru £* = LÍ + Lí + £2. Označme 

áay j= ŠYlm: 1= O, 1,..., m = _ly---a lšlín; 

pomocí formulí (16) snadno zjistíme, že pro všechna y'€ ZX(R') taková, že 
UVy E CF(R*V0)) © ď, (každé takové y patří podle lemmatu 4 do H(R)) platí 
rovnost 

Uby= —(I, © A Vy, 

kde I, je jednotkový operátor na ZAR*) a A je operátor definovaný na 
CS'((0, 2) X (0, z)): pomocí diferenciálního výrazu Zle, — Viz Vztah (15). Nyní 
na základě tvrzení 3 a příkladu 7.2.2 vidíme, že 4145 je v podstatě samosdružený 
operátor na L5; tutéž vlastnost má pak i operátor (I, © Ay CPR*V0)) 8 f, 
na ZAR) © $ = UL*R')) (viz cvičení 15 a důsledek 10.8.3).. Konečně 
z lemmatu 4 a poslední rovnosti plyne podstatná samosdruženost operátoru 
L* t H(R)). 

Impulsmoment patří mezi fundamentální kvantověmechanické pozorovatelné. 
Snadno se lze přesvědčit, že operátory Lý = L,1 (N splňují komutační relace 
[] Lý] = iej LÝ (sčítání přes /), jež charakterizují Lieovu algebru odpovídající 
grupě rotací prostoru , tj. grupě SO(3) [BaR]. Operátory L; tedy generují 
reprezentaci grupy SO(3), jež je redukována vlastními podprostory operátoru £*. 
Podrobněji se lze o problémech spojených s impulsmomentem poučit např. v [Ja], 
$ 13.3; [Thi], $ 3.2 nebo ve speciálních monografiích jako je [BL]. 

* Laplaceův-Beltramiho operátor Ay se v diferenciální geometrii zavádí na libo- 
volné Ricemannově varietě M charakterizované metrickým tenzorem g vVztahem 
(du9) (x) = —(det g) "*(8/8x') ((det g)'? g dy/dx'). Za zmínku stojí zna- 
ménková konvence: v případě M = R", kdy 8 = d,, platí dy = — 4. V našem 
případě se za M bere kulová plocha S- Odvození vlastností operátorů 
A, S Asu-y zmíněných v poznámce 5 a formulí (21) lze najít např. v monografii 
[Můl]. Příklady použití „rozvoje podle parciálních vln“ pro m >3 lze najít
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v pracích [Ba 4], [Ex 2]. Obecný případ Laplaceova-Beltramiho operátoru byl 

studován v pracích |LNR] a [LN]. 

  

Cvičení 

1. Jestliže algebra „ C Z(C*) obsahuje dva nekomutující hermitovské operáto- 

ry, platí W = Z(C)). 

2. Závěry příkladu 18.1.8 zůstávají v platnosti i tehdy, vezmeme-li v úvahu další 

stupně volnosti systému Nx. - 

Návod: Obecně platí F = , © C*, kde y odpovídá ostatním stupňům 
1 

volnosti. Ze vztahu (15.4.3) pak plyne W C |> B, © E: B,c P(x)|; po- 
j=o 

dobné vztahy platí pro pion. Na druhé straně algebra nx musí obsahovat operáto- 

ry, jež nejsou redukovány projektory Ěx Z 1 © E © I,, D EGW. 

3. Nechť. W = W, © ; Jestliže posloupnost (B) c P(21,.) konverguje 

slabě k operátoru B,, potom pro operátory B = BÝ © 1, platí w-lim 89 = 

= B,. 7 

Návod: Ověřte nejprve, že (g BoPy) > (9, B,p) pro gp, w ' , X W,; dále 

užijte toho, že: |809 — 8,| = |819 — B.| a posloupnost |B — B) je 

podobně jako v důkazu tvrzení 5.2.6 omezená. 

4. Nechť stav W složeného systému je čistý a plaí W= W © W, kde W jsou 

realizovatelné stavy podsystémů. Potom redukované stavy jsou rovněž čisté a platí 

W(W)= W, j=12,. 

Návod: Z podmínky W* = W plyne W = a,W, kde mio; = 1; dále užijte 

pozitivity operátorů W; a nerovností w s W,. 

5. Je-li stav složeného systému popsán statistickým operátorem W = Y w,E0, 
] 

kde [EW] je posloupnost jednorozměrných projektorů, pak pro redukované stavy 

platí W(W) = >,w; W(EW) (silná konvergence). 
j 

6. Nechť (£,„: a € J) je systém projektorů odpovídajících koherentním pod- 

prostorům v H a W e A(21) je statistický operátor. Potom operátor: W:= 

= Y E„WE, (silná konvergence) je rovněž statistický, je redukován všemi E, 

aeJ 

a pro libovolné A € *.P(W) platí Tr(A W) = Tr(4W). Je-li W projektor, 
acJ 

je také W projektor, zatímco opačná implikace neplatí. 

7. Odvoďte redukční formule pro případ systému složeného z m koherentních 

podsystémů. 

8. Nechť A; jsou samosdružené operátory na Hilbertových prostorech % a H 

je hermitovský operátor na W = , © H potom operátor H = H + H +
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+ H je V podstatě samosdružený. 
Návod: Dokažte, že H* = H, + H, + Hys a užijte cvičení 9.12. 

9. Nechť H;: R > () jsou silně spojité funkce, jejichž hodnoty jsou hermi- 
tovské operátory. Potom unitární propagátor odpovídající hamiltoniánu H(ť) = 
= (H() + (H() splňuje pro všechna s,f€R vztah Uz s)= U1 s) © 
© U s),  kde UW jsou unitární propagátory odpovídající hamiltoniánům 
H (d). 

Návoďd: Stačí dokázat, že U (t, s)(g, © )= Y VÝXtL, 8) , © UO (t 8) gpo 
k=0 

N 

a pomocí odhadu (17.5.4b) ověřte, že : Y U (4 s)(gp, © gp,) konverguje pro 
n=0 

N > % k výrazu na pravé straně hledané rovnosti. 

10. Dokažte přímým výpočtem, že množina (U(): t€ R) definovaná vztahem 
(18.3.3) tvoří jednoparametrickou grupu. 

11. Operátor U„ je předpisem (18.4.1) korektně definován, tj. z 4 = 0 plyne 
UG = 0, jeho spojité rozšíření je unitární a lŽ = I. Zobecněte tyto závěry na 
operátory U(p) definované vztahem (18.4.6). 
Návod: K důkazu korektnosti definice užijte důsledku 5.5.5 pro vhodnou orto- 
normální bázi v .%A), 

12. Dokažte rovnost (18.4.9). 
Návod: Viz cvičení 7. 

N 

13. Nechť H = >* (2m)) ' P) je hamiltonián soustavy N neinteragujících 
=1 ; 

částic. 

(a) Definujme | : (Uy)(x9, , x0) = y(X,yW, , pW7D),  kde X = 
N N 

= (1/ mx), M= m;, a y jsou atomární souřadnice; potom platí 2.Mm 2,m J p p j= j= 

1 « N1 1 - N j1 1 0X 

UR = Z (KMÝ 4 Y Z (BRE- Y Y — PAPE, 2M j=1 24 j=1 k=1 y 
kde 13;*,-', ř = 1,2,3, jsou složky operátoru impulsu odpovídajícího atomárním 
souřadnicím j-té částice a wj':= m + my'. 

(b) Pro Jacobiho souřadnice obdobně platí 

1 ! 1 UŽH U= Z (HVY+ Y — (PY, „W Ž 2 0) 

563
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- —1 

m 
7 

kde /) odpovídají Jacobiho souřadicím j-té částice a u := m + (Ž mj) . 
k=1 

14. Ověřte, že pro operátory složek impulsmomentu platí L; SR) C HR) 

a operátory: Z! S(R') jsou symetrické. 

15. Ověřte, že podprostor: CP(R*M0)) je hustý v Z/(R*, r* dr) pro libovolné 

a € R, a podobně, že: CP(RÝVM) je hustý v L*(RÝ), je-li M nejvýše spočetná 

množina bez hromadných bodů. 

Návod: Viz příklad 3.1.7 a cvičení 3.7.
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  19.1 DRUHÉ KVANTOVÁNÍ JEDNOČÁSTICOVÉHO OPERÁTORU 

Nejprve se musíme zeptat, jak může vypadat stavový prostor systému s libovolným 
počtem částic. Nechť W je nějaký Hilbertův prostor. Stejně jako v $ 18.4 označíme 
HO = 9 ©... © W a navíc položíme F9=C. Nyní můžeme definovat 
Hilbertův prostor F(W) jako direktní součet 

FH) = V e0, (1a) 
n=0 

nazveme jej Fockovým prostorem nad prostorem . Označíme-li tedy normu, 
resp. skalární součin v P0 indexem m, pak prvky F () jsou posloupnosti 

V = (Yylseo; kde y, 699 takové, že Y |ywi < %; pro skalární součin 
n=0 

(:; )e v Z() platí 

(9, W = 2 (Pw Vu)n- (1b) 
n=0 

Předpokládejme, že / je stavovým prostorem nějaké částice. Z postulátu (g5-a) 
je zřejmé, že (čisté) stavy systému těchto částic lze popisovat vektory z F(H). Je-li 
počet částic roven m, patří tyto vektory do podprostoru (Y = fy): , = 0 pro 
k = ni, který budeme pro jednoduchost značit rovněž symbolem %%. Jednoroz- 
měrnému podprostoru ? potom odpovídá stav s nulovým počtem částic, jemuž 
říkáme vakuum; pro vektor (1,0,0,...), který určuje tento stav, se často užívá 
symbolu ,. 

Jelikož vyšetřujeme systémy identických částic, ne každému vektoru z F1 („) 
odpovídá realizovatelný stav. Z $ 18.4 víme, že systému n identických bosonů 
(fermionů) odpovídá podprostor 85,3P0W, resp. A„ v P0W přitom jsme 
předpokládali m S 2. Pro m=0,1 nemá smysl o záměnách částic mluvit; 
v těchto případech položíme $, = A, = I. Nyní můžeme definovat symetrický 
Fockův prostor jako 

F(R) := P? „0 (2a) 
n=0
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a antisymetrický Fockův prostor jako 

FSH) = V A„0 ; (2b) 
n=0 

tyto prostory hrají roli stavového prostoru, a to F(W) v případě, že uvažované 

částice jsou bosony, a Z() v případě fermionů. 

19.1.1 Poznámka (několik slov o značení): Symboly (.,..) a ||| vyhradíme pro 

skalární součin, resp. normu v prostoru ./. Pro tento prostor a veličiny k němu se 

vztahující bude užívat přívlastku jednočásticový; podobně budeme prostor HO 

jeho prvky, operátory na něm apod. označovat n-částicové. Skalární součin a nor- 

mu v SFW, resp. Z() budeme značit indexem n, resp. F Je rovněž užitečné 

zavést symbol P, jako společné označení pro oba zmíněné projektory, symetrizátor 

$,„a antisymetrizátor A,; všechny formule, v nichž se tento symbol vyskytuje, platí 

jak v symetrickém, tak i v antisymetrickém případě. Podobně budeme psát F-(4) 

místo F(%W) a 2,(), symbolem PW označovat n-částicový podprostor 

v P() apod. 

19.1.2 Příklad: Je-li jednočásticový prostor J = L?(R'), potom podle příkladu 

4.6.6 je „W = LY(R).  Fockův prostor ZTZŽ(R?)) je tvořen posloupnostmi 

W = (yhmo (tříd ekvivalence) funkcí ;: p — C takovými, že 

" III"Ž = “ 1100"2 + Ž J.IÍPH(XD .... xn)l2 dxl dxn < o. (3) 

n= Jn 

Podívejme se, jak vypadá podprostor Z(Z*(R*")). Vezmeme libovolnou ortonor- 

mální bázi v Z*(R?) a sestrojíme podle tvrzení 4.6.4 ortonormální bázi v L *(R"); 

pomeocí ní a definičního vztahu (18.4.6) lze snadno ověřit, že pro každou permutaci 

p€ S platí 

(U(p _l)wn) (xh *e X„) — wn(xpv e xpn) (43') 

sv. v R Je-li p 6 S„L2RY), platí U(p) , = Up"") S 7 Sx 7 r 
jinými slovy, 

YalXppo ++ 2 X) = PAlX1, --- X7) (4b) 

s.v. v R Podprostor $„L*(R*") je tedy tvořen funkcemi, jež jsou (S případnou 

výjimkou množiny míry nula) symetrické vůči libovolné permutaci polohových 

vektorů částic, a prostor F(3F) je tvořen posloupnostmi takovýchto funkcí. 

Podobně Z(3F) je tvořen posloupnostmi funkcí, jež jsou antisymetrické vůči 

permutacím polohových vektorů, 

PolXpp X ) 7 8 PlKXr oo Xo) - (4c)



19.1 DRUHÉ KVANTOVÁNÍ JEDNOČÁSTICOVÉHO OPERÁTORU 

Povšimněme si, že pouze prvý z obou výsledků má bezprostřední význam, protože 
L*(R*) není stavovým prostorem žádného reálného fermionu. Poznamenejme 
rovněž, že stejné výsledky dostaneme i pro jiné dimenze konfiguračního prostoru, 
tj. vezmeme-li za výchozí prostor 3 = L*(R“) pro nějaké přirozené d. 

Popíšeme nyní standardní postup, jímž lze k danému operátoru T na prosto- 
ru J sestrojit operátor na Z(.21). Nechť T je hustě definovaný lineární ope- 
rátor na SW. Stejně jako dříve bude symbol T; značit tenzorový součin 
18..O TD rT©G©TA...© , vněmž operátor T stojí na j-tém místě. Pro 
lbovolné m S 1 zavedeme operátory 

jejichž definiční obor: D(T) = , je-li T omezený operátor a D(T) = 
= D(T) ©... © D(7T), pokud je 7' neomezený; je zřejmé, že D(T) je hustý 
v W Speciálně pro n = 1 máme 7ř = TF = 7; dále položíme 772=0 
a T = I. Potom můžeme zavést následující operátory na F (): 

F(TY: ZO Yh = (T uhr=o > (5a) 

T(T T(T d = V d= (5b) 

jejichž společným definičním oborem je podprostor 

Z(T) = 
Z( 74 Y0 Y0) , E D(T), N=0,1,2,..) c F(H). (5c) 

19.1.3 Tvrzení: Operátory 7 *(7T) a 7'"(7) jsou hustě definovány. Každý z nich 
je redukován podprostory ZF,(/) a jeho části v těchto podprostorech, jež označí- 
me ZŘ(7), resp. Z P(T) jsou rovněž hustě definovány. 

Důkaz: Z definice normy | || vyplývá, že k libovolným Y=siy)“*,(acc>0 
existuje M takové, že pro y z (0 Yx 0,...) platí: |Y — Pyle < be. 
Užijeme-li ještě toho, že D(T) = , snadno zjistíme, že podprostor Z(T) 
je hustý v F(m). 

Dokážeme dále tvrzení o redukci. Projektor P na podprostor FP(H) je dán 
vztahy (2): pro libovolné V = (ý S F(%W) platí PY=(PyJ*.G. Uva- 
žujme libovolnou nm-tici vektorů f€ D(7). Pro jakoukoli permutaci p $ 
platí 7, © ... © f D,(7); s ohledem na cvičení 18.11 to znamená, že 
U(p) D(T) C D(T), a tedy též P, D(T) C D(T). Z definičního vztahu 
(5e) potom plyne PWe ZX(T) pro libovolné We X(T), tj. 

PA(T © AT). (6) 
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568 | Nechť (f;), (g,) jsou n-tice vektorů v D(T) a p s Označíme-li zr = p'',; mů- 

žeme psát 

(8, © ... Og, UD TC © ... 8 F)), 7 
D
]
 s 

(,8..8g5,1 ©... © Ta,0O... © ) = 
1 

(8:; 1f;) kI-——II (8x f) = šl (8» Tf„) Él(g"" foa) = 

kéj mšřěl 

m l 
D
 s
 

j=1 

= ( 8... ©g, T, WUD( A ... © FD 

Z podmínky Ď(7T) = W a tvrzení 4.6.4 potom plyne U(p) T(f, © ... © f) = 

= T,U(p)(f, © ... © f,) pro libovolná fiEe D(T). Iuto rovnost můžeme 

lineárně rozšířit na D,(T), a jelikož platí pro všechna p € $ dostáváme odtud 

dále P,Třy, = TÍP„y, pro libovolné , € D.(7). Vezměme vektor: W = 

=sfn < x; 0,..„JED(T). Podle inkluze (6) patří PW „=(Pytho, , Prtp, 0,..0) 

do 2Z(T) a platí 

PST Yj =iPT ůt Nno = (TÍ P Arhuog = TOPYN» 

tj; operátor 7 *(T) je redukován podprostory F-(). Z podmínky Ž(T) = 

= SF(31) plyne, že podprostor PZ(7) je hustý v F(), neboli že operátor 

ZŠ(T) je hustě definován. Důkaz tvrzení pro operátor 27'(7T) je obdobný; 

přenecháváme jej čtenáři. W 

Operátor 7 *(T) se nazývá druhým kvantováním (jednočásticového) operáto- 

ru T. Takového operátory slouží k popisu některých pozorovatelných uvažovaného 

systému identických částic. Z toho, co jsme řekli úvodem o stavech systému, je 

vidět, že nás nebude zajímat celý operátor 7 *(T), ale pouze jedna z jeho částí 

SZŠ(T) v závislosti na tom, zda je systém tvořen bozony nebo fermiony. 'Také 

tomuto operátoru se říká druhé kvantování operátoru T: Abychom se přesvědčili, 

že operátory 7/'(T) mohou popisovat pozorovatelné, musíme podrobněji vyšetřit 

jejich vlastnosti v případě, že 7 je samosdružený. 

19.1.4 Věta: Je-li A samosdružený operátor na SW, pak operátory 7 (A) 

a JP(A) jsou v podstatě samosdružené. 

Důkaz: Direktní součet 7 (4):= Y9 A, operátorů A,„je definován vztahem 
n=0 

(5a) na definičním oboru 

D|(7*(A)) = |b = () E F(W), 5D ) AV < 9 » 
n=



19.1 DRUHÉ KVANTOVÁNÍ JEDNOČÁSTICOVÉHO OPERÁTORU 

(viz komentář k $ 7.4). Je vidět, že 7 *(4) C 7"*(A4), přičemž oba operátory jsou 
zjevně symetrické; ukážeme, že 

T*(A) C F(A). (7) 

Pro libovolné ď € D(F*(A)) je Bby = ( ..., P; 0,...) E D(F(A)): taková 

posloupnost, že T *(A) dy konverguje; to vyplývá z toho, že > IAw„l|“ je 
n= 

konečný a platí 
M 

2 A: S 17*(A) (By — DolŮ, 
n=N+1 

odkud plyne Cauchyova podmínka. Platí tedy © € D(7*(A)): a vztah (7) je 

dokázán. Z uvedených inkluzí dále dostáváme rovnost uzávěrů uvažovaných operá- 
torů 

J*(A) = 7 *(4). 

Je-li nyní A v podstatě samosdružený, platí totéž i pro operátor AŽ (viz $ 10.8). 

Podle komentáře k $ 7.4 je potom uzávěr 7 *(4) samosdružený, neboli 7 *(A4) je 
v podstatě samosdružený; s ohledem na tvrzení 3 a cvičení 3 k této kapitole platí 
totéž i pro 77(A). II 

19.1.5 Příklad (operátor počtu částic): Uvažujme nejjednodušší netriviální pří- 

pad, druhé kvantování jednotkového operátoru Z na /. Operátor Z *(7) je podle 

předchozí věty v podstatě samosdružený a pro W = 7*(D  platí AÁW) c 
C (0, 1, 2,...) — viz cvičení 4. Ukážeme, že v této inkluzi platí rovnost. Operá- 

tory 7; jsou omezené a pro libovolná f,...,1, 5 W platí ř(f © ... © f) = 
= n(f, ©... © f,). Dostáváme tak /Ť = nI,, kde I, je jednotkový operátor na 

JFW pomocí toho je snadné se přesvědčit, že samosdružený operátor w má čistě 

bodové spektrum, přičemž vlastními podprostory jsou n-částicové podprostory 
WwWW. Dále je zřejmé, že: D() = W je invariantní vůči všem operátorům 
U(p), a tedy i vůči P,. Operátory 7 š(7) potom působí na podprostorech f jako 
n-násobek jednotkového operátoru. Odtud plyne, že operátory 4; = 77(1) mají 

čistě bodová spektra, o(4S) = (0, 1,2,...), přičemž vlastní hodnotě z odpovídá 

vlastní podprostor „f". Operátoru M se z přirozených důvodů říká operátor počtu 
částic, téhož názvu se užívá i pro operátory M;, případně jejich v podstatě 
samosdružená zúžení. 

  

  

Věta 4 nám dává právo jednočásticové pozorovatelné A přiřadit pozorovatel- 

nou ZP(A) uvažovaného mnohočásticového systému, přičemž P= A, $ podle 

druhu částic. Z konstrukce operátoru druhého kvantování je navíc zřejmé, že obě 

pozorovatelné popisují tutéž veličinu, přinejmenším pro veličiny aditivního cha- 

rakteru jako jsou energie, impuls apod. Je-li např. H jednočásticový hamiltonián, 
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pak Z7(H) má význam hamiltoniánu soustavy neinteragujících částic. Tuto ko- 

respondenci je možno rozšířit i na některé funkce pozorovatelných: 

19.1.6 Věta: Předpokládejme, že (U(£): t € R) je jednoparametrická silně spojitá 

grupa unitárních operátorů na XF, jejímž generátorem je operátor A. Potom 

(Z "(U(H): ( R) je silně spojitá grupa unitárních operátorů na F(W), jež je 

generována operátorem W = 7*(A); podobně (7P(U(H): tE ) je silně 

spojitá grupa unitárních operátorů na P() s generátorem W = Z7(A). 

Důkaz: Zúžení ST "(U(0) 219 je izomorfní operátoru: UŠ() = U() © 

© ... © U(d. Protože (U7(Y): t€ R) je silně spojitá jednoparametrická grupa 

unitárních operátorů (viz $ 11.1), platí totéž i pro operátory: Z(U(9) 1 W0. 

Jelikož operátory Z "(U(9) jsou částí ortogonálního součtu operátorů U7(), 

n= 1,2,..., jsou samy unitární. Jejich definiční obor nezávisí na f a je roven 

algebraickému součtu Y309 = D (viz (5c)). Je zřejmé, že D je invariantní vůči 

všem operátorům 7 "(W(2)) a pro každé w € D je zobrazení > 7 "NU(D) Y 

spojité, přičemž platí 

TU) F"(UDM) p>y(ULC+) Y () 

Podle cvičení 11.3 pak odtud plyne, že T "(U(9)) je jednoparametrická silně 

spojitá grupa unitárních operátorů. 

Existence operátoru W plyne ze Stoneova teorému. Jeho definiční obor je tvo- 

řen těmi We F(W), pro něž existuje A = !1313 7 "(U(0) W — W £7), a platí 

„W = —id. Užijeme toho, že generátor grupy (U7(): 16 R), n= 2,3,..., je 

podle tvrzení 11.1.7 roven A, = A*. dále zjevně platí A; = A a A =0. 

Vezměme libovolný vektor Ye BD(A), tj. W=ího, « Pr> 0, .), YE D(A). 

Platí 

    

  

1 — — 

lim \—[7“(U(t)) - Ww) — 7] = 
0 ||£ F 

N 1 ? 

= Y lim |-[UW() — J| , — iAp,|) = 0, 
n=0 270 |E n   

  

    

takže T*(4) C .W. Odtud plyne 7*(A4) C wW, a vzhledem k tomu, že oba 

operátory jsou samosdružené, platí mezi nimi rovnost. Omezíme-li se na vektory 

We D(A) n F(2), můžeme obdobně dokázat zbývající tvrzení. II



19.2 KREAČNÍ A ANIHILAČNÍ OPERÁTORY 

19.2 KREAČNÍ A ANIHILAČNÍ OPERÁTORY   

V dalším budeme předpokládat, že jednočásticový prostor J je separabilní. Nechť 
é = (gpjt;j=; je nějaká ortonormální báze v ; potom vektory g, ©... © s 
kde j„ = 1,2,... a k= 1,...,nmn, tvoří ortonormální bázi £, v , 7 hlediska 
podprostorů P, má tato báze nevýhodu v tom, že některé její vektory mají 
nenulové ortogonální projekce jak v P,3P9, tak i v ortogonálním doplňku. 
Sestrojíme proto nejprve pomocí d) jinou ortonormální bázi. 

Každý vektor báze 4) je určen n-ticí přirozených čísel j = (),..., j„); budeme 
jej značit g,(7) a j budeme nazývat variací. Pro libovolnou permutaci p € S platí 

U(p) p() = g O..d g, = pljiop). 

Některá z čísel j; mohou být totožná. Neklesající variace, tj. takové, že 
J S j: S ... S j„ označme symbolem / a definujme 

3?„(]) = í(pn(l o P), P € 'Sťn?]m (13) 

Jaká je dimenze tohoto prostoru? Protože některá z čísel j; mohou být stejná, platí 
pro ně vztahy 

hoh=7..=7lnSina7.. 7 

7 Im+m $ e S Imttayga+i Z Z Žnem+ nn 

Zvolíme-li nyní pevně p 4 ]e snadné ukázat (viz cvičení 5), že počet permutací 
p 6 takových, že 7 Op = j o p' je nezávislý na p a je roven: m!.. n l 
Množina (7 o p: p 6) tedy obsahuje jen nl/(n1... n „!) prvků, proto 

A n! A 
dim W (7) = Ta 00)) (1b) 

loo n! 

Pro projektory P, = S,, A, zjevně platí 

P„H H: 

najdeme operátory P, r%„(í). Uvažujme vektor 

VO):= Ž Y plď P, (2a) 
H pesn 

kde cs je normalizační konstanta, kterou určíme pomocí formule (1b): součet 
v tomto vztahu má n! sčítanců, mezi nimiž je však jen «(7 ) vektorů různých. Tyto 
vektory tvoří ortonormální množinu, přičemž každý se vyskytuje v součtu právě 
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nl... nl-krát. Odtud vyplývá 

2 

ádÉ = Žím! n ) = 
ní 

csn! 

a) 
  

a zvolíme-li c = /1(7)/(m!), bude ů(] ) jednotkový vektor. Najdeme nyní akci 

symetrizátoru $,na vektor g() © p) pro libovolné p ;: 

S qv„(fop)—l Y l( o p)op|= Ž Y gli o (pop)| = 
n.pE.Sf .pěy 

  
1 A 

=— > p(dop)= v() - 
n) p \/; C5 

Podle definice (1a) plyne odtud vztah 

8, 4) = Ě hin (2b) 

takže operátor  S„VW,(7) je jednodimenzionální projektor na podprostor 

iq)n(í Yn* 

Pro antisymetrizátor A, platí obdobné závěry. Předně je zre]me že 

A„ ,(7) = 0, pokud se ve variaci 7 opakují některá čísla j;. Je-li variace 7 bez 

opakování, dokážeme stejnými úvahami jako v předcházejícím případě, že 

A„ P) = 1030 a (3a) 

kde jednotkový vektor gi(7 ) je definován vztahem 

U) = a Y sp(op). (3b) 
n p 

Podprostory J„(7 ) jsou navzájem ortogonální a pro jejich ortogonální součet platí 

íáanhin = ŽG'%"(.;) c 3?(") 7 

j 

z podmínky féj)j, = JFW pak plyne 

V W 1) = H 
j
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Pro podprostory P, pomocí rovností (2b) a (3a) dostáváme 

P„0 = P, V A = D P„U) = PB ia > 
J j7 7 

kde (9% (í) = 0, je-li f variace s opakováním. Tento vztah ukazuje, že vektory 
d(7), kde ) = (j ..., j) je libovolná neklesající variace, tvoří ortonormální bázi 
v 8,WW a vektory q;í,*(f), kde 7 je libovolná neklesající variace bez opakování, 
tvoří bázi v A„ 9. 

Dané variaci j můžeme přiřadit posloupnost (z;)2,, kde čísla n; značí počet 
prvku variace rovných /. Tuto skutečnost Ize interpretovat tak, že stav g; se ve 
vw„(7) vyskytuje (je obsazen) právě n,-krát; proto se o (z;) mluví jako o posloup- 
nosti : obsazovacích čísel (stručněji, ON-posloupnosti). Posloupnost (m) má 
m % n nenulových členů m;, 1 < k< m, přičemž platí 

2m7 n=h (4) 
i=1 k=1 

množinu všech ON-posloupností splňujících tuto podmínku označíme symbo- 
lem d 

Je zřejmé, že zobrazení 7 > (mn)í., je bijekce množiny všech neklesajících 
variací na množinu d; je proto možné provést ztotožnění 7 = (n),. Podobně 
nahlédneme, že obrazem podmnožiny všech variací bez opakování je při tomto 
zobrazení podmnožina ; posloupností (z ;);“ , sestavených z nul a jedniček. Pomo- 
cí tohoto značení můžeme zformulovat náš výsledek takto: 

19.2.1. Tvrzení: Pro každé m Z 2 je množina d) := (gh(n: (n;) « 6b) ortonor- 
mální bází v prostoru P, 0) 

Pomocí vektorů g;("1;) snadno zkonstruujeme ortonormální bázi v podprostoru 
P(H), kterou oznammeď Tato báze je tvořena vektory dG/(n)pro n = 0,1,... 
a (m) d které jsou definovány následujícím předpisem (viz cvičení 4.20): 

(1,0,..), n=0, 

qóžíniř = íO; (piíni%p O: ř) n= 17 (5) 

í(), ..., 09 (pl;íniři O; "'L n 2, 

přičemž g,lmn):= gp; protoj, pro něž m = 1, a pro n 2 stojí nenulová 
komponenta na n-tém místě. Každý prvek báze % je tedy určen číslem z a nějakou 
ON-posloupností (mn;) € d%; proto se o d) mluví jako o bázi obsazovacích čísel. 

Po tomto úvodu můžeme přistoupit k vlastnímu námětu paragrafu. Libovolným 
fv 4 f, 64 odpovídá vektor z P5() definovaný vztahem f (f, - fu) = 
=(0,...,0, P( © ... © f,),0,...). Množinu všech takovýchto vektorů označí- 
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me ZW); pro n = 0 klademe 2) = , = ý. Dále zavedeme množinu 

QP=€U—OZ(P'|) 
n= 

  

lin 

která je hustá v 7(F), protože obsahuje lineární obal báze tohoto prostoru. 

Pro libovolný vektor f € F definujeme kreační operátor a*(/) a anihilační 

operátor a(f) jakožto zobrazení p > Pr získaná lineárním rozšířením vztahů 

a(f) fs c S) =JN+I W rlGfoooh)“ (6a) 

1 n 

a(.f) Wf(fl, ... fn) — “\/——; —šl ó]P—l(f, f]) q]rf—l(fli *.*.) fj—b fj+1> ) . (6b) 

kde 05 = 1 pro P=S a d 

pro m 1, zatímco pro n= 

= (—1)* pro P = A, přičemž vztah (6b) platí 

0 máme 

a(f) 9,=0. (6c) 

Povšimněme si toho, že podle definice je zobrazení f 7 ař(f) lineární, zatímco 

f > a(f) je antilineární. Přímým důsledkem vztahu (6a) je vyjádření libovolného 

vektoru množiny Z) pomocí kreačních operátorů a vakua, 

Wiho : fd = 7 nlJfibctcvíýn \/ňí 

Aby byla definice korektní, je nutné, aby vztahy (6a,b) zadávaly lineární zobraze- 

ní na Z tj. aby pro libovolná f f,... f,„ g, SF a at C platilo 

a*(f) Wš(fv „ ahkt 8o „f) 7 

= aa(f) W< f ) t a(f) V< 8o 9) > 

ař(f)... ař(f,) %. (7) 

kde užíváme symbolu a*(/f) jako společného označení pro a*(f) a a(f); o tom 

se lze snadno přesvědčit. Stačilo by tedy zadat působení operátorů a*(f) na 

vektory vhodné lineárně nezávislé podmnožiny v Z;, jako je např. báze obsazova- 

cích čísel, kterou jsme před chvílí zkonstruovali. Abychom mohli vztahy (6a,b) 

přepsat pro tento speciální případ, definujeme k libovolné (z;) « d) posloupnosti 
k—-i 

nJ = (ny , Rrnz, Be l, Akzn ...) ačísla x = Y nm, přičemž posloupnost 
i=1 

(n )( je definována pouze tehdy, když m Z 1. Je-li f rovno některému vektoru 

jednočásticové báze (g);“,, potom vztahy (6a,b) v antisymetrickém případě dávají
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a(9) dřln) = (ZV — n) ůY (8a) 
a(x) BPiln) = (—1)*n, d n? (8b) 

(viz cvičení 6), přičemž samozřejmě uvažujeme jen ON-posloupnosti (n) e 06 
V symetrickém případě podobně dostaneme 

a*(gx) din) = 1 d An (9a) 

d) Bnj = Jn_k daln?. (9a) 
V případě obecného vektoru f €.% využijeme toho, že (anti)lineární závislost 
operátorů a *(f) na f lze rozšířit na „nekonečné součty“: pro libovolné We , 
platí 

ař(f)v = kžl(fpk,f) a(p:) P, (10a) 

df)y = kšl (f p) d) Y, (10b) 

kde řady konvergují vzhledem k normě v P() — viz cvičení 7. 
Z definice (6) je zřejmé, že operátory a*(f) zobrazují podprostor Z5 do sebe. 

To znamená, že polynomy sestavené z kreačních a anihilačních operátorů jsou 
dobře definované operátory. Významné místo mezi nimi zaujímá polynom 

ař(f)a*(g) — ař(g)a*(f).... P=S 

ař(f)ař(g) + a*(g)ař(f)... P=A 

V symetrickém případě se mu říká komutátor a index P=S se vynechává; 
v antisymetrickém případě jde o antikomutátor, který se zpravidla značí [., .]+. 

[a*(f), a*(g)|e := 

19.2.2 Věta: Kreační a anihilační operátory splňují pro libovolné vektory 
hgsAf a WeD, vztahy 

la(/), a(g)|> W = [a*(f), ař(g)), W=0, (11a) 

la(/), ař(g)), W=(f4 9) W (11b) 
a platí 

() =afyy1DR,  d)=za(yno. (12) 

V symetrickém případě jsou pro libovolný nenulový vektor fe operátory 
a*(f) neomezené, v antisymetrickém případě jsou naopak tyto operátory ome- 

zené a J|a*(f)| = 1/ 
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Důkaz: Nejprve ověříme vztahy (12). Podprostor Z5 je hustý v Z,(), proto 

sdružené operátory a*(/)* existují. Pro vektory: Ye D DD platí 

( ař(f) Pe = 0, (13) 

pokud m — m é 1. Nechť m ž 2; vezmeme libovolné vektory f,..., f 8p --- 

, 8E 9F. Z definičního vztahu (6a) a výsledku cvičení 8 plyne 

(Wž(gl, .... gn): a*(f) lPtř;—l(fZ! ... fn))F — —\[_IÍ z V:(gpv f) (gp25 f2) (gp„7 fn) — 

ní peSsh 

1 n 

= — — Po (80 g B)< (8 d (Bro fera) << (8 f = 
z B 801 Z r B) : (8 (Bruo d) : (8ro PD 

1 n 

— J'“Š kŽ 511;—1(810 C W:—l(gb .. BSk-i Sk+to t 81), lpf—l(fz, > fa))e = 

=1 

— (a(f) llUr]l)(gl, ...) gn)a 'Ilrll)—l(fz, ... fn))F > 

kde w =1 a w = e,. Jednoduchým výpočtem se přesvědčíme, že tento vztah 

platí i pro m = 1. Užitím linearity skalárního součinu dostáváme pro libovolné 

e (2170)i, vztah 

(wš(gl: ..., gn)7 a*(f) III)F — (d(f) lllf(gl, .... gn)a qI)F » 

který spolu s (13) ukazuje, že: We(g,.. 8) E D(a*(f)*) a ař(f)* Vi(g1++5 8) = 
= a(f) W(81 --- 8)] Odtud snadno vyplývá druhý ze vztahů (12). Pro libovol- 

ná W, Ps D, dále platí 

( a(1) dx = (Y, a(f)ř )x = (a(f) PDx ; 

to znamená,že Ye D(aďf)*) a a(f)' V= ař(f) , tj. že platí i prvý ze vztahů 

(12). 
Relace (11) stačí zjevně ověřit pro We 2f?. Rovnost [a*(f), a*(g)), W=0 

plyne z definic (6) a vztahu: ( fpo ++9 fo) 7 v (fo 44 fu); z ní pak dále 

dostáváme zbývající rovnost v (11a) — viz cvičení 9. K důkazu relace (11b) užijeme 

rozpisu 

a(f) a*(8) fs c fa) = An + 1409) Penl8 fu fa) 7 
n+1 

— (f, g) llyf(fh "':fn) + -šz ó?—l(.f?f]_l) Wš(g,fla "'5f;'—2!f>fj= "'Lfn) — 

— (fv g) Wf(fla"',fn) T a*(g) a(f) Wf(fl?"'?fn)a 

kde horní znaménko odpovídá případu P = S a dolní P= A.
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Uvažujme dále symetrický případ; vzhledem k (anti)linearitě stačí ověřit, že 
operátory a *(f) jsou neomezené pro všechny jednotkové vektory f€.W. To je 
však snadné: vektory: W(/,..., f) jsou rovněž jednotkové a zvolíme-li bázi (v 
např. tak, že g = f, pak ze vztahů (9) plyne J(Ch Dble= In+1, 

resp. |a() P(G <0 P|e = JA 
V antisymetrickém případě vezměme nejprve operátory a*(gw) odpovídající 

některému vektoru báze () ;. Pro různé ON-posloupnosti (), (m,) jsou vektory 
dn;) a dý(m) ortogonální a ze vztahu (8a) plyne, že také ař(g) bAn) L 
1 ař(gpy) doím;). Odtud vyplývá, že pro lineární kombinaci W = > a b n) 
můžeme psát nerovnost ] 

|a*(99) Yě = Zlajlř Jař(op) PnN = Zlaf (1 — WY s |MF, 
j j 

jež přechází v rovnost např. pro W = %. Vektory tohoto tvaru však tvoří hustou 
množinu v ZF(), proto je |a*(go)| = 1. Pro obecný nenulový vektor f může- 
me zvolit bázi (g;j tak, aby g = f/|/]. Z linearity a*(.) pak plyne |a*( hN| = 
= || a vztahy (5.1.3b) a (12) dávají |a(/)| = [a(/)*]| = ja*(P)]. N 
Význam kreačních a anihilačních operátorů spočívá krom jiného v tom, že 

pomocí nich můžeme vyjadřovat jiné operátory působící na prostoru P() — viz 
komentář. Při práci s operátory a*(/) hrají důležitou roli jejich algebraické 
vlastnosti vyjadřované vztahy (11). V antisymetrickém případě jim říkáme kano- 
nické antikomutační relace; v symetrickém případě vztahy (11) nazýváme kano- 
nickými komutačními relacemi. Zacházení s nimi je obtížnější díky neomezenosti 
operátorů a *(f). Tuto nesnáz je možno odstranit tím, že je nahradíme vhodnými 
relacemi pro jejich omezené funkce podobně jako jsme to udělali v $ 16.2. O tom 
se zmíníme v příštím paragrafu, kde také uvidíme, že relace (11) představují přímé 
zobecnění kanonických komutačních relací diskutovaných v $ 16.2. 

  

  19.3 SYSTÉMY S LIBOVOLNÝM POČTEM NEINTERAGUJÍCÍCH ČÁSTIC 

Formalismus druhého kvantování má četné fyzikální aplikace. Není v našich 
možnostech se jimi podrobně zabývat; uvedeme jenom několik základních poznat- 
ků. Fockův prostor, resp. jeho podprostory byly definovány tak, aby mohly sloužit 
k popisu soustav tvořených libovolným počtem částic. Nejjednodušším příkladem 
takové soustavy je volné skalární kvantové pole, jemuž věnujeme větší část tohoto 
paragarafu. 

Nejprve definujeme operátory, jimiž se takové pole popisuje, a vyšetříme jejich 
vlastnosti, jež jsou nezávislé na volbě jednočásticového stavového prostoru 
Operátoru 

wp) = DZD (1a) 

571
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s definičním oborem D C F(W) se říká Segalův polní operátor. Jak uvidíme 

za chvíli, operátory Šd.(f) jsou pro všechna f e v podstatě samosdružené; to 

umožňuje definovat operátory exp (i d.(f)), pro něž lze odvodit vztahy analogic- 

ké Weylovým relacím (16.2.4b). 

  

19.3.1. Věta: (a) Operátor As(f) je v podstatě samosdružený pro každé fe $„. 

(b)y Množina (B.(f.)... P(f,) B: f; , N= 0, 1,...) je totální v F.(HP); 

jinými slovy, vakuum je cyklickým vektorem algebry generované jednotkovým 

operátorem a polními operátory d;(f) pro všechna f « $ 

(c) Pro libovolné vektory f,g€W a wWe D platí 

[Ř.(/), D(g)) P=ilm(fg) P. 

Důkaz: Z tvrzení 7.1.3d a vztahů (19.2.12) plyne, že operátor Ů(f) je symetric- 

ký, stačí tedy najít k němu hustou množinu analytických vektorů. Pro libovolné 

přirozené m je operátor dŘ.(f)" polynom v operátorech a*ř(f), takže každý 

vektor: We Z patří do D(ď(f)7). Podprostor Ps obsahuje vektory popisu- 

jící stavy s konečným počtem částic, tj. k danému We D existuje přirozené n 

takové, že We V Dále je zřejmé, že operátor d.(/f) zobrazuje HP do 
k=0 

E-D © MPÝTV. Užijeme-li výsledku cvičení 11, dostáváme odhad 

A(T P| Z 2% + myl(n+ m—-1ybi.(n+ 1 AT 

z nějž plyne 

2 — |19(/)7 Pe S Ae p3 
m=0 M. 

n) 

7 = (2imgrfe+m)tu 
ml m! m=0 

pro libovolné £ > 0. Množina Z;, jež je podle tvrzení 19.1.3 hustá v F:(H), je 

tedy tvořena analytickými vektory. Tvrzení (b) plyne ze vztahů (19.2.6c) a (19.2.7) 

a tvrzení 19.1.3, a komutační relace (5a) dostaneme jednoduchým výpočtem 

z (19.2.11). I 

Abychom mohli zapsat zmíněné kanonické komutační relace, definujme pro 

libovolné f « X unitární operátor 

W(f) = exp(i RK(/)), (ib) 

jenž je obdobou Weylova operátoru (16.2.6). Pro množinu těchto operátorů platí: 

19.3.2 Lemma: Nechť (g;) je ortonormální báze v Množina 

(W(tg), W(itgy): j = 1,2,..., E R) 

je ireducibilní.
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Dukaz Podle definice je W(—f) = W*(f), takže uvažovaná množina je : 579 
symetrická. Podle Schurova lemmatu potom stačí ukázat, že libovolný omezený 
operátor na F:(7P), pro který platí 

B W(if ) = W(xf;) B (2a) 

kde f; = g; nebo igp,, je roven násobku jednotkového operátoru. Derivováním 
vztahu (2a) se podobně jako ve cvičení 11.6 přesvědčíme, že 

B Del(fi) C Plf) B; (2b) 

odkud pro operátory M(g;) definované vztahem 

Mf) := Š(Q%(f)2 + dlif)? — 1A9, 

pro f€ 3 vyplývá 

BMogp)c Mop) B. (3) 

Lze snadno ukázat (cvičení 16), že platí následující relace 

Mf) 1Ds = Kf) D = a(faH), (49 
kde 

Ň := Ť() . 

Vezměme vektor Ye (t Y: Y) E (| D(Mop)) takový, že 
j 

n(Y:= m S (% Mo) Y) 
m> © j=] 

existuje a je konečná; protože: N(f).9 c 0 platí 

(% N(9) W = lm % (v N(e)v)e, 
kde Nygp):= Mgp)!) „ a tedy také 

n(W) = lim lim Ž Z (v N( 9) Y)x - (5) 
MmT+ BD RT D j=] k=0 

Operátory M(wp;) jsou pozitivní (cvičení 16), takže členy této dvojnásobné řady 
jsou nezáporné. V důsledku toho je možno limity ve výrazu (5) zaměnit, tj. 

n(w) = lim lim ('I'„, ž M ;) 'P„) ; 
n> © m> w
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kde W,:= ( ..., W 0,...). Každý takový vektor patří do D(N), proto pro něj 

platí 

NY, = lim > Mo)%, n 
m7 % j=1 

(viz cvičení 10), takže 

n(Y) = lim (W,NY) = z k| PÁ (6) 
no D 

Vektor B92, patří do n D(N(gp;)), protože: 2 € n D(N(g;)) a ze vztahu (3) 

vyplývá krom jiného BD(N((p])) c D(Mg;)) pro každé j. Dále odtud a ze 

vztahu (4) plyne Mgpj) Bod, = BNM(g j) = 0, takže n(BS2) existuje a navíc 

platí n(B2,) = 0; rovnost (6) pak implikuje 

B = a 

pro nějaké a € C. Jelikož ař(f) = (1//2) (d:(/) — ďs(if)), využitím vztahů 

(19.2.7) a (2b) snadno odvodíme 

Bw?.(w„, % P) = OHPŽ((P;'I: 9 9) > (7) 

Získanou rovnost můžeme lineárně rozšířit na podprostor Zs, a protože 

o = F(HW) a B je omezený, plyne odtud B = al. A 

Nejdůležitější vlastností množiny (W(/): f€ ) shrnuje následující věta. 

19.3.3 Věta: Pro jakoukoli dvojicí vektorů f, g < S platí 

W(f) W(g) = e7V82 W(f+ g). (8) 

Zobrazení f » W(/) je silně spojité a množina (W(f): fe ) je ireducibilní. 

Důkaz ireducibility je přímým důsledkem předcházejícího lemmatu; o způsobu 

ověření relace (8) a silné spojitosti se zmiňujeme v komentáří. N 

Ze vztahu (8) vyplývá, že pro libovolné vektory f, g W platí 

W(f) W(g) = e 70 W(g) W(/). 0) 

Pro ortonormální bázi (g) C ! definujeme silně spojité jednoparametrické 

grupy unitárních operátorů 

U () := W(tg)) = exp [liz A(e)) > 

V(o) := W(itg;) = exp [i: dlio)|
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pro něž ze vztahu (9) plyne 

U (0) Vels) = exp (—idyts) Vyls) UCD), (10) 

j k = 1,2,.... Docházíme tak k výše zmíněnému zobecnění Weylových komutač- 
ních relací na případ nekonečně mnoha stupňů volnosti; někdy se v této souvislosti 
mluví také o Fockově reprezentaci kanonických komutačních relací. 

Vlastnosti této reprezentace závisí pochopitelně na volbě jednočásticového pro- 
storu J Důležité je, že v případě dim W = % obecně neplatí tvrzení obdobné 
Stoneově-von Neumanově větě. Abychom tuto skutečnost ilustrovali, uvažujme 
prostor W = L*(R') a definujme na něm operátor u(m) ' e £[LXR)] vztahem 

m — 1 
(u(m) f)(p) m Ta f(Pp) 

a antilineární operátor C vztahem 

(CH)(pP) = f(—p). 

Dále budeme potřebovat též neomezený operátor | u(m): (u(m) f) (p) = 
= m + přf(p) s obvyklým definičním oborem. Z definice snadno ověříme, že 
PR) je společným invariantním podprostorem těchto operátorů, proto v dalším 
nebudeme dělat rozdíl mezi nimi a jejich zúženími na HW(R'). Označme ještě 

FR) = (fe FR)Y): CF= 

a pro libovolné f€ F(R') definujeme 

  DCf) !> d (,u(lm) f), b(i1) = Dolin(m) 1), (11) 

kde $d.(f) je Segalovo pole na Z*(R*), a dále 

WCg) := exp (i $„(8)), 
kde g = fif. Potom platí 

19.3.4 Věta: Nechť operátor: U « P[Z(L*(R))] splňuje podmínku 

UW„(g) = W„(2)U, (12) 

pro nějaká m * m' a všechna g= fif; kde fe SF(R); potom U=0. 
Důkaz: Nechť naopak U 0; bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, 
že U je unitární (cvičení 17). Ukážeme nejprve, že vakuum je vlastním vektorem 
operátoru U. Zvolme pevné a € R? a definujme unitární operátor V e Z[L*R)] 
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vztahem 

(VO)(P) = d"CP). 

Snadno nahlédneme, že SF(R") je invariantním podprostorem tohoto operátoru, 

a že pro unitární operátor 77"(V)) platí 

(Z(VY F (Prs c p] = P709 PPo e Pr) (15) 

pro každé F, e $,„WwW = S„L(Rw'). Podle výsledků cvičení 14 je 

$(Vg) = FÝ(V) D() IŇVY , 

odkud dále plyne 

DAV8) = FŠV) Dalg) IŠVÝ » 

kde m = m nebo m'. Podle pravidel funkcionálního počtu odtud dostáváme 

vztah 

W„(Vg) = J7V) WaAg) 77OVY , (14) 

jenž platí speciálně pro g = É if, kde fe S(R)). Užitím vztahů (12) a (14) 

snadno ověříme komutativitu W„(g) s operátorem U7' Z9 VyY'UJÍ(V), a 

protože jsou splněny předpoklady lemmatu 19.3.2, platí 

UVTIVýÝ ? UIÍVÝ = v (15) 

pro nějaké nenulové y€ Č. Nechť nyní 

U= Y F FALRY, 
n=0 

kde , = (0,...,0, F„0,...]. Ze vztahů (13) a (15) ihned plyne 

E (pr; cc p = P* Y PPz ze Pa) > 

což je při y = 0 možné jen tehdy, když F, = 0 pro n = 1,2,...; to znamená, 

že UB,= Ye 

K dokončení důkazu stačí vypočítat dvěma způsoby normu | A„(f) A2,|e pro 

fe Z(R'). Přímý výpočet dává 

) S 0 

u(m) F 

1 1 ' 1( IADÉ 
— , | =-|——== 14 a(u(m)f)+a (,u(m)f)] : 2_[ A P p 

2 

  

|„( DE = 

      

  

  

  

  

lé
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(viz 19.2.6c) a (19.2.7)). Na druhé straně užitím unitarity operátoru / a inkluze 
U Dd(f) C bY(f) U, kterou obdržíme derivováním rovnosti (12), dostaneme 

| D() DR = | VDAH) l6 = |D Aů = W |$A DE = 

gýíwmzw_ 
2 JImý+ p 

získané výrazy se evidentně nemohou rovnat pro všechna f€ S(R*). I 

Zvolme dále ortonormální bázi (gw;) C L*X(R*), která leží v S(R'); takovou bázi 
lze snadno sestrojit např. pomocí Hermiteových funkcí. Pro každé m >0 
dostáváme posloupnost dvojic jednoparametrických (silně spojitých) grup unitár- 
ních operátorů 

U := Wultg), | V := Wylito), (16) 
'které splňují vztahy (10), jinými slovy, máme různé reprezentace těchto relací. 

19.3.5 Důsledek: Reprezentace (UP(0, V(): j = 1,2,...) jsou při m * m 
neekvivalentní, tj. neexistuje invertibilní omezený operátor U takový, že 

UVÝPOAVI = vÝymy, vUvmduů=vmMy - (17 
pro všechna j= 1,2,.... 

Důkaz: Pro určitost předpokládejme třeba m' > m, a nechť operátor U splňují- 
cí podmínky (17) existuje. Z definice (16) a vztahů (8) a (17) vyplývá rovnost 
UW„(7) = W„(f)U, kde f je libovolná lineární kombinace vektorů báze lg). 
Takováto množina je však hustá v Z*(R*), a proto z ní lze pro každé fe SR) 
vybrat posloupnost (h,), která konverguje k u(m')fe SF(R'). Potom bude po- 
sloupnost (f,), f :> u(m') 7' h, konvergovat k funkci f a posloupnost izw(7n) ;) 
k funkci u(m) f; kromě toho jsou limity posloupností (w(m')"' f.) a tw(m) *f) 
v důsledku omezenosti operátorů u(m) * a u(m') ' rovny n(m') ' f a np(my ' f 
Podle věty 19.3.3 je zobrazení f >> W(/f) spojité, proto pro každé fe SF(R)) 
platí 

1 1 W) = W|—-—-p.]-> Ww|—r]| = w (f) (M(,ň)f ) („(m)f) (H 

Walif.) = WGuw0A) f,) > WGwmň) 1) = Wutif), 

kde m = m, m'. Z těchto vztahů a omezenosti operátoru U vyplývá, že rovnost 
UW(g)= W„(g,)U, jež platí pro g, = f„if, lze rozšířit na všechny funkce 
fif; kde fe SF(R'); to však odporuje předcházející větě. N 
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Operátory d „(f) definované vztahem (11) odpovídají fyzikálně významnému 

případu volného pole relativistických částic s nulovým spinem. Kvantovou mecha- 

nikou relativistických částic jsme se nezabývali; omezíme se proto na několik 

poznámek a pro bližší poučení odkazujeme čtenáře k literatuře uvedené v komen- 

táři. Nejsnáze lze takové částice popsat v impulsové reprezentaci. Stavový prostor 

částice o hmotnosti m >0 je HF„ = W do„), kde míra w„ je definována 

vztahem | 

a„(M) í z 

Operátory násobení nezávisle proměnnými na , mají význam složek impulsu 

a volný hamiltonián pro danou částici má tvar Hy: (Hof) (P) = Jn + P Íp) 

pro f z přirozeného definičního oboru. 

Vyjádření vlnové funkce pomocí prostoročasových proměnných x = (4, x) je 

poněkud složitější s ohledem na relativistický vztah mezi energií a impulsem. Pro 

libovolné f€ HW(R*) definujeme 

f(Pm p):= (25[)'3/2 Jei(por—pX) f(x) dx (18a) 

8u 

a této funkci dále přiřadíme E„f€e L*(R", da,) vztahem 

(E„f)(p):= f(Jmě + PS P)- (18b) 

Dále definujeme 

A(f) := D(E„Ref) + id(E,Imf), (18c) 

kde d;. je Segalův polní operátor na Ž:(7P,„). Zobrazení f »> W"Xf) nazýváme 

volným skalárním hermitovským polem hmotnosti m. Pozoruhodnou vlastností 

pole ©(.) je, že pro každé : , P € s je zobrazení Z R) > C 

definované vztahem | zp(f) = (Y,, B9C) P2) temperovaná distribuce 

([RS 2], $ X.7); z tohoto důvodu mluvíme o kvantových polích jako o operátoro- 

vých distribucích. 

19.3.6 Poznámka: Definice (18) se obvykle rozšiřují i na zobecněné funkce tvaru 

f f.x) = g0) A(), kde ge SF(R'), pro které lze odvodit vztah E„f; = g$. Pro 

takovéto funkce tedy platí 

n o 

GBm(f) = dDy(Re g) + i A„(Im g); (19) 

zobrazení g > ©W(f.) se fyzikálně interpretuje jako pole v okamžiku t= 0. 

Operátory $"(f,) souvisí s operátory definovanými vztahem (11) následujícím 

způsobem. Unitární operátor T: W 7 L*(R') definovaný vztahem (7,8g) (p) =
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= (m' + př)7'* g(p) zobrazuje podprostor F(R') C , na S(R) © L*X(R)). 
Podle cvičení 15 je potom Segalův operátor d.($g) na prostoru Z5(%„) unitárně 

ekvivalentní operátoru Ř(7,g) na Z (L*(R')), a ten je podle definice (11) pro 
$E SF(RY) roven B„($). 

Kvantová pole nejsou jedinou oblastí, v níž se formalismu druhého kvantování 

užívá. Uvedeme ještě jeden příklad, tentokrát z oblasti statistické fyziky. 

19.3.7 Příklad: Systému velkého počtu identických částic (fermionů, bozonů), jež 

spolu vzájemně neinteragují a jsou uzavřeny v nějaké oblasti M c R', říkáme 

ideální (Fermiho, resp. Boseho) plyn. Jednočásticovým stavovým prostorem může 

být např. Z*(M; C*"") a roli jednočásticového operátoru pak zpravidla hraje 
operátor: H = H © I kde H je nějaké samosdružené rozšíření symetrického 

operátoru: H: Hoý = — Ay s definičním oborem D(H) = CS(M) a l, je 

jednotkový operátor na C**!. Počet částic se v takovémto případě zachovává, 

proto bychom vystačili s podprostorem Pf v Z() pro nějaké pevně zvolené 
velké číslo z (typická hodnota je m = 10%), je však pohodlnější pracovat ve 
Fockově prostoru. 

Za algebru pozorovatelných bereme v antisymetrickém případě C*-algebru 

A C Ř(FPA(W)) generovanou kreačními a anihilačními operátory pro všechna 
f W. V symetrickém případě, kdy jsou operátory a*(f) neomezené, definujeme 

„w jako C*-algebru generovanou odpovídajícími Weylovými operátory (viz vztah 

(1b)). Mezi stavy na algebře W zaujímají význačné místo Gibbsovy stavy 

Tr (e "PA) 
w: w(A) = Tr (0 (20) 2 

kde K= ZP(H), jež popisují plyn v termodynamické rovnováze při inverzní 
teplotě A. 

Mezi symetrickým a antisymetrickým případem je důležitý fyzikální rozdíl. 

Abychom jej mohli vysvětlit, předpokládejme, že jednočásticový hamiltonián H 

má čistě diskrétní spektrum (viz komentář) tvořené vlastními hodnotami E, = 

S E s ... (s opakováním podle násobnosti) odpovídajícími vlastním vektorům 

W W +... Snadno se přesvědčíme, že v odpovídající bázi obsazovacích čísel jsou 

di(n;) vlastními vektory operátoru 77(H) odpovídajícími vlastním hodnotám 
  

Be Hnb= $ ně eA 
v 

z n částic, tedy odpovídá vektoru d/(1,..,1,0,...); každý z n nejnižších stavů 

hamiltoniánu je obsazen jedinou částicí. V ideálním Boseho plynu naproti tomu 

může být jednočásticový základní stav g; obsazen větším počtem částic nebo 

585
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dokonce všemi; energeticky nejnižším stavem je zde d(n, 0,...). Tomuto jevu se 

říká Boseova-Einsteinova kondenzace. 

Formalismus druhého kvantování se tedy hodí pro popis soustav libovolného 

počtu neinteragujcích částic. Často se jej užívá i v případech, kdy částice spolu 

interagují. To ovšem vyžaduje vyšetřit, zda má takový popis v konkrétní situaci 

smysl, což se často opomíjí. 

  

Komentář 

8 19.1. Zavedení Fockova prostoru má dvojí motivaci. Jednak umožňuje popisovat 

situace, kdy se počet částic mění v průběhu časového vývoje, což je typické pro 

procesy studované v kvantové teorii polí, dále se hodí při popisu velkých systémů, 

jakými se obvykle zabýváme ve statistické fyzice. V tomto případě se sice počet 

částic zachovává, ale je technicky nemožné jej určit, proto je pohodlnější pracovat 

v rámci Fockova prostoru. Příklady obou zmíněných situací uvedeme v $ 19.3. 

Prostorům (2) se často říká Boseův-Fockův, resp. Fermiho-Fockův prostor. 

* Základy metody druhého kvantování byly zformulovány v práci [Fo 1] a jejich 

výklad na formální úrovni lze najít ve většině učebnic kvantové teorie polí — viz 

např. [Schwe], část II; [BŠ], kap. II apod.; o rigorózní podobě metody druhého 

kvantování poučit z řady zdrojů, např. [Ber]; [BR 2], $ 5.2; [GJ], kap. 6; [RS 21 

$ X.7; [Šv], kap. 3 a 6. 

$ 19.2. Operátory a*(/) jsou užitečným prostředkem pro vyjadřování jiných 

operátorů na Z;(W). Jednoduchým příkladem je vyjádření operátoru počtu 

částic — viz cvičení 10. Pro druhé kvantování 75(T) jednočásticového operátoru 7 

a ortonormální bázi íqv]%, ; v 3F lze podobně odvodit formální vyjádření 

J( T) = Ž((p], To,) a*(gw;) a(g,). Smysl této řady závisí na tom, jaký je operá- 

tor 7) uzwame -li však uvedené formule k výpočtu maticových elementů operátoru 

JÝ(T) v bázi $ odpovídající (g;j, redukuje se řada na konečný součet a žádné 

problémy nevznikají. Uvedené vyjádření je zvláště názorné, má-li 7' čistě bodové 

spektrum a (g;) je báze jeho vlastních vektorů. 

$ 19.3. O vlastnostech operátorových distribucí se čtenář může poučit např. 

v [BLT], $8 3.1; [SW], $ 3-1; [Ber], $ L1; [Si 2], $ II.1. 

* Stejně jako v případě konečného počtu stupňů volnosti lze pomocí Weylova 

operátoru zavést koherentní stavy na 7;(1) ([Da 1], kap. 8). 

* Rovnost (8) lze dokázat např. přímým výpočtem pomocí mocninných řad na 

množině analytických vektorů Zs; tento způsob je uveden v [RS 2], $8 X.7. Alter- 

nativní důkaz Ize najít v [BR 2], $ 5.2. Na týchž místech je uveden důkaz silné 

spojitosti zobrazení W(.), který je založen na výsledku cvičení 14 a skutečnosti, 

že D; je oblast podstatné samosdruženosti operátorů A(f). 

e V příkladu 7 jsme nespecifikovali oblast M. Ve statistické fyzice se nejčastěji 

vychází z předpokladu, že M je omezená, a poté se vyšetřuje chování výsledků při
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jejím zvětšování; o tomto přechodu se mluví jako o termodynamické limitě. | 587 
Omezenost M znamená, že jednočásticové hamiltoniány typu zmíněného v příkla- 
du (násobek Laplaceova operátoru, jehož samosdružené rozšíření je určeno vhod- 
nými hraničními podmínkami) mají čistě diskrétní spektrum; toto tvrzení lze 
snadno ověřit pro oblasti tvaru kvádru (viz tvrzení 10.8.5 a cvičení 15.4), platí však 
obecněji. Povšimněme si, že diskrétní charakter spektra je podstatný např. pro to, 
aby stavy (20) měly smysl. Podrobnější informace o ideálních plynech Ize najít ve 
většině učebnic kvantové statistické mechaniky; obsáhlý a matematicky korektní 
výklad je uveden v [BR 2], $ 5.3, viz též [Ja], kap. 15. 

  

Cvičení 

1. Fockův prostor F(3) je separabilní právě tehdy, když / je separabilní. 

2. Dokažte tvrzení 19.1.3 pro operátor 7 "(7). 

3. Dokažte následující tvrzení: 
(a) Nechť 7 je lineární operátor na prostoru , který lze uzavřít. Jestliže projek- 

tor E redukuje operátor 7; redukuje také 7: 
(b) Nechť projektor E redukuje v podstatě samosdružený operátor A; potom 

operátor: A ! BW je rovněž v podstatě samosdružený. 
(c) Nechť projektor E redukuje unitární operátor U; potom operátor: UtEHW 

je rovněž unitární. 

4. Nechť A je samosdružený operator Mezi ]eho spektrem a spektrem operátoru 

7*(A) platí vztah a(7*(4)) > U 0( A%) Z ( U Ps(o(A) X ... x a(4)), 
kde Pě(t,..., tG)sth...+ t„. 

Návod: Užijte důsledku 7.3.6 a vztahu (10.8.8). 

5. Dokažte vztah (19.2.1b). 

Návod: n, čísel č; lze rozestavit po = místech ( n) způsoby atd. 
m 

6. Dokažte vztahy (19.2.8) a (19.2.9). 
Návod: Ověřte vztahy pro kreační operátory, potom užijte rovností (19.2.12). 

7. Dokažte vztahy (19.2.10). 

Návod: Nejprve ověřte platnost vztahů pro: Ye 2f0. 

8. Uvažujte zobrazení F;: N X ... X N > C, kdeN je množina přirozených čísel. 
Dokažte, že platí 

Z VEFn(jpp"wjp„): z óž—l Z VÉFn(jkijrli"'>jrk_1!jrk+p"'9jr„): 

% k=1 r6SAK) p n-1 

kde ój má stejný význam jako v (19.2.6b) a $4", je množina permutací čísel 
(1 k-1l,k3*1,.., m.
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9. Dokažte vztah 

(ař(fi)... ař(f.) a(8:) --- a(g„))* 1Z = a*(8m) ... ař(81) ,) --- a( f;) 

a obdobný vztah se záměnou kreačních a anihilačních operátorů. 

10. Nechť (g,j;=, je ortonormální báze v $ Dokažte, že pro libovolný vektor 

We 7; lze působení operátoru počtu částic vyjádřit vztahem 

NFW= > a(gp) a) P, 
j=1 

kde řada konverguje ve smyslu normy v F(H). 

Návod: Dokažte platnost vztahu pro Ye Z indukcí podle n. 

11. Dokažte, že v symetrickém případě platí pro  WeP nerovnosti 

Ja*() P- S 1 10 +1Y7YW a la) l: S NA W] 
Návod: Odvoďte vztah 

1 

n! je 

12. Dokažte tvrzení vyjadřované vztahem (19.3.21). 

o 

13. Nechť posloupnost (ffjjs, © XP konverguje k f€ ; potom pro polní 

operátory (19.3.1a) a libovolný vektor: We D; platí (f)P> B(] 

Návod: Užijte výsledku cvičení 11. 

14. Nechť U je unitární operátor na jednočásticovém prostoru J Dokažte, že pro 

Segalův polní operátor platí 

J() d) FŠ(D)Y7? = B(UÍ 

15. Je-li V: % — , definujeme FT(V): F(W) > F(2') pomocí vztahu 

ITH(VYYvdkfu : fiN) = S„ P(Vf, , Vf.). Dokažte, že S(V) je izometrie 

a jsou-li d(/), resp. Y(f') Segalovy polní operátory na prostoru F(H), resp. 

P(38'), pak platí 

JÝV) Belf) IŠ(VY = P(VP)- 

16. Dokažte vztah (19.3.4) a pozitivitu operátorů M(/). 

17. Ukažte, že platí-li vztah (19.3.12) pro nějaké U 7 0, pak existuje « €R 

takové, že aU je unitární. 

Návod: Dokažte, že U* U, resp. U U* komutuje s W„ resp. W, a užijte lemmatu 

19.3.2. |



  

20 TEORIE ROZPTYLU 589 

  20.1 ZÁKLADNÍ POJMY 

S úlohou o rozptylu určitých objektů (částic, vln) na překážce (terči) se setkáváme 
v řadě oblastí fyziky. Pro mikrofyziku je mimořádně důležitá, protože záměrně 
připravené srážky částic (jader, atomů apod.) představují jeden z mála účinných 
postupů, jimiž lze studovat jejich vlastnosti a strukturu. 
Úvodem připomeňme několik fyzikálních pojmů souvisejících s rozptylem. 

Výchozím objektem při rozptylových experimentech je svazek částic připravený 
vhodným urychlovačem. Svazek buď necháme dopadat na pevný terč obsahující 
částice, na nichž chceme rozptyl provádět, nebo jej zkřížíme se svazkem těchto 
částic pod úhlem blízkým k 180 (tomu se říká experiment se vstřícnými svazky). 
Rozptyl je možno studovat i v soustavě více než dvou částic; příkladem je rozptyl 
elektronů na jádrech, jader na jádrech apod. O rozptylu říkáme, že je pružný, 
pokud počet částic, jejich druhy a seskupení do vázaných celků a celková kinetická 
energie jsou před srážkou stejné jako po ní; v opačném případě mluvíme o nepruž- 
ném rozptylu. Tyto procesy se vzájemně nevylučují; mezi daným projektilem 
a terčem může většinou docházet jak k pružným, tak i k různým druhům nepruž- 
ných srážek. Popisujeme-li tyto procesy současně, mluvíme obvykle o mnohoka- 
nálovém rozptylu. 

Obraťme se nyní k základním představám teorie rozptylu. Seznámíme se s nimi 
nejprve pro nejjednodušší případ rozptylu dvou bezspinových částic interagujících 
prostřednictvím potenciálu V. Po separaci těžišťového pohybu (viz $ 18.5) dostává- 
me jednočásticový systém se stavovým Hilbertovým prostorem ZŽ(R*). Dynamika 
je určena totálním hamiltoniánem H, který je roven uzávěru operátoru H, + V, 
přičemž H je volný hamiltonián z příkladu 15.5.10; předpokládáme tedy, že 
operátor H + V je v podstatě samosdružený. 

Při rozptylovém experimentu je v počáteční a koncové fázi projektil daleko od 
terče. V relativních souřadnicích je tudíž částice lokalizována daleko od počátku. 
Předpokládáme-li, že experiment začíná v čase / = — w a končí v čase f = + «, 
můžeme také říci, že pravděpodobnost nalezení částice  uvnitř | koule 
B,:= (x € R*: |x| S ) o libovolném poloměru z vymizí při £ > + «. Je-li ' stav 
částice v čase £ = 0, je zmíněná pravděpodobnost rovna |E UC vyp|?, kde 
U( := e"'"' a F, je projekční operátor násobení funkcí xa,. Každý stav Y' s touto 
vlastností nazveme rozptylovým stavem uvažovaného systému. Pro každé
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A E P „(17(R')) definujeme množinu 

M(A) := ( e IRY): tliínw F,e7'Ap = 0 pro všechna r > 0); (1) 

rozptylovými stavy totálního, resp. volného hamiltoniánu pak rozumíme prvky 

množiny M(H), resp. M(Ho). 

20.1.1. Příklady: (a) Je-li w vlastní vektor hamiltoniánu H, je 4 č M(H), neboť 

veličina |E.UV(d) Y| = |F,p| nezávisí na £ a lim | Fp| = |yp||; obecně je tedy 

M(H) * H 
(b) Ukážeme, že M(HG) = IŽ(R*). Skutečně, akce propagátoru U (£) := 000 

na vektor y € M = Iž(N) o E() je dána formulí (17.3.2b), z níž pro všechna 

xER? a z 0 plyne |(UCA) 9) (2)| S (4nd) *7 |p|;. Odtud pro každé r > 0 

dostáváme |EU () g|| < (4xn9) ** |o| Gnr'V?, takže lllim F,.U ( gp = 0 pro 
- 9 

všechna g € M. Jelikož M je totální v EŽ(N") a |E UV(9)] S 1 pro všechna r > 0 

a < R, je lim RU (9 w = 0 pro všechna v € ZŽ(R) (viz cvičení 1). Každý stav 
je] > o 

volné bezspinové částice je tedy rozptylový. 

20.1.2 Tvrzení: Pro každé A E Z (ZŽ(R?)) je množina M.,(A) uzavřený podpros- 

tor, který je invariantní vůči operátorům U„() = e7", t< R. 

Důkaz: Z formule (1) je zřejmé, že M.(A) je podprostor a že U (A p e M(A) pro 

každé y € M(A) a t€ R. Nechť p€ M(A) a posloupnost () — M.(A) konver- 

guje k ). K libovolnému € > 0 najdeme , tak, aby | — Y| < 8 a dále čísla 

t, € R taková, že |F. U( „| < e pro všechna £ > t,, resp. £ < č Díky 

tomu, že |F,U(A|| < 1, pro všechna r > 0 ag > f4, resp.í < £. platí rovnost 

|EU Y| S |EU) w] + |Y — 9) < 28, z níž plyne, že p 6 M(A). H 

Invariance množiny rozptylových stavů vůči příslušnému propagátoru je vlast- 

nost vyjadřující komogenitu času: množina rozptylových stavů nezávisí na okamži- 

ku, v němž se rozhodneme rozptylový experiment provádět. 

Pomocí rozptylových stavů se formuluje základní představa, na níž je teorie 

rozptylu založena, tzv. asymptotická podmínka: je-li ' € M(H), potom pro 

f > A o se částice ve stavu U(/) ' chová jako volná, tj. existují rozptylové stavy 

w. volného hamiltoniánu takové, že U( ) p = Ud)p,proč> Ttov následují- 

cím smyslu 

Jim |) Y — Vdd Y| =0; (2a) 

díky unitaritě propagátorů existuje ekvivalentní vyjádření ve tvaru 

w = lim UV(H* U) Y, resp. = lim U( U () Yz (2b)
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Asymptotická podmínka nepředpokládá existenci lim UV() y a lim V(dy,. 
t ž o ř t 

To by byl příliš silný požadavek, který by nevedl k rozumné teorii. Snadno totiž 
ověříme, že pokud existuje druhá z uvedených limit, je rovna nule (viz příklad 
15.5.10 a cvičení 2). 

Z definice rozptylových stavů je intuitivně jasné, že asymptotická podmínka je 
splněna, pokud potenciál dostatečně rychle klesá k nule pro |x| > %, neboť 
částice ve stavu U(%) y je pro || > % lokalizována vně oblasti, v níž se projevuje 
interakce. 

Vztahy (2) určují injektivní zobrazení | > , s definičním oborem M(H). 
Použití volného hamiltoniánu k popisu počáteční a koncové fáze rozptylového 
procesu vyžaduje doplnit asymptotickou podmínku požadavkem, aby oborem 
hodnot těchto zobrazení byl celý prostor M(Ho), což v uvažovaném případě je celý 
stavový prostor ZŽ(R*). Požadujeme tedy existenci operátorů 

dD, := [S;IŠIE U( )Uh (3a) 

takových, že') 
Ran 9, c M(H). (3b) 

Současně se ukazuje, že teorie se může obejít bez požadavku platnosti asymptotic- 
ké podmínky pro všechna ' € M(H), tj. obecně Ran 9, $* M(H). Jestliže však 
y € Ran £2., tj. (2a) platí pro f > — , musí tato podmínka platiti prof > + , 
tj. musí být 

Ran 2 c Rano,. (3c) 

Tato asymetrie ve vlastnostech operátorů 2 a £2, vyplývá z následujícího modelu 
rozptylového procesu. Počáteční fázi (v čase t > — %) odpovídá přiřazení 

Pp r y= Dý e M(, (4a) 
kde ) je rozptylový stav volného hamiltoniánu v čase £ = 0; tento stav vznikl 
časovým vývojem určeným volným propagátorem Uó(/) ze stavu, v němž byla 
částice připravena v daleké minulosti. Přitom v je podle asymptotické podmínky 
stav systému v čase / = 0, který se ze zmíněného stavu připraveného v daleké 
minulosti vyvinul prostřednictvím U(/). V konečné fázi (pro č > + %) platí ve 
smyslu vztahu (2a) U(h = U(ť) w pro nějaké , € M(Ho). Díky podmínce 
(3c) a injektivitě existuje právě jeden takový stav, přičemž 

p= D.y,. (4b) 

Rozptylový experiment pak spočívá v podstatě v tom, že pro daná y 
a g € M(Hó) měříme pravděpodobnost přechodu ze stavu U () 7, do U( g 

1) Jestliže operátor H splňuje některé dodatečné předpoklady, je tato inkluze důsledkem existence 
operátoru (2, — viz cvičení 6. 

591
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pro f > +w. Příslušnou amplitudu pravděpodobnosti (U () g, U() Y+) = 

= (g, ,) můžeme vyjádřit pomocí výchozího stavu , neboť z podmínek (3a, c) 

" vyplývá existence operátoru S takového, že 

w = Y- (4c) 

nazývá se operátorem rozptylu (S-maticí, S-operátorem). Zmíněná amplituda 

pravděpodobnosti má pak tvar (g, Sy..). V popsaném modelu je tedy rozptylový 

proces plně charakterizován operátorem S. 

Základní pojmy a předpoklady teorie rozptylu jsme zatím formulovali pro 

speciální případ potenciálního rozptylu na prostoru IŽ(R*). V případě obecného 

rozptylového procesu charakterizovaného totálním a volným hamiltoniánem H a 

Hy, na stavovém Hilbertově prostoru S se užívá analogické formulace; je ovšem 

třeba specifikovat množiny M(H) a M(Ho) rozptylových stavů. To samozřejmě 

závisí na povaze uvažovaného kvantového systému. Definici (1) lze v mnoha 

případech převzít s tím, že množinu (£: r > 0) nahradíme vhodnou množinou 

projektorů na prostoru . V každém případě se však požaduje, aby množiny 

M(H) a M(Ho) byly uzavřené podprostory v 3 invariantní vůči příslušným 

propagátorům U(t) = e *?, resp. U(!) = e "iHo (srov. s tvrzením 2). Podmínku 

invariance vůči propagátorům lze vyjádřit pomocí příslušných projektorů, které 

označíme E,(H) resp. E(Hg), ve tvaru 

E(H) U) = U(H E (H), resp. E(HY U) = VYDHE(HY, ER S) 

Vzhledem k tomu, že obecně M(Ho) * , moditikuje se definice (3a) násle- 

dovně: 

, := s-lim U) U() E(Ho); (6) 
o B 

podmínky (3b, c) zůstávají přitom beze změny. Takto definované operátory se 

nazývají vlnové operátory; jsou určeny dvojicí hamiltoniánů H, H;, proto se užívá 

též označení ©,(H, Hoó), v němž pořadí argumentů je podstatné. Dříve než 

odvodíme jejich základní vlastnosti, zmíníme se o speciálním případu, kdy 

Ran 2 = MýH), což ve výše popsaném modelu rozptylového procesu vyjadřuje 

tu okolnost, že každý rozptylový stav totálního hamiltoniánu je v daleké minulosti 

totožný s nějakým rozptylovým stavem volného hamiltoniánu. Z inkluzí (3b, c) pak 

plyne 
Ran , = Ran 9 = M(H). (7) 

Tato rovnost vyjadřuje tzv. podmínku úplnosti vlnových operátorů. 

20.1.3 Tvrzení: Vlnové operátory ©9, = 9,(H, Hoó) jsou parciální izometrie 

s počátečním podprostorem M.(Ho), které splňují následující vztahy
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O,U(H = UdO0,., GtÓeR, (8a) 
O,H,c HO,. (8b) 

Důkaz: Podle (6) jsou , omezené operátory a M(H)'* c Ker 2,. Z podmín- 
ky 82g = 0 pro každé £ > 0 a všechna dosti velká £ plyne 

E > |U U) E(Ho) || = |ECHo) l, 

takže ©g =0> E(Ho)p=0. Je tedy Ker 2, = M(HY)*, tj. M(Hy) = 
= (Ker 9,)'. Nyní pro g € M(Ho) vztah (6) spolu s unitaritou dá |l. || = 

= lim |Y U () E(Ho) gp|| = |wp|; operátory , jsou tudíž parciální izo- 
> t m 

metrie s počátečním podprostorem Mí(Hy). 

Pro každé £ € R lze (6) zapsat ve tvaru ©, = s-lim U(t+ d)* U (t+ m) £ (Ho) 
u7 + o 

pomocí (5) a vlastností propagátoru (viz (11.1.1a)) dostaneme rovnost , = 
= U( , () a z ní na základě unitarity vztah (8a). K ověření (8b) stačí 
uvážit, že ze Stoneova teorému a omezenosti operátorů , plyne 

U — 

lim 2, V 979 -i2,H.o. 
570 S 

Podle (8a) pak existuje 

U(s) — I 
lim —L— D,.p= -i,.Hy; 
s>0 S 

opětovné užití Stoneova teorému dá 9,g€ D(H) a HOo,g= O,H,c. a 

Toto tvrzení umožňuje vyjádřit operátor $ pomocí vlnových operátorů. Protože 

však vztahy (4) definují tento operátor jen na podprostoru M(Ho), musíme jej 

nejprve rozšířit na celé /. Z hlediska teorie je nepodstatné, jak to uděláme, neboť 

důležitá je pouze jeho akce na volné rozptylové stavy. Z formálních důvodů je 
výhodné položit 

Sy:= 0 pro YpeM(Hy. 

Z tvrzení 3 a vztahů (4) pak vyplývají následující vlastnosti operátoru rozptylu. 

20.1.4 Tvrzení: (a) $ = 0 2 ; 

(b) $ je parciální izometrie s počátečním podprostorem M(HG), přičemž operátor 
S1 M.(Ho) je unitární právě tehdy, když Ran 2, = Ran 2 ; 

(c) pro všechna č € R platí U(£) S = SU (2), tj. operátor S komutuje s volným 
hamiltoniánem. 

Důkaz: (a) Ze vztahů (4a, b) a rovnosti © = E(Ho) (viz důsledek 5.5.8) 
dostáváme , = d y = WŘ B y ; dokazovaná rovnost nyní plyne ze (4c). 
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(b) Podle důsledku 5.5.8 je 97 projektor na Ran £2,; z inkluze (3c) pak plyne 

Ker $ = Ker 9. = M(Hó)'. Dále pro každé g € Mý(Ho) je 9 .gp6Ranf c 

c Ran £,, a protože , resp. 82 jsou parciální izometrie s počátečními pod- 

prostory Ran 2,, resp. M(Ho), platí |Sg| = |Ž(2-9)| = |2-v]| = lel. 
Nutnou a postačující podmínkou pro to, aby operátor S ? M(Hoó) byl unitární, je 

rovnost Ran S = M(Hó). Nyní 

Ran $ = 9 (Ran .), (8c) 

a protože parciální izometrie 9% má počáteční podprostor Ran , a koncový 

Myý Hoó), platí implikace Ran 2 = Ran , > Ran S = M(Hó). Naopak, platí- 

li poslední rovnost, pak pro každé g€ Ran , je Ď p M(Ho) = Ran$, 

a z (8c) plyne existence y € Ran 2 takového, že dDp= y Je tedy 

g — y E6 Ker 2 = (Ran £2.)“ a současně podle (3c) platí p — y € Ran 8,; 

proto g = +), tj. Ran , = Ran 0. Konečně tvrzení (c) plyne z rovnosti (8a) a je 

ekvivalentní podmínce SH, © HóÓS (viz tvrzení 11.1.4). a 

Vrátíme se k vyšetřování vlastností rozptylových stavů, které jsme zahájili 

tvrzením 2. Uvažujme nejprve opět jednočásticový systém, jehož stavový Hilbertův 

prostor je ZŽ(R*), a hledejme stavy, které jsou z hlediska prostorové lokalizace 

„opakem“ rozptylových stavů. Vymezíme je požadavkem, aby pravděpodobnost 

nalezení částice vně koule 8, byla libovolně malá pro všechny časy, jakmile r je 

dosti velké. Hledané stavy jsou tedy právě všechny prvky množiny 

M(H) = ( P0): lim sup|(7— B)e"yj = 0). - (92) 
r> :eR 

Jestliže částice je ve stavu y E M,(H), platí sup |H e y /|y|? z 1- 
P$R 

pro všechna € > 0 ar > r,, tj. částice zůstává lokalizována uvnitř koule o dostateč- 

ně velkém poloměru pro všechny časy. Proto nazýváme prvky množiny M„(H) 

vázanými stavy částice. 
2 

20.1.5 Poznámky: (a) Z rovnosti sup |(7— F.)e *| - (sup |J(J— F)e p] 
rR rR 

plyne 

M(H) = (9 6 P(R): lim sup|(Z — F)e y = 0). (9b) 
r> eR 

vvvvvv 

(b) Stejně jako v případě rozptylových stavů hodí se vztahy (9) i pro složitější 

systémy, zvolíme-li vhodnou množinu projektorů splňující nějakou analogii vztahu 

s-lim F, = I. Následující dvě věty platí i v těchto případech, protože se v důkazech 
Lámci 

neužívá specifických vlastností projektorů /. 

20.1.6 Věta: Množiny rozptylových a vázaných stavů tvoří vzájemně ortogonální 

uzavřené podprostory v X/ Platí inkluze



20.1 ZÁKLADNÍ POJMY 

M(H 2 P (H), (10a) 

M(H) c W(H), (10b) 
kde jako obvykle 26,(H) znamená uzávěr lineárního obalu množiny vlastních 
vektorů operátoru H a H(H) = W (H)" = W,(H) DH (H. 
Důkaz: To, že MG„(H) je uzavřený podprostor, se s využitím vztahu (9b) dokáže 
zopakováním postupu z důkazu tvrzení 2. K ověření vztahu M(H) 1 M(H) 
vezměme libovolná w © M(H) a g€ M(H); pomocí unitarity dostaneme pro 
všechna f € R a r > 0 následující odhad 

Y 9)| = CUD v, U( g)| = 

= (BW9 , H() 9) + (0 Y, (T — F)UO g)| = 

ž |EU) v lo) + lY) sup | — B) U) gl||. 
rR 

Po limitním přechodu / > + % vymizí první člen na pravé straně a další limitní 
přechod / > % anuluje i druhý člen, takže (Y, g) = 0. 

Jelikož každý vlastní vektor  operátoru / je též vlastním vektorem ope- 
rátorů U(?) pro všechna f€R, je |(Z— E)U(dy| = |( — F)yp||, takže 
lim sup J(Z — F)U(Yy| = lim |(Z — F)y| = 0. Vektor w tedy patří do 

R r> r> 0D t 

M(H) a odtud v důsledku uzavřenosti M„(H) dostáváme inkluzi (10a). Z podmín- 
ky M.(H) C M((H)“ pak plyne 

M(H) C M(H C H(H = P(H), (10c) 
tj. inkluze (10b). N 

V příkladu 1b jsme ukázali, že pro volný hamiltonián na Ž() je M(Ho) = 
= IZŽ(R*), takže v inkluzích (10) platí rovnost. Uvedeme nyní jednu postačující 
podmínku pro to, aby tato situace nastávala v obecném případě. 

20.1.7 Věta: Nechť W(H) = W „(H), tj. 0(H = 01), a nechť operátor E P, 
kde P; := Ep((—7 j]), je kompaktní pro všechna r >0 a j= 1,2, ...; potom 

MŠ(H) =')?a:.(H) a Mb(H) =%P(H) : (11) 

Důkaz: Podle věty 9.4.10d operátory U(?) a P komutují pro všechna £ a j; dále 
||| = 1 a pomocí unitarity pro libovolné w 6 dostaneme |EU) y] = 
Z |> P)y|| +|EZPUCA v|. Nyní ze vztahu s-lim P; = I (viz (9.1.4a)) plyne 

jí m 

|( — P) w| < e pro každé e > 0 a všechna dosti velká j. Jestliže speciálně 
Y E W,„(H), pak díky kompaktnosti operátoru F.P; z výsledku cvičení 2 dostáváme 
lim F.P,U(?) ) = 0. Pro každé e > 0 tedy platí lim |E U( w| < €, a tudíž 

[7 b 
t ž 

") Viz poznámku 10.4.12b. 
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w e M(H). Odtud HF„(H) C M(H), což spolu s rovností H„(H) = F4H) 

a inkluzí (10c) dá (11). II 
Nyní tuto větu aplikujeme na hamiltonián H = H, + V na Z/(R*), kde 

Ve(L? + L*) (R) — viz cvičení 15.9. Nejprve uvedeme pomocné tvrzení. 

20.1.8 Lemma: Nechť g € ÁR) n L*(R') a f e IŽ(RÝ). 

(a) Jestliže f € L*(R'), jsou operátory f(G) g(P) a g(P)f(A) Hilbertovy-Schmid- 

tovy. 

(b) Jestliže Ran g(P) C DIfA)), je f(A) g(P) Hilbertův-Schmidtův operátor. 

Důkaz: (a) Díky omezenosti funkcí f a g je operátor f(G) g(P) omezený, přičemž 

ze cvičení 15.20 vyplývá, že jde o integrální operátor s jádrem K(x, y) := 

= (2n) ** fo) (F:g) (y — x). Jelikož f a Bg jsou borelovské funkce na Ré 

a funkce h: h(x, y):= y — xje rovněž borelovská, je borelovské i jádro K, neboť 

je můžeme zapsat ve tvaru K = (2n) *? (f X e) [(Fs8g) © h| — viz příklady 9.3.7, 

A.2.2 a větu A.2.3. Pomocí unitarity Fourierova-Plancherelova operátoru a Fubi- 

niovy věty dostáváme 

    

JIK(XG y dxdy = (2x) * Jlf()*')l2 
a6 

J(Fag) (y — x) dy| dx = 

= (2xn) * |A * Iglé < 9 (12) 

Z věty 6.3.6 pak plyne, že tvrzení (a) platí pro operátor f(A) 2(P). Platí zjevně 

i pro f(A) š(P), a protože v důsledku omezenosti funkcí f a g jsou (A a s(P) 

omezené operátory splňující f(A)* = f(A) a s(P)* = š(P), je 8(P) () — 

= (f(A) s(P))* €./ , — viz větu 6.3.2. 

(b) Operátor /() z(P) je opět integrální a pro jeho jádro platí vztah (12). Dále 

z předpokladu Ran g(P) C D(f(G)) dostáváme D(f(A) s(P)) = IŽ(R); ze cvi- 

čení 5.5 pak plyne f(A)g(P) < W 

20.1.9 Tvrzení: Nechť H= H„ + V(A), kde V= ÉE + Va, přičemž B € PŽ() 

a V E L*(R)), a nechť oj(H) = 0. Potom platí rovnosti (11). 

Důkaz: Ze cvičení 15.9 víme, že za uvedených předpokladů je D(H) = 

= D(H) C D(V(G)); můžeme tedy užít druhé rezolventní formule (cvičení 

3.33), jež dává 
(H-1)"'*F= 

=(H-)7' E -(H-ij7 VYOH -) E- (Hriy " VAODH zj 

Pro funkce x > g(x) := 1/ (Ixi* — i) a f = xp, resp. f >h jsou splněny před- 

poklady (a), resp. (b) lemmatu 8, takže (H — )F a V(A)(HG — 1) " jsou 

Hilbertovy-Schmidtovy operátory. Díky omezenosti operátorů (H — i)"'), E 

a V.(G) je Hilbertův-Schmidtův i operátor (H — i) * F, a tedy také 

|(H — )7 B] = P(H + i) ; tvrzení pak plyne ze cvičení 3. I



20.1 ZÁKLADNÍ POJMY 

V uvedeném případě lze tedy ztotožnit vázané, resp. rozptylové stavy s paprsky 
v podprostorech SHG„(H), resp. %(H), jejichž ortogonálním součtem je celý 
stavový prostor H. 

20.1.10 Poznámka: Při důkazu tvrzení 9 hrál podstatnou roli předpoklad, že 
H má prázdné singulární spojité spektrum, který nám dovolil užít věty 7, resp. 
cvičení 3, jež je jejím důsledkem. Je-li o„(H) * 9, pak mohou existovat stavy 
reprezentované vektory ortogonálními k oběma množinám M,(H) a M(H). Tyto 
stavy leží v jistém smyslu „mezi““ vázanými a rozptylovými stavy: pravděpodobnosti 
nalezení částice uvnitř omezených prostorových oblastí nemusí mít nulovou limitu 
při £ > I %, ale jejich střední hodnota je libovolně malá, bereme-li ji přes 
dostatečně dlouhý časový interval (viz komentář). 

Rovnosti (11) lze dokázat i pro jiné rozptylové systémy. Platnost první z nich, tj. 

MCH) = P(H), (13) 

má pro další rozvoj formalismu rozhodující význam, protože množina rozptylových 
stavů M(H) v takovém případě závisí pouze na vlastnostech operátoru H. Jak jsme 
již řekli, existují značně obecné postačující podmínky za nichž rovnost (13) platí; 
naproti tomu najde-li se případ, kdy je narušena, nelze teorii rozptylu v té podobě, 
jejíž základy tady vykládáme v následujícím paragrafu, použít. 

Nyní můžeme zformulovat dvě základní úlohy, jež si při studiu rozptylového 
procesu popisovaného dvojicí samosdružených operátorů H, a H klademe. První 
z nich je důkaz existence vlnových operátorů, které jsou s ohledem na předpoklad 
(13) definovány vztahy 

92 := slim UH U) P(Ho). (14) 

Další úloha souvisí s podmínkou úplnosti (7), která má pro volbu (13) tvar 
4 

Ran 9, = Ran 2 = W (H); (15) 

plyne z ní, že rozptylový operátor $ je unitární na prostoru F (H). Spolu 
s ověřováním úplnosti se obvykle klade otázka, zda je singulárně spojité spektrum 
uvažovaného hamiltoniánu / prázdné. Její smysl je zřejmý z poznámky 10: je-li 
o„(H) * W, mohou existovat „patologické“ stavy, o nichž jsme se tam zmínili. 
Tato okolnost neznamená žádné principiální omezení, ovšem nepřítomnost tako- 
výchto stavů představuje značnou technickou výhodu při vyšetřování operátorů 
vystupujících při popisu rozptylu. Jsou-li vlnové operátory úplně a o (H) = , 
říkáme, že jsou asymptoticky úplné. Druhou základní úlohou teorie rozptylu, 
zpravidla značně složitější, je důkaz asymptotické úplnosti vlnových operátorů. 
Tuto vlastnost se podařilo ověřit pro řadu fyzikálně zajímavých hamiltoniánů, a to 
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nejen pro dvoučásticové systémy, jak o tom budeme mluvit v $ 20.3, ale také pro 

vícečásticové, jak jsme se zmínili již v předmluvě. 

Pro systémy, pro něž existují asymptoticky úplné vlnové operátory, poskytuje 

rigorózní teorie rozptylu řadu výsledků, které se formálně odvozují v kursech 

kvantové mechaniky. Je však třeba nejprve přejít k tzv. stacionární teorii rozptylu 

(viz [AJS], kap. VI, |RS 3], $ XI.6, [Ka], $ X.5). V jejím rámci se odvozuje vztah 

mezi rozptylovým operátorem a účinným průřezem, který je základní pozorovatel- 

nou veličinou v rozptylovém experimentu: udává počet částic rozptýlených do 

určité prostorové oblasti normovaný na jednotkovou intenzitu dopadajícího svaz- 

ku. Dále se dokazují disperzní relace, zavádí Bornova řada a vyšetřuje její konver- 

gence, studuje se rozptyl na sféricky symetrickém potenciálu atd. 

Z dalších důležitých součástí teorie připomeňme mnohokanálový formalismus, 

který umožňuje popisovat rozptylové procesy v soustavě tří a více částic, resp. dvou 

částic s vnitřní strukturou, modifikaci vlnových operátorů a základních výsledků 

potenciálového rozptylu pro potenciály dlouhého dosahu a konečně studium 

rozptylových procesů v kvantové teorii polí. 

Není samozřejmě možné, abychom tak rozsáhlý materiál zařadili do této knihy; 

čtenáře odkazujeme k monografiím, které jsme citovali výše (viz též komentář). 

  

20.2 EXISTENCE A ÚPLNOST VLNOVÝCH OPERÁTORŮ 

Probereme nyní některé postačující podmínky existence a úplnosti vlnových ope- 

rátorů (20.1.14). Věty, s nimiž se seznámíme, představují jen zlomek materiálu, 

který standardně uvádějí monografie věnované matematické teorii rozptylu (např. 

[AJS], [RS3], [BW]; viz též [Ka], $ X4 a [We], $ 11.2). 

Začneme s jednou vlastností pomocného charakteru. 

20.2.1. Tvrzení (řetězové pravidlo): Nechť H, H, a Hyjsou samosdružené operá- 

tory a předpokládejme, že existují vlnové operátory 9,(H,, Ho) a 9,(H, H ). 

Potom existují i vlnové operátory ©„(H, H) a platí 

O9,(H, H) = D(H, H) D(H Ho). (1) 

Důkaz: Pomocí | propagátoru | U(8 := exp(—iH.) upravíme | vVýraz 

U(t* U( Po(Ho) takto: 

U* U( Pa(Ho) = U* Ví(8) P (H) UV(9)* l) Pa( Ho) + 

+ U(A* V(9) ( — Pal(H)) UC UD P(Ho) (2)



20.2 EXISTENCE A ÚPLNOST VLNOVÝCH OPERÁTORŮ 

Nyní podle cvíčení 6 je s-lim(Z7 — P(H)) U (9Y)* U) Po(Ho) = 
t t o 

= ( — P.(H)) 98,(H,, Ho) = 0 a z rovnosti (2) pak plyne 

s-lim UV(Y* U) P(Hoy) = D,(H, H) D,(H,, H) 
> ta 

— viz cvičení 1(ii) II 

Pomocí řetězového pravidla získáme následující jednoduché kritérium úplnosti. 

20.2.2 Věta: Předpokládejme, že vlnové operátory ,„(H, Ho) existují; nutnou 
a postačující podmínkou jejich úplnosti je existence operátorů D,(H,, H). 

Důkaz: Jsou-li 2,(H, Hó) úplné, splňují projektory P, na podprostory Ran , 
podmínku P, = P.(H) a z cvičení 5 plyne 9,(Hoy, H) = 9,(H, Hoó)*. Jestliže 
naopak existují ©,(Hg, H) dává řetězové pravidlo ©.(H, Ho) B9,(Ho, H) = 
= PoÓ(H), takže Ran 9,(H, H) 2 W„(H); důkaz se dokončí pomocí cyi- 
čení 6. W 

Přejdeme k vyšetřování existence vlnových operátorů. Základním výsledkem 
teorie je následující postačující podmínka. 

20.2.3. Věta (Cookovo kritérium): Nechť H a H; jsou samosdružené operátory 
a předpokládejme, že existuje množina DC P(Ho) D(Ho), která je hustá 
V W (Ho), přičemž ke každému y € D lze najít £, > 0 s těmito vlastnostmi: 
() U( ) Ye D(H) pro všechna £ > t 
(ii) vektorové funkce t > (H — H) U* t) w jsou spojité na intervalu [% s] 
pro všechna s > r > 1, 

(iii) Í WH- HyU(t)y|dě< o 
ty 

Potom vlnové operátory ,(H, H) existují. 

Důkaz: Pro libovolné Pe Dar> t, položíme 1() := U(9* U( Y. Podle (i) je 
() e D(H); dále pomocí tvrzení 11.1.1 snadno ověříme, že vektorová funkce X.) 
je diferencovatelná na intervalu (£, %) a platí 4'(1) = () (H — H) U( v. 
Vzhledem k předpokladu (ii) je w/'(.) spojitá. Dále užijeme cvičení 9 a nerovnosti 
(3.7.6); pro libovolné s > » > £, dostaneme 

sz'(t) dí 

Užijeme-li dále předpokladu (iii), vidíme, že | W5) — 4()| > 0 pro r s > , tj. 
že lim U( U) Y = lim U( U() P.(Ho) Y existuje pro každé p e D. Je 

— o [7 o 

IA
 

|Ws) — W = J J(H — Ho) U( || dě, 
      

  

zřejmé, že pak existuje lim U(t)* U () P.(Ho)g pro všechna ge6D, © 
[7 oo 

D W (Ho)*. Nyní z předpokladu D =W,„(H) plyne, že podprostor 
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D DH (Ho)" je hustý v , což spolu s nerovností | UW(9)* U(0) Po(Ho)| < 1 

zaručuje existenci s-lim U(9)* U) Po(Ho) — viz cvičení 1. Důkaz existence operá- 
t 0D 

toru 2 je obdobný. N 

Jinou postačující podmínkou existence vlnových operátorů 92,(H, H) je poža- 

davek, aby operátor H — H; byl jaderný, resp. byl jadernému operátoru v jistém 

slabém smyslu roven. Jak uvidíme, lze tyto předpoklady ještě zobecnit a dokázat 

pro některá B « () existenci operátorů 

O,„(H, Ho; B) := s-lim U()* BU() Pa(Ho)- (3) 
( Io0 

20.2.4 Věta (Pearson): Nechť X je separabilní Hilbertův prostor, H, H, « 2„(»%), 

B e H() a předpokládejme, že Ize najít jaderný operátor C' takový, že 

(Hy, Bý) — (Y, BHoý) = (v CY) () 

pro všechna w € D(H) a ý e D(H); potom existují operátory O„ „(H, H ; B). 

Dříve než přistoupíme k důkazu, odvodíme některé obecné vlastnosti podpros- 

toru W = H„(A) pro libovolné A € F„(). Především připomeňme, že podle 

Radonovy-Nikodýmovy věty ke každému x €. H existuje právě jedno f, € L(R) 

takové, že f (£) S 0 s.v. v R a pro všechny borelovské množiny platí 

u(M) = |Ex(M)x]P = fo(f) d/; (5a) 
M 

speciálně pro M = R dostáváme 

bý = Ižh (5b) 

20.2.5 Lemma: Množina 

M(A) = (x E: |Ah < PD (6a) 

má následující vlastnosti: 

(a) (A) je podprostor, který je hustý v H (A); 

(b) pro každé x © M(A) a y © F platí 

Jl(y, x)t dí S 2 ylF lAe - (6b) 

Důkaz: (a) To, že w (A) je podprostor, plyne z nerovnosti Kor+ y S 2|a|* , + 2K,, 

z níž pro x, y E (A) pomocí implikace (A.6.20b) dostaneme |fu+yo Z 

< 2a|* |/] + 2|4||.. K oyěčření rovnosti (4) = W, sestrojíme k libovolné- 

mu z €.3P, posloupnost (x,) C M(A) takovou, že x, ? Z Příslušný vektor 

f. « L(R) (viz (5a)) lze reprezentovat borelovskou funkcí, která pro všechna t < R 

splňuje nerovnost 0 S fi() < %. Pron = 1,2, ... zavedeme borelovské množiny 
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S,:= (t R: f(f) > n); zřejmě tvoří nerostoucí posloupnost a n $, = 0. Po- 

ložíme x,:= (7 — E„($,)) z; podle formule (9.3.10) a Vety A66b platí 

4 (M) = [A — x) du, = [( — xs(0) f (2) dí. Odtud je vidět, že x, € ; 
M M 

platí tedy formule (5a), přičemž f,, = (1 — xs,) f.. Nyní ze způsobu zavedení 

množin $, plyne f„(f) S< m pro všechna Z € R, takže ||| < m, čímž je dokázáno, 

že X, €M(A). Konečně ze vztahů s-lim E „($5,) = E„(0) = 0 (viz (9.1.4b)) dostá- 

váme x, 7 z. 

(b) Vzhledem k tomu, že projektor A na podprostor % komutuje s A, z předpo- 
kladu x € w (A) pro míru v.„(.) = (x E„(.) y) plyne vxy( ) = Vřz(-.) = v() 

kde z := P.y. Nyní Schwarzova nerovnost dává 

I (MŤ S u.(M) u(M); (7) 
odtud je vidět, že v,, je absolutně spojitá vůči Lebesgueově míře. Existuje tedy 

právě jedno g,, € LI(R) splňující rovnost v.„(M) = f 8gŇ„(£) dí pro všechna M « %. 

Pak z formule (9.3.7) a věty A.10.6 plyne 

e—itAy) 'Í4 — A d'V y(Á) Je—ítlgxy(a) d/l : 

R R 

Jestliže ukážeme, že 

8 E L(R), (8a) 

budeme moci tuto rovnost zapsat pomocí Fourierova-Plancherelova operátoru ve 
tvaru (x, e """y) = /2n(Fg,,) () a z unitarity dostaneme 

Jl(x, eyyjdí = 2]g |e (8b) 

K ověření (8a) vyjdeme z toho, že funkce t > W 

= vyl(— 9, )) = J 8xŇ„(u) du 

je absolutně spojitá v R, takže (d/de) W = g,„( pro všechna f € RW M, kde 
m(N,) = 0 (viz poznámku A.9.6). Podobně ze vztahů du, = f,dm a du = 

= f,dm (viz (5a)) pro všechna f € RVM, m(N,) = 0, vyplývá (d/d) ) = f, 

a (d/dí) W = f,. Z nerovnosti (7) pro množinu M rovnající se intervalu s konco- 

vými body t ad + h, kde r RW(N, v N ) a h ž 0, dostaneme 

1 
I(vy;h) m Vít,)»)/hlz < Z Lu(t+h) — ,u(t)] [M(r+h) — ,ut)] 
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a limitní přechod spolu s podmínkou x €W(A) dá | 8„(DIř S FD FD = 

< |/] F.(A. Vzhledem k tomu, že f; € [), je g,, € L/(R), přičemž | g |E < 

S |A eh = 11 1217 S Ah fs zde jsme užili (5b) pro x = z a toho, 
že z = P.y. Konečně po dosazení do (8b) dostaneme nerovnost (6b). N 

A:
 

A 
k< 

Důkaz věty 4: Označme A1 := U(dř BU () a 9,,:= 0) — As). Budeme 

dokazovat existenci operátoru £2,(H, H;; B); pro operátor 9 (H, Ho; B) je po- 

stup obdobný. Z cvičení 1(i) a lemmatu 5a je vidět, že stačí pro všechna y < £ (Ho) 

dokázat rovnost 

Jim | 7] — 0 () 

Nejprve najdeme pro všechna g € W integrální vyjádření vektoru £2,„g. Pro libo- 

volná w € D(H) a | € D(Hó) jsou vektorové funkce t > Udyar»m BUO(t) Ý 

diferencovatelné, přičemž (d/d) U(dy = —iHU(hy a (d/d:) BU(/) $ = 

= —jBH,U(dý. Podle cvičení 8 pak existuje derivace (d/d?) (v, A7) ý), pro | 

niž pomocí (4) dostaneme 

ad;(w, AD Ý) = (U w, CUD Ý) = i(w, U)* CUA Ý). 

Tato derivace je zjevně spojitá, takže funkce £ > (+), £A(?) )) je absolutně spojitá; 

pro libovolná s, £ « R pak platí (viz poznámku A.9.6) 

(Y, 2„$) = (v [20) — D) Ý J(% U* CU) ý) dr. (10a) 

Nyní ze spojitosti vektorové funkce t > U(dř CU() g vyplývá pro všechna 

g W existence (Bochnerova) integrálu / () := J; U( CU (7) pdreH (viz 

cvičení 3.38).. Zobrazení g > J„(g) je lineární a podle nerovnosti (3.7.6) je 

„(]] S |6 — s||C] ||| takže J F(F). Užijeme-li ještě ' tvrzení 3.7.6 

a (10a) zjistíme, že (, 2,$) = i(, J„($)) pro všechna y € D(H), ý€ D(H); 

odtud plyne , = iJ,„ (viz tvrzení 5.1.3). Hledané integrální vyjádření má tedy 

tvar 

D .p=i JÍC( v)pdr, G(7) := U( m)* CU(7). (10b) 

Pomocí něj nyní dokážeme spojitou diferencovatelnost funkce z > |“2+ zs+el“ 

na R*. Stačí ověřit, že vektorová funkce T " 91,;+,g je spojitě diferencovatelná 

(viz cvičení 8). Nyní (10b) dává



20.2 EXISTENCE A ÚPLNOST VLNOVÝCH OPERÁTORŮ 

n něí 603 
Q!+r,s+r(p = C(Z)(P dz — C(Z)(P dz = 

0 0 

= JTC(Z + hg dz — JÍC(Z + s)gp dz 
ř TS 

a na základě cvičení 3.39 dostaneme 

d 
d—Q,„„„(p =|(rT+)>r Ú(r+yvp. 

T 

Potom 

d 
wgf)(r) = Zí; „Qt+r,s+r(p„2 = ZRC (Qt+r,s+r(p! [C(T + t) u C( T + S)] (P) — 

= 2Re (0 9[09 — 9] UD o). (11) 
Díky spojitosti funkce «(» pro každé k > 0 máme 

k 

Pn p — 12 v = f okT) dr. 
0 

Nyní pro y€eM(H) CH (Ho) ze cvičení 2 vyplývá lim B1] = 
k- m 

= lim U(k)* ©9,,UV(k) 7 = 0, neboť operátor £,, je kompaktní (viz cvičení 10). 
k o 

Pro každé y € M(Ho) tedy platí 

k 

| n| = — lim f okNy) dr. (12) 
0 

Poslední krok důkazu spočívá v ověření podmínky a(% E Z(R*) a vztahu 
lim [ at(7) dr = 0. Skutečně, ověříme-li toto tvrzení, pak z formule (12) a Le- 

s,to m 

besgueovy věty dostaneme lim |9„] = lim ["a(7) dr = 0, tj. vztah (9). 
$, > 00 s[ 00 

Zavedeme spojitou funkci v,: R* > R*, 

VE(7) = 1( U) , CO U) = (0 .UV()y, CUKt + Jmi; 

potom |wt»W(7)] S 2 vW7) + vW(7)], a protože W je spojitá, a tudíž měřitelná, 
bude funkce í7 mít požadované vlastnosti, jestliže ukážeme, že v? e F(R*) 
a lim ("vW(r) dr = 0 pro všechna s, :< R. 

s |7R 

K tomu účelu zapíšeme jaderný operátor C v kanonickém tvaru (6.2.9b): 

C = 2“(0) (8;, -) h;, kde (g;) a (A] jsou ortonormální báze v H a Yw(j) = 

; ]
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= Tr|C]| < %. Pomocí věty o monotónní konvergenci a Hólderovy nerovnosti 

dostaneme 

J v() dr S 
0 

J< J(g Uďdt + Jny) dTJ. J(V(Y) 2 U () n hy)jrdr 

1/2 

  

S 2 

Jelikož 7 € M(Ho), lze oba integrály odhadnout pomocí (6b): 

J Wg U + JmPdr= I (8 UVotz) ř dz S 2 » 

00 ' (13a) 
I (U 2 V () n ký dr S 2n|f o |Ž VO*KNÝ S š/ o 10É 

0 

A 

poslední nerovnost plyne z toho, že |B] = |92] S JAA] + || = 
< 2||B||. Pro všechna £, s € R tedy platí 1í e Z(R"), neboť 

0 = f v() dr S 2| B| Cx ? 24)) v19 S x|8 F] Ir10; 

(13b) 
zde jsme označili 

1/2 

(13c) 

  

Y0) — [J ((g Uolz) m dz 

Dále z nerovnosti (13a) plyne stejnoměrná konvergence řady > „() y;(2) vzhle- 
] 

dem k / a protože podle (6b) platí lim y(9) = 0, je lim »w(J)y(9) = 
t o j> m j 

= Ywm(/) lim Y( = 0. Nerovnost (13b) pak pro všechna seR dá 
] j5 o 

lim [* vf(7) dr = 0, a tedy také lim J )d =0. I 
o 0 $17 0 

20.2.6 Poznámka: Pro B = I a samosdružené operátory H, H, takové, že 

H — HG (2F), zaručuje Pearsonova věta existenci vlnových operátorů 

O9,„(H, Ho) i B.(Hg, H);, z věty 2 pak plyne jejich úplnost. 

Následuje ilustrace toho, jak lze užít operátorů 89,(H, Hy; B) s B ? I'k od- 

vození další postačující podmínky existence a úplnosti vlnových operátorů. 

20.2.7 Věta (Birman-Kuroda): Nechť H a H, jsou samosdružené operátory na 

separabilním J a operátor (H — y ) — (H — z) ' je jaderný pro nějaké 

z € o(H) ? o(Ho); potom vlnové operátory £2,(H, Ho) existují a jsou úplné.
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Důkaz: Označme B:=(H- 2) '(Hy-)"'a C:=(H,ry)'-(H-2) , 
pro libovolná w€ D(H) a w€ D(H;) pak platí (Hy, Bý) — (Y, BHyj) = 
= ((H — 2) , Bý) — (y, B(Ho — 2) Y) = (y, Cýw). Podle věty 4 pro každé 

gp6P existují lim U(A(H — 2) *(Hg — 2) ' Uďdd) Po(Ho) o. Položíme-li 
> to 

p = (H; — 2) ý a užijeme-li komutativity operátorů H a U(d P.(Ho), vidíme, 
že pro všechna ý € D(Ho) existují lim U(A* (H — ) 'U (A P(H , a proto- 

že D(Ho) = W a pro všechna :ER je |UWA)(H=- ) ' UVďX)P(H)| < 
S |(H — z) ""|, existují 

s-lim U(9*(H — 2) U(d) P(H (14) 

(viz cvičení 1). Dále užijeme cvičení 2: jelikož operátor C je podle předpokla- 
du kompaktní, je s-lim U(A)* |(Hg — 2) ' —(H-— 2) 7]V(Ď P (Hy) =0, 

rmbto 

což spolu s výsledkem (14) znamená, že pro všechna gp€W existují 
lim U(d)*(Ho — 2) ' UV(A P (Ho) gp. Odtud stejně jako při odvození existence 
o žo 

limit (14) dokážeme existenci vlnových operátorů ©,(H, HG). V předpokladech 

věty vystupují operátory H a H, symetricky; proto existují i vlnové operátory 
9 ,„(Ho, H) a úplnost pak plyne z věty 2. N 

Závěrem uvedeme bez důkazu větu, která umožňuje podstatně rozšířit použitel- 

nost předchozích podmínek existence a úplnosti vlnových operátorů (viz též 
komentář). 

20.2.6 Věta (princip invariance): Nechť funkce f: R > R je ryze monotonní 

a existuje konečný rozklad R = UJ „takový, že na vnitřku každého z intervalů J, 

je f dvakrát spojitě diferencovatelná. Předpokládejme dále, že operátory 
Ay A, 6 P„() splňují jednu z podmínek 

() A, — A EF(H), 

(i) (A, — 7' — (A — )7 1() pro nějaké z € o(A:) © o(A,). 
Potom vlnové operátory 9 (f(A ;), f(A )) existují, jsou úplné a platí 

BD9„(A,, Ag), je-li f rostoucí, 

Ba(f(A1), J(A0)) 2:(A,, A), je-li f klesající. 

20.2.9 Důsledek: Předpokládejme, že samosdružené operátory H, H, splňují 

některou z následujících podmínek: 

(i) H, H,jsou pozitivní a H* — H ES () nebo (H'+ a) '—(H+ a)'e 

EF () pro nějaké a > 0; 
(ii) existují kladná čísla a, f taková, že dolní hranice obou operátorů H, H; není 

menší než a a e A — o7mMes(). 
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Potom vlnové operátory 9.(H, H) existují a jsou úplné. 

Důkaz: V případě (i) položíme A, = H, Ay = Hi, f(x):= Jx pro x3 0 

a f(x) := x pro x <0, v případě (ii) A = e Ag =s e/h f(x) = 

= —(1/f)lnx prox š a af(x):= —(x +(1/f)lna— a) prox<a. m 

  

20.3 POTENCIÁLOVÝ ROZPTYL 

V tomto paragrafu budeme ilustrovat použití některých obecných vět z předchozí 

části pro popis rozptylu dvou částic, které interagují prostřednictvím potenciálu 

závisejícího jen na souřadnicích relativního pohybu. Jak bylo řečeno v $ 20.1, po 

odseparování těžišťového pohybu jde o jednočásticový systém na W = (R 

s volným hamiltoniánem H, a totálním hamiltoniánem H = H + V(a), kde 

V: R? = R je borelovská funkce. Budeme předpokládat, že H je samosdružený 

operátor s definičním oborem D(H) = D(Ho) o ( e P(R)): Vy e L*(RÝ)). Po- 

žadavek samosdruženosti vymezuje jistou třídu potenciálů; patří do ní např. funkce 

tvaru V = V + Vs, kde V( E IŽ(R)) a Vš E L*(R) — viz cvičení 15.9. 

Podívejme se nejprve, co lze získat aplikací Cookova kritéria. 

20.3.1 Věta (Cookova-Hackova): Jestliže V=b+ K% kde V E Ž(R 

a V,e P?(R)) pro nějaké s € (2, 3), potom vlnové operátory B9.(H, + B Ho) 

existují. 

Důkaz: Samosdruženost operátoru H = H; + V a vztah D(H) = D(Ho) plyne 

ze cvičení 11 a 15.9; dále podle příkladu 15.5.10 je W„(H) = I(R*). Nejprve 

zvolíme vhodnou totální množinu D C D(Ho). Pro libovolné g € R* zavedeme 

funkci 
x > x)= ooo (1a) 

a položíme D := (4,: g € R*). Je zřejmé, že D C P() C D(Ho); dále z toho, že 

množina (g,: a € R), kde x > glx) := e76792, je totální v L/(R) (viz cvičení 

12), příkladu 4.6.6 a tvrzení 4.6.4 vyplývá, že D je totální v ZŽ(R*). Požadavek 

U () D C D(H) je splněn díky tomu, že D(H) = P(Ho). Zbývá tedy ověřit 

předpoklady (ii) a (iii) věty 20.2.3. 

K tomu pbtřebujeme znát akci operátoru U(/) na vektory (1a). Vzhledem 

k tomu, že každé , patří do I? ? £?, podle (17.3.2b) platí 

(U8 wo) (x) = (Amid 7* Jexp (i|x — yj'/4) v4[y) dy = qu/(xi' h j 
RĚ
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přičemž 607 

J(x, d) := (4mif) ? Í exp [i(x — y)*/4t — (y — g)*/2] d 

R 

x— 9) 
  

arctg 2t)] 
2 » 

  

= a()'exp [ a(t)] exp Ji ( x- g'taů — 

kde a(f) := (1 + 4) (viz [GR], 3.923). Po dosazení dostáváme 

(H — H) U( p] () = aďd'exp [——3 Š arctg 2t] V() (pjyoa+ia , 

(1b) 

Vzhledem k tomu, že funkce £ > a(£)“ exp (—(3i/2) arctg 22) je spojitá na R, 
stačí k ověření předpokladu (ii) ukázat, že pro všechna r > “ >0 a e[ 
platí 

hm -I.l VS(X)IZ_I(wq(x))a(t)(1+it) m (wq(x))a(tO)(l+itO)lz dx = (). 

2 

a totéž pro funkci B Díky spojitosti integrandu bude tato podmínka splněna, 
najdeme-li 1ntegrablln1 majorantu nezávislou na £, a protože 0 < y4ďx) < 1 pro 
všechna x € RÝ, je integrand pro všechna £ € [““, r] majorizován funkcí 4| V 4540, 
jejíž integrabilita plyne z podmínky V; € £? pomocí Hůlderovy nerovnosti a toho, 
že funkce wq(x) = 0- je integrabilní pro každé a > 0. Podobně integrabi- 
lita funkce | L 470 plyne z podmínek V, € [2? a omezenosti r 

Zbývá dokázat, že funkce ž > | VZUO(t) Yo|arcr |V.U(2) pg|| patří do ZF(R) 
pro všechna g € R*. Stejně jako při ověřování předpokladu (ii) zjistíme, že první 
z nich je majorizována funkcí a(/)'* | V.||, která je omezená a pro velká Z ubývá 

vvvvvv jako £7*?; patří tudíž do £ (R). U druhé funkce je situace složitější. 

Vyjdeme z rozkladu 

| V U) voalf = JfŽ(Xa h dx + (x t) dx, (2a) 
K( a) RÝ K(a) 

kde jsme označili K(g):= (xe R*: Jx— g| < 1) a fx 0) := |V(x) UVl() Y (x)]. 
Pro x € K(g) užijeme vztahu f4(x ) S 40)**|V(x)| (viz (1b)); Hólderova ne- 
rovnost pak dá 

1—(s/2) 

fx 0) dx < a(9'7|vyž (š 3'5) . (2b) 
K(a)
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Odhad druhého integrálu je založen na následující rovnosti, která platí pro všechna 

xeR,:>0a0<e<1: 

fq(X, Í) = a(t) 1/2+z/4 l Vs(x)i Ix m ql(e—l)/z [a(t) ÍX — q|2](1—£)/4 e—a(t)[x—qP/Z G 

Součin posledních dvou činitelů je omezený pro všechna x € R* a £ > 0 číslem 

fs yÚ-9Mexp(—žy), kde y,:= (1 — £)/2. Dále podmínka |x — g| > 1 
r 

a trojúhelníková nerovnost dají 

1+ jx| < |x — gj| + |x — l + |a] S (2 + lal) |x — l 
a odtud 

|x — gj“? s yajc + |dj7ě. 
Celkem tedy platí 

j4x 0dx S Řřeaj a0 J | odP A + |) dx 
RNK(a) 

PS) 

Po dosazení tohoto odhadu a (2b) do (2a) zjistíme, že pokud 

J-IVA(A'()IZ(1 + |d" dx < , (2c) 

je funkce s > | V U (0 'g|| omezená pro všechna g € R* a ubývá pro £ > © jako 
[7 tj. patří do £(R). Aplikace Hólderovy nerovnosti dá 

1—(2/s) 

Jle(x)IZ (1 + |x|)5'1 dx = || VSHŽ [J(l + Ix])s(s—l)/(s—Z) dx 

Odtud vyplývá, že podmínka (2c) je splněna, jestliže 2 + s(e — 1)/(s — 2) < —1, 

což platí pro všechna s € (2, 3) N 

20.3.3. Poznámka: Z předchozího důkazu je vidět, že vlnové operátory 

D (Ho+ V(A), Ho) existují, jestliže . 

Ve í (RY), (3a) 

tj. V e L*(K) pro každou kompaktní množinu K C R) a současně existuje e > 0 

a kladná C, R taková, že 

|Y] < Ax (3b) 

jakmile |x| > R. Z uvedených předpokladů totiž : plyne, že V= P + L pro 

s € (2, 3). Skutečně, pro € > 1/2 je zřejmě V € ZŽ(R*). Pro g € (0, 1/2] položíme 

s:= (3+ )/(1 + 2), tj. s€(2,3), a Kp:=s (xE R': |x| < R) potom V = 

= Vyx. + V(1 — Xx,) a první z těchto funkcí patří do ZŽ a pro druhou z nerov- 

nosti (3b) plyne V(1 + xx) « L



20.3 POTENCIÁLOVÝ ROZPTYL 

20.3.3 Příklad: Existence vlnových operátorů 92,(H, H) někdy umožňuje určit 

absolutně spojité spektrum operátoru H, známe-li o„(Hó). Podle cvičení 6 je 

H | Ran £2, samosdružený operátor na Hilbertově prostoru Ran 9, C ,„(Ho); 

užijeme-li tvrzení 20.1.3, zjistíme, že je unitárně ekvivalentní operátoru 
H 1F (Ho), takže 

Os(Ho) = o„(HtRan2,)c ov(H). (4a) 

Jsou-li navíc vlnové operátory úplné, plyne odtud rovnost 

o„(Ho) = o„(H). (4b) 

Tato rovnost může platit i pro Ran 9, * W„(H). Zkombinujeme-li např. (4a) se 
vztahem (10.4.11), dostáváme 0%(HG) C o„(H) C 0Ň„(H), takže (4b) bude pla- 
tit, jestliže o (Ho) = o„(H. 

Je-li speciálně H; volný hamiltonián na Z*(R“), platí 0( Ho) = o(H) = R* 
(viz příklad 15.5.10); pro samosdružený operátor H = H0 + V(A) tudíž máme 
implikaci o„(H) = Rř > og(H) = R?. 

Pro platnost rovnosti o„(H) = R* stačí, aby operátor V(©) byl H;-kompakt- 
ní, tj. aby 

V(A) (H - 1) c KHTH) (5) 
(viz komentář k $ 10.4). Ukážeme, že tento požadavek je splněn pro poten- 
ciál vyhovující podmínkám (3a,b). Označíme-li V,:= Vyx, kde K,:= 
= (x € R*: |x| S nR), dostaneme z (3b) vztah lim |V = Vo=0, tj. 

I[V(A) = V(A)) (Ho —i) || > 0, a protože všechny operatory V(A(H,-i)“ 
jsou podle lemmatu 20.1.8b kompaktní, je kompaktní i V(GA)(H; — i)"'. Pro 
operátor H= H,y+ V(©A), kde V splňuje podmínky (3a,b), tedy platí 
o„(H =R*. 

Na závěr se zmíníme o asymptotické úplnosti v potenciálovém rozptylu. Jak bylo 
řečeno v $ 20.1, jde o úlohu dokázat, že pro daný potenciál V jsou vlnové operáto- 
ry 9,(Ho+ V(A), H) úplné a singulární spojité spektrum operátorů H,+ V 
je prázdné. Metody, pomocí nichž se tato úloha řeší, nejsou jednoduché; proto 
vypustíme důkazy a omezíme se na to, že uvedeme dvě třídy potenciálů, pro něž 
je zaručena asymptotická úplnost. 

O potenciálu V; R?* > R budeme říkat, že splňuje Agmonovu podmínku, jestli- 
že existuje | © >0 >takové, že ' operátor 17;  násobení  funkcí 
f fo)=(1+|x| y V je Hy-kompaktní; tato podmínka bude například 
splněna pro funkci / vyhovující požadavkům (3a,b). Poznamenejme, že 
Hy-kompaktnost operátoru 7; implikuje jeho Hy-omezenost s nulovou Hy;-mezí 
(viz komentář k $10.4): potom je Hy-omezený s nulovou H;-mezí i operátor 
V(A), neboť v důsledku omezenosti funkce x> (1 + |afy !72 je 
D(IV(A) = D(T,) > D(Ho) a pro každé w e D(H) platí 
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|V(Av]| = sup (1 + jd 2 | T] = || 7] Z Katovy-Rellichovy věty pak 

vyplývá, že pro každý potenciál V splňující Agmonovu podmínku je operátor 

H;, + V(A) samosdružený. 

Další třídu potenciálů zavedeme pomocí projekčních operátorů násobení funkcí 

Xa, kde B,:= (x € R?: |x| S »), jichž jsme užívali v $20.1. Říkáme, že operátor 

V(A) na ŽR) splňuje Enssovu podmínku, jestliže 

() V(G) je Hy-omezený s Hy-mezí menší než 1, 

(ii) funkce r > h(») := |( — F) V(A) (Ho + i)"'|| je integrabilní na R*. 

Poznamenejme, že z podmínky (i) plyne samosdruženost operátoru H, + V(A), 

a rovněž omezenost operátoru V(G) (H + i) * (viz důkaz Katovy-Rellichovy 

věty), takže funkce A je definována na R*. Snadno se přesvědčíme, že tato funkce 

je nerostoucí, takže pokud je splněna podmínka (ii), musí být lim h(r) = 0. 

20.3.4 Příklady: (a) Nechť pro funkci Ve L*(R') platí (3b). Operátor V(©) je 

omezený, takže je i Hy-omezený s nulovou H,-mezí. Dále pro všechna r > R platí 

odhad 

  |(Z— E) K(A)(H +)7 S NH 4H 1O — ) V = H +Y N 

Uvažovaný potenciál tedy splňuje Enssovu podmínku. 

(b) Předpokládejme, že potenciál V splňuje Agmonovu podmínku. Jak jsme již 

uvedli, operátor V(G) je Hy-omezený s nulovou Hy;-mezí. Příslušná funkce Ah je 

majorizována funkcí r > |7(Ho + 1) 7'] (4 + 7) ?7", která je zjevně integra- 

bilní na R*. Každý potenciál V splňující Agmonovu podmínku tedy splňuje 

i podmínku Enssovu. 

20.3.5 Věta: Jestliže potenciál V splňuje Agmonovu nebo Enssovu podmínku, 

pak vlnové operátory 9,(H, + V(), Hó) existují a jsou asymptoticky úplné. 

20.3.6 Poznámka: Z předchozí věty plyne o„(H,; + V(A)) = o(Ho) = R*; 

splňuje-li potenciál Agmonovu podmínku, je i (H + V(A)) = R*, neboť 

operátor V(G) je Hy-kompaktní. Z Enssovy podmínky Hy,-kompaktnost operáto- 

ru V(©) nevyplývá; dá se však ukázat, že operátor H = H, + V(A) nemá 

nenulové vlastní hodnoty nekonečné násobnosti a že množina o„(H) má nejvýše 

jeden hromadný bod 2 = 0. Jelikož a„(H) = 9 a o(H) = R*, plyne ze vztahu 

(10.4.10), že každé záporné A € a(H) je izolovaným bodem spektra, přičemž 

dim E„((2)) < , takže o „(H) — R*. Tato inkluze spolu se vztahem o„(H) 2 

> o„(H) = R* dává 0„(H) = R*. Pro každý potenciál V splňující Agmonovu 

nebo Enssovu podmínku tedy platí (H + V(A)) = ow(Ho + V(d) = Rř. 

Na závěr poznamenejme, že ačkoliv fyzikální interpretace Agmonovy a Enssovy 

podmínky není nijak průhledná, příklad 20.3.4 ilustruje, jak jsou tyto podmínky 

užitečné pro aplikaci i jak široká třída fyzikálně zajímavých potenciálů tyto pod- 

mínky splňuje.



20 KOMENTÁŘ 
  

Komentář 

š 20.1: * Při popisu rozptylových experimentů se často mluví o svazcích částic 
dané energie. Takový výrok není přesný, protože rozptylové stavy odpovídají vždy 
spojitému spektru hamiltoniánu. Jeho skutečný smysl je následující: užijeme-li pro 
volný hamiltonián spektrální reprezentace, pak stavu nalétávající částice odpovídá 
vlnová funkce nebo obecněji statistický operátor W, jehož energetický nosič (tj. 
nosič míry w(., H; W) - viz $ 15.3) leží v okolí určité hodnoty, přičemž toto okolí 
je dostatečně malé v energetické škále, v níž se odehrávají sledované procesy. Při 
rezonančním rozptylu se např. volí „monochromatičnost“ svazku dopadajících 
částic tak, aby byla podstatně menší než šířky studovaných rezonancí. 
* Předpoklad o tom, že projektil a terč se na velkých vzdálenostech chovají jako 
volné, resp. že existují asymptotické stavy ,, jehož jsme užili při zavedení vlno- 
vých operátorů, neplatí v případě sil dlouhého dosahu, jako je např. elektrostatická 
interakce. V těchto případech je nutné pojem vlnového operátoru modifikovat — 
podrobněji o tom např. v [AJS], kap. 13; [RS 3], $ XI.9. Poznamenejme, že ve 
fyzikální literatuře se z historických důvodů užívá nejčastěji konvence, v níž vlnové 
operátory £2, odpovídají limitám f > T w. 
* Tvrzení, která jsme odvodili o rozptylových stavech, lze modifikovat pro případ 
o„(H) * d pomocí podprostoru 

M(H) := 

  

1( . 
e lim ř_í |E e 7Pp|* dí = 0 pro všechna r > 0). 

T- w T 

Lze dokázat, že M(H) = W (H) - viz [AG1] a též [AJS], $8 7.6, nebo [RS 3], 
dodatek k $ XI.17. Stavům zmíněným v poznámce 10 tedy odpovídají vektory 
z ortogonálního doplňku podprostoru M(H) v MS(H). 
* Základní fyzikální informaci týkající se teorie rozptylu lze najít v mnoha učebni- 
cích kvantové mechaniky, podrobnější poučení např. v [Ta], [New]. Rigorózní 
formulaci teorie rozptylu jsou věnovány např. monografie [Am], [AJS], [BW], 
[Pe], [RS 3]. Upozorněme, že terminologie užívaná v literatuře není jednotná; 
často se třeba říká (silná) asymptotická úplnost místo (asymptotická) úplnost 
apod. Vlnovým operátorům se někdy říká Mo/lerovy operátory podle autora, který 
je jako první formálně zavedl. Poznamenejme ještě, že metod Hilbertova prostoru 
se užívá i při popisu rozptylových procesů v akustice a optice — viz [LP]. 

$ 20.2: * Tvrzení 2 vypadá na první pohled jako jednoduchý prostředek důkazu 
úplnosti vlnových operátorů; ne vždy jej však lze použít, protože důkaz existence 
operátorů 9 „(H,, H) bývá často obtížný. 
e Věty 4, 5 a 7 tvoří základ tzv. Katovy-Birmanovy teorie pojmenované na počest 
autorů, kteří ji spolu s S. Kurodou, R. Putnamem, M. G. Kreinem, D. B. Pearso- 
nem a dalšími sestrojili; věta 4 umožnila značně zjednodušit původní důkazy. 
Tvrzení uvedené v poznámce 6 je nejstarším výsledkem teorie. Bylo odvozeno 
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M. Rosenblumem pro případ, že H„(Ho) = F„(H) = ; I. Kato je zobecnil 

pro operátory H, H, s neprázdným singulárním spektrem. Poznamenejme, že 

existují příklady ukazující, že ve větě 7 není možno zaměnit předpoklad, že 

operátor C = (H — z) "' — (Ho — z) ' je jaderný, podmínkou C E() pro 

nějaké p > 1. Odkazy na literaturu týkající se Katovy-Birmanovy teorie viz 

[RS 3], poznámky k $ XI.3. 

Důkaz principu invariance lze najít v [Ka], $ X.4, za poněkud obecnějších předpo- 

kladů o funkci /. Další zobecnění uvádí např. [RS 3], $ X1.3 a dodatek 3 k němu. 

$ 20.3: * Aby nevznikl dojem, že úplnost vlnových operátorů je zcela přirozená 

vlastnost, kterou je pouze obtížné dokázat, poznamenejme, že v práci [Pea 1] byl 

sestrojen příklad potenciálu krátkého dosahu, který je kombinací centrálně sy- 

metrických pravoúhlých potenciálních jam a bariér, takového, že odpovídající 

vlnové operátory nejsou úplné (viz též [Pe], $ 1.5.1). 

* Agmonova i Enssova podmínka se formuluje beze změny pro potenciály 

V: R" > R, n = 1,2,..., s tím, že B, jsou nyní n-dimenzionální koule. Věta 

5 pak platí pro operátory na I(R") a totéž zobecnění se týká příkladů 4 a 

poznámky 6. 

Důkaz věty 5 pro Agmonovu podmínku lze najít např. v [RS 4], $ XNII.5. 

V obecnějším případě Enssovy podmínky byla nalezena zcela odlišná tzv. geo- 

metrická metoda důkazu. Jejím autorem je V. Enss; podstata metody spočívá 

v odhadech asymptotického chování rozplývajících se vlnových balíků — viz [Pel, 

8 2.7, [RS 3], $ XI.17 a původní práce [En 1, 2]. 

  

Cvičení 

1. Je dáno zobrazení B(.): R > Z() takové, že | B(/)|| S c pro všechna dosti 

velká z > 0. 

(i) Jestliže lim B(/)x = Bx pro všechny prvky x nějaké množiny M, která je 
j m 

totální v , potom s-lim B(?) = B. 

(ii) Nechť s-lim B() = B a pro zobrazení C(-): R > P() platí s-lim C() = 
[7 o 

j> m 

= C; potom s-lim B(?) C(?) = BC. 
t 00 

2. Nechť A je samosdružený a B kompaktní operátor: na JF; potom 

s-lim Be "P„(A) = 0. 
J|> 8o 
Návod: Pro všechna x, y « % je míra W.) := (y, E„(.) P(A) x) absolutně spoji- 

tá vůči Lebesgueově míře; z Radonovy-Nikodýmovy věty, věty A.10.6 a Ricman- 

nova-Lebesgueova lemmatu pak plyne w-lim e P, (A4) = 0. 
|| 

3. Jestliže 0„(H) = W a operátor K(H — 2) * je kompaktní pro nějaké přirozené 

n, z € o(H) a všechna r > 0, potom platí rovnosti (20.1.11).
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Návod: Pro P; := Ey(—7>]7, j], j = 1,2,..., je (H — z)" P; omezený operátor. 613 

4. Podprostory Ran 2 ,„(H, Hó) redukují operátor H. 

Návod: Pomocí (20.1.8a) ukažte, že projektory 9,02% komutují s U(/) pro 
všechna /< R. 

5. Dokažte následující vlastnosti operátorů : 

G) ů = s-lim U(9)* U( P+, kde P, jsou projektory na podprostory Ran ©,, 
t>t+to 

(ii) pro všechna / € R platí U(d) 9ž = D U(, 

(iii) HS o OH. 
Návod: (i) Dokažte, že pro všechna x €.% je 

Jim |007 U) Dx — E(H)x| = 0. 

Dále P; = A0 0 a E(Ho) Př = Př. 

6. Pro vlnové operátory , určené vztahem (20.1.14) platí Ran 2, C Ho(H). 
Návod: Pomocí (20.1.8b) a výsledků předchozího cvičení ukažte, že pro ope- 
rátor: H) := HtRan92, na Hilbertově prostoru: Ran , platí H, = 
= D(H 1 (Ho)) 9ž. Dále užijte cvičení 9.21 k ověření inkluze Ran , = 

= D (OF(Ho)) C P, (H). 
7. Nechť H a H;,jsou samosdružené operátory takové, že H je H;-omezený; 
potom vektorová funkce £ > (H — H) U) Y je spojitá. 

Návod: Pro všechna tR a p€e D(Hy) je HU Dy= UJHHoy. 

8. Jestliže vektorové funkce g(.), 4(.): R > W jsou diferencovatelné, je kom- 
plexní funkce £ » f(2) := (g(£), W(£) rovněž diferencovatelná, přičemž f() = 

= (9(9, 9) + (), (0). 

9. Jestliže vektorová funkce / >* g(£) €.W je spojitá na intervalu [4, b|, pak pro 
všechna c, d € (a, b), c < d, platí $(ďd) — yc) = (( dí. 
Návod: Užijte cvičení 3.39 a 8. 

10. Operátor £2,, definovaný pro všechna g €. formulí (20.2.10b) je kompaktní. 
Návod: Vektorová funkce T > C(7) g je spojitá, a tudíž integrabilní na každém 
omezeném intervalu /, a má majorantu |C] ||| < £(J). Na základě toho a vět 

3.5.3b, 3.7.7 ověřte implikaci g, * g > A,,9, > 9D,„e. 

11. Nechť p > g ž 1 a « je borelovská míra na R", obecně nekonečná. Ukažte, 
že ke každému p € J? = PP(R", dw) existuje p€ l!a ye [* tak žey =s g + v 
Návod: Ukažte, že pro množinu M := (x: |g(x)| S 1) platí 4(M) < % a uvažuj- 
te funkci YYw.
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614  12. Jestliže y € Z*(R) a pro všechna a € [—1, 1] platí 

J(a) = J-exp —(x*/2 + ax) w(x)dx = 0, 

R 

potom y = 0. 

Návod: Vyjádřete J%(0) a užijte příkladu 4.3.4.



  DODATEK 615 

  A.1 SYSTÉMY MNOŽIN. ZOBRAZENÍ. RELACE 

Předpokládáme, že čtenář je obeznámen s elementy teorie množin v rozsahu 
probíraném v úvodním kursu analýzy (viz např. [Jar 1|, kap. I, [KF], $$ I.1-3). 
Cílem tohoto paragrafu je zavést označení, připomenout některé vztahy, na něž se 
v dalším často odvoláváme, a shrnout základní poznatky o množinových okruzích 
a o-algebrách potřebné pro teorii míry. 

Jestliže M je podmnožina prvků x € X, které splňují podmínky A(x), ..., P.(x), 
píšeme 

M = (x€ X: Pí(x),..., P(x)). 

Symbol card M znamená mohutnost množiny M. Pro množiny, jejichž prvky jsou 
opět množiny, užíváme většinou názvu systém; systém všech podmnožin dané 
množiny X značíme 2* (viz dále příklad 3). 

Sjednocení, průnik a rozdíl dvojice množin značíme standardními symboly 
M v N, M n NaMWVN. Operace sjednocení a průniku jsou komutativní a aso- 
ciativní; kromě toho jsou distributivní, tj. pro libovolné množiny M, N a P platí 

(MUN)0P=(MHP)U(NHP), 
= (1) (MnOMYP=(MYPNM(NVDP. 

Symboly UM„ a nMa označují sjednocení, resp. průnik množinového systému 

(M.) libovolné mohutnosti. Jejich vztah vyjadřují de Morganova pravidla 

XVUM =()(XMM), : X[ = U( (2) 

zde X je libovolná množina (nejčastěji se setkáme s případem, kdy M, C X pro 
všechna a). 

Z dalších vztahů pro základní množinové operace připomeňme rovnosti 

MV(NVP) = (MVN) V(Mo P), 
(Mo NVP=(MVP)0 N=S(MVP)n(NIP)=s(Mo NV(PAON)
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(3a) 

(MUN)\P=(M\P)U(N\P), (3b) 

a inkluzi 

M\N=[(M\P)U(Mr\P)]\NC(M\P)U(P\N). (3c) 

Z nich vyplývá např. následující tvrzení: ke každému nejvýše spočetnému systému 

(M ) existuje disjunktní systém íN) stejné mohutnosti, takový, že N,Cc M, 

a UN,l = UM„. K jeho ověření stačí položit 
n n 

N,:= M,, Nj:= MANUM, n=2,3,..., (4) 

M, je 

s 

a indukcí dokázat, že pro všechna m je systém (Njj-1 disjunktní a U N; = 
j= I j= 

Symetrickou diferenci množin M a N, tj. množinu (MVN) v (NWM), značíme 

M A N. Je zřejmé, že M A N = N A M; dále budeme potřebovat rovnosti 

MAN=(MUN)\(M0N), (5a) 

MAN=(X\M)A(X\N) pro každé X 2 Mv N (5b) 

a inkluzi 

MC(MANUvN. (5c) 

Pomocí (3c) zjistíme, že pro všechna M, N a P platí 

(MAMC(MAPV(PAM. (Sd) 

Dále z (3a, b) plyne distributivnost symetrické diference s průnikem 

(MAN)HP=(MOP)A(N0P) (5e) 

a rovnost MA(NA P)= [MVN v P)) v [NVM v P)) v [PVYM V M)]) v 

U (M o N n P), z níž je vidět, že na levé straně lze libovolně permutovat 

symboly M, N a P; odtud plyne asociativita symetrické diference 

MA(NAP)=(MANAP. (5f) 

Systém .Z nazýváme množinovým okruhem, jestliže pro každou dvojicí 

M, NE Z platí M A NE aMnNeŽ. Z rovnosti MXN = (MANOM 

dostáváme implikaci M, NR > MXNE P a odtud dálepeRaMVNEŘ, 

neboť podle (5a) je (MXN) A N=(MWN) v N = M v N. Pomocí (5f) 

a vztahu (M A 0) = M zjistíme, že systém % s binární operací M,N» MAN 

je komutativní grupa, přičemž inverzním prvkem k M je opět M. Vezmeme-li ještě 

v úvahu (5e), vidíme, že množinový okruh vyhovuje obecné algebraické definici
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okruhu (viz $ 12.1), jestliže sčítáním rozumíme symetrickou diferenci a násobením 
průník. 

A.1.1. Příklad: Uvažujme systém ?, d= 1,2,..., tvořený všemi konečnými 

sjednoceními omezených intervalů / C R“ a prázdnou množinou. Tvrdíme, 

že 7 je okruh. Protože průniík omezených intervalů je opět omezený interval 

a U JA U K, U n (7;) K,), stačí ověřit, že rozdíl libovolných dvou omezených 
j k 

intervalů patří do Jťd To je zřejmé, je-li d = 1; pro d > 1 se užije rozklad 

(JX KY(F X K)= [ X (KVK)] Y [(JV/) X K] (viz níže formuli (13e)). 
Do každého okruhu obsahujícího systém .£? všech omezených intervalů v R? musí 

patřit všechna konečná sjednocení těchto intervalů, a tedy celé P“, takže ?* je 

minimální okruh obsahující / Připomeňme ještě, že pomocí (4) lze každé 
R e S" vyjádřit jako konečné disjunktní sjednocení omezených intervalů. 

Množinový okruh % C 2* takový, že X €.2, nazýváme množinovou algebrou 

(v Jazyce Š 12.1 jde o okruh s jednotkovým prvkem X, nikoli o algebru!). Systém 
/ C 2* nazveme o-algebrou, pokud % je množinová algebra a pro libovolný 

podsystém (M ; C A platí U M, €.W; z de Morganových pravidel plyne, že 
n=1 

také n M, €.w. Pomocí těchto pravidel dále snadno ověříme, že systém A c 2* 
n=1 

obsahující množinu X je o-algebrou právě tehdy, když XXM © pro každé 

M €/ a pro libovolný nejvýše spočetný podsystém (M,) C % platí |JM,„e. 

Pro daný množinový systém W C 2* uvažujme všechny o-algebry w c 2*, 

které obsahují ; alespoň jedna vždy existuje:./ = 2*. Průnik všech uvažovaných 

o-algeber je opět o-algebra obsahující ; značíme ji A(Y) a nazýváme o-algeb- 
rou generovanou systémem Y 

A.1.2 Příklad: Užijeme označení z příkladu 1. Prvky o-algebry B? := U) 

nazýváme borelovskými množinami prostoru R?. Do ? patří mj. všechny otevře- 

né a uzavřené množiny, a tedy také všechny množiny kompaktní. Tato o-algebra 

je generována i jinými systémy, např. systémem 7, všech otevřených množin v R?. 

Obecně definujeme borelovské množiny topologického prostoru (X, 7) jako prvky 
algebry A(7). 

Posloupnost : množin (Mi;=j je neklesající;  resp. nerostoucí, jestliže 

M, C M.„,, resp. M, 2 M„, pro n = 1,2,.... Množinový systém W je mono- 

tónní, obsahuje-li spolu s každou neklesající posloupností í„) množinu U M, 
n=1 

a spolu s každou nerostoucí posloupností (M,) množinu n N,. Příkladem mono- 
n=|1 

tónního systému je každá o-algebra. K libovolnému systému A existuje minimální 

monotónní systém M(.“) obsahující Y (konstrukce je analogická jako v případě 
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o-algebry 2W(/)); protože A(./) je monotónní systém, platí 

M(L) C UP). (6a) 

Pokud systém Z je okruh, je WM(.£) rovněž okruh (viz [Hal 1], $ 6); odtud plyne, 

že pro libovolný podsystém (M)ž., C M(Z2) patří |j W do M(2), neboť 
k=1 

množiny $,:= U M,EM() tvoří neklesající posloupnost. Platí-li navíc 
k=1 

X = U M E M(.R), je M(A) o-algebra, tj. U) C M(F), což spolu s (6a) 
MecR 

vede k následujícímu závěru: pro každý okruh % platí implikace 

U ME M(IR) > M(F) = AP). (6b) 
MEů 

Je-li každému prvku x € X přiřazen právě jeden prvek y = f(x) množiny Y, 

říkáme, že je definováno zobrazení x > f(x) množiny X do Y; užívá se též zápisu 
f: X > Y. Pro Y = R, resp. Y = C nazýváme zobrazení f reálnou, resp. kom- 

plexní funkcí na X. Je užitečné uvažovat též přiřazení x > f(x), která mají smysl 

jen pro x z jisté podmnožiny D, C X. I v tomto případě mluvíme o zobrazení 

a užíváme zápis f: X > Y; k jeho určení je však nyní kromě předpisu x > f(x) 

třeba udat i množinu D,, kterou nazýváme definičním oborem. Množině 

Ranf := (yE Y: y = f(x), x€ Dyj 

říkáme obor hodnot zobrazení /f. Pro M C D; se užívá též symbolu f(M) := 

= (y€ Y: y = f(x), x M), takže Ran f = f(D;). 

Zobrazení f: X > Y je injektivní, platí-li pro libovolná x, x' € D, implikace 

f(x) = f(x) > x = x, resp. surjektivní, je-li Ran f = Y. Má-li f obě tyto 

vlastnosti, nazýváme je bijekcí. Připomeňme v této souvislosti, že množiny X a Y 

mají stejnou mohutnost, existuje-li bijekce f: X > Y taková, že D, = X. 

Mějme zobrazení f: X > Y ag: X > Y; vztah f = g definitoricky znamená, 

že D, = D, a f(x) = g(x) pro všechna x € D,. Jestliže D, 2 D přičemž 

f(x) = g(x) pro všechna x € D,, říkáme, že f je rozšířením g (píšeme f 2 g), 

nebo že g je zúžením / na množinu D, (píšeme g = f! D;). 

A.1.3 Příklad: Každé podmnožině M c X přiřadíme reálnou funkci xy předpi- 

sem 

„ l, xe M, 

n) 7 Jo, xe XiM; 

nazýváme ji charakteristickou funkcí (indikátorem) množiny M. Zobrazení 

M > xy je bijekce systému 2* na množinu všech funkcí f: X > R takových, že 

Ran f = (0, 1). Je-li X konečná množina o m prvcích, je mohutnost množiny
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takových funkcí rovna 2" = 2%"'*, Odtud pochází označení 2* pro systém všech 
podmnožin množiny X. 

Pro dané zobrazení f: X > Y a libovolné N © Y nazýváme množinu 

fON) i= (x D J0) EN 
vzorem množiny N při zobrazení /; má tyto základní vlastnosti. 

A.1.4 Tyrzení: Nechť M, resp. V jsou libovolné podmnožiny v D;, resp. Y, a / je 
indexová množina libovolné mohutnosti; potom 

FEXUN)= YreNy, POXNN)= (|/7WN), - (7a) 

fNNM) = PNŇ cm), (7b) 
f(AMY) > M, (7c) 

ff N)) = Ranf o N. (7d) 

Ve vztahu (7c) platí rovnost, je-li f injektivní. 

Mějme zobrazení f: X > Y a g: Y > Z taková, že f"X(D) * 0; složené 
zobrazení g © f: X > Z je definováno na množině 

Dpopi= f0D) = f0XD, A Ranf) (8a) 
předpisem 

(891)(x) := z(f(x)); (8b) 

je zřejmé, že pro libovolné P c Z platí 

(go91))(P = fg Pp)). (8c) 
A.1.5 Příklad: Je dáno zobrazení f: X > Y, D, = X, a o-algebra £ C 2". Ze 
vztahů (7a, b) a fC"WY) = X ihned plyne, že systém 

foR):=(f7WN: Ncegjczí 

je o-algebra. Podobně pro o-algebru W c 2* je o-algebrou systém (N c Y: 
fN) e.w) © 2". Pro dané zobrazení f: X > Y a každý systém P C 2* tedy 
můžeme pomocí o-algebry A() sestrojit o-algebru f "(w(P)) C 2*; ukáže- 
me, že je totožná se o-algebrou generovanou systémem f-9), tj. že platí 

FOACP)) = UFP)). 0) 
Především z inkluze f)(9) c f Mo)y) plyne n(práAz)yy c fodAacey), 
protože f " W(A(9/)) je o-algebra. K ověření opačné inkluze užijeme následující 
o-algebru £ C 2* 

F:=(Nc Y: fFOWMeuroNey):; 
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620 je zřejmé, že L CZ a frWg)y c W frz)). První z těchto vztahů dá 

UA(P) C P, takže též f PAP)) c f79(F), a pomocí druhého vztahu pak 

získáme požadovanou inkluzi. 

Je-li zobrazení f: X > Y injektivní, existuje ke každému y € Ran f právě jedno 

x, © D, takové, že y = f(x); předpisem y > g(y):= x, je definováno zobrazení 

g: Y > X, které nazýváme inverzním zobrazením k f a značíme f '. Je tedy 

D,; = Ran f, Ranf '= D;, (10a) 

a pro všechna x € D,, resp. y € Ran f platí 

f(f00) = x, resp. FFT7OM) = Y- (10b) 

Pomocí těchto vztahů pro každé N C Ran f dostáváme 

fEM=fFM. (10c) 

Často je třeba zjistit, zda pro daná zobrazení f: X > Y a g: Y > X platí 
] p p 

g = f '. K tomu se hodí následující věta. 

A.1.6 Tvrzení: Pro existenci zobrazení f a platnost rovnosti g = f | stačí, aby 

byla splněna jedna z následujících podmínek: 

(a) D, = Ran f a g(f(x)) = x pro všechna x € Dy; 

(b) Ran f C D,, g(f(x)) = x pro všechna x € D, a Ran g C D;, f(g(y)) = y 

pro všechna y € D,. 

A.1.7 Příklad: Pro injektivní zobrazení f: X > Y ze vztahů (10a, b) a tvrzení 6a 

plyne injektivita zobrazení f " a rovnost 

() ->f (11a) 

Je-li g: Y > Z rovněž injektivní, pak pro zobrazení h:= f7'o g7' dostaneme 

h((g o f)(x)) = x pro všechna x€ Do; a (89/) (/A(y)) = y pro všechna 

y € D,, takže podle tvrzení 6b existuje (g9 /) ' a 

(g '=f'og". (11b) 

Kartézský součin M x N je množina uspořádaných dvojic [x, y| takových, že 

x€ M a y€ N; analogicky se definuje M, xX ... X M,. Kartézským součinem 

množinových systémů / a ' rozumíme systém 

PXP =IMXM:MES,MESL), (12a) 

např. pro systém £"*" omezených intervalů v R"*" máme 

SOTRZSNKSO. (12b) 

Připomeňme několik užitečných vztahů: 

MX N=+M=Ú nebo N=4, (13a)
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PEFEMXNCPXRSMCP a NCR, (13b) 

(MX N)Nn(PX R)=(MoP)X(NoR), (13c) 

(MVPXN=(MXN VvV(PXN=[(MP)x N|Y(PXN), (13d) 

(M X MNW(PX R) =[JMX(NR)] v[(MHVP)XN= 

=|M X (NVR)] vV [|(MWP)X(NoR)]. (13e) 

A.1.8 Poznámky: (a) Jestliže obě množiny M X Na P x R jsou neprázdné, pak 
obecně neexistují S a T taková, že (M X N) V (P X R) = S X T. Tato rovnost 
platí právě tehdy, když buď M = P nebo N = R; důkaz viz např. [Hal 1], $8 33 
nebo |Jar 2], $ L.4. 

(b) Kartézský součin M; X ... Xx M, lze interpretovat jako množinu tvořenou 

všemi zobrazeními f: (1,2,..., a) > U M; takovými, že f(j) € M,prot S j s n. 
j=1 

Tato interpretace umožňuje pro systém (M,: a € Z) libovolné mohutnosti defino- 
vat symbol X M, jako množinu všech zobrazení f:I> U M, splňujících 

atesf atl 

f(a) € M, pro všechna a € /. Existence takových zobrazení souvisí s axiomem 
výběru (viz dále příklad 10b). 

(c) Pomocí funkcí f: X > C a g: Y > C je na množině X X Y definována 
funkce [x, y| » f(x)g(y); budeme ji značit f X g, tj. 

(fXg)y :=f()g0),  xeX, ye Y. 

(d) Nechť M c X Xx Y a x€ X; množinu 

M,:= (y€ Y: [x, y] e M) 

nazýváme x-řezem množiny M; podobně W := (xe€e X: [x, y] « M) je y-řez 
množiny M. 

Pro dané o-algebry w C 2*, $ C 2* se o-algebra A(.W x ) C 2 **" nazývá 
direktním součinem o-algeber Y a Z a značí g © , tj. 

AA R= UN XR). (14a) 

A.1.9 Příklady: (a) Z borelovských množin prostorů R" a R" můžeme pomocí 
(14a) vytvořit o-algebru £" © 997 c 2%". Ukážeme, že obsahuje právě všechny 
borelovské množiny prostoru R"**. tj. že platí 

PTOAOR=RB. (14b) 

Současně, podle (12b) je FT* c " Xx " a odtud B* c R" © g". Pro 
platnost opačné inkluze stačí, aby pro každé M e " a N e " patřilo M X N do 
8"**, což je ekvivalentní podmínkám M x R" e g"+*aR" x Negg"*+"; ověříme 
např. první z nich. Uvažujme zobrazení [x, y| > f(x, y):= x, kde xe R"a y e R". 
Pro libovolnou množinu M c R" platí f C"(M) = M X R*"; speciálně máme 
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f =.£7 x (R") (užili jsme (12a) a označení z příkladu 5). Nyní pro každé 

JEeSg"je JX R"= |Jx K; kde K):= X( j,), a protože J X KjeSfM)", 
j= 

patří J X R" do g"7*". Je tedy /0 1)(J'") c g"7*"; rovnost (9) pak dá 

fg cRr", tj. MXR 6."7*" pro každé M€F". 

(b) Jsou dány o-algebry A C 2X S c 2"; označme P systém všech množin 

M « © A takových, že M, € £ pro všechna x € X a M? €.9/ pro všechna y € Y. 

Je zřejmé, že 
AKRBCHP. (15) 

Z definice řezu ihned plyne Y M, = |(X X Y) M|.„a (U M), = |U (M;), pro 
j j 

libovolný systém (M)ý.,, n S %. Totéž platí pro y-řezy, a protože X X YEF) je 

systém $ oralgebra. Ze vztahů (14a) a (15) pak plyne F=W © F. Pro každé 

MeExY © F a všechna x € X a ye€ Y tedy platí M.c R a Mey. 

Každá podmnožina R,C X X X definuje relaci g na množině X; pokud 

[x, y] « R„ říkáme, že prvek x je v relaci s y a píšeme x g y. Ve speciálním 

případě, kdy každý x-řez množiny R obsahu]e nejvýše jeden prvek, je g zobrazení 

z X do X s definičním oborem D, = | (R). 
yEX 

A.1.10 Příklady: (a) Ekvivalence prvků množiny X je relace > na X, která 

splňuje podmínky zeflexivity (x > x pro každé x € X), symetrie (x = y ?> Y 7 x) 

a tranzitivity (x = y ay > z > x - z). Pro každéx€ * nazýváme třídou ekviva- 

lence prvku x množinu 7,:= (y € X: y = x). Z tranzitivity plyne, že T = 1, 

právě tehdy, když x - y, a 7; o T, = 0 pro [x y] e R Množina X je proto 

rovna disjunktnímu sjednocení tříd ekvivalence. 

(b) Částečné uspořádání v množině X je relace <, která je reflexivní, tranzitivní 

a antisymetrická (z podmínek x < yay < X plyne x = y). Například v systému 

2% je částečným uspořádáním inkluze podmnožin množiny S$. Nechť X je částečně 

uspořádaná množina; podmnožina M c X je uspořádaná, jestliže pro každou 

dvojicí x, y € M platí x < y nebo y < x. Prvek x€ X je horní hranicí dané 

podmnožiny N C X, pokud y < x pro všechna y € N. Maximálním prvkem 

množiny X nazveme každé m € X takové, že pro libovolné x € X z podmínky 

m < x plyne x = m. Platí následující tvrzení, tzv. Zornovo lemma: jestliže v čás- 

tečně uspořádané množině X má každá uspořádaná podmnožina M c X horní 

hranici, existuje v X maximální prvek. 

Zornovo lemma je ekvivalentní tzv. axiomu výběru, který postuluje pro indexo- 

vou množinu 7 libovolné mohutnosti a každý systém (M,„: a € 7) existenci zobra- 

zení a > x,takového, že x, “ M,pro všechna a € / (viz např. |DS 1], $ 1.2, [Ku], 

$ L.6).
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  A.2 MĚŘITELNÉ FUNKCE 

Množinu X spolu se o-algebrou W C 2* nazýváme měřitelným prostorem 
(2X,.7); prvkům o-algebry .9/ se pak říká měřitelné množiny. O funkci f: X > R 
říkáme, že je měřitelná (vzhledem k , jestliže f("(J) e pro každý omezený 
interval J C R, tj. foNy) ce. 

A.2.1. Poznámka: Pomocí formulí (A.1.7a, b), (A.1.9) a toho, že každá otevřená 
množina (G7 C R je rovna nejvýše spočetnému sjednocení omezených intervalů, se 
ověří ekvivalence následujících podmínek: (i) f je měřitelná, (ii) /( W(c, + o)Ey 
pro všechna c € R, (iii) f"9(G) €./ pro každou otevřenou množinu G C R, 
(iv) f NR) CH 

Funkce f: R? > R je borelovská, je-li měřitelná vzhledem k o-algebře Z? 
borelovských množin prostoru R?. 

A.2.2 Příklad: Nechť f; R* > R je spojitá funkce; pro každou otevřenou množi- 
nu G C R je pak f("WX(G) otevřená v RÝ tj. f W(G) e * každá spojitá funkce 
je tudíž borelovská. Uvažujme dále obecný měřitelný prostor (X,%W) a měřitelnou 
funkci f: X > R. Je-li funkce g: R > R borelovská, dostáváme podle (A.1.8c) 
(g9/)CD() = f7(g7"(0)) pro každé J €./, a protože [F7)(DN , patří 
(g9f)"(J) do W. Pro každou měřitelnou funkci f: X > R a borelovskou 
funkci g: R > R je složená funkce g o f měřitelná. 

A.2.3 Věta: (a) Jestliže funkce f, g: X = R jsou měřitelné, je měřitelná libovolná 
reálná lineární kombinace af + bg, součin fg a rovněž funkce x » 1/ f(x), 
pokud /(x) * 0 pro všechna x € X. 

(b) Je-li posloupnost (/,(x)) měřitelných funkcí konvergentní pro každé x € X, je 
funkce x > lim f„(x) měřitelná. 

Důkaz viz např. [KF], $ V.4. 

A.2.4 Poznámka: Pojem měřitelnosti je účelné zavést i pro komplexní funkce (vše 
se opět vztahuje k danému měřitelnému prostoru (X,/ )). Funkce g: X > C je 
měřitelná, jsou-li měřitelné funkce f = Re g a g = Im g. Ukážeme, že funkce 
gp: X > C je měřitelná právě tehdy, když pro každou otevřenou množinu G c C 
platí g""*(G) e.w. Postačující podmínka plyne z toho, že pro každé c < R jsou 
množiny R.:= jz e6 C: Rez > c) a I := (z e C: Imz > c) otevřené, přičemž 
PR) = f0Wc, + v)agMry = s' + co). K ověření nutné podmín- 
ky užijeme zobrazení z > j(z) := [Re z, Im z], které je zjevně izometrií prostorů 
C a N'. Jelikož pro každou otevřenou množinu G C C je G := j(g) C R* otevřená 
a p7(G) = y WG), kde wp:= jo g, stačí ukázat, že y )() C w To však 
plyne z (A.1.9), uvážíme-li, že pro libovolná J, K C/ je yf"XJ x K) = 
= fCXJ) n g(7)(K) 6Ň. Snadno rovněž nahlédneme, že obě tvrzení věty 3 
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zůstávají v platnosti pro komplexní funkce s tím, že čísla a, b jsou obecně 

komplexní. 

A.2.5 Příklady: (a) Nechť funkce f: X > R je měřitelná; potom množiny 

X „(f) := (x€ X: +/(x) z 0) jsou měřitelné a f* := tfyx x,) jsou měřitelné 

funkce. Je zřejmé, že pro každé x € X platí 

f = Š(If(X)I + f), (1a) 

takže 

f=f-f. M-=j'trP. (1b) 

(b) Pro měřitelnou komplexní funkci g je funkce x > |g(x)| rovněž měřitelná. To 

plyne ze vztahu |g| = [(Re gý + (Im g)'|'7, věty 3a a příkladu 2. 

(c) Užitečným rozšířením věty 3a je následující tvrzení: je-li f: X > R měřitelná 

funkce, je funkce 

1/f0), f(x) * 0, 
0, f(x) = 0, 

rovněž měřitelná. Skutečně, pro c >0 je K(c, +w)= f (-W(0, 1/c), dále 

h(M0, + ) = fWo0, + ) a konečně KXc, + w) = f 90, + %) v 

V fUW— w,1/c) proc<0. 

x > h(x) := 

Funkce g: X > C je jednoduchá (o-jednoduchá), jestliže 

P=? Y KMoo (2) 

kde y, € C a množiny M, w tvoří disjunktní konečný (spočetně nekonečný) 

systém takový, že UM „ = X. Každá jednoduchá (o-jednoduchá) funkce je tedy 

definitoricky měřitelná. Zápis (2) není jednoznačný, pokud nepožadujeme, aby 

čísla y, byla navzájem různá. Pomocí evidentních vztahů 

Xmox 7 Xmaw Y Xa 7 Xma Y Xmoa + X 7 XmoNx = Xu Y Xw 7 Xmov (3a) 

XmoN 7 XmMXN (3b) 

zjistíme, že množina jednoduchých funkcí je uzavřená vůči bodovým operacím 

(ag + $ (x) := a plx) + wWx), a © C, a násobení () (x) := x) wx). To- 
též platí pro množinu o-jednoduchých funkcí. 

K dané měřitelné funkci f: X — R sestrojíme posloupnost (f„t o-jednodu- 

chých funkcí 

  m — 

fn = Ž—XM,„„S Mnm :=f( V a 

m n n n
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takže pro každé x€ X platí |/(x) — f(x)| < 1/7n. Jestliže f je omezená, 
sup [/f(x)| = ©, je M., = , jakmile |n + 1| > ne; funkce f, jsou v tomto přípa- 
xeX 

  

dě jednoduché. Vezmeme-li ještě v úvahu větu 3b, dostáváme následující kritérium 
měřitelnosti. 

A.2.6 Tvrzení: Funkce /: X > R je měřitelná právě tehdy, když existuje po- 
sloupnost (f„) o-jednoduchých funkcí, která konverguje k / stejnoměrně na 
X. Je-li f omezená, jsou funkce f, jednoduché. 

A.2.7 Poznámka: Funkce g, = Ym2""yx9, , kde B '= f(—')[;, m2—|; 1 

neklesající posloupnost, která stejnoměrně konverguje k /f. Kromě toho posloup- 
n2h 

nost jednoduchých funkcí s,:= > m2' "y,.. konverguje k / bodově pro 
m= — n2" 

  ) tvoří 

všechna x € X. 

Direktním součinem měřitelných prostorů (X,./) a (Y,.S) nazýváme měřitelný 
prostor (X X V W©.W) - viz (A.1.14a). Mějme funkci g: M > C, kde 
M E © ; jejím x-řezem nazýváme funkci g, definovanou na M, vztahem 
gp.(yY) := gAx, y). Podobně pro y-řez platí g?(x) := g(x, y), x € P, Nechť g je 
měřitelná, takže pro každou otevřenou množinu G C C je f c|egyo F. 
Nyní pro všechna x € X platí 

(9i7(G)), = ly: [x y] e g-WGy) = (y: g(yY s G) = oVXG) 

a podle příkladu A.1.9b je ff"(G) = (gi""(G)), e.%. Podobně zjistíme, že 
(gP)7)(G) €., což vede k následujícímu závěru. 

A.2.8 Tvrzení: Je-li dán měřitelný prostor (X X Y, W ©.2), množina 
M c © % a měřitelná funkce gp: M > C, pak pro každé x € X je funkce g, 
měřitelná vzhledem k $ pro každé y € Y je g měřitelná vzhledem k w. 

  A.3 FUNKCE MNOŽINY. MÍRA 

Zobrazení A, které je definováno na nějakém množinovém systému , přičemž pro 
každé M € ? je A(M) buď nezáporné číslo nebo A(M) = + , nazýváme (nezá- 
pornou) funkcí množiny. V následujících definicích znamenají M, N libovolné 
prvky “. Funkce množiny 2 je 

(i) monotónní, platí-li implikace M C N > A(M) S A(N), 
(ii) aditivní, jestliže z podmínek M v NESF a M n N = t) plyne 

NM V N = () + N), 

625



626 

DODATEK 

(iii) o-aditivní, pokud pro každý disjunktní nejvýše spočetný podsystém 

(M „) C S takový, že UM,l E P, platí 

KAUM) = >MAM). 

Funkci množiny , která je definována na jisté o-algebře / C 2*, je o-aditivní 

a splňuje «(90) = 01) nazýváme (nezápornou) mírou na X. 

Měřitelnému prostoru (X, %), na němž je definována míra 4, se říká prostor 

s mírou — značení (X, , «). Pro měřitelné funkce a množiny M €.9W se v tomto 

případě často užívá přívlastku - měřitelný; budeme dále říkat, že množina M € , 

pro niž w(M) = 0, je u-nulová. Výroková funkce V(.) definovaná na M € Ň platí 

u-skoro všude v M, pokud množina N C M, na níž V neplatí, je u-nulová. Platí-li 

pro libovolnou „-nulovou množinu M implikace NCM> NEM, mluvíme 

o úplné míře. Každou míru lze standardním způsobem rozšířit na úplnou míru 

([Ru 1], $ 1.36). 

Z aditivity vyplývá monotonie míry, dále pro libovolné množiny M, NE 

splňující (M n N) < % je (srv. s (A.2.3a)) 

u(M Y N = W(M) + p(N)— p(M o NS WM)+mWHN). D 

Vezměme libovolný systém (M )= — W a utvořme disjunktní systém (M =1 

podle (A.1.4), takže N, C M,„a N,„cWw. pro n= 1,2,.... Pomocí o-aditivity 

a monotonie dostáváme nn I 

M(UM) - M(UN) - ZMN) S > M): ) 

k 

Jestliže navíc M; © M, C ..., pak pro každé k platí Uu(My) = H(U M„) = 
n=1 

k o k 

= Y u(N,), a protože > w(N,) = lim 2 wM) = žim „(My), vidíme, že pro 

n=1 n=l k-© nel z 

každou neklesající posloupnost(M,) © X platí 

lim $UM)= u ( U M„). (3a) 
7 n=1 

Odtud pro libovolnou nerostoucí posloupnost(N,) © w takovou, že u(N,) < 9 

alespoň pro jedno n, vyplývá 

. lim s(N) = U ( ÚIN") . (3b) 

1) Pokud w(M) < % alespoň pro jedno M €Ň, plyne tento vztah ze oraditivity.
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Říkáme, že míra « je konečná, resp. o-konečná, pokud u(X) < %, resp. 

X = U M, kde M, E a (M) < © pron=1,2,.... 

A.3.1. Poznámky: (a) Uvažujme funkci 0,: £ X w — [0, %) definovanou před- 
pisem o„(M X N) := u(M A N). Z monotonie a vztahu (A.1.5d) je vidět, že 
podmínkou “(M A N) = 0 je zadána relace ekvivalence M — N naw aže o je 
metrika na příslušné množině tříd ekvivalence; v tomto smyslu lze číslo U(M a N) 
považovat za „vzdálenost množin M a N vzhledem k míře w“. Přitom 
„(M A N) = 0 implikuje “(MWVN) = s(NWM) = 0 a odtud s(M) = sí(N) = 
= „(M 0 N). Je-li míra « konečná, platí i obrácená implikace. 

(b) Nechť (X, r) je topologický prostor, v němž každá otevřená množina je rovna 
spočetnému sjednocení kompaktních množin (příkladem je R?, kde každá otevřená 
množina je spočetným sjednocením otevřených koulí, a libovolnou otevřenou kouli 
lze zapsat jako spočetné sjednocení uzavřených koulí). Každá míra « na X s defi- 
ničním oborem % 2 r má následující vlastnost: jestliže ke každému x € G, kde 
G € z, existuje u-nulové okolí Uy(x), pak w(G) = 0. Skutečně, ze vztahů 
G = UK „» K, kompaktní, a G = U Uo(x) plyne existence spočetné množiny 

x) c G takové, že G = UUO(x]) potom podle nerovnosti (2) je «(G) < 

S > WUgx;)) = 0. 
j 

Každý bod x € X takový, že (x) €.W a u((x)) * 0, nazveme diskrétním bodem 
míry «; množinu všech diskrétních bodů označme P,. Míra « je diskrétní, jestliže 
P cya k 

nu(M) = MnoP) (4) 
pro každé M €Ň7. Je-li « konečná míra, je P, nejvýše spočetná množina, neboť 
množiny (x € P: w((x)) S 1/n) musí být konečné pro z = 1,2,.... Tentýž závěr 
zjevně platí i pro o-konečné míry. Pro každou o-konečnou míru u na A tedy platí 
P.ey. 

A.3.2 Příklad: Pomocí množiny (x; € X: j = 1,2,...) a posloupnosti ( c;) klad- 
o 

ných čísel takové, že >! c, < , je vztahem 
j=1 

U(M) = ? cjxnlx;) 
7 

určena diskrétní míra na o-algebře 2*. Jelikož u (X) = 2,C; < %, je třeba ověřit 
i 

pouze o-aditivitu. Nechť(Mjíz, je disjunktní systém, $, := || M„a S := UM,. 
k=1 k=1 

Pro každé x; platí lim xs,(x;) = xs(x;) a dále z nerovností C;iXs(X;) S c; a pod- 
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mínky S'c; < % plyne stejnoměrná konvergence řady >'c;xs,(x;) vůči n, takže 

j j 

> na(M) = lim >ejxs(x) = 2.c;xslx) = nlš) = Ha ( UM k)' 
k=1 no*o j j k=1 

Říkáme, že míra « definovaná na o-algebře % c 2* je soustředěna na množině 

S €.w/, jestliže pro všechna M € Y je 

u(M) = m(M n 5). (a) 

Např. každá diskrétní míra je soustředěna na množině svých diskrétních bodů. 

Podmínka (5a) je ekvivalentní implikací 

NnS=W > n(N)=0, (5b) 

resp. rovnosti (X S) = 0. 

A.3.3 Poznámky: (a) Ze vztahu (5a) je vidět, že míra «, která je soustředěna na 

množině S i na množině $', je soustředěna také na množině $ n $. 

(b) Nechť « je míra na topologickém prostoru (X, T) taková, že T C ; jejím 

nosičem nazýváme minimální uzavřenou množinu P, na níž je « soustředěna. Pro 

nosič míry 4 se užívá označení supp u«. Například nosičem diskrétní míry U je 

uzávěr množiny P, jejích diskrétních bodů; míra Ks je totiž podle (4) soustředěna 

na P, a tím spíš na P;, a pro libovolnou uzavřenou množinu /F z podmínky 

u XVF) = 0 plyne P, C F, tj. také P, C E 

  

A.4 KONSTRUKCE MĚR. BORELOVSKÉ MÍRY 

Nejprve probereme konstrukci míry, která spočívá v tzv. Lebesgucově rozšíření 

dané nezáporné o-aditivní funkce množiny i definované na jistém  okruhu 

„ c 2*, přičemž se předpokládá, že existuje nejvýše spočetný disjunktní systém 

(B) CZ splňující 

UB,=X, kde H(B)< © pro n=L2.... (1) 
n 

Nechť S je systém všech nejvýše spočetných sjednocení množin okruhu ; 

z (A.1.4) plyne, že každé M € A lze zapsat pomocí nejvýše spočetného disjunktní- 

ho systému (R;) C Z ve tvaru 

Mm= UB;. (2a) 

Z této definice a podmínky (1) vyplývají následující vlastnosti systému S 

A.4.1 Lemma: (a) RCFPFaXES, 

(b) Z je uzavřený vůči spočetným sjednocením a konečným průnikům;
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(c) MXR= Mo(XVR)ES pro každé MESP aRESŽ. 

Pomocí (2a) definujeme funkci množiny j na £ předpisem 

HM = DR) MEP. (2b) 
Ze o-aditivity i plyne jednak j 1 = ji, jednak korektnost definice (2b); jestliže 
totiž M = UŘk, kde (Ř) CZ je disjunktní systém, potom pomocí množin 

= R o Rk E dostáváme í( R) = z,u(R,k) resp. ú( R) = z,u(R]k) a od- 

tud plyne že řada Ž „i(R;) konverguje právě tehdy, když z (R ) < , přičemž 

obě řady mají týž soucet (viz [Fi], $ XL5). Analogickou uvahou zjistíme, že ú je 
o-aditivní. 

Dále je úi monotónní. Skutečně, nechť množiny M a NEf splňují M c N; 

užijeme (2a) a pro m = 1,2,... položíme $,:= UR]., takže 5,62, S,„c 
j=1 

c Mc N aNlS, 62 (viz lemma 1c). Potom H() S W8 ) RUNVS )= 
= JCN) a z (2b) plyne (M) = lim (8,) S ACN). 
Mějme konečně nejvýše spočetný systém (M,)C P a označme S:= UM 

Pomocí disjunktních rozkladů M, = UR„], R,; E , dostaneme S = U R„ Podle 
nj 

(A.1.4) přejdeme k disjunktnímu systemu ( R„,) takovému, že R„j c R,; pro všech- 
nanaja U Ř = $; díky tomu, že % je okruh, patří R do Ž. Ze vztahu (2b) 

nj 
a monotonie nyní pro Ž/J(M ) < % plyne š(S5) = ŽH(R„,) Ž!Á(R„,) = 

= z Z Ú(Ryj) = Ž„ ú(M,). Pro Z ú(M,„) = % jetato nerovnost terlalm takže pro 

kazdy nejvýše spocetny systém íM„š c H je 

AUM.) S VÁCM.). (3) 
Této vlastnosti se říká spočetná semiaditivita. Snadno nahlédneme, že monotonie 
spolu se spočetnou semiaditivitou jsou ekvivalentní následující vlastnosti funkce 
ů na S 

A.4.2 Lemma: Nechť M 9 a(Mýž., C , kde n S %; potom platí implikace 

MC |)MG > X(M) = 2, ú(Mz). 
k=si k=1 

V dalším kroku Lebesgueovy konstrukce se definuje vnější míra „*, což je 
následující rozšíření funkce ú na celý systém 2*: 

uř (A) := inf(A(M): MeSG,MO A). ( 

629



630 

DODATEK 

Ukážeme, že pro vnější míru zůstává zachována platnost lemmatu 2, tj., že pro 

každé A C X a každý nejvýše spočetný systém (4,) © 2* platí implikace 

A C |JAG > uř(A) S 2KUAD, (5) 
k k 

jež je opět ekvivalentní monotonii a spočetné semiaditivitě vnější míry. Ověření se 

provede takto: k libovolnému € > 0 najdeme podle (4) množiny M EF 

M, > A splňující ú(M) < u*(A,) + £27'; odtud na základě nerovnosti (3) 

plyne í( U M) < Y uř(Ag) + e, a protože množina U M;, patří do Y a obsahuje 
k k k 

každou množinu A © |] A,, platí nerovnost u*(A) ÚNIMy) < XuřA) + e 
k k k 

Vnější míra však není o-aditivní (dokonce ani aditivní) — viz např. [Jar 2]. 
v 

8 1.10; vnější míra tedy není míra. Její význam je dán tím, že systém 

= (A C X: inf Úř(A A M)=O)) (6) 
McS 

je o-algebra. K důkazu budeme potřebovat několik pomocných tvrzení. 

A.4.3 Lemma: (a) Každé M e “ patří do , speciálně x €.+,. 

(b) Pro libovolné A C X platí implikace 

uří(A) =0 AEM,. (7) 

(c) Jestliže A €., „a u*(A) < , pak ke každému € > 0 existuje R, « W takové, 

že R)< nNauř(4aR) < 

Důkaz: Twvrzení (a) je zřejmé; (b) plyne z toho, že p F a pro uř(A) = 0 je 

u*(A A 9) = 0. K ověření (c) vezmeme libovolné € > 0 a najdeme M,c F 

takové, že u*(M, A A) < e; přitom z inkluze (A.1.5c), implikace (5) a podmínky 

„ř(A) < © plyne u*(M;) < %. Dále disjunktní rozklad M, = UR, R, 2 
/ 

a formule (2b) zaručují existenci /, takového, že pro R,:= ÚR]- 692 platí 
j=1 

Ú(MAR)= AM,AaR)Ssea důkaz se dokončí pomocí (A.1.5d) a impli- 

kace (5). N 

Přejdeme nyní k ověření toho, že , je o-algebra. Mějme nejvýše spočetný 

systém (A,) C w a e > 0; podle (6) najdeme pro každé n množinu M,c 5 

splňující u*(A, A M,„) < 2""e. Z inkluze 

(UA) a (UM) C U(A, a M), (8) 

1) Díky implikaci (5) lze pro u*(X) < % číslo nanfy „ř(A A M) interpretovat jako vzdálenost množiny 

A od systému S (viz poznámku A.3.1a); pak , má význam uzávěru systému S
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(jež je důsledkem vztahů (J4,)(UM) = U(4a1 Y) = U [|(a m e 

n n R j nj 
c U(A„ V M.„)), implikace (5) a lemmatu 1b pak plyne UA„ €.W,. Systém , je 

tedy uzavřený vůči nejvýše spočetným sjednocením, a protože X E/ „» zbývá ověřit 
implikaci 

AEcd,„> XVAEH, (9) 

(viz $ A.1). K libovolnému £ >0 najdeme opět M,6.9 takové, že 
„Uř(A A M) < e; dále pomocí (1) získáme disjunktní rozklad A = UA„, kde 

A,:= A o B,cC B,. Pro množiny Mí:= M, o B,c9 vztah (A.1.5e) dá 
uUř(A, A Mi) = uřj(A A M) n B,], takže A, €.,, přičemž z monotonie plyne 
uUř(A,) S uř(B) = ú(B,) < %. Na množiny A, můžeme proto aplikovat 
lemma 3, a získat tak systém (R)cC.Z splňující 4*(A, A R) < 2*e, 
n = 1,2,...; díky (A.1.5e) a inkluzi 4, C B,lze vždy docílit toho, aby R, C B,. 

Označme N := |] R, « ; pomocí (A.1.5b) a (8) dostaneme 
n=1 

Uř|(XNA) A (XVM] = Kř(A A N) S Dř(A, A R) < 0) 
implikace (9) bude tedy platit, pokud XV|VNE 9 To však plyne z rozkladu 
XXN = U(B,VN) = U(B;v(B; n M)), inkluze R; C B,a toho, že systém (B/) 

j j 
je disjunktní; pak totiž pro všechna / máme B; O N= B,o R;= R,;e.R,atedy 
BAN=BVY(BoMEZ. 

Poslední krok Lebesgueovy konstrukce představuje důkaz následujícího 
tvrzení. 

A.4.4 Věta: Pro danou nezápornou o-aditivní funkci množiny ú na okruhu Z 
vyhovující podmínce (1) určují vztahy (2a, b), (4), (6) a 

usuřty, 

úplnou o-konečnou míru « na o-algebře , 2 A(W). Tato míra je jednoznačně 
určena funkcí jí v tom smysu, že pro každou míru v na A(W), která je rozšířením 
funkce ui, platí v = u P A(P). 

Míru « nazýváme Lebesgueovým rozšířením funkce množiny „i. 
Důkaz: Nejprve ověříme aditivitu. Vezměme disjunktní množiny A,, A, €.4,; 
jestliže u(A,) = % nebo “(A) = %, plyne z monotonie „U(A, V A) = , takže 
zbývá případ w(4,) < % pro r = 1,2. Nechť R, jsou množiny splňující tvrzení (c) 
lemmatu 3 pro A = A,; pomocí inkluze (A.1.5c) a implikace (5) dostáváme 
K(A ) F up(A2) < u(R) + G(Ro) + 2e. Dále díky aditivitě funkce i je 
K(R) + W(Ro) = W(R V Ro) + n(R; O Ro) (viz (A.3.1)) a opětovné užití 
(A.1.5) a (8) dá 
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p(A ) + K(A) < WR, V R) + p(R O R) + 2€ 

Z (A v A) FUW(A, V A)A(R VBR))+ p(R, O R) + 2e 

< (A V A) + WR, P R) +Ae. 

Nyní z podmínky A; © A; = 0 a vztahů (A.1.5c-e) plyne 

R P RS = (R O R) A (A, O A) C [(R; O R) A (R O A )) v 

U [(R, P A) A (A, 0 A)] C (R; A A) V (R, A A), 

takže u(R,; © R) < 2s. Celkem tedy pro libovolné £ > 0 platí u(A,) + n(A) < 

< u(A; ? A) + 6g, což spolu s implikací (5) dává aditivitu funkce u. 

Pro disjunktní systém (A jZ, © W, a množinu A := U A; je podle (5) «(A) = 
j=1 

A |U A; C A a aditivity plyne 
o 

> U(A;) a současně pro každé přirozené n z inkluze 
j=t jest 

Y u(A) S „(A); limitním přechodem pak dostaneme o-aditivitu funkce u«. Tím 

j=1 

je dokázáno, že « je míra (zjevně je () = 0). Konečně z podmínky (1) plyne 

o-konečnost a z implikace (7) úplnost. 

Zbývá ověřit jednoznačnost. Předpokládejme nejprve, že míra v je konečná, 

a nechť R := (M E A(F): v(M) = vw(M)i. Z formulí (A.3.3a, b) vyplývá, že W je 

monotonní systém. Přitom £ c M a X = U B,„E W; podle implikace (A.1.6b) 
n=1 

dostáváme M > M(P) = A(F=), a tedy M = AU*), tj. u 1AF) = v. Je-lií 

míra v nekonečná, nelze užít (A.3.3b); díky podmínce (1) se však í v tomto 

případě hodí předchozí úvahy. Postup je následující. Pro m = 1,2,... je systém 

Z o B,c 2% okruh a platí W(B,) = m(B,) < %. Lebesgueovo rozšíření funkce 

ú„=s úl(2 n B,) označme u,; jelikož míry v ! A D B)a „A B) 

jsou konečné a WR„) = K(R„) = ú (R,) pro každé R, = o B,, je podle před- 

chozího : WM) = n(M) = u(M,) pro všechna M,„s A(A o B,). Nyní 

A(P P B) = AW) O B, (viz [Hal 1], $ 5, věta 5); pro každé M € A(.A) 

a všechna m = 1,2,... tedy platí (M 0 B) = w(M o B,). Pomocí (1) pak 

dostáváme v(M) = u(M). I 

Míra « na R“ je borelovská, je-li jejím definičním oborem o-algebra R 

borelovských množin a 

wK) < © (10a) 

pro všechny kompaktní intervaly KC R?. Jelikož každý prvek okruhu Z? 

(viz příklad A.1.1) a také každá kompaktní množina C E R? je částí nějakého 

kompaktního intervalu, je (10a) ekvivalentní požadavku konečnosti funkce
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j= u 1Ř7, resp. podmínce 

W(C) < o (10b) 
pro každou kompaktní množinu.l) 

Každá borelovská míra « na R* je o-konečná a funkce u 127 splňuje podmín- 
ky (1), neboť R lze zapsat jako spočetné sjednocení kompaktních intervalů; podle 
věty 4 jsou tedy borelovské míry vzájemně jednoznačně přiřazeny o-aditivním 

konečným funkcím ji na Z?. Pro tyto míry je však možno postoupit o krok dále. 

Speciální vlastnosti prostoru R“, konkrétně to, že ke každému omezenému interva- 

lu J €.f Ťexistuje nerostoucí posloupnost otevřených intervalů Z, > J a neklesají- 
cí posloupnost kompaktních intervalů K, C J, přičemž 

(1, = Ux«, > Z, (11a) 

umožňují nahradit požadavek o-aditivity ekvivalentní podmínkou 

CD =inf(á(D): 1699)= suplú(K)EF/), | Je7, © (11b) 

kde 2 C/ je systém všech otevřených intervalů obsahujících J a Z/ systém 

všech kompaktních intervalů obsažených v J. Funkci í na ?, která je konečná, 

aditivní a splňuje (11b) nazveme regulární funkcí intervalu v R“. 

A.4.5 Tvrzení: Pro každou konečnou o-aditivní funkci j na * je j 127 regu- 

lární a naopak, každou regulární funkci intervalu v R Ize standardně rozšířit na 
konečnou o-aditivní funkci na £". 
Důkaz: Ze o-aditivity funkce ji, vztahu (11a) a formulí (A.3.3) plyne (11b). 

Nechť naopak /J je regulární funkce intervalu v R“. Pro libovolné R P7 
R= UJ kde (J) C £7 je konečný disjunktní systém, položíme 

CR) = VÁAH ; (12) 

díky aditivitě funkce Z je tato definice korektní (srov. s formulí (2b)) a funkce ji je 

aditivní a monotónní. Konečně pomocí (11b) zjistíme, že ke každému « >0 
existují množiny K, G e * takové, že K je kompaktní, G je otevřená a platí 

KcCRCOG, ú(K) > Ú(R) = caú(G) < ú(R) + s. Z těchto vlastností funk- 

ce „ plyne její spočetná semiaditivita, jejímž snadným důsledkem je o-aditivita 

(podrobnosti lze najít např. v |KF], $ V.1, věta 2). N 

Pro okruh Z = %7 Ize tedy větu 4 přeformulovat následovně. 

A.4.6 Věta: Formulemi (12), (2) a (4) je každé regulární funkci č intervalu v R4 

řiřazena právě jedna borelovská míra « := u* 147 na R?, d > u«. Naopak, pro p p J pak, p 

1) Obecně rozumíme borelovskou mírou na topologickém prostoru (X, 7) míru j« definovanou na 
o-algebře Py = A(7) a splňující (10b). 

633



634 

DODATEK 

každou borelovskou míru « na R je d:= u 17 regulární funkce intervalu, 

přičemž J ** U. 

Zobrazení ú > w je tedy bijekce množiny regulárních funkcí intervalu v ? 

a množiny borelovských měr na R. 

A.4.7 Důsledek: Jestliže borelovské míry « a v na R“ splňují «(J) = J) pro 

každé J 6.f ?, potom w = v. 

A.4.8 Příklad: Popíšeme jednoduchou metodu konstrukce regulární funkce in- 

tervalu v R. Pro danou neklesající funkci f: R > R, která je spojitá zprava, 

a libovolná a, b € R, a < b, položíme 

úfda by:=f(b-0)-f(d),  údd:=sftd) — f(a—0).  (13) 

Pomocí ž,(a, b] := ú(a, b) + údCb) = f(b) — f(a) a analogických definic pro 

intervaly [a, b) a [a, b] získáme konečnou aditivní funkci ; na S 1= .f.7 před- 

pokladů o funkci f plyne, že «; splňuje (11b), tj. je regulární. Skutečně, vezměme 

třeba interval J = (a, b|; jelikož funkce f je monotónní, má nejvýše spočetně 

mnoho bodů nespojitosti a dále v důsledku spojitosti zprava je f(b) = l1r>1£ f(); lze 

tedy ke každému < > 0 najít £, > b takové, že funkce f je spojitá v £ 

a f(t) < f(by+ e Potom (46) > (4,b] a /(a t) = f(t) — a) < 

< f(b) — f(a) + e = my(a, b) + €. Podobně se najde £;, které je bodem spojitos- 

ti funkce /, přičemž a < G < b a jš[éi, b] > ú(a, b| — e. Analogicky se postu- 

puje pro ostatní typy intervalů. Snadno rovněž nahlédneme, že pro každou regulár- 

ní funkci č intervalu v R existuje funkce / neklesající a spojitá zprava tak, že 

jí = ú: stačí položit f(/) := ú(0, A| pro £ >0, f(0):= 0, f() := —u(č, 0) pro 

t < 0 a užít formulí (A.3.3), což je oprávněné vzhledem k o-aditivitě funkce I (viz 

tvrzení 5). 

Borelovskou míru «; na R, která je přiřazena prostřednictvím formule (13) 

a věty 6 funkci f, nazýváme Lebesgueovou-Stieltjesovou mírou (LS-mírou) gene- 

rovanou funkcí f.l) Speciálně pro f = id, kde id(/):= / pro všechna (€e R, 

mluvíme o Lebesgueově míře na R; obvykle ji značíme m. Číslo m(J) = /e(J) je 

přitom rovno délce intervalu J pro každé J « ./F. 

A.4.9 Příklad: Nechť z/ a v jsou regulární funkce intervalu v R", resp. R"; na 

systému f 7+" = " X " definujme 

8(J X L) :> H0J) KL) ; (14) 
to je konečná aditivní funkce (viz poznámku A.1.8a). Vzhledem k tomu, že 

kartézský součin otevřených (uzavřených) intervalů je otevřený (uzavřený) inter- 

l) Často se LS-mírou rozumí Lebesgucovo rozšíření o-aditivní funkce zi;, již dostaneme z /i; pomocí 

(12). Takto určená míra je rozšířením míry ;; její definiční obor je dán formulí (6) a obecně závisí 

na funkci f — vždy však obsahuje S
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val, plyne z regularity funkcí Z a v, že ó je regulární funkcí intervalu v R"*+". Nechť 
„ a v jsou borelovské míry na R", resp. R", které jsou přiřazeny funkcím č a ú 
borelovskou míru přiřazenou funkci © nazýváme (direktním) součinem měr u a v 
a značíme « © v (viz též $ A.8). 

Regulární funkci intervalu v R lze opakováním uvedeného postupu zkonstruo- 
vat z regulárních funkcí jč,..., d intervalu v R. Jsou-li speciálně všechna Új 
1 S j < d, rovna funkci jža z předchozího příkladu, přiřazuje odpovídající regu- 
lární funkce d na.F“ každému J €./7, tj. d-dimenzionálnímu kvádru, jeho objem. 
Příslušnou borelovskou míru m = m © ... © m nazýváme Lebesgueovou mírou 
na R?. 

Konstrukce borelovské míry « odpovídající dané regulární funkci ž na ? 
spočívá v tom, že na borelovské množiny aplikujeme formuli (4) pro systém 
F = Pitvořený všemi spočetnými disjunktními sjednoceními omezených interva- 
lů (viz (2a) a příklad A.1.1), přičemž pro dané MEeSFP) M= UJ j Je 

j 
ú(M) = 2 j(];). Ukážeme, že hledaná míra 4 je plně určena, známe-li veličiny 

] 
„( G) pro každou otevřenou množinu G C R", resp. 4(C) pro každé kompaktní 
CcR?. 

K danému B €.£? a libovolnému z > 0) najdeme podle (4) množinu M, e P? 
takovou, že M, > B a m(M,) S u(B) + e (rovnost platí jen pro „u(B) = %). 
Nechť M = UJ ; podle (11b) existují omezené otevřené intervaly 7; > J, takové, 

j ; 
že v(1;) < u(J;)) + 2 7e, j = 1,2,.... Potom pro otevřenou množinu G, := UI]. 

j 
platí G, 2 M, 2 B a pomocí (3) dostaneme «(G.) S 2 PWI) < ((M)+ e< 

Ť j 
< „u(B) + 2z, takže 

u(B) = inf(uw(G): G > B, G otevřená). (15a) 

Odtud pro mw(B) < % ihned plyne inf(u(GWB): G > B, G otevřená) = 0 
(srov. s definicí 6); díky o-konečnosti lze platnost této rovnosti snadno rozšířit na 
všechna B € 2", užijeme-li inkluze (1JG,V1JB,) c U(G,V B,) — viz (8). 

Pomocí: BVF=(RÝVF)V(R7M B) získáme duální vztah inf W(BVP): 
F c B, Fuzavřenáj = 0, takže ke každému e > 0) a B €.27 existuje uzavřená 
množina F. C B splňující 4(B) S „(F) + e, přičemž rovnost platí opět jen pro 
u(B) = %. Vzhledem k tomu, že R“ Ize zapsat jako spočetné sjednocení kompakt- 
ních množin, je £ = (J/F", kde všechny množiny /" jsou kompaktní. Potom pro 

neklesající : posloupnost C := U F"' c F. c B z formule (A.3.3a) plyne 
n=1 

lim «(C,) = „(F), což spolu s nerovností u(B) S u(F) + e dá 

„(B) = sup(v(C): C C B, C kompaktní). (15b) 
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A.4.10 Tvrzení: Každá borelovská míra « na R* je regulární, což znamená, že pro 

všechna B « ? platí formule (15a, b). 

A.4.11 Důsledek: Ke každému B «.£7 existuje nerostoucí posloupnost otevře- 

ných množin G, 2 B a neklesající posloupnost kompaktních množin C, © B 

splňující 

mWB) = m G) = (NG)=NimuC)=(UC). — (150) 

A.4.12 Poznámky: (a) Posloupnosti (G,) a (C„) jsou obecně závislé na míře u. 

(b) Tvrzení 10 platí za obecnějších předpokladů: regulární jsou všechny borelov- 

ské míry na lokálně kompaktním Hausdorffově prostoru, v němž každá otevřená 

množina je spočetným sjednocením kompaktních množin (viz [Ru 1/, $ 2.18). 

(c) Jak bylo řečeno ve větě 6, lze každou borelovskou míru na R“ zkonstruovat 

pomocí Lebesgueova rozšíření jisté regulární funkce intervalu v R?. To samozřejmě 

neznamená, že neexistují jiné konstrukce. Lze např. užít tzv. Rieszovu větu o repre- 

zentaci (viz [Ru 1], $ 2.14, [RS 1], $ IV.4), která říká, že borelovské míry jsou 

vzájemně jednoznačně přiřazeny pozitivním lineárním funkcionálům na vektoro- 

vém prostoru spojitých funkcí s kompaktním nosičem. Jiný způsob, který užijeme 

v $ A.7, vychází z daného (abstraktního) prostoru a mírou (X, , u) a měřitelné- 

ho zobrazení w: X > R7, tj. d-tice měřitelných funkcí w;: X > R. Podobně jako 

v poznámce A.2.4 zjistíme, že () c ; z formulí (1.1.7) pak vyplývá, že 

zobrazení B > u„(B) := u(w“"(B)) je míra na R“ s definičním oborem B* 

Je-li výchozí míra u„ konečná, nebo alespoň pro každé JC/ d platí 

p(wW(J)) < , je u borelovská míra na R“. S mírami tohoto typu se pracuje 

v teorii pravděpodobnosti; funkci w se říká náhodná proměnná a míra u udává 

rozdělení pravděpodobnosti pro w. 

  

A.5 KOMPLEXNÍ MÍRY 

Nechť (X,.w) je měřitelný prostor; o-aditivní zobrazení v: W > C nazýváme 

komplexní mírou; jestliže v(M) € R pro všechna M €./, mluvíme o reálné míře. 

A.5.1 Poznámky: (a) Pro reálnou míru se užívá též názvu zobecněná míra nebo 

náboj. Zavádí se i nekonečné reálné míry, do jejichž oboru hodnot patří buď + %, 

nebo — «. V této knize však budeme pracovat výhradně s konečnými reálnými 

mírami. 

(b) Uvažujme disjunktní systém (M,) C ./; v o-aditivitě komplexní míry v je 

obsažen: požadavek konvergence řady >'w(M;). Vzhledem k tomu, že množina 
j 

|U M, nezávisí na způsobu očíslování prvků uvažovaného systému, musí dále pro 
n 

libovolnou bijekci z > j, množiny přirozených čísel platit > vwM,) = > wM;,). To
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je však automaticky splněno, neboť uvažovaná řada je absolutně konvergentní. 
Toto tvrzení stačí ověřit pro reálné míry, neboť pro každé M « je 

max (|Re »(M)|, jim »(M)|) S |w(M)| < |Re wM)| + jIm «( M)|. () 
Položme Mí := M,„ M;:=W pro WM) 3 0, M):= , M;:= M, pro 
WM.G) < 0, takže |M )] = WM7) — wWM;). Jelikož oba systémy (M/)i(M;) 
jsou opčt disjunktní, je .WMŽ)) = 3+YwMi) = |U Mž)] < ; potom 

2|1WM )] = 2ZWMG) — 2WM;) < B 

(c) Každá dvojice konečných nezáporných měr , > se společným definičním 
oborem W určuje reálnou míru 

O0o7THTH. (2a) 

Podobně dvojice reálných měr 9;, o určuje komplexní míru 

v=otio. (2b) 

Tento vztah zjevně představuje vzájemně jednoznačné přiřazení komplexních měr 
dvojicím reálných měr. Naproti tomu zobrazení (2a) není injektivní, neboť pro 
libovolnou konečnou míru « na W máme u — w = ( t) — (mw + u); za 
okamžik však uvidíme, že pro každou reálnou míru existuje jednoznačný minimál- 
ní rozklad (2a). 

Pro danou komplexní míru v hledejme nejmenší nezápornou míru w«, takovou, 
že u (M) ž |vw(M)) pro všechna M e€e.w. Nazveme-li každý disjunktní nejvýše 
spočetný systém (M) splňující M = |JM „rozkladem množiny M, plyne ze o-adi- 

j 
tivity 4 (M) S 2|wM;)| pro každý rozklad množiny M, a tedy také uU(M) z 

7 

ž sup ŠZIV(M j)|: (M ) E Sy), kde S je systém všech rozkladů množiny M. Pra- 
7 

vou stranu této nerovnosti označíme |v|(M) a nazveme (totální) variací míry, tj. 
pro každé M €.w máme 

|| (M) := sup 2] M)|: (M) e Sh (3a) 

Je zřejmé, že |v|(0) = 0 a |w| = v, je-li v nezáporná míra. Položíme-li M, = M 
a M; = W pro j = 2,3,..., dostáváme nerovnost 

)Z |WM),  MEM. (3b) 
Jak ukazuje následující tvrzení, je hledaná míra , rovna |w. 

A.5.2 Tvrzení: Variace komplexní míry je nezáporná míra. 
Důúkaz: Vzhledem k tomu, že |w|(9) = 0, je třeba ověřit pouze o-aditivitu. 
Nechť systém (M,) C W je disjunktní a M:= U M.,; pro každé m položíme 
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t= |W(M) — 1/ r=1,2,.... Podle (3a) existují : rozklady: (MW): 

j = 1,2,...) € S„ takové, že , < >|mWMG))| a odtud pro m = 1,2, ... dostává- 
] 

me th,„ < z_lv(M(„'j))| < || (M), neboť (MW): j, n = 1,2,...) je rozklad množi- 
n= ní 

ny M pro každé ». Limitní přechod nejprve vzhledem k s a potom k m dává 

YW () S |v|(M). Naopak, pro libovolné (M) € Šy a všechna m = 1,2,... 

patří (M,„ o Ny: k=1,2,...) do Sy, a podobně (M, o Ni: n=>1,2, 1E jš 

pro k = 1,2,...; ze o-aditivity míry v a známých vlastností absolutně konvergent- 

ních dvojnásobných řad (viz [Fi], $ XI.5) plyne 

Zm M)| = šIŽV(Mn n N)|S2 šIV(M„ n N)| Z 2Im(M) 

a přechodem k supremu dostanem || (M) S >]w|(M,). I 

Pomocí variace snadno najdeme pro každou reálnou míru e na W rozklad (2a). 

Vzhledem ke (3b) jsou totiž předpisem 

1 
M > uř(M):= > lle] (M) * AM),  MEH, (4a) 

určeny nezáporné míry, přičemž 

osHT-HK. (4b) 

Jelikož však pro libovolnou nezápornou míru « na w je 0 = ( +ď)-(u +pu), 

vzniká úloha najít rozklad o = u; — A; , který je minimální v tom smyslu, že pro 

libovolnou dvojici nezáporných měr j4, ; na / splňujících o = A; — « platí 

uw(M) z MJ(M) a jo(M) ž u;(M) pro všechna ME ; existence takového 

minimálního rozkladu má zásadní význam např. pro definici integrálu vzhledem 

k reálné míře (viz $ A.10). Ukážeme, že postačující podmínkou pro to, aby rozklad 

0 = u; — u; byl minimální, je existence množin O* e.w s následujícími vlast- 

nostmi: (i) O', O je rozklad množiny X (jednotkového prvku o-algebry , tj. 

o*no=%, 0vo -X; (5a) 

(ii) pro každé M E je 

u(M)= tAaMooOř)eo. (5b) 

Skutečně, z těchto podmínek po dosazení do (2a) pro každé M eŇ plyne 

už(M)= (M o 0*)= m(Mo0)— m(Mn 0) S m(M n 0*) S m(M) 
a podobně dostaneme u (M) S u(M). 

Dvojici množin O* €.w splňujících (5a, b) se říká Hahnův rozklad prostoru X 

vzhledem k reálné míře o. Ukazuje se, že Hahnův rozklad vždy existuje (viz např.



A.5 KOMPLEXNÍ MÍRY 

|Hal 1], $ 29), avšak není jednoznačný. Je-li však (* jiný Hahnův rozklad, potom 
pro všechna M €.Ňw vztah (5b) dává (M n 0* n dO)= oA(Mr og no)=0 
a pak z (5a) a aditivity plyne o(M n 0*) = o(M n 0*). Míry (5b) tedy závisí 
jen na o; nazýváme je kladnou, resp. zápornou variací reálné míry o. Formuli 

07u (6a) 
která představuje minimální rozklad této míry, se říká Jordanův rozklad. Jak 
souvisí kladná a záporná variace «; s totální variací |o|? 

A.5.3 Věta: Kladná a záporná variace rcálné míry o splňuje pro každé M e.y 

rovnosti 

uč(M) + u5(M) = |A] (M), (6b) 

uč(M) = sup(to(A): AC MAsMw). (6c) 

Důkaz: Ze vztahu (4a) a minimality Jordanova rozkladu plyne lo] (M) = 
=s uU(M)+uUu(M zn J(M) + ,ug -(M). Naopak pro libovolný rozklad 

(M) e Su dostaneme >Je(M)| S S(() + ž (MY) = pž(M) + z() 
a přechod k supremu da |g|(M) u$(M)+ u;(M). Dále z (6a) plync 
supíŤoA(A): A C M, A E6) S už(M) a pomocí (5b) získáme opačnou nerov- 
nost. N 

A.5.4 Důsledek: Variace libovolné komplexní míry je konečná a totéž platí pro 
kladnou a zápornou variaci každé reálné míry. 
Důkaz: Nechť v = o, + io;; podle (3a) a (1) je [v| |:] + |o|, takže stačí 
uvažovat reálnou míru o. Pro ni formule (5b) dají us(X) S ui(X) + u (X) = 

= J(0*)) +1(07)] < © m 

Ze vztahů (6a) a (2b) plyne, že komplexní míry mají řadu vlastností konečných 
nezáporných měr; neplatí pro ně ovšem vztahy vyjádřené nerovnostmi, jako je 
monotonie nebo semiaditivita. 

A.5.5 Tvrzení: Pro každou komplexní míru v na o-algebře .9/ platí formule 
(A.3.3a, b) a rovnost 

WMYN=UMY+UN-WMoAN, MNEYH. 

Komplexní borelovské míry na R“ jsou vymezeny podmínkou « = g?. Z dů- 
sledku 4 plyne, že variace komplexní borelovské míry v na R“ je nezáporná 
borelovská míra; proto pro ni platí formule (A.4.15a, b), a tedy také důsledek 
A.4.11. Ukážeme, že tento důsledek platí i pro výchozí komplexní míru v. 

Uvažujme nejprve reálnou borelovskou míru o na R“. Pro její variaci zmíněný 
důsledek dává 

|e|(8) = lm Je|(G) = el(Bo) = lm el(C) = J(B), D) 
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kde Bs:= (1)G, > B a B< := |UC, C B. Podle (A.3.3a, b) je lim us(G) = 

= u*(Bo) a lim už(C) = už(Bo). Nyní z rovností (7) díky konečnosti míry |e] 

plyne |o|(BoV B) = jej(BYB,) = 0, a protože mý S |e], je Už(Bo V B) = 

= Už(BYBo) = 0, takže uý (Bo) = uY(Boc) = u5(B). Celkem rovnosti (7) impli- 

kují lim vž(G,) = lim u;5(C,) = 45 (B), a tedy také lim o(G,) = lim o( C) = 

r 

= p(B). Tento závěr snadno rozšíříme na všechny komplexní borelovské míry na 

R?: jestliže v= o +io, užijeme vztahů (7) pro |Y a nerovnosti |v] 

= max i|e:|. |e2]). 

A.5.6 Tvrzení: Důsledek A.4.11 platí pro každou komplexní borelovskou míru na 

R?. 

A.5.7 Důsledek: Jestliže komplexní borelovské míry v a v na R? splňují 

w(J) = W(J) pro všechna J €./7, potom v = $. 

Důkaz: Z uvedeného předpokladu a o-aditivity plyne G) = WG) pro všechny 

otevřené množiny; táž rovnost platí pro reálné části o a d uvažovaných komplex- 

ních měr. Aplikujme důsledek A.4.11 na jejich kladnou a zápornou variaci 

a označme příslušné posloupnosti otevřených množin (G a (G7), takže 

u(GI) > uS(B) a uš(G7) > us(B). (8) 

Otevřené množiny G,:= G) n G; o G/ n G, 2 B tvoří opět nerostoucí po- 

sloupnost a díky monotonii měr už a 4ý z podmínek (8) plyne u5(G,) u (B) 

aus(G,) > u$ (B). Odtud dostaneme o(G,) > o(B) a 6(G,) > 6(B), a protože 

A G,) = (G,), n = 1,2,..., je o(B) = d(B). Stejně se dokáže rovnost imagi- 

nárních částí měr v a v. W 

  

A.6 ZÁKLADY TEORIE INTEGRÁLU 

Seznámíme se nyní s elementy teorie Lebesgueova integrálu. Východiskem je 

abstraktní měřitelný prostor (X,.%), komplexní měřitelná funkce na X a nezápor- 

ná míra « na.%. Užití abstraktních objektů X,.W a « výklad nikterak nekompliku- 

je; naopak, umožňuje lepší pochopení logické stavby teorie. 

Existuje řada v podstatě ekvivalentních způsobů výkladu. Všechny začínají tím, 

že definují integrál jednoduchým předpisem pro nějakou úzkou třídu funkcí. 

Druhý krok spočívá v rozšíření původní definice vhodným limitním přechodem. 

Přidržíme se zde postupu z první kapitoly knihy [Ru 1|. V souvislosti s tím 

vynecháváme u většiny vět tohoto paragrafu důkazy; čtenář je najde v citované 

knize — jsou vesměs podány velmi přístupně — a vystačí při jejich studiu s pojmy 

a poznatky předchozích paragrafů tohoto dodatku.



A.6 ZÁKLADY TEORIE INTEGRÁLU 

A.6.1 Poznámka: Budeme pracovat s mírami, které jsou obecně nekonečné; 
kromě toho je účelné uvažovat funkce, které kromě nezáporných hodnot nabývají 
hodnoty + % = © (objevují se např. jako limity posloupností nezáporných funk- 
cí). Vzhledem k tomu je třeba rozšířit aritmetické operace sčítání a násobení 
nezáporných čísel na množinu [0, %]. Pro každé a € [0, %] definujeme 

, a >0, 
a+ =s o, a. m 0 4=0; (1) 

zbývající vztahy plynou z požadavku komutativity. Obě takto definované operace 
jsou asociativní a splňují distributivní zákon. 

Dále pro funkce f: X > [0, 00] musíme zobecnit pojem měřitelnosti: kromě 
f79W) Cw bude zahrnovat i podmínku f "(«o) €.. Existují opět různá 
ekwvalentm vyjádření zobecněné měřitelnosti, např. f Xc«, 00] €.9 pro všechna 
c € R (srov. s poznámkou A.2.1). Jsou-li funkce f, g: X > [0, %] měřitelné, je 
měřitelná i funkce f + kg pro každé k > 0. Pro posloupnost měřitelných funkcí 
f.: X > [0, %)] jsou měřitelné funkce x » sup f>x)axm mf f„(x). Odtud dále 

plyne měřitelnost funkcí x = lim sup f.,(x) ax > hm 1nf f„(x) pokud pro všechna 
n oo 

x€ X existuje f(x) = lim /.(x), je funkce f merltelna. 

Pro nezápornou jednoduchou funkci s: X > [0, %), s = 2,Y„Xm,; definujeme 

Í sdu:= "y„m(M,). (2) 
X 

Korektnost této definice, tj. nezávislost integrálu na způsobu zápisu funkce s (viz 
$ A.2), je důsledkem aditivity míry « Ze vztahu 2 „Xm, = zz,x„ totiž plyne 

UM UN—Xaodtuds—Zw,„xM„N,kdew —oproMnN—G 

a w, —y„—z pro M,„ o N, séý) Potom]CZy„u(M)—zy„u(M n N)= 

= ZW„„u(M N N;) a podobně ŽZ]/,L( ) = lw„„u(M ) Tímto postupem 

se rovnez zjistí, že pro nezaporne ]ednoduche funkce s, ta ke(0, %) platí 

Í(ks+t)du=kjsdy+ftd,u. (3) 

Integrál (2) je zřejmě roven , jestliže u(M,)= w ay, >0 alespoň pro 
jedno n; pro u(M,) = % a y, = 0 ovšem máme YVu(M) = 0, takže pro s = 0 je 
fsdu = 0, i když u(X) = x. 
xX 

641



642 

DODATEK 

Definice integrálu se rozšíří na všechny měřitelné funkce f: X > [0, ] takto: 

Jf du = J-f(x) du(x) := sup Js du: s€ Sf>7 (4a) 

kde S, je množina jednoduchých funkcí s: X > [0, %) takových, že s S< f. Dále 

pro libovolné M e/ položíme 

_íf du:= foM du. (4b) 

Každé měřitelné funkci f: X > [0,%] a každému M « je tak přiřazeno číslo 

z intervalu [0, %]; nazýváme je (Lebesgueovým) integrálem funkce f přes množi- 

nu M vzhledem k míře u. 

  

A.6.2 Tvrzení: Pro měřitelné funkce f, g: X > [0, %] platí 

(a) [(kP) du = k (fdu, ke[0,9), 

(b) f 5 8> [fdu S [8h (5a) 

(c) f=0> ffdu=0 (i v případě, že u(X) = %). 
xX 

Poznámka: Ze vztahu (4b) je vidět, že všechna uvedená tvrzení platí i pro integrál 

přes libovolnou množinu M. Dále pro každou dvojici množin M, NeY z (5a) 

plyne 

MCNádeyšJ.fdu. (5b) 

M N 

Kombinace implikací (5a, b) vede pro všechna kladná c k nerovnosti 

(—-1) < (—-1) < 1 pf e )) S wWřoe )) s - | dp (0) 
X 

A.6.3 Příklad: Pro libovolnou měřitelnou funkci : X > C platí implikace 

ÍWMH=0$MMEX=M©%OD=0- () 
X 

Skutečně, podle (6) pro n = 1,2,... a M,:= |x € X: |(x)| = 1/7n) je u(M,) = 

= 0). Nyní posloupnost (M,) je neklesající, WUM, = (x€ X: (x) * 0j a podle 

(A.3.3a) je tato množina „-nulová. 

V teorii integrálu hraje důležitou roli limitní přechod. Pro výklad teorie vychá- 

zející z definic (4) má klíčový význam následující věta.



A.6 ZÁKLADY TEORIE INTEGRÁLU 

A.6.4 Věta (o monotónní konvergenci): Jestliže (f,) je posloupnost měřitelných 
funkcí taková, že 0 < f; S f, S %, potom 

lím J „du = J.(lun f„) du. (8) 

Poznámky: (a) Pravá strana rovnosti (8) má smysl, neboť limitní funkce je měři- 
telná (viz poznámku 1). 

(b) Přímým důsledkem této věty a poznámky A.2.7 (která platí i pro funkce 
nabývající hodnoty % - viz [Ru 1], $1.17), je následující tvrzení, na němž je 
založen např. důkaz věty 6: Ke každé měřitelné funkci f: X > [0, %] existuje 
posloupnost jednoduchých funkcí (s,) takových, že 0 S s S , S .... S f 
lim s„(x) = f(x) pro všechna x € X a lim Js„ du = ff du. 
n- o n+o X X 
(c) Často je třeba znát podmínky zaručující, že limitní funkce a integrál na pravé 
straně rovnosti (8) jsou konečné. Udává je např. tzv. Leviho věta: Nechříf,) jsou 
měřitelně funkce splňující 0 < f, S f; S ... < % a nechť existuje k > 0 ta- 
kové, že ff„ du S k pro n = 1,2,...; potom funkce x > f(x):= lim f(x) je 

X n co 
u-s.v. konečná, tj. 

mwf )) =0 (9a) 

n 0 

lim f„du=Ifduěk. (9b) 
X 

Důkaz: Vztah (9b) zřejmě plyne z (8). K ověření (9a) vyjdeme z toho, že pro 
všechna x € X je f(x) = sup(f,(x)); pomocí (A.3.3a) a nerovnosti (6) pro 

m = 1,2,... dostaneme u(f6 %(m, o]) = lim „(f17(m, o]) S k/m. Koneč- 

ně podle (A.3.3b) je 4(f"(«)) = lim w(/%W(m, 0j) =0 m 

A.6.5 Důsledek: (Fatouovo lemma): Pro posloupnost měřitelných funkcí /: 
X > [0, %] platí 

I(lim inf f„) du S lim inf J f.du. (10) 
X Xx 

Poznámka: Z nerovnosti (10) vyplývá tvrzení podobného typu jako Leviho věta: 
Nechť posloupnost (f,) nezáporných měřitelných funkcí má limitu pro všechna 
x€X, f(x) = lim f.(x), a nechť (f,du S k, n = 1,2,...; potom ffdusk. 

n o X X 
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A.6.6 Věta: (a) Jestliže funkce f,: X > [0, w], n = 1, 2,..., N S , jsou měři- 

telné, potom 
N N 

J(Žf„)du=ZJ„du- (11) 
< n=1 n=1 % 

(b) Pro měřitelnou funkci f: X = [0, %] je zobrazení 

M > wM):= de„, Mexw, (12a) 

míra na , přičemž pro každou měřitelnou funkci g: X > [0, j je 

J\g dy = J.gf du . (12b) 

Poznámky: (a) Nechť f: X > [0, %] je měřitelná funkce a (M = CH je 

disjunktní systém; položíme-li v rovnici (11) f, = fXms dostaneme 

ýw=íýw, 

kde M := U M,. Tento vztah vyjadřuje o-aditivitu integrálu, což je ekvivalentní 
n=1 

vyjádření toho, že zobrazení (12a) je míra. 

(b) Často se užívá symbolického zápisu vztahu (12a) ve tvaru dy = f du; o míře 

v se říká, že je generována funkcí f a mírou u. 

Přejdeme k integraci komplexních funkcí. Měřitelná funkce g: X > C je integ- 

rabilní (přes množinu X vzhledem k míře jw), jestliže 

me<wh (13a) 
xX 

Množinu všech integrabilních funkcí značíme £(X, dc); analogicky se definuje 

£(M, du) pro libovolnou množinu Me.w. Nechť gp€.F(X,du), f := Re g, 

g:= Im g a f', g" jsou měřitelné nezáporné funkce určené vztahem (A.2.1a). 

Z nerovností f* < |f| < |g|, g* = |g| S |g| plyne implikace (viz tvrzení 2b) 

peF(X, du) > fř,g7 sF(X, dp). 

1) Měřitelnost funkce |g|: X > [0, %) plyne z příkladu A.2.5b.



A.6 ZÁKLADY TEORIE INTEGRÁLU 

Předpisem 

wHdeu==J +d/l—J'f—du+iJ-g+du—'ifg—du (13b) 
xX X X xX xX 

je definováno zobrazení množiny F(X, du) do C, které má tyto základní vlastnos- 
ti: 

(a) je lineární, tj. (X, du) je komplexní vektorový prostor a pro všechna 
p, peF(X, du) a a€C je 

J(aw+w)dy=afmdy+dey; (14) 

(b) pro každé g € F(X, du) platí nerovnost 

U(p du| = ÍI(PI du. (15) 
X 

Pro Lebesgueovu míru se často píše Z(R") místo F(R", dm,) a [g(x) dx 
(případně ((x) dx) místo (g dm,. 

  

A.6.7 Příklady: (a) Pro jednoduchou komplexní funkci o = »Y.,Xm, je |] = 

= 17 Xm,> tj. |o] je nezáporná jednoduchá funkce, pro niž pon';ocí (2) dostává- 

me nekvivalenci 

o E£(X, d) © Yn| 8(M,) < oo. (16a) 

Je-li o € Z(X, dm), pak z rovnosti (Re o)* = > ž(JRe ,| I Re ,) Xx, analogic- 

kého vztahu pro (Im o)* a formulí (13b) a (2)n plyne 

J o du = > m u(M,). (16b) 
xX 

(b) Jsou-li funkce f: X > [0, %] a g: X > C měřitelné a dv = fdu, plyne 
z (12b) ekvivalence 

gpel(X, d © pfez(x, du). (17a) 

Dále je zřejmé, že (f.Re g)* = f.(Re g) * a (f.Im g)* = f.(Im g) *; z formulí 
(12b) a (13b) pak pro g €.W(X, du) dostáváme 

J-(p dy = wa du. (17b) 
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Z Fatouova lemmatu plyne velmi často užívaná věta o limitním přechodu za 

znakem integrálu. 

A.6.8 Věta (Lebesgueova): Nechť posloupnost (g,) komplexních měřitelných 

funkcí splňuje pro všechna x € X tyto podmínky: 

(a) existuje limita g(x) := lim g.(x), 

(b) existuje. funkce y € F(X, du) taková, že |w„(x)| S< (x), n = 1,2,.... 

Potom funkce g, a g patří do (X, du) a platí rovnosti 

lim le — gp|d4=0, lm J(p„ du = deu. (18) 

X X x 

V předpokladech i tvrzení této věty můžeme nahradit X libovolnou množinou 

MecEy. 

A.6.9 Poznámka: Podle (4b) a (13b) je integrál libovolné měřitelné funkce přes 

„-nulovou množinu roven nule. Jestliže tedy pro funkce g, y e F(X, du) platí 

g(x) = (x) pro u-s.v. x € X, je (gdu = (vYdu. Připomeňme v této souvislosti, 
Xx x* 

že z podmínky f |g — | du = 0 plyne g(x) = yWx) pro u-s.v. xEX (viz 
x* 

příklad 3). 

Řada vět teorie integrálu, v nichž se vyskytují předpoklady typu „výrok V(x) 

platí pro všechna x € X (může jich být spočetně nekonečně mnoho), proto platí 

i za slabších předpokladů „výrok V(x) platí pro w-s.v. x € X“. Jako příklad 

uveďme Lebesgueovu větu, jejíž předpoklady lze zeslabit takto: Nechť posloupnost 

měřitelných funkcí g,: X > C a funkce y €.£(X, du) splňují následující pod- 

mínky (a) pro u-s.v. x € X existuje g(x):= lim g,„(x), (b) pro n = 1,2,... 

a všechna x € M,„ kde «(XVM,) = 0, je |g.(x)) S Wx); potom g E F(X, du) 

a platí rovnosti (18). 

A.6.10 Příklad: Nechť T = > mXm, je komplexní o-jednoduchá funkce; pro 
n=1 

N 

N = 1,2,... označme t= Y mMXm, Jelikož funkce |7y| tvoří neklesající po- 
n=1 

sloupnost takovou, že lim |Ty(X)| = |((x)| pro všechna x € X, plyne z věty 4 
N= © 

Jlů du = lgigg J.ITNI du = Ž=len„l wM), 

takže ekvivalence (16a) platí i pro o-jednoduché funkce. Předpokládejme nyní, 

že T€F(X, du); pro všechna xEX je m(x) > 1() a |z(2)) S |=(x)L
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N = 1,2,...; lze tedy užít Lebesgueovu větu, která spolu s formulí (16b) dává 

Jtdu = lim Jí„ du= ?, mnu(M,). (19a) 
N> w n=| 

xX xX 

V případě diskrétní o-konečné míry u lze pomocí této formule spočítat integrál 

libovolné komplexní funkce g: X > C. Každá taková funkce je totiž u;-S.v. rovna 

o-jednoduché funkci 1,:= > g(x;) X kdeix;: j = 1,2,...j je množina diskrét- 
j 

ních bodů míry « (tato množina je vždy nejvýše spočetná — viz $ A.3); platí tudíž 

ekvivalence 

peF(X, d) © plx)| ulix)) < , (19b) 
7 

a jsou-li tyto podmínky splněny, je 

_[w du = Z(P(xj) ualix;)) - (19c) 

xX 

A.6.11 Příklad: Nechť g = f + ig 6 £(X, du); ukážeme, že platí implikace 

J(p du =0 pro všechna: ME.W > g(x) = 0 u-s.v. y X.  (20a) 

M 

Pro množinu M,:= fCjo, ) e./ podle předpokladu platí 0 = ( fdu= 

= ; f* dua z výsledku příkladu 3 plyne /*(x) = 0 u-s.v. v X. Stejně sš +ověří, že 

funkce f a g* jsou 4-s.v. nulové. Implikace (20a) lze značně zobecnit (viz [Ru 1], 

$ 1.40); uvedeme zde pouze následující jednoduchý případ: 

Íw du z 0 pro všechna MeEH> g(x) 2 0 u-s.v. (20b) 

M 

Skutečně, podle (20a) je g(x) = 0 pro uw-s.v. xe X; dále pro M := 

= f W(- o,0)je [fdu= — (f dužz0,tj. (f7 du = 0, a pak podle příkla- 
M- xX x 

du 3 máme f (x) = 0 u-s.v., takže g(x) = f'(x) S 0 pro ws.v. xe X. 

Vztahy (14) a (18) udávají závislost integrálu komplexní funkce na integrandu. 

Pomocí nich snadno odvodíme základní rysy závislosti integrálu na definičním 

oboru. Pro g €.(X, du) a disjunktní množiny M, N €6. plyne z rovnosti (14) 

aditivita integrálu 
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I gpdu= waM„Ndu= ffpodu + fwadu= J.deu + deu- 
M N MvN X xX xX 

(21a) 

Uvažujme dále disjunktní systém (M)., C W a označme S:= |]JM; a 5,:= 
j= 

= |J M;; aplikací Lebesgueovy věty dostaneme pomocí (21a) o-aditivitu integrá- 
j=1 

lu 

n w 

J'(Pd'u = Ímxs du = lim J—ŠUXS„ du= > | gpdu. (21b) 
j=1 

$ X 7 

Vidíme tedy, že pro každou komplexní funkci g € F(X, du) je zobrazení 

M > wWM):= J.(p du (21c) 

M 

komplexní míra na .%; říkáme opět, že je generována funkcí w a mírou « a píšeme 

dy = gdu (viz poznámku (b) k větě 6). Speciálně reálná funkce f € ?(X, du) 
generuje reálnou míru; příslušný Hahnův rozklad tvoří množiny /“"9[0, %) 
a f (7"W(— %,0) a kladná, záporná, resp. totální variace je generována funkcemi 
f*, resp. |f|, a mírou «. Tyto závěry zobecníme v $ A.10. 

Vyšetříme ještě závislost integrálu na míře. Nechť « a v jsou nezáporné míry na 

o-algebrách , resp. , Bez újmy na obecnosti lze předpokládat , = , = 

= / (jinak položíme 9 := , 0 W, a uvažujeme zúžení u h.w a v1.w). Potom 

Aisutv a o:=ku, k>0, 

jsou rovněž nezáporné míry na W a pro jednoduchou nezápornou funkci s 

formule (2) dá 

Jsdl=Jsd,u+Jsdv, J_sdg=kJ-sdu. (22) 

Xx X x xX x 

Tyto vztahy snadno zobecníme pro libovolnou měřitelnou funkci f: X > [0, %J]. 

Užijeme toho, že existuje neklesající posloupnost nezáporných jednoduchých 

funkcí s, takových, že lim s„,(x) = f(x) pro všechna x € X (viz poznámku (b) 

k větě 4). Z rovností (8) a (22) pak plyne 

de/l= lim J.s„d/1= lim Js du + lim Js dv—ffd,u+dev 

xX x*X
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deg= kIfd,u. 

x 

a podobně 

Tyto rovnosti spolu s podmínkou (13a) dají 

£(X, dá) = F(X, dď) NF(X,dv), | F(X, do) = F(X, du) (23a) 

a pomocí (13b) z nich pro Y € £(X, du) ? F(X, dv), resp. g EF(X, du), dosta- 
neme 

del = fwd(,u + v) = dey + ft/)dv, 

xX xX xX x 

Jědýšfwďho=kfwmu 
Xx X 

A.6.12 Poznámka: Snadným důsledkem vztahů (23) je následující tvrzení: Jestli- 
že nezáporné míry « a 2 definované na téže o-algebře splňují u(M) S A( M) 
pro všechna M€.ŇW, potom H(X, da) C F(X, du) a pro každou nezápornou 
funkci f € £(X, d2) platí 

Jf du < Jf dá. 

xX xX 

Na závěr tohoto přehledu základů teorie integrálu uvedeme ekvivalentní definici 
integrálu vzhledem ke konečné míře. 

(23b) 

A.6.13 Věta: Jestliže u(X) < , potom měřitelná funkce e: X = C patří do 
Z(X, du) právě tehdy, když existuje posloupnost (7,) o-jednoduchých integrabil- 
ních funkcí takových, že 

sup |(x) — z(x)|| = 0. (24) 
xex 

    

lim 
n w 

Jsou-li tyýto podmínky splněny, pak 

jqa du = lim Ir„ du. (25) 

xX 

Důkaz: Podle tvrzení A.2.6 existuje ke každé měřitelné funkci posloupnost (7,) 
s uvedenými vlastnostmi (kromě integrability funkcí T,), přičemž z (24) a podmín- 
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ky „(X) < % plyne 

lim J|g0 — T|du=0. (26) 

Nechť g « £(X, du); nerovnost |z] S |7, — | + |g| spolu se vztahem (26) dává 

T, E.£(X, du) a rovnost (25) pak plyne z (15) a (26). Naopak, jsou-li funkce z, 

integrabilní, máme pro všechna dosti velká m a všechna x € Xx 

jpx)] S sup|9(x) — 1(x)| + |16] < 1 + |7x)| 
xeX 

a z implikace (5a) plyne g €.(X,du). I 

Poznámka: Je-li funkce g» omezená, platí věta pro jednoduché funkce 7,. 

  

A.7 INTEGRACE SLOŽENÝCH FUNKCÍ. VĚTA O SUBSTITUCI 

Je dán prostor s mírou (X, %, «) a zobrazení w: X > R“ takové, že 

v- R)cHy; (1a) 

jak bylo řečeno v poznámce A.2.4, je tato podmínka ekvivalentní měřitelnosti 

každé z funkcí w;: X > R, 1 S j S d. Budeme dále předpokládat, že pro každé 

JeSsSsje 
() < o (1b) 

Předpisem 

B > u0(B) := u(w B) (2) 

je pak určena borelovská míra „ na R4 (viz poznámku A.4.12c). Z evidentní 

rovnosti X 9 W = Xwi-ny; formulí (1a) a (A.6.2) plyne, že s © w je nezáporná 

jednoduchá (w-měřitelná) funkce na X, jakmile s: R? — [0, ) je jednoduchá 

borelovská funkce, přičemž pro všechna B « H ? platí 

Js d = J (so w) du. 

B w(—(8) 

Na základě poznámky (b) k větě A.6.4 a věty A.2.3b dále zjistíme, že pro každou 

borelovskou funkci f: R? = [0, %] je složená funkce fo w: X > [0, %) u-měři- 

telná a 

Jf d? = J (fo w) da. 
B w(1X8) 

Následující tvrzení pak dostaneme pomocí formulí (A.6.13a, b).
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A.7.1 Věta: Nechť (X, , «) je prostor s mírou, zobrazení w: X > RÝ splňuje 
podmínky (1a, b), « je borelovská míra na R“ určená vztahem (2) a borelovská 
funkce g: R? > C patří do Z(R“, du); pak poweF(X, du) a pro všechna 
B c R platí 

B w(*11(8) 

Pro X = R = £7a Lebesgueovu míru m, na R* (viz příklad A.4.9), lze tuto 
větu upravit do tvaru vhodného pro konkrétní výpočty za následujících předpokla- 
dů o zobrazení w: R? > R*: 
(r1) w je injektivní a jeho definiční obor je otevřená množina F c R?, 
(12) každá z funkcí w: Y > R, 1 S j S d, má spojité parciální derivace 

x * (0,w,)(x) pro k = 1,2,..., d, 

(r13) determinant D„„ jehož prvky jsou funkce O„w,, je všude v Z nenulový, 
Takové zobrazení se nazývá regulární. Ukazuje se, že pro regulární zobrazení w 
množina % = Ran w je otevřená v R", inverzní zobrazení w ' je opět regulární 
a pro každé 7 €.f7, I C P platí 

m(álĎ= | ID]dm, (3a) 
w 

(viz [Jar 1], $ VIII.2 a [Jar 2], $ VI.2). 

A.7.2 Poznámka: Pro d = 1 a kompaktní interval / je ověření této rovnosti 
snadné, neboť z podmínky (r2) plyne, že funkce w je absolutně spojitá na 7 (viz 
poznámku A.9.6). 

Množinu % lze zapsat ve tvaru disjunktního sjednocení Z = UI „ol 6fí 

Pak pro libovolné JE S'je J nR = U(J n 1,); aplikujeme-li rovnost (3a) na 

J n 1, a užijeme-li o-aditivity a vztahu |JwW7 n 1) = w-W7 n) = 

= w"W(7), dostaneme 

máI n R) = 1D ] dm;, Jep!. (3b) 

w 

Podle (A.6.12a) zavedeme borelovské míry o a v takto: 

do:= x„,dmy;,, dv:= yYa|D „| dm,. (4) 

Jelikož o(J) = m(J n %), lze rovnost (3b) zapsat ve tvaru 

)= W9),  IJESO, 
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kde jsme užili označení (2). Obě míry jsou borelovské; z důsledku A.4.7 pak plyne 

o = wW, tj. pro všechna B € 77 platí 

m(B n R) = 0(B) = xa|D| dm, = J |D„ | dma. 

: w(-D(8) w(-1(B) 

Pro každou borelovskou funkci g: > C, která patří do F(%, dm;), a tedy 

také do (N do), z věty 1 a formulí (4), (A.6.17a,b) plyne podmínka 

(gow) D, E F(7,dm;) a pro každé B 67 B c , rovnost 

Í(Pdmd - dee = J (gow dv= J (gpow|D|dm;. () 

B B w(-1XB) w(-1(B) 

Stejná úvaha pro regulární zobrazení v = wl: Z > D a funkci p:= (pgow) D, 

vede k implikaci g € F(D,dmy) > (9goV)D,F(A, dm,). Nyní gov= 

=(pgowov)(D„ov) = p(D„ov)a 

(D„oWD,= Dwo;=l, (6) 

takže (w9 v).D, = g; z podmínky (g9 w) D, 6 1(,dm) tudíž plyne 

pl2(2, dm;). Odvodili jsme následující tvrzení. 

A.7.3 Věta (o substitucí): Jestliže w je regulární zobrazení na R“ s definičním 

oborem Z a oborem hodnot , pak borelovská funkce g: Z > C patří do 

£(%, dm,) právě tehdy, když (g o w) D, E £(D, dmy); jsou-li tyto podmínky 

splněny, platí pro každé B c f 7 B c.A, rovnost (5). 

A.7.4 Poznámka: Rovnost (5) je možno přepsat pomocí determinantu D, inverz- 

ního zobrazení v = w !. Vezměme libovolné Be ŘR7 B c D a borelovskou 

funkci : Z — C; podle (A.1.7c) máme Š= w"(w(B)), přičemž množina 

w(B) = v"W(6) C Z je díky spojitosti opět borelovská. Dále pomocí (6) dosta- 

neme gow= (yo w)|D,„o w |D] = [(] D]) o w] |D „]|. Pak rovnost (5) pro 

9 = WD|a B= wWB) dá 

y|D| dmo = J(wo w) dma, (7) 
w(8) B 

jakmile jedna z funkcí j o w, |D] je integrabilní.
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A.8 SOUČINOVÉ MÍRY. FUBINIOVA VĚTA   

Nechť (X, , u) a (Y, , v) jsou prostory se o-konečnými mírami; na měřitelném 
prostoru (X X V W © .W) chceme sestrojit míru A takovou, aby pro všechna 
A 6.W a BES platilo 

MA X B) = u(A) (B). (1) 
Vyjdeme z toho, že každý x-řez libovolné množiny M € A © Z patří do Z a každý 
y-řez do Y (viz příklad A.1.9b), a budeme uvažovat systém P C y © , pro 
jehož každý prvek M platí, že funkce x > fy(x) := WM)ay» gyly) := U( M) 
jsou měřitelné a 

_ífM du = JgM dyv. (2a) 

Y X 

Snadno nahlédneme, že pro libovolná A€g a BER je finz = (B) x0 

Baxa = H(A) x5 a 

ÍfAXB du = JgAxB dv = m(A) w(B), (2b) 

takže 

A KRCHP. (3) 

Necht (My, C , n S , je disjunktní systém a M := UM ;; podle příkladu j=1 
7 

A.1.9b pro každé x € X máme M, = U(M j), a pomocí o-aditivity míry v dostá- 
j 

váme fy(x) = ? fu (x). Z věty A.2.3a pak plyne měřitelnost funkce f a dále věta 
] 

A.6.6a dává . 

fmw=zf„w. (4) 
X ! X 

Analogicky ověříme měřitelnost funkce g,a získáme vztah f g8udv= > J 8gm, Av, 
Y J Y 

a protože pro všechny množiny M; platí rovnost (2a), je tato rovnost splněna i pro 
M, tj. M e Systém 9 je tedy uzavřený vůči disjunktním nejvýše spočetným 
sjednocením (o-vlastnosů). 

Tvrdíme, že F = / © £. K ověření užijeme o-konečnosti měr « a v, z níž plyne 
existence rozkladu 

Xx Y= |J(X,x V) (5a) 
h k=1 

takového, že X ; €.9, Y, € , (X ;) < % a w W) < % pro všechna j a k. Pro dané 
M c X x Y označíme M(j, k):= M n (X; X Y) a nechť t je systém všech 
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M E% © 2 takových, že M(j, k) «  pro všechna přirozená j a k. Je zřejmé, že 

o-vlastnost systému S se přenáší na Wi. Dále ze (3) plyne A x H C , což 

spolu se o-vlastností implikuje, že systém R obsahuje okruh % tvořený koneč- 

nými disjunktními sjednoceními množin A X B, kde A e.wW a B €M (srov. s pří- 

kladem A.1.1). Ukážeme-li, že W je monotónní, pak pomocí (A.1.14a) a (A.1.6b) 

dostaneme A © F C A( R) = M(Ž) C M CHM A RP, tj. M = ©F. Nechť 

posloupnost (N„) C W je nerostoucí a N:= (|]VW„; je třeba dokázat, že 

MN(j, k) « £ pro j, k= 1,2,.... Jelikož pro všechna x € X platí M(7, k), = 

= (1( k)), a 

N(N( ))) S V) < , (5b) 

je podle (A.3.3b) fN(j,k)(x) = V(N(Í: k) x) = rlzlšg 'V((N„(Í; k))x) = ŽI__ÍIŠ fN„(;,k)(X), 

takže fg je měřitelná funkce. Dále z inkluze M(j, k) C X; x Y, vyplývá 

fwgy,g(xX) = 0 pro x$ X;; proto je ífN(j,k) du = ;fN(]»,k) du. Konečně z nerov- 

ností (5b) a „(X;) < % vidíme, že posloupnost] (fw.(/ k)ki má majorantu 

vW(Y) E £(X, du) a pomocí Lebesgueovy věty dostaneme 

Jf Míj,k) du = lim Íf Na(j,k) du. 

X xX 

Analogické úvahy lze provést pro funkce gwxj,s) A Sx.(,kj) a protože podle předpo- 

kladu pro n = 1,2, ... j[fN,.(j,k) du = ]J;gN„(j,k) dv, je llfN(j,k) du = íglv(j,k) dv, tj. 

N(j, k) « . Podobně se pomocí (A.3.3a) a věty o monotónní konvergenci ukáže, 

že W obsahuje spolu s každou neklesající posloupností [M.; i množinu UM,. 

Dokázali jsme tak monotonii systému W, a tedy také rovnost M = y © =. Z ní 

díky o-vlastnosti systému $ a rozkladu (5Sa) plyne požadovaný vztah S = 

= AD ŘF. 

Ukazuje se, že tento vztah fakticky řeší naši úlohu. 

A.8.1 Věta: Jestliže (X, , u) a (Y, , v) jsou prostory se a-konečnými mírami, 

pak existuje právě jedna míra A na w © % splňující podmínku (1). Tato míra je 

o-konečná a platí pro ni 

(M) = f WM) d) = JH(My) dy),  MXOF. - (6) 
Y 

Zkonstruovaná míra se značí « © v a nazývá (direktním) součinem měr « a v nebo 

stručně součinovou mírou. 

Důkaz: Rovnost (4) znamená, že zobrazení M » 2(M) je o-aditivní, a vztah (2b) 

je totožný s podmínkou (1); dále rozklad (5a) implikuje o-konečnost. Konečně



A.8 SOUČINOVÉ MíÍRY. FUBINIOVA VĚTA 

každá míra 1' na Y © % splňující (1) je totožná s A na systému / X , a tedy také 
na minimálním okruhu % obsahujícím A X ; nyní 8 © F = UHF X R) = 
= U() a podle věty A 44 je 3= 1 I 

A.8.2 Poznámka: V příkladu A.4.9 jsme pro borelovské míry « na R" a v na R" 
definovali součinovou míru jako borelovskou míru o přiřazenou podle věty A.4.6 
regulární funkci ó intervalu v R"*", kde (J X L) = w(J) v((L) pro každé 
Jef"7 a LeMf". Snadno nahlédneme, že o = u © v. Především je G" © G" = 
= £"77" (viz (A.1.14b) a jestliže do (1) dosadíme A €.7"7 a B e/", vidíme, že 
ohgm? = (1 © v) h7 míra u © v je proto borelovská a z důsledku A.4.7 
plyne u © v = o. 

Integrálu vzhledem k součinové míře se říká dvojný integrál. Vyšetříme jeho 
vztah k tzv. dvojnásobným integrálům [[[g dw] du(x), resp. ([[g? du] dwy), 

X Y Y X 

kde g: X X Y > C je (u« © v)-měřitelná funkce. Nejprve budeme uvažovat 
integrály nezáporné funkce /. V tomto případě jsou „vnitřní“ integrály 

1,(x) := ffx dv, J(y):= ny du (7a) 

definovány pro všechna x € X, resp. y € Y, neboť všechny řezy jsou měřitelné 
nezáporné funkce (viz tvrzení A.2.8). Speciálně pro nezápornou jednoduchou 
funkci s = »yY„Xu,; M, A © , z evidentní rovnosti 

(XM)X — XM; * xE X9 (8) 

dostáváme 1,(x) = 2 Y„W(M)), J(y) = *yY„u(M,)") a věta 1 dá 

J-I_sd,u=J.Jde= J-sd(uéšv). (7b) 

XxY 

Je-li nyní f nezáporná měřitelná funkce, existuje neklesající posloupnost nezápor- 
ných jednoduchých funkcí s, taková, že pro všechna [x, y| € X X Y platí 
sd[X%, Y) > f(x,y) a 

s„d(u © v) > ffd(u © v) (9) 

XxY XxY 

(viz poznámkui b k větě A.6.4). Pro x-řezy ze vztahu (8) plyne, že ((s.)) je 
neklesající posloupnost v-měřitelných jednoduchých funkcí, přičemž pro každé 
y€ Y je 

(5):(0) = (x ) > fx )= fao). (10) 
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Funkce x ? 7,(x) = 'f(s„)x dv, o nichž již víme, že jsou „u-měřitelné, tvoří opět 
Y 

neklesající posloupnost (viz (A.6.5a)); pomocí (10) a věty o monotónní konver- 

genci zjistíme, že Z„(x) > T ,(x), takže /, je „-měřitelná. Opětovné užití citované 

věty dává JI ; d = lim f I du. Stejným způsobem zjistíme, že JJ „ dyv = 
X n* o X Y 

= Jim [„ dv. Na základě těchto rovností a vztahů (7b) a (9) dospíváme k násle- 
n> o Y 

dujícímu závěru. 

A.8.3 Tvrzení: Za předpokladů věty 1 je pro každou (« © v)-měřitelnou nezá- 

pornou funkci f formulemi (7a) určena „-měřitelná funkce l;: X > [0, %|] 

a v-měřitelná funkce J,;: Y > [0, %)] přičemž 

-ílfdu= J.Ífdv= Ifd(u(& v). 

XAXY 

Toto tvrzení umožňuje vyšetřit vztah mezi dvojným integrálem a odpovídajícími 

dvojnásobnými integrály v plné obecnosti. 

A.8.4 Věta (Fubini): Nechť jsou splněny předpoklady věty 1 a funkce 

g: X X Y > C je integrabilní, tj. p € F(X X Y d(u © v) =Fe; pak 

(a) existuje u-nulová množina M taková, že pro všechna xE XWM je 

gp, E £(Y, dv) a funkce ď určená na X ) M předpisem F„(x) := f p, dv patří do 
Y 

F£(X, du), 

(b) existuje  v-nulová množina N taková, že pro všechna y€ YWN je 

g E F(X, du) a funkce W„určená na YW N předpisem W(y) := J'qu du patří do 
X 

L(Y, dv), 

(c) oba dvojnásobné integrály funkce g jsou si rovny a rovnají se dvojnému 

integrálu, tj. 

J(Dwdy=Jqledv= ÍQd(u©v). (11) 

xX Y XxY 

Důkaz: Bez újmy na obecnosti lze předpokládat, že g je reálná funkce. Uvažuj- 

me nezáporné funkce 7, := I: (viz (7a)); ty jsou podle tvrzení 3 u-měřitelné 

a splňují 

Jli du = J př d(u © vw). (12) 
xX XxY 

Z předpokladu g €.£5 plyne p* €.W5 a předchozí rovnost dává 7, E F(X, du), 

což dále implikuje 7,„(x) < %» pro x€ XWMM, kde u„pí(M)>=0. Nyní 

I(x) < o e (9g"), s £(Y, dv), takže g, = (g"), — (gp'), patří do F(Y, dv)
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pro všechna x€ XWM; pro tato x je $y(x) = ([(ge*), — (9").] dv = 
Y 

= 1,(x) — I (x). Funkce , a I — I- se tedy liší na «-nulové množině M. 
Odtud plyne jednak $ EF(X, du), neboť Z, €P(X, du), jednak rovnost 

[$,du= ( — I )du= | (g7-g)du8y= [ opduomw (viz 
xX x XxY XxY 

(12)). Stejně se ověří tvrzení o funkcích a V II 

A.8.5 Poznámka: Rovnost (11) obecně neplatí, nejsou-li obě míry « a v o-koneč- 
né; pro její platnost rovněž nestačí existence jednoho nebo obou dvojnásobných 
integrálů — protipříklady lze najít např. v [Ru 1], $ 7.9, [KF], $ V.6.4. Jestliže však 
lllwl du = l[ílmxl dw] du(x) < %, pak z tvrzení 3 plyne g € £%. Je-li tedy ales- 

poň jeden z dvojnásobných integrálů funkce |g| konečný, platí pro g všechna 
tvrzení Fubiniovy věty. 

A.8.6 Příklad: Nechť funkce : X > C patří do F(X, du), y: Y > C patří do 
£(YV dv)aw:= g X y. Snadno ověříme, že w je (u © v)-měřitelná (viz příklad 
9.3.7). Jelikož 

du(x) = J[lfp(x)l ÍIWI dv| du(x) = Jlfpl du lel dv < ©, [[[fewo 
vidíme, že pro každé g €.F(X, du) a y €.P(Y, dv) patří funkce g X p do Fe 
a platí 

    

J-(CP X y)d(u © v) = fmdufwdv. 

XXxY 

  

A.9 ABSOLUTNÍ SPOJITOST 

O všech mírách, s nimiž budeme v tomto paragrafu pracovat, předpokládáme, že 
jsou definovány na společné o-algebře „W C 2*. Nezáporné míry značíme u, 2, x, 
zatímco v znamená míru, která může být jak nezáporná (tedy i nekonečná), tak 
komplexní. Říkáme, že míra v je absolutně spojitá vůči « a píšeme 

VÉéu 

jestliže pro každé M €.% platí implikace u(M) = 0 > v(M) = 0. Často se užívá 
následující ekvivalentní definice. 

A.9.1. Tyrzení: Pro komplexní míru v platí v < „ právě tehdy, když ke každému 
e > 0 existuje ó > 0 takové, že |v(M)| < e, jakmile w(M) < ó. (Důkaz viz [Ru 1], 
$6.11). 
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A.9.2 Příklad: Nechť g € £(X, du); předpisem M > wM):= f(pd/„z je určena 
M 

komplexní míra na W (viz (A.6.21c)). Je zřejmé, že v < u; ke každému £ > 0 
tudíž existuje d > 0 takové, že platí implikace 

< €e. 

  

$WM) < d> Utpdu 

Této vlastnosti integrálu funkce g € F(X, du) se říká absolutní spojitost integrá- 

lu. 

Jestliže pro dvojici měr v,, v; existují disjunktní množiny $,, S, €.W takové, že 

v, je soustředěna na S r = 1,2 (viz vztahy (ÁA.3.5a, b), které mají smysl i pro 

komplexní míry), říkáme, že míry v a v, jsou vzájemně singulární (nebo že v, je 

singulární vůči v; a naopak) a píšeme 

v, l v. 

A.9.3 Věta: Pro každou dvojici nezáporných měr A a « na , z nichž první je 

konečná a druhá o-konečná, existuje 

(a) jednoznačný rozklad 

=h +h, Aén, Alu, (1) 

kde A2,. a A, jsou nezáporné vzájemně singulární míry, 

(b) nezáporná funkce f€.2(X,du), která je určena jednoznačně pro 4-s5.v. 

x € X, a pro niž platí dA, = f du, tj. 

A,(M) = Jf du (2) 

pro všechna M € .y. 

Důkaz: Jednoznačnost rozkladu (1) je důsledkem následujících implikací: 
(i) jestliže 2, < , resp. 2, 1 m pro r= 1,2, pak (A — 4) < , resp. 

(L — %) I ; (ii) je-li A < w a současně A 1 , pak A = 0. Tvrzení (i) týkající 

se absolutní spojitosti je zřejmé, druhou část dostaneme, uvážíme-li, že pro míry 

A, soustředěné na množinách $, je A; — 4, soustředěna na $ v $, — viz vztah 

(A.3.5b); pomocí tohoto vztahu se ověří rovněž implikace (ii). Tvrzení o jedno- 
značnosti funkce / je důsledkem implikace (A.6.20a). Zbývá tedy dokázat existen- 

ci rozkladu (1) a funkce f splňující (2). 

Pro konečnou míru « odkazujeme čtenáře k [Ru 1], $ 6.9. V obecném případě 

o-konečné míry zavedeme pomocí disjunktního systému (X„)j;-; Splňujícího 

X= UX,amX,)< , n=1,2,..., a vztahů dá,:= xx, dh, du,:= xx, dy 
n=1
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konečné míry 4, a u«,, které jsou zjevně soustředěny na X,; dále platí 

AM) = ZAMOX)= ( MeH 6) 
a analogický vztah pro „«. Jelikož pro každou dvojicí 4 A, věta platí, existují 
vzájemně singulární nezáporné míry 2% a A/ takové, že 

oh bůR, NÉh I () 

a nezáporná funkce f, €.F(X, du,) = F(X,„,du) splňující pro všechna Mexy 

Á';c(M) — f n d:un — -íanX„ d:u . (5) 

M M 

Tvrdíme, že předpis M» i(M) := YA(M) určuje konečnou míru 1,. na . 

Skutečně, podle (4) je 2% S 2, a z (3) plyne 

L (M) $ XA(M) S NAX) S 

Dále pro disjunktní systém (M)2, C W máme 

A 8 (6) 

Áac (gM]) = Ž/ILŽC (/L=J1M]) n z ZÁ:C(M]) » 

a zaměníme-li v této řadě s nezápornými členy pořadí sčítání, zjistíme, že 2,. je 
o-aditivní. Stejně se přesvědčíme o tom, že A, :== Y'2? je konečná míra na ; z (3) 

a (4) nyní dostáváme 2 = 4, + 4. 

Dále ověříme vztah A, | w. Jelikož 4, je soustředěna na X„ platí totéž: pro 
A S A; z podmínky 27 1 , pak plyne existence disjunktních množin $, C X, 
a 7,, C X,„takových, že «„je soustředěna na $, a A? na T, (viz poznámku A.3.3a). 
Označme $ := US„ a nechť M n $ = ; pak M o $, = ( pro všechna z a 

podle (A.3.5b) je 4,(M) = 0, takže také u(M) = Y u„(M) = 0. Míra « je tedy 

soustředěna na $ a stejně zjistíme, že A, je soustředěna na T:= U7,. Nyní 

z uvedených vlastností množin $,, 7, (a podmínek X, o X„=fd pron m) 
plyne S m 7 = 0), takže 2, I w Týmž postupem se ukáže, že z podmínek A? 1 47 
plyne 2, 1 2,.. 

Konečně pro funkci f:= lim > f„xx, věta o monotónní konvergenci a rov- 
m*+©o n„=]1 

nosti (5) dají 
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A,(M) = deu, MEH, 

takže 4,. < «; přitom (6) implikuje f 6 F(X, du). I 

A.9.4 Poznámky: (a) Formuli (1) se říká Lebesgueův rozklad míry A. Je-li spe- 

ciálně A absolutně spojitá vůči 4, pak také 2, < u„, a protože současně A, 1 , je 

A, = 0, tj. A = A,. Z tvrzení (b) pak dostáváme tzv. Radonovu-Nikodýmovu větu: 

Nechť míra u je o-konečná a A je konečná; potom A < u právě tehdy, když existuje 

funkce f « £(X, du) taková, že da = fdu. 

(b) Větu lze bezprostředně zobecnit pro případ komplexní míry v — stačí užít 

formulí (1) a (2) pro míru A rovnou kladné, resp. záporné variaci reálných měr Re v 

a Im v. Dá se ukázat (viz [Hal 1], $ 31), že věta platí i pro o-konečné míry A s tím, 

že funkce f již nepatří do £(X, du); je pouze měřitelná a integrabilní přes každou 

množinu M 6 takovou, že A(M) < ©. 

Jedním z důsledků Radonovy-Nikodýmovy věty je existence tzv. polárního 

rozkladu komplexní míry; budeme jej potřebovat v $ A.10. 

A.9.5 Tvrzení: Ke každé komplexní míře v existuje měřitelná funkce A taková, že 

|A(x)|) = 1 pro všechna xe X a 

dv = hd|y. (D 

Důkaz: Rovnost (7) plyne ze vztahu v < |v| (viz (A.5.3b)), a protože její platnost 

nezávisí na chování funkce A na |v|-nulové množině, stačí dokázat, že pro |v|-s. v. 

x € X je |k(x)| = 1. Pro r > 0 označme A,:= jx € X: |K(x))| < ry; je-li (Mj) 

libovolný rozklad množiny A,, dostaneme pomocí (7) 

Jh d|v 

takže platí |v|(A4,) S mr|w|(A,). Pro každé r < 1 tudíž je |v|(4,) = 0; odtud pro 

|w|-s.v. x € X plyne|A(x)| S 1. Zbývá tedy ukázat, že |v|-s. v. platí také |h(x)| < 1, 

tj. že množina K7W(G), kde G := (z € C: |z] > 1), je |w|-nulová. Jelikož C je 

separabilní, lze otevřenou množinu G zapsat jako sjednocení spočetného systému 

otevřených kruhů U(w) := (z 6 C: |z — w| < ej. Dále U(w) = U S„(w), kde 
n=1 

8,:= 81 — (1/m)) a S(w):= U(w). Stačí proto ověřit, že množina 

My = h8 (w)) je |v|-nulová pro každý uzavřený kruh S(w) C G. Předpo- 

klad |v|(M.„) > 0 spolu s (7) dá pro 

1 nnh |H 
I (Maew) 

Mew 

2|0(M)| = Ž 
    

< rý (M) = n(AD,
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jednak |z.„| < 1 (viz (A.5.3b)), jednak 

Zew — ) J.| w| d|y| = 
l I(Mgw) x 

tj. Zn 6 S(w) C G, což je ve sporu s z„ S 1. Je tedy | („) =0 N 

A.9.6 Poznámka: S tématikou tohoto paragrafu úzce souvisí teorie derivování, 
neurčitý Lebesgueův integrál a vlastnosti absolutně spojitých funkcí. Nebudeme se 
však těmito partiemi, o nichž pojednává např. [Ru 1], kap. 8, [KF], $$ VI.1—-4 
a |Jar 2], kap. V, zabývat, protože v naší knize z nich užíváme fakticky jen 
následující dva poznatky. 
(i) Absolutní spojitostí funkce g: R > C na kompaktním intervalu [a, b] se 
rozumí tato vlastnost: ke každému £ > 0 existuje d > 0 takové, že pro libovolný 
konečný disjunktní systém intervalů (a;, 8;) C [a, b] je 2]1w8) — waj)| < « 

7 

jakmile >(f; — a) < ó. Funkce g je absolutně spojitá v nekompaktním interva- 

lu J, je—lji absolutně spojitá na každém [a, b] c I. 
(ii) Funkce g: R > C je absolutně spojitá v R právě tehdy, když derivace p 
existuje s.v. vzhledem k Lebesguecově míře, přičemž pro každý omezený interval 
J c R s koncovými body a < b platí g' €.W(J,dm) a 

g(b) — a) = fw' dm = J g(N dr. 
(a,5) 

  A.10 INTEGRACE PODLE KOMPLEXNÍ MÍRY 

O všech mírách, s nimiž budeme pracovat, opět předpokládáme, že jsou definová- 
ny na společné (abstraktní) a—algebře / C 2*. Nejprve se budeme zabývat in- 
tegrací podle reálné míry o = uý — m; (viz (A.5.6a)). Říkáme, že komplexní 
funkce g: X > C je integrabilní vzhledem k o a píšeme g E F(X, do), jestliže 
pEF(X, d,u„) N F(X, du;). Definitoricky tedy platí 

£(X, do) := F(X, du;) " F(X, du;), (1a) 

což lze pomocí (A.6.23a) a (A.5.6b) zapsat ve tvaru 

£(X, do) = F(X, dlol). (1b) 

Pro p €.F(X, do) definujeme 

prdg = erduý — jrpdu;; (1c) 
xX * xX X 

to je korektní díky jednoznačňosti Jordanova rozkladu. 
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Z uvedených definičních vztahů vyplývá, že množina H(A, do) a zobrazení 

o fqa do mají analogické vlastnosti jako v případě nezáporné míry: .(X, do) 

Xx 

je komplexní vektorový prostor, závislost integrálu na integrandu je lineární (viz 

(A.6.14)) a analogii nerovnosti (A.6.15) představuje následující vztah, který z ní 

bezprostředně vyplývá: 

+ deu; S qu)l duš + chpl du; = JI(PI dlel. 
x x X 

Jw do Jw du; 

X X 
X 

(2) 

Podobně pomocí (A.6.21a, b) ověříme, že pro každé g € W(X, do) je zobrazení 

= 
        

  

M > y(M):= fwde (3) 

komplexní míra na ; užívá se opět symbolického zápisu dy = gpdo. 

A.10.1 Příklad: Pro o-jednoduchou funkcit S > Y,Xwy, X > C vyplývá z rov- 
1 n= 

nosti (1b) a příkladu A.6.10 ekvivalence z € F(X, do) © > |1] |A] () < 
=1 

Jsou-li tyto podmínky splněny, patří 7 též do FL(X,dus) a z (A.6.19a) a (1c) 

dostaneme 

(róe= ž oo 4) 
n=1 

xX 

A.10.2 Poznámka: Pro každou dvojici nezáporných měr ; a w takových, že 

0= U — jh je £L(X, do) 2 F(X, d) D £(X, dw) — to plyne z minimálnosti 

Jordanova rozkladu a poznámky A.6.12. Pro g € F(X, du) 0 F(X, d) z rov- 

ností w; + ; = Hj t m a (A.6.23b) dostaneme 

Íw du, + J-fpdu; = vadu;" + deuz„ 

X X Xx X ; 

Í(Pdg = Jf/)duš — Íwdu; = erdul — erduz, 

X x x x X 

takže 

p €F(X, dm) ) F(X, dia). (5) 

Pomocí tohoto vztahu lze např. zobecnit pro reálné míry formule (A.6.23a, b). 

Nechť o, 0; a o jsou reálné míry takové, že 0 = A; + 02 Zavedeme nezáporné
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míry 4 5= uý b U a zapíšeme o ve tvaru o = U) — u, takže £(X, do) > 
D2 F(X, du,) N F(X, du ). Dále podle (A.6.23a) a (la) je (X,du,) n 
NF(X, du ) = F(X, doj) n F(X, do;); místo rovnosti (A.6.23a) platí tedy 
inkluze 

F(X, d(o; + )) 2 F(X, do) 0 H(X, do:) (6a) 
a pro každé p € (X, do;) ? F(X, do) ze vztahůo = U — u (5), (A.6.23a) 
a (lc) plyne 

de(el + 0) = degl + JŠÚsz- (6b) 
Xx X xXx 

Pojem integrálu vzhledem ke komplexní míře v je přirozeným zobecněním 
definic (1a, c). Položíme 9g; := Re v, o,:= Imva pro každou funkci g: X > C 
patřící do 

L(X, dv) := F(X, do) 0 L(X, doz) (7a) 

J(p dvy:= Í(p do; + i fw do,. (7b) 

xX X Xx 

Z nerovností max (|2:(M)|, |joe(MW)]) < |v(M)] = J0 (M)] + 10(M)), M €., zís- 
káme pro variace měr v, 0; a o; vztah 

definujeme 

max í(10:|, |e] S |] < lo] + lo] (8) 
Odtud na základě poznámky (A.6.12) a rovnosti (A.6.23a) plyne 2(X, d|y|) = 
=F(X, dlal) n F(X, d|o|), což Ize dále s využitím (1b) a (7a) přepsat na 

F(X, djv) = F(X, dy). (7c) 

Ukážeme dále, že nerovnost (2) platí i pro komplexní míry. Užijeme k tomu 
následujících vlastností integrálu o-jednoduchých funkcí. 

A.10.3 Příklad: Pro o-jednoduchou funkci 7 = 2) AnXm,: X > C plyne ze (7c) 
n=1 

opět ekvivalence T€.Z(X,dw = Y |) |w|(M,) < %. Díky nerovnostem (8) 
n=íi 

a (A.5.3b) jsou pro j = 1,2 řady Y 1,„0;(M,) (absolutně) konvergentní. Formu- 
n=1 

le (4) pak dává 

fr dy = »m„WM), (9a) 

xX 
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a užijeme-li znovu (A.5.3b), získáme pro každou komplexní o-jednoduchou 

funkci T € W(X, dv) nerovnost 

2 |] || (M) = J.M d|v| - (9b) Tdv 
n=1 

X Xx 

IIA
 

    

Uvažujme nyní libovolné g € £(X, dv) a nechť (7,j je posloupnost o-jednodu- 

chých funkcí, která konverguje k g stejnoměrně na X (viz tvrzení A.2.6). Míra |v| 

je podle důsledku A.5.4 konečná; proto funkce |g| + 1 patří do F(X, d|wv| ) a díky 

stejnoměrné konvergenci posloupnosti f|z7.|) k |g| patří do £(X, d|v) = £(X, dv) 

také funkce r, pro všechna dosti velká n. Pomocí nerovností |o,| (X) < , 

j = 1,2, a (2) dostaneme lim (=z,de; = |gpdo; a odtud lim [rT,.dv = [gpdv. 
n-© X X n- X * 

Protože současně je lim f|1:„] d|v) = f|g| d|v|, plyne z (9b) požadovaná nerovnost 
noDo X xXx 

\_íga dv 

X 

Čtenář snadno ověří, že i ostatní základní vlastnosti integrálu (7b) jsou stejné 

jako v případě nezáporné, resp. reálné míry, tj. £(X, dw) je komplexní vektorový 

prostor, zobrazení g >* j' g dv je lineární a předpisem 
xX 

< J Iy|di4, | peF(X, dv). (10) 
xX 

  

M = (M) := dev (11) 

je pro každé g € £(X, dv) definována komplexní míra y na M. 

Na závěr zobecníme formule (A.6.17a, b) pro míru (11). Nejprve užijeme polár- 

ního rozkladu 

dy = h,„d]y (12) 

(viz (A.9.7)) k odvození dvou pomocných tvrzení. 

A.10.4 Lemma: Pro komplexní míru v s polárním rozkladem (12), jsou podmínky 

p E P(X, dv) a ph, e F(X, d|vj) ekvivalentní. Jsou-li splněny, je 

Jw dy = th„ dj|v). (13) 

Důkaz: Ekvivalence uvedených podmínek je přímým důsledkem vztahu (7c) 

a toho, že |/(x)| = 1 pro všechna x € X. Z rozkladu (12) je zřejmé, že (13) platí 

pro jednoduché funkce; odtud pomocí (9a) a Lebesgueovy věty zjistíme, že pro
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každou o-jednoduchou funkci r: X > C je 

Írdv = frh„ dj|v|. (14) 

Xx xX 

Pro obecné  € (X, dv) užijeme opět posloupnosti (1,) o-jednoduchých funkcí, 
která konverguje k ) stejnoměrně na X. Díky nerovnosti (10) a konečnosti míry 
|| platí [ z,dv > (ydva (r,h,d|y > [vwh, d|v|; k dokončení důkazu pak stačí 

xX X Xx xX 

užít (14). N 

Poznámka: Nechť pro komplexní míru v, komplexní funkci p €.£ (X, dv) a každé 
M €.4 platí f g dv = 0. Dosadíme-li do (13) Y = gxXy, dostaneme f(ph„ d|v) = 

M M 

= 0, Me€W, což podle (A.6.20a) implikuje g(x) k(x) = 0 pro |v|-s.v. x € X. 
Nyní |h = 1, takže pro každou komplexní míru v a komplexní funkci 
p E F(X, dv) platí implikace 

fm dy =0 pro všechna: MeEWw> g(x) =0 |w-s.v. v X. (15) 

M 

A.10.5. Lemima: Pro nezápornou míru « a komplexní funkci g €.F (X, du) ze 
vztahu dv = gpdu plyne d|v) = |g] du. 

Důkaz: Nejprve ukážeme, že pro každou omezenou měřitelnou funkci w: X > C 
platí 

Jw dy = Jw du. (16) 

xX xX 

Vzhledem k tomu, že kladná a záporná část funkcí f| := Re g a f; := Im g patří 
do F(X, du), jsou nezáporné míry o a oj definované vztahy do? := f* du, 
r = 1,2, vesměs konečné. Díky omezenosti patří w do Z(X, o7) a rovnost 
(A.6.17b) dá 

Íwm du = J.wff du — wal_ du +i [waž“ du — jwfí du] = 
xX xX xXx x xX 

=J-a)dgl+——J-wdgf+i[J*wdgf—J.wdgz_l.\ 

Xx X xX x 

Dále je Re v = of' — 0j,Imv= 0) — 0;; z předchozí rovnosti pak plyne (16) 
na základě vztahu (5). Položíme-li nyní u = ||, p= haovo= hyy MEM, 
dostaneme (h,dv= ||h dy= | (M). Současně je integrál vlevo roven 

M M 

665



666 

DODATEK 

fh—„(p du, takže pro každé M e je 
M 

0 S |j (M) = JĚwdu- 
M 

Podle (A.6.20b) je funkce hg u-s.v. nezáporná; pro „-s.v. x € X proto platí 

h(x) plx) = |1hkx) p6x)| = 1e0x)l. 

Vrátíme se nyní ke komplexní míře (11). Z rovnosti (13) pro Y = 9Xm M<cy, 

plyne dy = gph,d|v| a odtud pomocí lemmatu 5 dostáváme pro každou kompexní 

míru v a komplexní funkci p € L(X, dv) implikaci 

dy = gdv > dly| = |e] d] (17) 

Z ní fakticky vyplývá následující věta, která představuje hledané zobecnění vztahů 

(A.6.17a, b). 

A.10.6 Věta: Nechť v je komplexní míra, funkce g: X > C patří do (X, dv) 

a dy= gpdyv. Pro každou měřitelnou: funkci Y: X > C jsou podmínky 

pwEeF(X,dy) a vpeF(X,dv) ekvivalentní; jsou-li splněny, je 

dey = J-wfpdV- 

X X 

Důkaz: Ekvivalence uvedených podmínek plyne ze vztahů (7c), (17) a (A.6.12b). 

Nechť p €.£(X, dy); pomocí (13), (17) a (A.6.17b) dostaneme 

Jw dy = thydlYI = thylwl djv]. (18) 

X Xx xX 

Integrand na první straně zapíšeme ve tvaru vhle h,h,; opětovné užití rovnosti 

(13) pak dá ( w dy = (vwh,h)g| dv. Speciálně pro Y = Xm M € , je levá strana 
* X R 

rovna W(M) = j(pdv, takže pro všechna M €.w platí f(ga — h,hle|) dv = 0. 
M M 

Z implikace (15) nyní plyne, že funkce g a hyĚ| g| se liší nejvýše na |v|-nulové 

množině N. Podle (10) je |[g — hhyel) dy) = f|wej |1 — h,hy) d|v| = 0, 

a tedy " X 

Jt/) dy = JW dyv+ Jw(híňlml — g)dv = wa dv. N 

X X N xX
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vzor množiny 619 

W*-algebra 411 
Weylova alternativa 262 

Weylovy relace 496 
Weylův operátor 500 

Wienerova míra 526 
Wienerův integrál 526 

záporná variace reálné míry 639 

zdola omezená symetrická forma 223 

zobecněná funkce viz distribuce 

zobrazení 618 

— spojité v bodě 37 

Zornovo lemma 622 

zúžení zobrazení 618
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