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1. Uvod

Fraktalni geometrie mé vzdy velice zajimala, protoze se zde prolinaji nejen rtizné matematické
obory, ale i algoritmizace a pocitacova grafika. Z tohoto divodu jsem si vybral toto téma, jehoz
vypracovanim snad alesponi trochu pfispéji k jeho rozvoji a zaroveini i zlepSim své védomosti ve
zminénych oborech.

Fraktalni geometrie se vyuziva v mnoha oblastech védy, namatkou v biologii nebo pti vyzkumu
vlastnosti materialii. Umoziiuje, na rozdil od bézné euklidovské geometrie, simulovat slozité d¢je a
struktury, které se nachazeji v realném svété. V praxi je Casto potiebné spravné urcit fraktalni
dimenzi zkoumaného objektu, napt. struktury lomu v materialu, slozitosti ristu nadoru apod.

Fraktalnich dimenzi existuje celd fada, avSak ve své praci jsem zaméiil pouze na dvé —
Hausdorffovu dimenzi, kterd je pouzitelnd pro vSechny mmnoZiny, avSak slozitd na analyticky
vypocet a naprosto nevhodna po numericky vypocet, a na mtizkovou dimenzi, kterd naopak neni
tak ,,dokonald* jako dimenze Hausdorffova, ale zase Ize velmi lehce implementovat na pocitaci.

Cilem této prace je uvést a vysvétlit zdkladni pojmy fraktdlni geometrie, popsat zakladni
vlastnosti a zpisoby vypoctu fraktalni dimenze, ukazat vypocty dimenzi analyticky i numericky a
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pokusit se vylepsit presnost numerického méfeni miizkoveé dimenze.

Prace je rozdélena na dvé hlavni ¢asti — teoretickou a praktickou. V teoretické ¢asti se zabyvam
teorii miry a definici a vlastnostmi Hausdorffovy a mtizkové dimenze. Vlastnosti dimenzi jsou
popsany matematickymi vétami, jejichZ vétSina je doplnéna dilkazy, které dle mého nézoru velice
usnadnuji pochopeni tématu. Tato cast obsahuje také mnoho ptikladd vypoctl, které rovnéz
pomahaji pochopeni.

V praktické Casti se zabyvdm numerickym vypoctem miiZzkové dimenze a jejim moZnym
vylepSenim. Vypocty jsou provedeny postupné na riznych mnozinach pocinaje jednoduchymi az po

K préci nedilné patii programy, které jsem vytvofil pro potieby své prace. Tyto programy nejsou
jen jednoucelové, ale mohou poslouzit ostatnim pii prizkumu fraktalt.
Prace vznikla v ramci projektt MSMT — vyzkumného zaméru ,,Aplikovana matematika v

technickych a fyzikalnich védach® ¢. MSM 6840770010 a ,,Centra J. NeCase pro matematické
modelovani“ ¢. LC 06052.



2. Zakladni pojmy fraktalni geometrie

2.1. Fraktal

Fraktal je geometricky objekt, ktery po rozdéleni na mensi ¢asti vykazuje tvarovou podobnost s
témito Castmi. Fraktdlnimi objekty se zabyva samostatnd védni disciplina nazyvana fraktalni
geometrie. Tato disciplina je intenzivné rozvijena zhruba od Sedesatych let minulého stoleti. Za
jejiho zakladatele je dnes povazovan matematik Benoit B. Mandelbrot, ktery jako prvni
matematicky definoval pojem fraktal (podrobné v [17] a [18]). I pfed zavedenim pojmu fraktal a
fraktalni geometrie se védci a umélci zabyvali geometrickymi utvary, které dnes nazyvame fraktaly,
jako naptiklad sn¢hovou vlocku Kochovu (Koch snowflake) nebo Sierpinského trojuhelnik
(Sierpinski triangle) — vice v [1] a [2].

Slovo ,,fraktal* pochazi z latinského slova ,,fractus®, coz znamena zlomeny. Mandelbrot zvolil
toto slovo ve svych pracich jako ndzev pro objekty pfili§ nepravidelné pro béZznou matematiku.

Protoze velka cast fraktal je vyuzivana v pocitacové grafice a fraktaly lze nejlépe popsat jako
geometrické objekty, miizeme fraktdl nejjednoduseji definovat jako nekonecné Clenity utvar.
Opakem nekone¢né Clenitého utvaru je geometricky hladky utvar, ktery lze popsat klasickou
Euklidovskou geometrii.

2.2. Sobépodobnost, systémy iterovanych funkci

Sobépodobnost (matematicky se tato vlastnost nazyva invariance viici zméné méritka) je takova
vlastnost objektu, ze objekt vypada stejné, at’ se na néj divame v jakémkoliv zvétSeni.

Sobépodobnost je hlavnim znakem fraktalnich Gtvarti a vétSinou je také povazovana za jejich
definici. To nam také pomahd pii vyhledavani fraktalnich utvarG v ptirodé. Sobépodobny je
naptiklad kdmen, hory, mraky, stromy, rostliny ale i kratery atd., tedy objekty zivé i nezivé ptirody.

Matematicky je sobépodobnd mnozina definovana takto: (vice v [1],[2],[8] a [13])
Definice 1 Sobépodobnost

Sobépodobna mnozina A n-dimenzionalniho Euklidovského prostoru E, je takovd mnoZina, pro
niz existuje konecné mnoho kontrahujicich zobrazeni @, ..., ®, takovych, ze A vznikne jako:

Azg ®(A). (1)

Takto definovana mnozina ma nékolik velmi zajimavych vlastnosti:

Sobépodobnd mnozina vznika opakovanim sebe sama pfi urcité transformaci (zména
méfitka, rotace, posunuti, zkoseni).

Sobépodobné mnoziny jsou invariantni viici zmén¢ méfitka. Pti libovolném zvétSeni, ¢i
zmenSeni vypadaji podobné.

Sobépodobnd mnozina vznikéd sama ze sebe, respektive vznika opakovanim téhoz motivu.
Sobépodobna mnozina je velmi Casto fraktal.

Pro tyto mnoziny plati véta, Ze iteraci vZdy dojdeme k jednoznacné dané mnoZin¢.
Véta 1 Necht' S, S,,..., S, jsou kontrahujici zobrazeni na D cR" takova, ze

|Si<x)_Si(y)|Sci|x_y| (x, y€D),
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kde c¢;<1 pro kazdé i. Pak existuje jednoznacnad neprdzdnda kompaktni mnozina F invariantni k S,
tzn. splnuje
m

F=U S.(F).

i=1

Navic pokud definujeme transformaci S na tridé neprazdnych kompaktnich mnozin jako

m

s(e)=U s,(E).

i=1

pak
F=()S*E),
k=1

kde S* je k-td iterace S, S°(E)=E, Sk(E)=S(Sk_1(E)) pro kazdé k=1, a kde E je libovolna
mnoZina ze tridy neprazdnych kompaktnich mnozin takovd, zZe S, (E)cE pro kazdé i.

Diikaz této véty lze nalézt napiiklad v [8]. Posloupnost S*(E) konverguje k F pro libovolnou
polate¢ni mnozinu E. Pomoci S*(E) ziskime postupné se zlepSujici aproximace mnoziny F,
pokud F' je fraktal, pak jsou tyto aproximace nékdy nazyvany jako predfraktaly (pre-fractals).

Princip opakovani podobnych tvari ve zmenSené podobé je vidét prakticky u jakékoliv
komplexni, slozité struktury, kterd je vytvarena i pomoci velmi jednoduchych pravidel. Zptisob,
jakym probiha vétveni stromu ¢i cév a zil v télech zivocichl, nebo hromadéni baktérii a fas v
koloniich, se d& matematicky uspokojivé popsat pouze fraktalni geometrii.

2.3. Klasické fraktaly

Jedny z prvnich fraktalt vznikly jako pokus o nalezeni hranic matematickych pojmi. Slavni
matematici jako Georg Cantor, Giuseppe Peano, David Hilbert, Niels Fabian Helge von Koch,
Waclaw Sierpinski, Gaston Julia ¢ Felix Hausdorff vymysleli rizné matematické objekty
vyhovujici definicim, ale svymi vlastnostmi velmi podivné. Napiiklad Kochova kiivka, ktera je
spojita, avSak nikde nemé ani prvni derivaci. Tyto objekty byly povaZovany spiSe za vyjimky, za
,matematicka monstra“. Uved’'me nékteré z téchto objekta.

Zacneme asi nejznaméjsi a také nejjednoduseji zkonstruovatelnou mnozinou, a to Cantorovou
mnoZinou. Cantorova mnoZzina je mnozina bodfi z uzavieného intervalu (0, 1). Nejjednodussi
definici této mnoZiny je popis, jak ji ziskat. Interval (0, 1) rozdé&lime na tfi shodné a otevieny
interval (1/3,;2/3) vyjmeme. Cisla 1/3 a 2/3 nam tedy zfistanou v mnoziné. Takto jsme ziskali
dva uzaviené intervaly (0,1/3) a (2/3;1) o délce 1/3. Nyni opakujeme tento postup na nové
intervaly, tj. Z obou intervali vyjmeme prostiedek. To provadime az do nekonecna. Body které
zbudou prohlasime za Cantorovu mnozinu, viz obrazek 1.

Které body tedy patii do mnoziny? Jisté to jsou 0, 1, 1/3, 2/3, 1/9, 2/9, 7/9, 8/9..., tedy krajni
body vSech intervald, kterych je spocetné mnoho. Nejsou to ale vSechny body. Cantorova mnoZina
je nespocetna, zbyva tedy jesté nespocetné mnoho bodu, které nalezi mnozing€. Déle je tieba zminit,
ze Cantorova mnoZina je sobépodobnd. Uz z konstrukce je zfejmé, Ze napf. ¢asti mnoZiny v
intervalech (0,1/3) a (2/3;1) jsou geometricky podobné celé mnoZzing, jen jsou zmenseny v
méfitku 1/3. Kdybychom chtéli body patiici do této mnoZiny popsat béznym zplisobem, tak
bychom narazili na problém. Nelze ji popsat nékolika podminkami ani zapsat jako feSeni néjaké
jednoduché rovnice.



Obrazek 1 Konstrukce Cantorovy mnoziny

Velmi znamé je i Kochova krivka na obrazku 2 (pojmenovana po svém autorovi Nielsu

Fabianovi Helge von Kochovi). N¢kdy je upravena a nazyvéana téz Kochova vlocka nebo Kochtiv

ostrov (obrazek 3).

7

Obrazek 2 Konstrukce Kochovy krivky

P4

Konstrukce mnoziny je nésledujici: zatneme s tiseCkou délky 1, rozdélime ji na tfi ¢asti o délce
1/3. Prostfedni tfetinu nahradime rovnostrannym trojuhelnikem. Stejny postup aplikujeme na
vSechny Ctyfi vzniklé usecky. Takto pokracujeme az do nekonecna. Postup znazornuje obrazek 2.
Prvni krok, v tomto piipadé tise¢ka délky 1, se nazyvé iniciator. Utvar v druhém kroku, kterym
usecku nahradime se nazyva generator. Takze generovani mnoziny spocivd v tom, ze v kazdém

kroku nahradime kazdy inicidtor za generator.

Obrazek 3 Kochova viocka nebo Kochitv ostrov. Je ziskan tak, Ze
misto useckou zacneme rovnostrannym trojuhelnikem

Tato kiivka ma nékolik zajimavych vlastnosti, mnoho jich je shodnych s Cantorovou mnozinou.
Je tvofena Gtyfmi Castmi, které jsou shodné s ptivodni mnoZinou, ale zmensené v méfitku 1/3.
Kiivka neobsahuje zadné tusecky nebo hladké segmenty, nema derivaci v zaddném bodé.
Jednoduchym vypoétem zjistime, Ze délka k-té iterace pti konstrukci mnoziny je rovna (4/3)", pro
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k— oo je tedy jeji délka rovna nekone¢nu. Na druhou stranu Kochova ktivka zabira nulovou plochu.
Ani délka ani plocha tedy nejsou vhodné pro jeji popis.

Pomoci principu sobépodobnosti a iteraci 1ze vytvofit mnoho riznych fraktalt riznych vlastnosti
a jak se dozvime dale, tak i rGznych dimenzi (naptiklad dalSich kapitolach v ptikladech 1 a 5).
Uved'me jesté dalsi dva klasické fraktaly, které vymyslel polsky matematik Wactaw Sierpinski.
Nejprve uved'me Sierpinského trojuhelnik.

A L
Ab £h

Obrazek 4 Konstrukce Sierpinského trojuhelniku

Konstrukce Sierpinského trojuhelniku: zacneme s rovnostrannym trojuhelnikem o hrané 1, ten
rozdélime na 4 stejné trojuhelniku s délkou hrany 1/2 a prostiedni vyjmeme. Tento proces
opakujeme nekonecné krat, ndzornéji je to zobrazeno na obrazku 4.

Obrazek S Konstrukce Sierpinského koberce

Dal§im fraktdlem, ktery vymyslel Sierpinski, je Sierpinského koberec. Konstruuje se
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nasledovné: Vezmeme jednotkovy ctverec, rozdélime jej na 9 Ctverci o strané 1/3 a prostiedni
vyjmeme. Takto postupujeme pro kazdy dalsi vznikly ¢tverec az do nekonecna.

Existuje samoziejmé i fada dalSich fraktalnich mnozin, které nejsou konstruovany pomoci
sobépodobnosti, naptiklad Mandelbrotova mnozina a Juliovy mnoZziny. Tém se budeme vénovat
dalsich kapitole.

2.4. Juliovy mnoZiny

Juliovy mnoziny (vice v [1], [2], [3] a [8]) nesou jméno po svém objeviteli Gastonu Juliovi,
francouzském matematikovi, ktery je zkoumal uz v dobé, kdy neexistovaly pocitace, které by mu
praci usnadnily. Juliovy mnoziny jsou totiz vytvaireny pomoci iterace funkce komplexni paraboly

Z,a=2,7F¢, 2)
kde proménné z, a ¢ lezi v komplexni rovin€. Pocate¢ni hodnota z, v ptipad¢ Juliovych mnozin
reprezentuje pozici bodu v komplexni rovin€. Komplexni hodnota ¢ je zvolena libovoln¢ a pro
vSechny pocitané body v jednom obrazci zlistava konstantni. Juliovych mnozin je tedy nekonecné
mnoho. Ptiklady Juliovych mnozin jsou uvedeny v kapitole o vizualizaci, na obrdzku 6 je hranice
Juliovy mnoziny pro ¢=1+0i.

Obrazek 6 Hranice Juliovy mnoziny pro c=1+0i

Juliova mnozina J je definovana jako mnozina vSech komplexnich ¢isel z,, pro které
posloupnost z, nediverguje, tzn.:

JC=[ZOEC | lim zn;too}

kde z, je samoziejmé posloupnost (2).

Pti pocitacovém generovani Juliovych mnozin mame k dispozici pouze kone¢ny pocet iteraci, z
kterych musime usoudit, zda posloupnost konverguje ¢i nikoliv. Plati nasledujici véta.
Véta 2 Necht' z, je posloupnost zadand jako v (2). Existuje cislo r(c) zdvislé na konstanté ¢
takové, Ze pokud pro néjaké n€N, je |z,|>r(c), pak posloupnost diverguje. Cislo r(c) je ddno
vzorcem

2. 3)

Diikaz: Piedpokladejme tedy, Ze |z|=|c| a |z|=2. Potom existuje £>0 tak, Ze |z|=2+¢€. Dale
vyuzijeme trojuhelnikové nerovnosti pro komplexni ¢isla :

r(c)=max||c
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|2°|=|2%+c—c|<| 2> +c|+|c].
Po pievedeni |c| na druhou stranu rovnice ziskame |z°+c|=|z%|—|c|, coz Ize dale upravit
2%+ c|=|2°|=|c|=[ 2 =|c|=| 2 =|z|=] 2[(| z |- 1) = (1 +€) |2] = 2]

Z toho plyne, ze pii splnéni predpokladi, vzroste v kazdé iteraci hodnota alespon o faktor 1+€. V
k -té iteraci tedy alesponi o (1+€)* a z toho plyne, Ze absolutni hodnota jde k nekoneénu. []

2.5. Mandelbrotova mnozina

Mandelbrotova mnoZina je na rozdil od Juliovych mnozin jen jedna. Je opét vytvafena pomoci
iterace funkce komplexni paraboly (2), kde proménné z, a c¢ lezi v komplexni roving.
Mandelbrotovu mnozinu lze definovat jako mnozinu

M=(ceC|c—c*+c—--je omezena],

coz je puvodni Mandelbrotova definice z roku 1979 (vice v [17]). Lze ji ovSem také definovat jako
mnozinu vSech komplexnich ¢isel ¢, kdy je Juliova mnozina J _ souvisla.

Obrazek 7 Mandelbrotova mnozina

Nyni si uvedeme zékladni vlastnosti Mandelbrotovy mnoziny. Zékladni rozdil oproti Juliovym
mnozindm je ten, Ze Mandelbrotova mnozina je jen jedna (tedy pro exponent 2). Dale plati, Ze
Mandelbrotova mnozina je souvisla. Toto tvrzeni dokazali roku 1982 A. Douady a J. H. Hubbard
(podrobné v [19]).

Pti zkoumani Mandelbrotovy mnoziny zjistime, Ze po obvodu jsou mnoziny stejné¢ho tvaru. Tyto
mnoziny nejsou pouze po obvodu, ale i ,,0samoceny* v okoli. OvSem vzdy jsou spojeny s hlavni
¢asti, mnozina M je souvisla.

Mandelbrotova mnozina ma uzky vztah k mnozinam Juliovym. V definici bylo zminéno, Ze pro
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bod z mnoziny M je odpovidajici Juliova mnoZina souvisla. Cim blize bude bod ¢ hranici M, tim
nepravidelnéj$i bude pftislusna Juliova mnozina. Zajimavé je také vybrat body z menSich
podmnoZzin po obvodu.

Stejné jako v piipad€ Juliovych mnozin, musime i ted’ z kone¢ného poctu ¢lenti posloupnosti
rozhodnout, zda konverguje ¢i diverguje. Pro Mandelbrotovu mnozinu plati, ze posloupnost jde k
nekonec¢nu praveé tehdy, kdyz velikost n¢jakého ¢lenu posloupnosti piekro¢i hodnotu 2. Dlkaz se
provadi velmi podobné¢ jako pro Juliovy mnoziny.

Obrazek 8 Ukdzky Juliovych mnoZin v zavislosti na pozici v Mandelbrotové mnoZiné.
1) c=—1.0155+0.00590551181i; 2) c=—0.46+0.496062992i
3) c=—0.119+0.761811024i; 4) ¢=0.2935+0.537401575i; 5) ¢c=0.3925+0.2125984251;
6) c=0+1i;7) c=—0.451805+0.572113894 i (je mimo mnozinu)

Pti prizkumu Mandelbrotovy mnoziny pomoci mého programu, kdy vynaSime iteracni
posloupnosti do grafu v komplexni roviné, zjistime, Ze posloupnosti konverguji k nule pouze pro
body z nejvétsi ,,bubliny* Mandelbrotovy mnoziny. V bublinach po obvodu posloupnosti vzdy
osciluji. Cim je vétsi je bublina, tim méné ,,cipti* v posloupnosti nalezneme. Naptiklad v bubling
obsahujici bod —0,124+0,75i tvoii posloupnost bodi piiblizné trojuhelnik (viz obrazek 9a).
Pokusme se vyfesit, pro ktery pocatecni bod posloupnosti je to piesny trojuhelnik. Musime vyfesit
rovnici, kdy se po¢ateni bod rovna bodu po treti iteraci, tj. z,=z,. Bod z, si pfepiSeme jako

Z3=[(z§+zo)2+zo]2+zo
a feSime rovnici
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Zo=[(zé+zo)2+ 20]2+ZO'

Po upravé se rovnice zjednodusi na

0=zo(14z,+2zo+2z,) .

a)-0,12 + 0,75i b) 0 + 0,5i
08 0,52

0,6 7///’\ 0.48
<\\ \ A
O\ NRVA

~. 0,36 \//’
. \ 0,32 \

0,28 \ G

N\
\ e/
v/

-0,2 0,24
-0,75 -0,6 -0,45 -0,3 -0,15 0 0,15 -0,25 -0,2 -0,15 -0,1 -0,05 0

c)-0,5 + 0,5i d) -0,447 - 0,574
0,5 4

3,5
3 /

0,4 be /
|2 /
03 X /
7,0 Z2 /

0.2 Lﬁ/\\ — | O'Z /
| AN - N

0 -1,5
-0,75 -0,6 -0,45 -0,3 -0,15 0 -10 0 10

Obrazek 9 Iteracni posloupnosti pro riizné body Mandelbrotovy mnoZiny.
a) Osciluje b) Konverguje c) Velmi pomalu konverguje d) Diverguje

Vyfesit tuto rovnici analyticky neni Upln€ snadné, protoZze obsahuji tieti mocninu. K feSeni tedy
pouzijeme program Mathematica, pomoci kterého ziskame nasledujici pfesna feseni:

1 .
Z,= _%+6%(1_¢§i)(25_3@)3+ L+V3i — ~—0,12256116+0,744861761
3374(25-369)°
1 .
Z,= —%+6%(1+¢§i)(25—3d?9)3+ LEV3i L 012056116-0,744861761

334(25-369)
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1 1
2= Yoo 2 3_(1(25—3@))3 ~—1,75487766624669
3 25-3/69 2

Vsechny koteny jsou dvojnasobné. Dostavame tedy osm feSeni, ale pro nas jsou zajimava hlavné
prvni dvé. Ty se totiz nachazeji v bubliné nahote a symetricky dole. Pokud tedy zvolime pro iteraci
body z bubliny obsahujici néktery z téchto dvou bodl, pak bude vysledny graf pfipominat
trojuhelnik. Cim blize bude vybrany bod nami spoéitané hodnot&, tim presnéjsi trojihelnik
dostaneme.

Vypocty lze ovéfit, ze pro kazdou bublinu existuji body, kde posloupnost osciluje jen mezi
nckolika body a pocet téchto bodi zavisi prave na velikosti bubliny.
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3. Teoreticka cast

3.1. Mira a dimenze

Pti studiu fraktala do vétsi hloubky je potfebna alespon ¢astec¢na znalost teorie miry. Neni ovSem
zase tieba byt v této oblasti expert. Nas budou zajimat pouze miry na podmnozinach R". Mira je v
podstaté zpusob, jak ¢iselné popsat velikost mnoziny. Matematicky je definovana takto:

Definice 1 Mira

Necht X je mnoZina a necht F je o—algebra podmnozin X. Mira na F je mnoZinova funkce
M:F—1(0,00) takovd, e

1. M(Q)=0,

2. Pokud A,E€F je disjunktni posloupnost mnozin, pak

M(U A,

=2m(An).

Definice 2 Vnéjsi mira

Necht X je mnozina. Vnejsi mira na X je funkce M definovand na vsech podmnozinach mnoziny
X, kterd zobrazuje do intervalu {0,%) a zdroven plati:

1. M(Q)=0,
2. Pokud A< B, pak M(A)<M(B),

3. 9_1/1( U An)s > HM(A,) pro libovolnou posloupnost mnozin A,EF.
n n=1

Prvni podminka poZaduje, aby prazdnd mnozina méla vzdy miru 0, druhd podminka zase
poZaduje, aby vétsi mnoZzina méla 1 vétsi miru a posledni podminka zajist'uje, aby mira mnoZiny
nebyla vétsi nez soucet mér ¢asti pti spocetném rozlozeni mnoziny.

Pro kaZzdou miru existuji mnoZiny, na kterych se mira chové aditivné. Tyto mnoZiny se nazyvaji
p -méfitelné mnoZziny a matematicky jsou definovany takto:

Definice 3 u-méritelna mnozina

Mnozina A< X se nazyva u-meritelna mnozina prave tehdy, kdyz
ulE)=pENA)+pu(ENA)

pro vSechna Ec X.

V nékterych ptipadech se setkame se specidlni verzi miry, tzv. rozloZzenim hmoty (mass
distribution).

Definice 4 Rozdeleni hmoty
Necht u je mira na omezené podmnozine ACIR". Necht pro ni plati 0 <p (IR") <oo. Pak tuto miru
nazyvame rozdélenim hmoty a p| A) nazyvame hmotou mnoZiny A.

Definice mér a dimenzi pro matematicky slozit¢ mnoziny se Casto zakladdaji na tom, ze méfenou
slozitou mnozinu pokryji jinymi mnoZzinami (jednodus$imi) a dle vlastnosti téchto mnozin (pocet,
diametr...) pak definuji hodnotu miry. Spocetné pokryti je definovano takto:
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Definice 5 Spocetné pokryti

Mnozina mnozZin A se nazyva spocetné pokryti mnoziny F pravé tehdy, kdyz

rFclJa

A€ A
a A je konecna (casto spocetnd) mnozina.
V této definici vliibec nehraje roli velikost mnozin v pokryti. Proto definujeme jesté e-pokryti,
kde je na mnoziny tohoto pokryti kladen pozadavek, jaky mohou mit maximalni diametr.
Definice 6 s-pokryti

Necht' ¢ je kladné realné cislo (Casto velmi malé). Pokryti A se nazyva e-pokryti, pokud plati
diam A<¢& pro vSechny mnoZiny A€ A .

Princip e-pokryti je zndzornén na obrazku 10. Obecné mohou byt v pokryti libovolné mnoziny v
libovolném poctu, ale v praxi se snazime dosahnout toho, aby jich byl co nejmensi pocet a tvarem
co nejlépe kryli danou mnozinu. Nékdy je tfeba vzit napiiklad pokryti pouze ¢tverci, kruhy nebo
Jjinymi mnoZinami. Setkdme se s tim hlavné v kapitole o mfizkové dimenzi.

SN N

Obrazek 10 Riizna pokryti mnoZiny pro zmensujzcz see€.

Déle definujeme dolni a horni induktivni dimenzi. Jejich hodnoty jsou vzdy cela cisla. Tato
vlastnost je zcela logicka, ale pii studiu fraktadlnich mnoZin bychom se moc daleko nedostali. Tyto
dimenze pak nahradime obecnéj$imi, které davaji redlna Cisla jako svlij vysledek. Tyto definice
jsem uvedl hlavné k porovnani s fraktalnimi dimenzemi.

Definice 7 Dolni induktivni dimenze

Dolni induktivni dimenze prostoru (S, p) je definovdna jako
indS=-1 o S=4
ind S <k < (IBcT bdze)(V BEB)(indd B<k—1)

ind S=k < indS<kA-ind S<k-—1
indS=+w < (VkeN)(-indS<k)

Tato definice v podstaté fika, ze mnozina ma dimenzi k, pokud jeji hranice ma dimenzi k—1.
Tedy naptiklad krychle ma dimenzi 3, protoze je ohrani¢ena ¢tverci, které maji dimenzi 2. Ctverce
maji dimenzi 2, protoZe jsou ohrani¢eny Useckami, které¢ maji dimenzi 1.

Definice 8 Horni induktivni dimenze
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Horni induktivni dimenze metrického prostoru (S, p) je definovina jako

IndS=-1 < S=0

IndS<k < (VA,BcS uzaviené,disjunktni )(AL<S)(Ind L<k—1AL oddéluje A, B)
Ind S=k < IndS<kA-IndS<k-—1

IndS=+0 < (VkeIN)(~IndS<k)

3.2. Hausdorffova mira

Pojem dimenze je pii zkoumani fraktalt velmi dilezity. Jednou z nejstarSich, avSak také jednou

hlediska, 1ze ji pouZit na libovolné mnoZiny a je zaloZena na mirach, se kterymi se relativné lehce
pracuje. Jeji hlavni nevyhodou je, ze v nékterych ptipadech je velmi obtizné spocitat jeji hodnotu. V
této kapitole definujeme Hausdorffovu miru a diky tomu potom i Hausdorffovu dimenzi.

Definice 9 Hausdorffova s-rozmérna vnéjsi mira

Definujeme

F5(F)=inf )_ (diam 4), )
A€ A
kde infimum je pres vSechna e-pokryti A mnozZiny F . Kdyz se ¢ bude zmensovat, pak se H J(F)
bude zvysovat, jelikoz se snizi pocet dostupnych pokryti. Ma tedy smysl definovat
9 (F)=lim 9 (F)=sup ' (F), )

£-0 >0
coz je Hausdorffova s-rozmérna vnejsi mira mnoziny F.

Znadeni: #*(F) se bude znacit vn&j§i mira (s pruhem) a #°(F) bude (obyéejnd) mira (bez
pruhu).

Hodnota limity je v intervalu (0, , pficemz hodnot 0 a o nabyvé velmi ¢asto. Hausdorffova
mira zobeciiuje obecny pojem délky, plochy a objemu. D4 se dokazat (diikaz Ize nalézt naptiklad v
[9]), Ze n-rozmérnd Hausdorffova mira splyva s n-rozmérnou Lebesgueovou mirou. To znamena, ze
pro ,,bézné* podmnoziny FER" je #H°’(F) rovna poétu bodit v mnozing F, #'(F) je délka
hladké kiivky F, H*(F)=(4/m)-plocha(F), pokud F je hladka plocha a
F°(F)=(6/1)-objem (F) .

Z definice neni pfimo vidét, zda jsou opravdu splnény podminky pro to, aby #*(F) resp.
H*(F) byla opravdu vné&j§i mira, resp. mira. Splnéni t&chto podminek jsem ové&fil a dokazal
nasledujici vétu. Dikaz jsem se snazil provést sam, ovéril jsem dle literatury [8], zda jsem
postupoval spravné a také jsem nasledné podle literatury [8] upravil zapis.

Véta 3 Hausdorffova vnéjsi mira H°(F) je opravdu vnéjsi mira.
Diikaz: Musime dokézat
1. 9°(Q)=0.
Prazdnou mnozinu miizeme pokryt jedinou mnozinou s diametrem v rozmezi 0<&£<6 .
Takze O<#H.(D)<&" pro kazdé &>0. Z toho plyne, ze H;(B)=0. Pak
H* (R )=lim H(F)=0

5—0

2. FcG=H'(F)<#*(G)
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Pokud F <G, pak kazdé o-pokryti G je také pokryti F'. Pokud tedy vezmeme infimum
pfes vsechna  O-pokryti, dostaneme H;(F)<H3(G) a pro 6—0 dostaneme
H(F)<H'(G).

3. Pokud 4,, 4,, ... je spocetna (nebo konecnd) posloupnost mnozin, pak

7?(0 Ai)sg H'(4,)

Pokud jsou A4, disjunktni, pak nastava rovnost.

Tento bod dokaZeme nasledovné. Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, Ze

> 963 (4))<co.
i=1

Necht pro kazdé £>0 je (U, ;- j=1,2,..] -pokryti 4, takové, ze

Toto celé plati pro libovolné £>0, takze
}‘[S(U A) lim 7 (U A,)sz Hy(4,).
i=1 -0

sv oW 1Y v 70 Ie v o Ve v . e
Jiz bylo zminéno vyse, ze H°(F) se rovna poétu bodti v mnozing. Toto se mi podafilo celkem
snadno dokazat.

Véta 4 Necht F<R". Hodnota #°(F) je rovna poctu bodii v mnoziné.
Diikaz: Necht [4,] je d-pokryti F . Prokazdou mnozinu 4, je |4,’=1 a zi |4 je tim padem
pocet mnozin v pokryti. Takze H o(F) je nejmensi pocet mnozin tvoticich pokryti mnoziny F .

Pokud mnozina F' obsahuje k bodi, X, X,,...x, , pak miizeme definovat J-pokryti mnoziny F
jako k kouli se stfedy v bodech X; s poloméry &/2 . Pak bude H WF)<k. Kdyz 0 zvolime tak
malé, aby platilo |x;—x,[>8 prokazdé i# j,pak H3(F )=k atedy #°(F)=k.

Pokud mnozina F obsahuje nekone¢né bodt, mizeme vzdy vzit podmnozinu £, mnoZziny F
tak, Ze obsahuje k bodt. Pak 9°(F)>J°(F )=k ato pro libovolné k ,tedy #°(F)=oo . (]

Pro kone¢né mnoziny si uvedeme jesté jednu vlastnost. Pro s>0 je Hausdorffova s-rozmérna
mira konecné mnoziny vzdy rovna nule. Dikaz tohoto tvrzeni neni obtizny, pro jistotu jsem ale jeho
platnost ovéfil v literatute [8].

Véta 5 Pokud je F konecnd mnozina, pak H*(F)=0 pro kazdé s>0.

Diikaz: Necht F={x,,x,,...,x,], jako &-pokryti volme koule s polomérem &£/2 se stiedy v
bodech x;.Pak
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k
7 ()<Y &
i=1

pro libovolné >0 . Tim padem pro £ —0 je #*(F)=0.0

Dalsi véta podava informaci o jedné z velmi dulezitych vlastnosti Hausdorffovy miry. Popisuje
chovani Hausdorffovy miry, kdyz mnozinu zmensime nebo zvétSime. Mnoho fraktalnich mnozin
obsahuje zmensenou verzi sama sebe, takze pti vypoctu dimenze se tato vlastnost velmi hodi.

Véta 6 Necht' S je podobnostni transformace s meritkem A>0 . Pokud FcRR", pak
HES(F))=A"9°(F).

Diikaz: Pokud (U,] je e-pokryti F,pak {S(Ui)} je Ag-pokryti S(F). Pak plati
Z(diamS(U,.))s=Asz(diamU[)S

1

z toho tedy

(S(F))<aas(F) .

&

f[‘s

AE

Pro £—0 dostavame }_[S(S(F))SASJT[S(F) . Pokud misto S vezmeme S~', A nahradime za
1/A a F nahradime za S(F), dostaneme opacnou nerovnost. [

Véta 7 Necht FCRR" a f:F —R" jezobrazeni takové, ze pro konstanty ¢>0 a «>0 plati

|flx]=fllsclx=yI" (Vx,VyeF). (6)
Pak pro kazdé s je
A fF))=e w0 (F). (7)

Diikaz: Necht (U,} je d—pokryti F. Z nerovnosti v piedpokladu odvodime, Ze

diam f (FNU,)<c(diam FNU " <c(diam U,)"" .

Z toho tedy plyne, Ze {f(FﬂU,»)} je e-pokryti f(F), kde e=c5". Takze

Z (diam Fn Ui)mX < Z (diam Ui)s

1 1

z toho plyne
7)< 3 ).

&

Pro & jdoucik 0 pijdei € k 0 a dostaneme z toho tedy tvrzeni véty. 0

Podminka (7) v pfedpokladu véty je znama jako Holderova podminka s exponentem « . Funkce
spliujici tuto podminku pro =1 se nazyva lipschitzovska.

0 - ’ [ ’ v o Ve v I3 v 1 r 1z r
Pro #” jsme dokazali, Ze se rovna poctu bodii v mnozing, zminili jsme, ze # odpovida délce
mnoziny. Tuto vlastnost dokdaZeme nyni.

Véta 8 V metrickém prostoru R splyvad 1-rozmérnd Hausdorffova mira H' s Lebesgueovou mirou
A
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Diikaz: Vezméme mnozinu AR, kterA ma kone¢ny diametr. Potom supA—inf A=r, takze
mnoZina A je obsaZena v uzavieném intervalu I délky » a A(A)<A(I)=r. AvSak mira | je
nejvetsi vngjsi mira M splijici M| A)<diam 4 pro viechny mnoziny A s diametrem mensim nez £.Z
toho plyne, ze }_[i(F)Z?_\(F) pro véechny mnoziny F ,takze ' (F)>X(F).

Nyni vezmeme polootevieny interval (a,b) a zvolme &> 0. Interval rozdélime pomoci bodii
a=x,<x;<..<x,=b, pro kter¢ plati x,—x, ;<& pro kazdé¢ ;. Interval (a,b) je tedy pokryt
spodetnym systémem intervald ((x;_,,x;):1<j<n] . Plati

7

Z}diam(xj_l,xj>=z(xj—xj_1)=b—a.
=

Jj=1

Z toho dostavame, 7e H lg(<a,b))ﬁb—a. Ale mira A je nejvétsi vn&j§i mira spliujici
Ala,b)|<b—a pro viechny polooteviené intervaly (a,b), a proto A(F)=%"'(F) pro kazdou
mnozinu F .

Takto jsme dokazali, Ze vné&js$i miry splyvaji. MnoZiny ovSem spliuji Carathéodoryho kritérium,
tim padem splyvajiimiry A a #'. 0

3.3. Hausdorffova dimenze

Nyni budeme zkoumat % *(F) jako funkci s pro danou mnozinu F . Ukazuje se, 7¢ kdyz s
roste, pak #°(F) klesa. Dale se budeme zabyvat dalsimi vlastnostmi.

Véta 9 Necht F je borelovskd mnoZina a necht 0<s<t jsou redlnd cisla. Pokud je H*(F)<o),
pak H'(F)=0. Pokud je 3'(F)>0, pak 3 *(F)=o0.
Diikaz: Pro libovolnou mnozinu A4 takovou, Zze diam A<g, plati
H'(A)<(diam 4) <& (diam 4)° .
Z toho tedy dostavame 9 .(F)<& ™ #(F) pro libovolnou mnozinu F . Pokud bude #:(F)=0,
pak
H(F)<lim &' H(F|=0-9°(F)=0

£-0
Stejné se dokaze 1 druha ¢ast véty. [
Vlastnost, ktera je uvedena v piedchozi vété, dovoluje definovat Hausdorffovu dimenzi. Rika, Ze
existuje &islo s, pro které plati, ze Hausdorffova mira j #' je rovna nekone¢no pro ¢<s a rovna

nule pro ¢>s . Pokud takové ¢islo najdeme, nazyvame ho Hausdorffovou dimenzi. Pfesna definice
nasleduje.

Definice 10 Hausdorffova dimenze
Pro libovolnou mnozinu F definujeme Hausdorffovu dimenzi jako
dim, F=inf (s> 0: #*(F)=0}=sup {s=>0.:H*(F)=o0} .
Hodnota Hausdorffovy miry pro spravné s je vétSinou nenulové konecné cislo. Je ale

samoziejmé mozné, ¢ hodnota # °(F) se rovna nule pro viechna s>0. V tomto piipadé je
dimy /=0 . Stejné tak se miize stat, ze dimy F =co pro vSechna s, pak je dimy F=ow.
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0 | -
0 dim, F=s, s
Obrazek 11 Hodnota Hausdorffovy miry v zavislosti na s

Uved'me jednoduchy piiklad. Za mnoZinu F vezméme kruh s jednotkovym polomérem v IR® .
Jak jiz bylo feceno vyse, H'(F) je rovno délce mnoziny F, v naSem piipadé tedy nekoneéno.
#*(F) Je aZ na koeficient rovno plo§e mnoziny F, tzn. ﬁ2(F)=(4/1T)~plocha(F)=4 , COZ je
mensi neZ nekone¢no. Podobné #°(F) je aZ na koeficient rovno objemu mnoZiny F, tzn.
I F )=(6/ Tr)-objern (F)=0. Hausdorffova dimenze vychazi tedy rovna 2. Tato situace je
ilustrovana na obrazku 11, kde pro s<2 je hodnota miry nekonec¢no a pro s> 2 je to nula.

Pro Hausdorffovu miru plati, ze je monotonni.
Véta 10 Necht' A, B jsou borelovské mnoZiny. Pak plati, Ze pokud A< B, pak dimyA<dim B
Diikaz: Predpokladejme tedy AS B. Véta 3 tika, 7e pokud AS B, pak 7r'(4)<#'(B). Kdyz

tedy bude s>dimy B tak 7/°(A)<#*(B)=0 (z véty 9) a tim padem dimy4<s. To oviem plati
pro viechna s>dim B | takze dimyA4 <dimyB. [

Dalsi véta hovoii o tom, jak vypada dimenze sjednoceni. Tuto vétu se mi podafilo dokézat, ale
samoziejmeé jsem postup ovéfil podle literatury.

Véta 11 Necht' A, A,, ... jsou borelovské mnoZiny. Pak

dimy U A;=supdimy 4, (8)

keN k

Diikaz: Necht' s>sup,dim,A4,, to znamena, z2¢ YV k€N bude s>dimy4,. Z toho plyne, Ze
VY k€N }_[S(Ak)= 0. Vime, Ze #* je vné&jsi mira, takze plati

f[(U Ak)sz H*(4,)=Y 0=0.

k€N k€N keN

TakZe dimenze sjednoceni je mensi nez s, a to pro vSechna s>sup,dimy 4, . Plati tedy, ze

dimy, U A, <supdimy A4,.

keN k

Podle véty 10 je dimenze podmnoziny mensi nebo rovna dimenzi nadmnoziny, takze

dimy, U Ay=supdimy 4,.
k

k€N
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Z nerovnosti tedy plyne rovnost a ditkaz je proveden. O

Véta 12 Necht' F cR" a necht f: D—R" spliuje Holderovu podminku

[flx)=fyllsclx=y[* (Vx,V yeF).
Potom plati, zZe dime(F)S(I/a)-dimHF.

Diikaz: Pokud s>dim, F , pak podle véty 7 je #*"( f(F))<c”*3*(F)=0. Z toho plyne, e
dimy, /' (F)<s/« pro vechna s>dimy F . O

Dusledkem této véty je, ze pokud je funkce f.:F —IR™ lipschitzovska, pak
dim, f (F)<dim,F.

Dalsi dusledek je, Ze pokud je funkce f:F —IR™ bi-lipschitzovska, coz znamena, ze spliiuje
podminku

o\lx=ylslf(x)=f(yl<c,lx=y] (Vx,V yeF), 9)

kde 0<c,<c,<o, pak dim, f(F)=dim, F.

Tyto disledky néas vedou k zakladni vlastnosti Hausdorffovy dimenze: Hausdorffova dimenze
je invariantni vici bi-lipschitzovské transformaci. Kdyz tedy budou mit dvé mnoziny rozdilnou
dimenzi, pak mezi nimi neexistuje bi-lipschitzovska transformace. Ve fraktalni geometrii se dvé
mnoziny povazuji za ,stejné‘ pravé tehdy, kdyZ mezi nimi existuje pravé bi-lipschitzovska
transformace. Samotnd Hausdorffova dimenze nam o topologickych vlastnostech mnoziny mnoho
netfekne, ale 1ze dokazat nésledujici véta pro mnoziny s dimenzi mensi nez jedna.

Véta 13 Mnozina FcR" s dim, F <1 je upiné nesouvisia.

Diikaz: Necht x a y jsou dva rozdilné body z mnoziny F. Definujme zobrazeni f :IR"—{0, o)
jako  flz)=|z—x|. Toto zobrazeni nezvétiuje vzdalenost mezi body, protoZe

|f(z)—f(w)|=“z—x|—|w—x|‘§‘(z—x)—(w—x)|=|z—w|. Z dusledku véty 12 ndm plyne, Ze pro
lipschitzovské zobrazeni (tzn. nase zobrazeni f') plati dim,, f(F)<dim, F <1. Mnozina f(F) je
tedy podmnozinou R s mirou #' (neboli délkou) rovnou nule. Z toho plyne, Ze ma husty
doplnék. Nyni zvolme bod 7 takovy, ze & f(F) a 0<r<f(y). Z toho plyne

F=|z€F:|z—x|<r|U|z€F :|z—x|>r|.

Mnozina I je tedy obsazena ve dvou disjunktnich mnoZzindch s bodem x v jedné a bodem y ve
druhé. Body x a y lezi tedy kazdy v jiné komponenté mnoziny F. 0
Véta 14 Hausdorffova dimenze R je 1.

Diikaz: Véta 8 iikd, ze Hausdorffova mira #H' splyva s Lebesgueovou mirou A, plati tedy
#'((0,1))=A({0, 1))=1. Dimenze intervalu (0,1) je tedy rovna 1. Interval (0,1) je ale &asti
IR, tzn. dimenze R je vétsi nebo rovna nez jeho dimenze, tedy vétsi nebo rovna 1.
Kdyz vezmeme libovolné s>1, bude #°((0,1))=0. Intervaly (n,n+1) jsou izometrické s
(0,1), takze #°((n,n+1))=0. Dostavame tedy
' (R)< D, #'((n, n+1))=0.

n=—oo

Tento vyraz nam tedy fika, ze pro viechna s>1 je dimyIR<s. Dimenze R je proto mensi nebo
rovna 1. Po spojeni obou nerovnosti ziskame pozadovany vysledek dimyIR=1. 0
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e=1
e=1/2
e=1/4
£=1/10

Obriazek 12 Pokryti intervalu (0,1)

Takto jsme zjistili, Ze jednorozmérna Lebesgueova mira je vhodnéd pro pocitdni Hausdorffovy
dimenze R . Snadno tedy usoudime, e pro vypodet Hausdorffovy dimenze RR® bude potieba

pouzit dvourozmérnou Lebesgueovu miru A”.

e=2

AN

Obrazek 13 Pokryti jednotkového ctverce

Véta 15 Hausdorffova dimenze R’ je 2.

Diikaz: Vezméme jednotkovy &tverec Q=(0,1)X(0,1). Tento &tverec lze pokryt n® mensimi
Stverci s délkou strany 1/n (viz. obrazek 13), takZe pro £>+/2/n dostavame

}_[E(Q)Snz(\/i/n)2=2.
Tim padem #*(Q)<2 atedyi dim,0<2.

Ted’ je jest¢ tfeba dokazat opacnou nerovnost. Necht A je spocetné pokryti O pouze
uzavienymi mnozinami. Uvédomme si, ze kazda mnozina 4 s diametrem 7 je obsazena ve ¢tverci
0, se stranou mensi nebo rovnou 7 . Z toho dostavame

Y. (diam 4P= Y, A°(0,)= Y Az( U QA)ZA2<Q>=1.

s Aeq Aea Ae A
Takto jsme dostali #*(Q)>2 atedyi dim,;Q=2.

Nyni budeme postupovat jako u dikazu piedchozi véty. Protoze QclR?, tak
dim,R’>dim,0>2. Pro s>2 je #°(Q)=0, ale R® lze pokryt spofetnym systémem
[0, :n€EN} &tverct o strané 1, takze

%“(IRz)sZn: #(0,)=0.
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Z toho plyne, ze dim,IR’<s , tedy dimyIR’<2. Z opa&nych nerovnosti dostdvame pozadovany
vysledek dim,R*=2. O

3.4. MriZkova (box-counting) dimenze

V predchozim textu jsme se seznamili s Hausdorffovou dimenzi. Tato dimenze byla velmi
obecna, pouzitelnd pro vSechny mnoziny, a proto také obtiznd na vypocet. V praxi se ovSem
pouzivaji i dalsi (alternativni) typy dimenzi. Podrobné informace o alternativnich dimenzich lze
nalézt v [8].

Tyto dimenze byvaji zpravidla zaloZzeny na ,méfeni s méfitkem 6%, kdy zanedbavame
nepravidelnosti mensi nez 6. Sledujeme, jak se tato méfeni chovaji, kdyz 6 — 0. Jako ptiklad
muzeme uvést méfeni délky kiivky F tak, ze spocitame, kolik krok délky 6 musime provést,
abychom ji celou prosli. Toto provedeme pro dva riizné kroky 6 a vypocteme mocninou zavislost.
Ozna¢me M ,(F) podet krokd pti délce kroku &. Pfedpokladejme tedy, 7e zde existuje mocninna
zavislost. Pak

M,(Fl~c6™

pro konstanty ¢ a s. Pokud toto nastane, pak fikame, Zze mnozina /' ma dé¢lici dimenzi (anglicky
divider dimension) s. Tento vyraz zlogaritmujeme

logM ,(F)~logc—slog s
a velikost kroku 6 budeme stale zmenSovat

logM s(F
s=lim g—‘S(). (10)
50 —10g5

Hodnota s vlastné znamend smérnici ptimky v log-log grafu.

Pokud budeme definovat dal$i verze dimenzi, pak se samoziejmé jejich vysledky na stejnych
mnozinach nemusi shodovat (dokonce ani pro ,,hezké™ mnoziny). Jejich vlastnosti budou také
odlisné a je tfeba je odvozovat piimo z jejich definice. Nékteré tyto vlastnosti si odvodime a
vysledky budeme porovnavat pravé s dimenzi Hausdorffovou.

Z podobného principu vychazi i dimenze, kterou se budeme nyni zabyvat. Je to mFizkova
dimenze. Tato dimenze je v praxi jednou z nejvice pouzivanych. Algoritmus se relativné jednodusSe
implementuje na pocitaci a pro velkou tfidu mnozin dava stejné vysledky jako Hausdorffova
dimenze. MfiZzkova dimenze je definovana takto:

Definice 11 MriZkova dimenze
Necht F je neprdzdnd omezend podmnozina R" a necht N 5(F ) je nejmensi pocet mnozin s

diametrem O, které pokryvaji mnozZinu F. Definujeme dolni a horni mrizkovou dimenzi mnoziny F
Jjako

. logN,(F]

dimy F=lim sup ———— (11)
§—-0 —10g5k

- log N ;(F

dim, F=1lim sup g—(S() (12)

s-0  —logd,

Pokud se tyto vyrazy rovnaji, pak spolecnou hodnotu nazyvame mrizkovou dimenzi mnoziny F, tedy
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log N, F
dimmy F=tim 22 )

13
s-0 —logo, (13)

Piedpokladame, Ze ¢islo 6 je dostateéné malé, aby hodnota —log 6 byla ostie vétsi nez 0. Stejné
tak nechceme dopustit situace jako ,, log0“ a ,,logoo, proto na mnozinu klademe ptedpoklad
neprazdnosti a omezenosti.

Miizkovou dimenzi lze poéitat riznymi zptsoby. Jako mnoziny pro pokryti mizeme zvolit napf.
krychle z mtizky se stranou 6.

Véta 16 Necht F cIR" je neprazdna mnozZina a mnoziny pro pokryti F jsou definovany jako mriizka
takto:

(m, S8, (m+1)8)X---X{(m,5,(m,+1)5)m,
kde my,...,m, jsou cela cisla, & je krok mrizky. N ;(F | je pocet krychli, které protinaji mnozinu F.
Pak mrizkové dimenze pocitané pomoci N S\FlaN 5(F ) z definice 11 jsou si rovny.
Diikaz: Je ziejmé, Ze tyto krychle mnoZinu F pokryvaji, a tedy tvoii & vn-pokryti. Plati, 7e
N,:(FI<N(F).
Pokud 6vn<1 (abychom mohli nerovnost prenasobit 1/(—log §vn)), pak

Nav’Z(F) < Na(F)
—logsvVn ~ —logVn—logs

A pokud 6 — 0, pak

. o Ny(F) L NG(F)
dimy F'=lim inf ————<Ilim inf ,
s-0 —logén s—0 —logd

— NyGlF) . Ny(F)
dimg F'=1im sup —<lim sup .
50 —10g5\/n s—0 —logo

Na druhou stranu, kazdd mnoZina s diametrem 6 bude obsazena v maximalné 3" krychlich z
miizky o hrané¢ 6. To znamena, Ze

N,(F)<3"N,(F),

a pokud toto zlogaritmujeme a 6 posleme k nule, dostaneme tak opacné nerovnosti, tzn.

*

. .. N(F)
dim, F'>1lim inf s
s-0 —logo

N,(F)

dim, /> lim sup .
s-0 —logd

Z opacénych nerovnosti plyne rovnost. 0

Tato verze vypoctu miizkové dimenze se vyuZiva nejcastéji empiricky, a odtud také plyne jeji
jméno. MnoZinu umistime do mtizky ¢tvercti nebo krychli a jednoduse spocitame, do kolika krychli
mnozina zasahuje. Miizkova dimenze vlastné fikd, jak rychle rostou nepravidelnosti se zmenSujicim
se d.

Uvedli jsme si dva rizné zplisoby vypoctu miizkové dimenze (bud’ z definice nebo pomoci véty
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16), ale samoziejme, Ze to nejsou vSechny mozné. O dal§ich moznostech ndm tika nasledujici véta,
jejiz dikaz lze nalézt naptiklad v [8].

Obrazek 14 Pét zpusobii, jak najit mrizkovou dimenzi mnoZiny. Obrazky odpovidaji
bodiim ve vété 17. Hodnota N ;(F) je tedy v prvnim pripadé (1) nejmensi pocet kouli
s polomérem O, v druhém pripadé (2) nejméné krychli se stranou S, ve tretim (3) je
to pocet krychli z mrizky o strané S, které protinaji F, ve ctvrtém (4) nejméné
mnozin s diametrem & a v pdtéem (5) je to nejvetsi pocet disjunktnich kouli s
polomeérem 6 se stredy v mnozine F.

Véta 17 Horni a dolni mrizkova dimenze mnoziny F cR" jsou dany jako
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logN; (F
dim,, F=lim ing 108N (F)

s—0  —logd,
S log N (F
dim, F'=1im sup g—(s()
50 —logéd,
a samotna mrizkova dimenze je dana jako
log N ;*(F )

dimy F=Ilim
s-0 —log o,

(pokud limita existuje), kde N :;* (F) je jedno z nasledujicich :
1. nejmensi pocet uzavienych kouli s polomerem 6, které pokryvaji F
2. nejmensi pocet krychli se stranou 6, které pokryvaji F';
3. pocet krychli z mrizky se stranou 6, které protinaji F;
4. nejmensi pocet mnozin s diametrem maximalne 6, ktere pokryvaji F;
5. nejvetsi pocet disjunktnich kouli s polomérem 6, které maji stred v F.

V praxi lze samoziejmé pouzit vice ekvivalentnich definic, které 1épe odpovidaji naSim
potiebam.

Nyni se pokusime zjistit vztah mezi miizkovou dimenzi a Hausdorffovou dimenzi. Pfi vypoctu
miizkové dimenze jsme nasli pokryti mnoziny F', ovSem nemuselo to byt prave to nejvhodnéjsi pro
Hausdorffovu dimenzi.

Véta 18 Necht' F cR" je neprazdna mnozina. Pak
dim, F <dimy F<dimg F. (14)
Diikaz: MnoZinu F' jsme pokryli N 5(F ) mnoZinami s diametrem &, proto dostdvame
i (F)<N,(F)s°.
Pokud bude
1<9°(F)=lim 903 F),

6—0
pak zlogaritmovanim pravé strany dostaneme (pro dostatecné malé o) logN 5(F )+s10g 6>0.
Odtud plyne, Ze

logN |\ F
s<lim infgié()
s-0  —logé

3

a tedy
dim, F <dim, F<dim, F [}

Z této nerovnosti bohuzel plyne, ze Hausdorffova a mfizkova dimenze se nerovnaji. AvSak v
praxi rovnost nastava velmi casto.

Vzorec z definice miizkové dimenze nam tika, ze pro mald 6 se N 5(F | chové jako &7°, kde
s=dimg F'. Pfesnéji to mizeme zapsat jako
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N(s(F)és—mo pro s<dimgF
Nd(F)6S—>O pro s>dimgF.
Miizeme psat, ze

N5(F)5s=inf[z 8" :{U,} je kone¢né & -poktyti F

Tento zapis se velmi podoba definici Hausdorffovy miry

}[‘;(F)=inf[z diamU,:{U,} je &-pokryti F

Hlavni rozdil mezi t€émito zapisy je, ze Hausdorffova mira pfifazuje kazdé mnozin¢€ z pokryti
jinou vahu (danou jejim diametrem), kdezto pii vypoctu miizkové dimenze piedpokladame u vSech
mnoZzin stejny pramer 6.

Muzeme definovat vyraz

v(F)=lim inf N,(F)s*

550 ’

ale na rozdil od #*(F) v(F) neni mira na R". Toto dokazuje, ze m¥izkové dimenze nemaji n&které
pfijemné vlastnosti a proto se s nimi pracuje hiife matematicky. Ale na druhou stranu, diky tomu, ze
mnoziny pokryti maji stejny prumér, tak se mfizkova dimenze mnohem lehceji pocita.

Pro Hausdorffovu dimenzi jsme odvodili celou fadu zajimavych vlastnosti. Nékteré plati 1 pro
miizkovou dimenzi. Nasledujici véty hovoii pravé o vlastnostech mtizkové dimenze.

Véta 19 Pro mrizkovou dimenzi plati:
1. hladka plocha F dimenze m v R" md mrizkovou dimenzi rovnu m;
2. dimy g dimg jsou monotonni;
3. dimy(EUF)=max|dimy E ,dim, F | ; neplati pro dimy;
4. dimy g dimg jsou invariantni vii¢i bi-lipschitzovské transformaci.
Dtikaz této véty je napiiklad v [8].
Véta 20 Necht' FCR" a F je jeji uzaveér (tzn. nejmensi uzaviend mnozina, kterd obsahuje F). Pak

dim, F=dim, F

&m, F=dm, F.
Dikaz: Necht B,,B,,..., B, je konecna posloupnost uzavienych kouli s poloméry &. Pokud
mnozina UY_, B, obsahuje mnozinu F, pak obsahuje i mnozinu F. Z toho plyne, Ze nejmensi pocet
kouli s polomérem 6, které pokryji F, se rovna nejmenSimu poctu kouli potiebnych pro pokryti
vétsi mnoZiny F. Z této uvahy jiz plynou uvedené nerovnosti. [

Teoreticky jsme témeét piipraveni na to, abychom byli schopni spoc€itat dimenze raznych mnozin.
Dale si uvedeme nékteré principy pocitani dimenze pro fraktalni mnoZiny.
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3.5. Vypocet Hausdorffovy miry a dimenze

Urcovani Hausdorffovy dimenze neni v praxi viibec jednoduché. Obvykle se postupuje tak, ze
nalezneme horni hranici mnoziny, a pak se snazime dokdzat, ze to je zaroven i1 dolni hranice.
Nalezeni horni hranice byva ¢asto jednodussi.

Vypocet Hausdorffovy dimenze piimo z definice neni pohodlny, ale na nasledujicich dvou
prikladech si ukazme, jak by se postupovalo.

Obrazek 15 Konstrukce Cantorova diskontinua, dimy F =1

Piiklad 1 Necht F je Cantorovo diskontinuum zkonstruované z jednotkového ctverce tak, zZe v
kazdém kroku ctverec rozdélime na 16 mensich Ctvercii s délkou hrany 114 pivodni hrany a
ponechdme pouze 4 ctverce podle obrdzku 15. Potom plati 1<H'(F |<V2, takze dimy F=1.

Vypoéet: Oznaéme E, k -tou iteraci. Tato mnozina se vzdy sklad4 ze 4* &tvercd s délkou strany
47 . Diametr téchto &tvercli je 47*V2 . Tyto ¢tverce vezmeme jako & -pokryti mnoziny F, kde
=472 . Timto zptisobem ziskame odhad H;(F)S4k4_k\/§. Kdyz k—o, pak 6—0 a
dostaneme tedy %' (F)<v2 .

Nyni se pokusime ziskat dolni odhad. Necht proj je ortogonalni projekce na osu x.
Ortogonalni projekce nezvys$uje vzdalenost, tj. |projx—proj y|<|x—y|, a pokud x,y€R*, pak
proj je lipschitzovska. Tato projekce je vlastné stin mnoziny F na ose x a z konstrukce mnoziny
F zjistime, Ze je to jednotkovy interval (0,1). S vyuZitim toho, Ze zobrazeni je lipschitzovské
(viz véta 7), mizeme psat

1=délka(0, 1)=2'((0,1))=31"(proj F)<9'(F).
Timto je ptiklad vypocten. 0

V tomto vypoctu jsme pouzili princip s ortogonalni projekci, abychom dostali dolni odhad
Hausdorffovy miry. Tento princip lze pouzit pouze ve zvlaStnich ptipadech, casto je vypocet
mnohem t€z8i. Je vidét, ze to neni nijak pohodlné a pro slozitéjsi mnoziny se pak uz jen jedna o
vymysleni neprithlednych matematickych konstrukci a popsani spousty papirt. Dal§im ptikladem je
Cantorova mnoZina.

Piiklad 2 Necht F je Cantorova mnozina. Pak dimy F=s=log2/log3 a 1/2<%*(F)<1.

Vypoécet: Oznacme k-ty krok pii generovani mnoziny E,. Mnozinu E, tedy tvofi intervaly délky
37 Pokryti {U,} mnoziny F se sklada z 2* intervali délky 37*. Tim dostavame, Ze

HiF)<Y, (diam U,)'=2"37"=1,

3
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pokud je tedy s=log2/log3. Pro k— o vychazi tedy Hausdorffova mira mensi nebo rovna 1.

Abychom dokézali, ze #*(F)>1/2, ukdzeme, Ze
. N 1 -5
X >_— b
E (dlamU,) 25 =3

pro libovolné pokryti {U,}] mnoziny F. Stadi ptedpokladat, ze {U,] jsou intervaly, které trochu
roz§ifime. Vyuzijeme kompaktnosti mnoZziny F uZ jen ovéiime, Ze vzorec plati pro {U,} slozené z
koneéného poctu uzavienych subintervalt intervalu (0,1). Necht k je takové celé &islo, Ze pro
kazdou mnozinu U, z pokryti {U,} plati

37U <375

Kdyz toto plati, pak U, protne maximaln¢ jeden interval z mnoziny E,, protoze intervaly jsou

vzdaleny alespoii 37*. Pokud j>k, pak U, protne maximilng 2'~*=2/37<2/3°(diam U J

Jjt1

intervali z £ ,. Kdyz j zvolime dost velké tak, aby 37U<|U|| pro viechna U,, pak z toho, Ze

U,} protne viech 2/ intervalii délky 37/, plyne
(Ui p y 37, ply
2'<>.2'3(diam U, )|
které se zkrati na
. 1
d U|===3
> (damy, = =5

Jak je vidét, tyto postupy jsou opravdu komplikované. Existuje nasStésti vice cest. Pti zjiStovani
dimenze mizeme také vychdzet z toho, jak se mnozina tvofi, a podle toho zvolit vhodny postup.
Casto se vyuziva vlastnost Hausdorffovy miry o zméné méfitka (véta 6). Fraktalni mnoZiny ¢asto
obsahuji zmenSenou verzi sebe sama, takze tato véta je pro vypocet takovych vét velice vhodna. Z
vlastnosti mnoziny odvodime rovnici, ktera obsahuje jako neznamé Hausdorffovu miru celé
mnoziny a miry zmensenych ¢asti mnoziny. Pomoci zminéné véty 6 piepiSeme vzorec tak, aby
obsahoval jen miru celé mnoziny. Tim se ndm ale ve vzorci objevi neznamé s. PoZadujeme, aby
hodnota #£*(F) byla vétsi nez nula a zarove mensi nez nekonetno. Za tohoto piedpokladu
miZeme rovnici &islem 97°(F) vydglit. Tim zbude v rovnici uz jen s, které upravami rovnice
snadno vypocteme. Toto Cislo pak odpovidd Hausdorffové dimenzi. Cely vypocet, kterému se fika
heuristicky, si ukdZzeme na piikladech. Takto vypocteme nejprve dimenzi Cantorovy mnoziny,
kterou jsme sice jiz predtim zjistili. Uvidime, Ze takto je to mnohem jednodussi.

Ptiklad 3 Necht F je Cantorova mnozina. Zjistéte jeji dimenzi pomoci heuristického vypoctu.
Heuristicky vypolet: Cantorova mnoZina se rozdéli na levou F,=FN(0,1/3) a pravou
Fr=FnN(2/3,1) &ast. Ob¢ tyto &asti jsou geometricky podobné mnoziné F , pouze zmensené na
jednu tfetinu. F; a Fj jsou disjunktni a plati F=F U F . Prokazdé s plati
1\

}[S(F)=7{S(FL)+HS(FR)=(3—)T}[S(F)+

;—)S}[S(F).

Toto plyne z vlastnosti Hausdorffovy miry o zméné méftitka (véta 6). Budeme predpokladat, ze pro
spravnou hodnotu s=dimy F plati 0<% *(F)<oo. Abychom dostali kone¢nou hodnotu, tak musi

platit 1=2(1/3)" neboli s=log2/log3. [

Tento postup lze aplikovat na celou fadu mnozin, které obsahuji rizné¢ zmenSené kopie sebe
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sama. N&kdy je jen problém najit spravny vztah pro Hausdorffovu miru. Dalsi ptiklad na prvni
pohled nezapada do této kategorie, ale po rozmysleni je to presné to samé.

Priklad 4 Vypocet Hausdorffovy dimenze mnoziny, kterd obsahuje takova cisla z intervalu (0,1),
jez nemaji ve svém desetinném zdpisu cislici 5 .
Refeni: Oznaéme tuto mnozinu F. Mnozinu F lze rozdélit na devét podmnoZin
F,.=Fﬂ<i/10, (i+1)/10> pro i=1,2,3,4,6,7,8,9 . Kazda z téchto podmnozin je podobna puvodni
mnozin¢ F, ale je desetkrat zmenSena. Mnoziny F'; jsou navzajem disjunktni az na krajni body
intervall, které maji s-dimenzionalni Hausdorffovu miru pro s>0 rovnu nule.
Z véty o zméné méfitka (véta 6) plyne, ze pro s>0 je }[S(F,-)= 107 #°(F). Protoze F, jsou
disjunktni (aZ na mnozinu miry 0), mizeme psat
9
H\F)= D, 9(F)=9-10"#"(F).
i=0,i#5

Budeme ptedpokladat, ze pro s=dim,F bude 0<% °(F)<oo. Diky tomu miizeme vypoditat
hodnotu s :

H(F) = 9107 %°(F)
1 = 9107
log9
log10

Dimenze mnoziny F je tedy s=log9/log10. 0

Zatim zde byly zminé€ny pouze mnoZiny, kde bylo pouZzito jen jednoho métitka pro zmenseni. To
samoziejmeé neni piipad vSech mnozin, ale na postupu vypoctu to nic nemeéni.

Priklad S Vypocet Hausdorffovy dimenze mnoZiny, ktera se konstruuje podle postupu znazornéném
na obrazku 16. Strana pocatecniho ctverce ma délku 1.

Obrazek 16 Konstrukce mnoziny

Reseni: Oznaéme mnozinu jako F. Z konstrukce mnoziny vidime, Ze se sklada vzdy pouze ze
zmensSenych kopii sebe sama, tj. F=F,UF,UF,UF,UF,, kdde F, je mnoZina zmensend na
1/2 a F,,F,, F,,F, jsouzmenseny na 1/4 .
Z vlastnosti Hausdorffovy miry pro zménu méftitka (véta 6) plyne
1\

HS(F)=%S(F0)+2 ﬂS(F,-)=(§)Y}[S(F)+4

—)S%S(F).
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Toto si mtizeme dovolit pouze proto, ze mnoziny £, jsou disjunktni az na rohové body. Pro s>0
maji tyto body Hausdorffovu miru rovnu 0. Budeme piedpokladat, ze pro s=dim,F bude
0<H*(F)<oo. Z piedchozi rovnice vyjadiime s a ziskdme tak hodnotu dimenze. Postup je
nasledujici. Rovnici vydélime #*(F ), ziskame tak

1=(5) +4(L).
2 2

Nasledn& zavedeme substituci a=(1/2)". Rovnice se zméni na jednoduchou kvadratickou rovnici,
ze které snadno vypocteme hledanou hodnotu.

N

+4

1 = a+4d’
e
12 - 3
1 J17+1
(5) -8
¢ 10g8—10g(\/ﬁ—1)
log2

10g8—10g(\/ﬁ—1)
log?2 '

[

Hledana dimenze je tedy s=

Dalsi zajimavou mnozinou, kde lze pouzit lehce heuristicky vypocet je modifikovana Cantorova
mnozina.

Piiklad 6 Mnozina F je upravend Cantorova mnozina tak, zZe z prostredka vyjmeme interval
dlouhy A (obrazek 17). Dokazte, Ze Hausdorffova dimenze této mnoziny je rovna

log?2
log (2/( 1 —2\)) '
Dale dokazte, ze Hausdorffova dimenze mnoziny E=F XF (obrazek 18) je

2log?2
log(2/(1—2\)) '

_ % —

Obrazek 17 Upravena Cantorova mnozina F

Obrazek 18 Postup pro vytvoreni mnoziny FXF, kde F je upravena Cantorova mnozina
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ReSeni: Mnozina F se sklada ze 2 disjunktnich &asti zmensenych koeficientem (1—21)/2. Z véty o
zméng métitka pro Hausdorffovu miru (véta 6) plyne

}[S(F)zﬂs(FL)Jr}[S(FR):Z(%( A))S}[S(F),

kde F, a Fy jsou leva a prava ¢ast mnoziny F. Pro vSechna s> 0 pozadujeme, aby Hausdorffova
mira byla 0<#*(F)<oo. Polozime tedy %*(F)=1 a vypoéteme s.

1 = 2(%(1—)\))‘?

0 = 10g2+slog%(1—)\)

log?2
log(Z/(l—A))

Vypocet dimenze mnoziny E. Tato mnoZzina se skladd ze Ctyf Casti, které jsou jen zmenSené
verze sebe sama opét koeficientem (1—A)/2. Postupovat budeme stejnym zplisobem, takze v
rovnici

7{S(E)=i }[‘V(Ei)=4(%(1—A))S}[S(E)

i=1

polozime #*(E)=1, aby 0< #*(E) <.

_oa( X
1 = 4(2(1 )\))
2log?2
log(2/(1—/\))
D , sinv tedv vvehiz 2log2
imenze této mnoziny tedy vychazi rovna 10g(2 /(1_ A)) O

Dalsi moznosti, jak zjistovat dimenzi slozitych mnozin, je nalézt takovy horni a dolni odhad, aby
se rovnaly. Horni odhad byv4d mnohem jednodussi, proto s nim zacneme. Pro vétSinu fraktald staci
pouzit ,,zfejmy* horni odhad pomoci pfirozeného pokryti malymi mnozinami. Jak na to nam
prozradi nasledujici véta.

Véta 21 Predpokladejme, ze mnozinu F lze pokryt n, mnozinami s diametrem maximalné o .
Pro &, musi platit, Ze 6,—0 pro k—oo . Pak plati

. . . logn,
dim, F<dim, F <lim )
r—o—l0go,

Pokud je 6,,,>=cé, pro n¢jaké 0<c<l1, pak

N — logn,
dimg F<lim .
k—)oo_logék

Navic, pokud n, 8, je pro k—w omezené, pak H*(F)<o .

Diikaz: Nerovnosti pro mfizkovou dimenzi plynou piimo z definic. Posledni ¢ast se dokéaze takto:
Plati, ze H;k(F)Snk O, takze H (F) pro k —oo konverguje ke kone¢nému &islu #*(F). O
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Jak jsme si jiz mohli v&imnout v piikladu 2 u Cantorovy mnoZiny, tak pfirozené pokryti 2*
intervaly délky 37" daly dim, F <log2/log3. Tyto ,,na prvni pohled viditelné* horni odhady &asto
davaji spravnou hodnotu Hausdorffovy dimenze. K ziskani horniho odhadu staci vzit n¢jaké vhodné
pokryti {U,} a spo¢itat sumu z (diam U ,.)S. Pro odhad spodni hranice je tieba ukazat, Ze suma
Z (diam U ,.)S je veétsi nez néjaka konstanta pro Upln¢ vSechna pokryti mnoziny F'. Je jasné, Ze
téchto pokryti je obrovské mnozstvi.

Jeden ze zpiisobi, jak obejit obtize spojené s hledanim dolni meze, je ukdzat, Ze zddna
samostatnd mnozina U nemuze pokryt pfili§ mnoho z F v poméru k jeji velikosti (velikost je
uréena pomoci (diam U|'). Pokud tedy [U,] pokryvé celou mnozinu F, pak (diam U,|" nemtize
byt moc mala. Obvykle se toho dosdhne pomoci vhodného rozlozeni hmoty u (viz. definice 4) na
F, kdy se pak porovna hmota u(U) s (diam U ,.)s pro kazdé¢ U.

Véta 22 Necht' u je rozdéleni hmoty na F a necht pro néjaké s existuji ¢isla ¢>0 a 6>0 takova,
Ze

p(U)<cldiam U)’
pro vSechny mnoziny U s diam U <6. Pak

H(F)=u(F)lc (15)

s<dim, F <dim, F <dim, F (16)

Diikaz: Pokud je {U,} libovolné pokryti F, pak

Uu,

Vezmeme-li infimum a pokud je 6 dostatecné mal¢, pak #H ;(U )Zu (F )/ c. Z toho dostavame, Ze
H(F)zu(Flle. O

0<ul(F|=p

SZ u(U,)=ed (U

1

Princip rozlozeni hmoty dava docela rychle a jednodu$e dolni odhad Hausdorffovy dimenze.
Uvedme si pouziti na nékolika ptikladech. Nejprve za¢neme jednodu$sim ptikladem, a to
Cantorovou mnozinou (obrazek 1).

Piiklad 7 Necht F' je Cantorova mnozina (obrazek 1). Urcete dolni odhad Hausdorffovy dimenze
pomoci principu rozlozeni hmoty.

Vypoéet: Necht mame rozloZeni hmoty u takové, Ze kazdy interval délky 37" v & -tém kroku ma

hmotu (miru) 27%. Mnozinu U zvolime pro & -2 krok tak, aby platilo 37"~ <diam U <37*. Takto ji

volime proto, aby protala maximalné jeden interval z k -tého kroku tvorby Cantorovy mnoziny.

Ovéiime, ze pro takto zvolenou mnozinu U plati predpoklady. Plati:
k

() <27 =30 2oe3) ™  (3-4)20E (3 qo U )

log2/log3

Nerovnost u(U)<c(diam U’ tedy plati a nalezli jsme zaroveii vhodnou konstantu ¢ =3'°€?/°¢3,

Nyni pouzijeme vétu 22. Predpoklady jsou splnény, takze plati (15), kam dosadime ziskané
hodnoty. Vysledkem tedy bude
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- 1
ﬂ10g2/10g3 F)>3 log2/10g3=_.

Hausdorffova mira je vét$i nez nula, takZe dim,, ' >log2/log3. [

Témér stejny postup lze aplikovat pro ziskani dolniho odhadu Hausdorffovy dimenze Cantorova
prachu (obrazek 15). Dalsi ptiklad tedy ukaze, jak tento postup piizpusobit pro tuto mnozinu a
zaroven vyuzijeme vétu 21, pomoci které ziskame lehce horni odhad.

Priklad 8 Vypoctete Hausdorffovu dimenzi Cantorova diskontinua (obrazek 15) pomoci principu
rozdeleni hmoty.

Vypoéet: Horni odhad tedy provedeme podle véty 21. V k -tém kroku mnozina obsahuje vzdy 4*
&tverci s diametrem 47%+/2. Dosadime do véty:

ogn,

. . . log 4"
dim, <lim =lim —=—
H kaoo_logak k—o —10g(4_k\/2)

Pomoci véty 21 je tedy ziskavani hornich odhadl velmi snadné.

Dolni odhad provedeme tedy pomoci principu rozdéleni hmoty. Necht’ u je pfirozené rozdéleni
hmoty, tzn. kazdy &tverec v kroku & ma miru (hmotu) 4%, Mnozinu U zvolime tak, aby spliiovala
podminky véty. Necht pro ni tedy plati 4™*~'<diam U <k™*. Takto zvolend mnoZina bude mit tu
vlastnost, ze protne maximaln¢ 1 ¢tverec z kroku k. Plati tedy:

u(U)S4_ks4diam U.

Z principu rozdéleni hmoty plyne, Ze dimenze je vétsi nebo rovna 1. Spojenim obou nerovnosti
ziskame tedy vysledek dim, F/’=1. [

3.6. Vypocet mrizkové (box-counting) dimenze

Vypocet miizkové dimenze je mnohem jednodu$si nez vypocet Hausdorffovy dimenze.
Nejvétsim rozdilem je, ze u miizkové dimenze vybirdme pouze pokryti mnoZinami, které mayji
stejné diametry. Ve vété 17 je navic dokazano, ze staci dokonce vzit pouze jeden druh mnoZin pro
pokryti, napt. Ctverce, kruhy atd. Na ptikladech jsem se snazil ukézat vypocet alesponn nékolika
mnozin.

Priklad 9 Necht' F je Cantorovo diskontinuum, zkonstruované podle postupu v prikladu 1 (obrdazek
15). Vypoctéte mrizkovou dimenzi této mnoZiny.
Vypocet: Nejmensi pocet Ctvercl o strané délky o, které pokryvaji mnozinu £, oznaéme jako
N,[F). Pouzit k pokryti jen Ctverce si miZzeme dovolit diky tomu, Zze véta o ekvivalentnich
definicich (véta XX) tikd, Ze omezeni se na tento druh mnozin nezpisobi zménu dimenze. Vyjdeme
z toho, Ze pro §,=4"" by méla jit dimenze mnoziny spoditat takto:
log N,(F
dimy, F=lim ——2>-_ o|F) :
k— o - lOg 5](
pokud tedy limita existuje.
P¥imo z konstrukce mnoziny plyne, Ze pocet &tverci N;(F ) je mensi nebo roven nez 4°. Horni
odhad bude tedy vypadat takto:
log N,(F) log 4"

dim, F=1lim sup —————<lim sup —=2—=
pE TP Clogs, i logd
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Na druhou stranu, kazdy &tverec s §,=47" z pokryti protne maximalng 2 jiné étverce s 6,=4" z
k-tého kroku generovani mnoziny (viz. obrazek 19). Protoze se mnozina F dotykéa kazdého z 4°
¢tvercl z k-tého kroku, pak N (F)=1/2-4*. MiZeme tedy spocitat dolni odhad:

log N, F 4 _
dimBthminfg—‘S()zliminfM:hmmfwz

1.
k— o —10g5k k—o0 10g4 k— o0 k10g4

Spojenim obou nerovnosti ziskame vysledek. Mtizkova dimenze této mnoziny je tedy rovna 1 a
rovnd se dimenzi Hausdorffové, kterou jsme spocetli v ptikladu 1.

Ctverce z pokryti

Obrazek 19 Dolni odhad mrizkové dimenze, ctverce z pokryti protnou
maximalné dva ctverce mnoziny F.

Priklad 10 Necht F je Sierpinského trojuhelnik (obrazek 4). Vypoctéte mrizkovou dimenzi této
mnoziny.

Vypoéet: Nejprve najdeme horni odhad. Mnozinu pokryjeme 3* &tverci o strané 27* pro k-tou
iteraci.

S log N, (F k
dim, F=lim sup g—‘s‘()glim sup log3” _log3

k—oo —10g6k k— oo _10g(2k\/5)_10g2 ’

vvvvvv

to bodu 5 z véty 17. N,(F) bude nejvétsi pocet disjunktnich kruhii s polomérem & se sttedem v F.
Sttedy téchto kruht budou v hornim vrcholu kazdého trojihelnikua §=27/2.

log N, (F k
dim, F=lim inf g—5‘<)s lim sup log3 _log3
ko —logd, koe o —log(2+1] log2

Nasli jsme tedy hodni a dolni odhad, ty se rovnaji, takze

log 3
log2 "

dimg F'=

Posledni ptiklad ukaze, Ze ne na vSech mnoZinach se Hausdorffova a miizkova dimenze rovnaji.
Piiklad 11 Wpoctéte mrizkovou dimenzi mnoziny F.
Vypoéet: Necht N,(F) je nejmensi potet mnozin s diametrem maximalné &, které pokryvaji
mnozinu F'. Ted’ musime najit vhodné . Zvolme 6 takto:
2k—1 _ 1 1 5>1 1 _ 2k+1

k=17 (k=17 K& (k+17 (k+1PK
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Pro takové o plati, ze mnozina U s diam U =8 muze pokryt vzdy maximalné jeden bod z mnoziny

111
L s 5 b
[ 9'16 kZ}

Pro dal$i body z mnoziny to uz neplati. Takto jsme ziskali odhad N ; (F)=k. Dolni odhad mfizkové
dimenze je tedy

A=

dim, F=lim %%.
koo log 2k +1

Horni odhad je o trochu téz§i. Délky intervala v pokryti zvolime nasledovné:
S T
k(k—1) (k+1)k
Pro takto zvolené § bude platit, 7e k+1 intervaldi délky & pokryje (0,1/k>), ale jesté zbude k—1
bod, které 1ze pokryt £ —1 intervaly délky 6. Horni odhad potom vypada takto:

S— log N, (F
dim F =lim sup g, )SlimsupAgL—l' logk +log2

— < =11m Suj
§—0 _10g6 k—o0 logk(k—l)z kﬂooplogk'i'zlog(k_l)

_1
3

Spojenim obou nerovnosti ziskdme miizkovou dimenzi rovnu 1/3. O
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4. Prakticka cast

4.1. Vizualizace

Soucasti mé prace bylo vytvofit programy pro zobrazovani a pruzkum fraktalnich mnozin. Tyto
programy jsou popsany dale. V této kapitole uvedu nékolik zplisobli zobrazovani riznych druhi
fraktald.

Jako prvni uved'me postup generovani a vykreslovani Mandelbrotovy mnoziny a Juliovych
mnozin. Nejprve je tieba zvolit obdélnikovou ¢ast komplexni roviny, nejlépe zadanou dvéma
protilehlymi rohovymi body. Tento obdélnik se musi pfepocitat na soufadnice obrazovky. Pfi
piepoctu souradnic musime dat pozor na to, Ze v matematice je kladny smér imaginarni osy smérem
nahoru, kdezto ve vypocetni technice je to opacné. Pfepocet na soutfadnice obrazovky se provede
tak, ze oblast komplexni roviny rozdélime na miizku, ktera ma presné tolik sloupcii a radk, jako je
rozliSeni okna, kam chceme mnozinu zobrazit. Krok miizky pro osu x a y se tedy vypocita takto :

dx := (x2-x1) / rx;
dy (y2-yl) / ry;,

kde xI+iyl je horni levy roh zobrazované oblasti v komplexni roving a x2+i y2 je spodni pravy
roh. Konstanty rx a ry jsou rozliSeni okna, kam zobrazujeme mnozinu. Nasleduje jiz pouze dvojity
cyklus, ktery pro kazdy bod zjisti, zda bod patii nebo nepatii do mnoziny.

Pro kazdy bod na obrazovce zjistime odpovidajici komplexni hodnotu z,. Pro tuto hodnotu a pro
hodnotu ¢ rozhodneme, zda posloupnost z, diverguje ¢i nikoliv. To znamen4, Ze postupné pocitame
z, a jakmile |z,| prekro&i hodnotu max {2,|c|}, pak posloupnost diverguje. Pokud po uréitém po&tu
iteraci (zadanych uzivatelem) |z,| nepiekro¢i hodnotu max {2,|c|}, pak rozhodneme, Ze posloupnost
konverguje. Pokud posloupnost diverguje, bod odpovidajici hodnoté z, nelezi uvnitit Juliovy

mnoziny. Pokud naopak posloupnost po zadaném poctu iteraci nediverguje, prohlasime pocitany
bod za prvek dané Juliovy mnoziny.

Algoritmus pro zjisténi, zda bod lezi uvnitt Juliovy mnoziny, 1ze zapsat nasledovné:

nastav iter:=(0

nastav z:=pozice_bodu_v_komplexni_roviné

pokud iter < Maxlter provadej smycku:
nastav z :=z*+c
Jjestlize |z|>2bod nelezi v Juliové mnoZiné;konec;
nastav iter:=iter+1

konec smycky

bod lezi uvniti Juliovy mnozZiny, konec

Tento algoritmus lze velmi jednoduSe implementovat s tim, Ze proménné z a c jsou komplexni
¢isla. Protoze ve vétSiné programovacich jazykii nejsou komplexni Cisla zavedena jako zékladni
datové typy, pomiizeme si tim, Ze kazdé komplexni ¢islo reprezentujeme jeho redlnou a imaginarni
slozkou. Proto napt. z bude reprezentovano dvojici zx a zy a ¢ bude reprezentovano dvojici cx a
cy.

Absolutni hodnotu |z| lze rozepsat jako sqrt (zx*zx+zy*zy), kde sqrt () je funkce
odmocniny. V realnych programech neni pouzit pfimo vypocet absolutni hodnoty, protoze vycisleni
odmocniny je ¢asové velmi ndro¢né. Podminku sqrt (zx*zx+zy*zy) >2 lze umocnit a pouzit
novou podminku, kde neni potfeba provadét vypocet odmocniny: zx*zx+zy*zy>4. Hodnoty
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zx*zx a zy*zy je vhodné piedpocitat do novych proménnych, protoZze se v jednou itera¢nim
kroku pouzivaji na dvou mistech a neni nutné pocitat stejny vyraz dvakrat.

Vyraz z :=z°+ ¢ lze rozepsat na redlnou a imaginarni ¢ast:

zxX'=zx*zx-zy*zyt+tcx
zy'=2*zx*zytcy

Aby nebylo nutné pouzivat dvou novych proménnych zx' a zy', pouziji se jiz pfedpocitané
mocniny realné a imaginarni slozky z. Také je vhodné prohodit oba vyrazy, aby nebylo nutné
zavadét nové pomocné promeénné:

ZX2=ZX*7ZX
Zy2=2zy*zy
zy=2*zx*zy+Ccy
ZX=7X2-Zy2+CX

V jazyce C:
void CalcJulia (int width, int height, // veli t bitmapy
double xmin,double xmax, // mezni po 7 komplexni rovine
double ymin,double ymax,
double cx, double cy, // pocatecni pozice v komplexni rovine
int maxiter, byte* data) // max. pocet iteraci a vysledna bitmapa int x,y;
{
int i,]j,iter; // pocitadla smycek
double zx,zy,zx2,2zy2; // komplexni promenna "z"
double x,y; // poz v komplexni rovine
byte* p=data; // ukazatel na zap any pixel
double max r; // polomer pro divergenci
if (cx*cxtcy*cy>4) max r=cx*cx+cy*cy; // max_r = max{|c|,2}
else max r = 4.0;
y = ymin;
for (j=0; j<height; j++) { // pro vsechny radky v bitmape
x=xmin;
for (i=0; i<width; i++) { // pro vsechny sloupce v bitmape
ZX=X;
ZY=Y; // lexni promennou "z"
iter=0; // vynulovat pocet iteraci
do { // iteracni smycka
ZX2=2ZX*ZX; // zx"2
Zy2=zy*zy; /] zy"2
zy=2.0%zx*zy+tcy;
ZX=7X2-2y2+CX; // z:=z S
iter++; // zvysit pocet iteraci
} while (iter<maxiter && (zx2+zy2)<max r);
// test na poc. iteraci a bailout
if (iter==maxiter) { // b je uvnitr mnoziny
*p=0;p++; /] => pixel
*p=0;pt++;
*p=0;p++; // kazdy pixel je ulozen ve 3 bytech - RGB
}
else { // bod
*p=(byte) (iter) ;p++; //
*p=(byte) (iter) ;p++; [/ sede
*p=(byte) (iter) ;p++;
}
x+=(xmax-xmin) /width; // dalsi bod v komplexni rovine
}
y+=(ymax-ymin) /height;
}
}

Postup pro vypocet bodl lezicich v Mandelbrotové mnozin€ l1ze zapsat pomoci jednoduchého
algoritmu, ktery je téméf totozny s algoritmem pro Juliovu mnoZinu. Kazdy bod na obrazovce
prepocitame na komplexni Cislo a zjisStujeme, zda patii do Mandelbrotovy mnoziny. Vstupem
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algoritmu pro zjiStovani, zda bod patii do mnoziny, je komplexni ¢islo c a konstanta urcujici
maximalni pocet iteraci MaxIter, po jehoz dosazeni povazujeme posloupnost za nedivergentni.
Algoritmus lze zapsat takto:

nastav iter:=0

nastav z:=0

pokud iter <MaxlIter provadej smycku:
nastav z :=z*+c¢
jestlize |z|>2 bod nelezi v Mandelbrotové mnoziné; konec
nastav iter:=iter+1

konec smycky

bod lezi uvniti Mandelbrotovy mnoZiny, konec

V jazyce C:
int MandelbrotTest (double cx, double cy)

{

double zx,zy,zx2,2z2y2; // komplexni promenna "z"

rZYr 12y K [
int iter; // pocet iteraci
zx=0; // vynulovat komplexni promennou "c"
zy=0;
iter=0; // vynulovat pocitadlo iteraci
do { cni smycka

ZX2=ZX*ZX;

Zy2=2y*zYy; [/ zy"2

zy=2.0%zx*zy+cy;

ZX=2ZX2-2zy2+CX; // z:=z"2+cC

iter++; // zvysit pocet iteraci

} while (iter<maxiter && (zx2+zy2)<4.0);
test na poc. iteraci a bailout

if (iter==maxiter) // bod je uvnitr Mandelbrotovy mnoziny
return LEZI UVNITR;
else // bod je vne Mandelbotovy mnoziny

return LEZI VNE;

}

Podle rychlosti divergence, tedy v naSem piipad¢ poctu iteraci potfebnych pro rozhodnuti o
divergenci, lze bodim pfifazovat rizné barvy. V zédkladnim provedeni v obrazku vznikaji plochy se
stejnym poctem iteraci, tedy barvou. Vznikly proto vzorce, aby barvy byly rozdéleny spojité. To
vSak nema zadny matematicky vyznam a jednd se pouze o zkrasSleni vystupniho obrazku. Vice se o
tomto doctete v [10]. Na obrazcich 20, 21, 22 a 23 jsou Juliovy mnoziny s riznymi barevnymi
variacemi.

Zobrazovani fraktald jako je napiiklad Kochova kiivka, Sierpinského trojuhelnik a podobné je
obtiznéjsi. Existuje nékolik raznych algoritmi, ale velmi Casto jsou navrzeny pouze na urCity typ
mnoziny nebo skupiny mnozin (zelvi grafika, vice v [11]). Ve svém programu IFS, ktery je popsan
dale, jsem se snazil vytvofit algoritmus, kterym by se dal vygenerovat libovolny IFS fraktal. V
nasledujicich odstavcich popisi algoritmus a vizualizaci v mém programu, jeho ovladani a vlastnosti
jsou popsany pozdéji.

Vsechny objekty, které se daji pro tvorbu fraktali vyuzit (tsecka, trojuhelnik, kruznice a
Ctverec), jsou odvozeny od zdkladni abstraktni tfidy GO — graficky objekt, které musi
implementovat zakladni transformace jako je otoCeni, zména méfitka a zrcadleni.

Dale jsou v programu definovany tfi zakladni objekty typu Fractal — iniciator, generator a
samotny fraktal. Tfida Fractal dovoluje vlozit libovolny pocet zakladnich utvari i s informacemi
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o transformacich a implementuje metody pro iteraci fraktalu.

Obrazek 20 Juliova mnozina -0.7091 +0.3160i Obrazek 21 Juliova mnozina -0.0585 +0.66i

Obrazek 22 Juliova mnozina -0.3555-0.62007i Obrazek 23 Juliova mnozina 0+1i

Algoritmus programu tedy spocivd v tom, ze se vytvoii a naplni objekt inicidtor (pomoci
grafického prostfedi), z iniciatori se vytvori generator a pomoci funkce iterate ()se generuje
fraktal tak, Ze se prochazi obsah objektu fraktdl a kazdy inicidator se nahradi vhodné
transformovanym generatorem. Tyto transformace se zadaly pii naplinovani objektu generator.
Naésledujici kod ukazuje moji implementaci funkce Tterate ().

public void iterate()

{

ArrayList a = new ArrayList(); // novy seznam utvaru ve fraktalu
Iterator i1 = getlterator();
Shape fs = null; // pro jednotlivé Casti fraktalu
while (i.hasNext()) // prochéazi se cely fraktéal
{
Object o = i.next();
if (o instanceof Shape) // kontrola, zda je v seznamu né&jaky tvar
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{
fs = (Shape) o;
if (fs.getType () ==Shape.INITIATOR) // pokud se jednd o inicidtor, tak
nahradime generatorem.
insertGen (fs,a);

else
a.add (fs) ; // jinak nechame puvodni tvar.
}
else
{
a.add (o) ;
}
}
obj = a; // stary seznam zahodime
iter++; // zvy$Sime pocet iteraci

}

Fuknce insertGen () nahradi inicidtor vhodné transformovanym generatorem. Tato funkce
jen vola transformac¢ni funkce kazdého zakladniho objektu, a protoZe tyto objekty maji vSechny
stejného piedka (GO), tak to lze zapsat velmi elegantné.

Po dokonceni zadaného poctu iteraci jsou v objektu fraktdlu ulozeny soutfadnice vsech
zékladnich utvarq, které se pak vykresli do okna pomoci funkci knithovny AWT z Javy. Tato ¢ast je
nejvice naro¢na na ¢as a pamet.

Tento algoritmus je neni slozity, snazil jsem se ho udélat podle toho, jak by takovy fraktal
vytvarel Clovék. Po programatorské strance to bylo trochu obtizné&jsi, pfi psani tohoto programu
jsem se chtél sezndmit s moznostmi objektového programovani ve vétsim projektu a pokusit se
napsat program, ktery ma grafické prostiedi oddélené od funkéni €asti programu.

4.2. Mrizkova dimenze na pocitaci

V prfedchozim textu byla miizkova dimenze zkoumdana pouze teoreticky, byly uvedeny jeji
vlastnosti, vyhody a nevyhody. Jako vyhoda byla zminéna moznost jejiho vypoctu numericky
pomoci vypocetni techniky. Pokusme se tedy vypocitat miizkovou dimenzi riznych mnozin,
abychom ovéfili jeji presnost a pouzitelnost. Nejprve zméfime ,,jednoduché™ mnoziny jako je
ktivka, Sierpinského trojuhelnik a dalsi). Jako posledni zkusime ovéfit dimenzi hranice
Mandelbrotovy mnoziny.

Na vypocet miizkové dimenze existuje jednoduchy a rychly algoritmus. Dalsi vyhodou je, Ze na
vstupu miize byt libovolnd mnozina (nejCastéji dvourozmérny obrazek). Neni tedy potieba, aby
vstup byl sobépodobny. Mnozinu, u které chceme méfit dimenzi, umistime na mtizku s velikosti
strany buniky s a spocitdme, kolik ¢tvercli z miizky obsahuje néjakou ¢ast mnoziny. Toto Eislo
z4visi na s a budeme ho znag&it N (). Potom vezmeme hust&jsi miizku a opét zjistime pocet étvercti
obsahujicich mnozinu. Takto pokracujeme pro nékolik riiznych mtizek. Ziskané hodnoty vyneseme
do log-log grafu, kde na ose x bude log(1/s) a na ose y bude log N (s). Body v grafu prolozime
piimkou a smeérnice této pfimky udava pravé miizkovou dimenzi. Jedna se vlastn€¢ o slozitost
mnoziny.

Mtizkova dimenze zavisi na nékolika parametrech, které¢ velmi ovliviiuji vyslednou hodnotu.
Nespravna volba téchto parametri mize zpisobit velmi velké chyby pfi vypoctu. Mezi tyto
parametry patii

¢ volba funkce pro vypocet smérnice piimky v log-log grafu — vétSinou se voli linearni
regrese, ale 1ze pouzit jiné metody.

¢ volba vhodného rozsahu velikosti mrizky — tento parametr je velmi dulezity. Zavisi na
vstupni mnozing, tj. na jeji jemnosti (rozliSeni) a struktufe.
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e orientace a umisténi mriZky na mnoZiné — pro obrazky z realného svéta (fotografie) je
tento parametr dilezity, u mnozin, které jsem zkoumal ja (tj. hlavné pocitacové
generované sobépodobné mnoziny), jsem znal spravnou pozici.

Volba nejvétsi buiiky mrizky

Meéfend mnoZzina je v paméti pocitace ulozena v poli bodil, které mlZe byt Ctvercové nebo
obdélnikové. Nejveétsi mozna velikost ¢tverce miizky je krat$i strana obdélniku. V praxi se ale
ukazuje, Ze Ctverce vétsi nez 1/4 kratsi strany obdélniku obklopujici mnozinu neposkytuji téméf
zadnou informaci. Pii takové volbé se pouze zvySuje riziko zvétSeni chyby meéfeni. V mych
méfenich jsem vzdy zacinal s velikosti étverce o hrané alespon 1/4.

Tato volba samoziejmé neni vzdy spravnd. Pro mnoZiny, které z velké ¢asti vypliluji Ctverec
nebo obdélnik je vhodné volit pocatecni ctverec mensi. Tyto mnoZiny obsahuji mnoho detaild a pii
volbe velkych pocatecnich Etvercii je proto protnou skoro vSechny. Pii zahrnuti t€chto hodnot pro
vypocet dimenze dojde k velké chyb¢ a dimenze vyjde vyssi nez by spravné méla byt.

Volba nejmensi buiiky mrizky

Volba nejmensi buniky zavisi hlavné na rozliSeni obrazku nebo mnoZiny. VétSinou se jako
nejmensi bere velikost jednoho pixelu, ale mizeme skoncit o néco dfive, zhruba v intervalu jednoho
az péti pixell. Vypocet se tedy provadi tak, ze vezmeme nejvétsi ctverec a pllime jeho velikost, az
se dostaneme na Uroven nejmensi buiiky. Takto ziskdme informace o slozitosti mnoZiny pro riizna
méfitka.
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Obrazek 24 Log-log graf pri méreni miizkové dimenze

Volbu velikosti bunék je nejlepsi predvést na prikladu. V grafu na obrazku 24 jsou vyneseny
logaritmy velikosti ¢tverce v buiice (osa x) a poctu obsazenych ¢tvercl (osa y). Zamérne jsem na
zacatku zvolil hodn¢ velkou bunku a vypocet provedl az za rozliSeni obrazku tak, abych nazorné
demonstroval diilezitost volby pocatecni a konecné velikosti miizky. Kdybychom provedli odhad
dimenze napf. linearni regresi ze vSech dat, vyjde chybna hodnota. Hned od pohledu je vidét, ze je
tteba ud¢lat odhad smérnice jen na prostiedni ¢asti grafu, na pocitaci je nalezeni dat vhodnych pro

vvvvvv

nezabyval, vzdy jsem je vybral pomoci zobrazeni grafu ru¢né.
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V prvni ¢asti se se zménou velikosti ¢tverce miizky pocet obsazenych ¢tvercii neménil, protoze
jejich velikost byla mnohem vétsi nez diametr mnoZiny. Obsazen byl vZdy jen jeden Ctverec. Kdyz
ale bylo dosazeno mensi velikosti ¢tvercil, zacal se ménit pocet obsazenych. Od tohoto mista je
tteba provadét vypocet miizkové dimenze. Kdyz se velikost ¢tverct dostala pod jemnost mnozZiny,
tj. nebyl dostate¢ny pocet iteraci nebo vstupni obrazek mél malé rozliSeni, tak se pocet obsazenych
Ctvercu opét prestal menit. V misté tohoto prechodu konci interval pro méfeni dimenze a posledni
hodnota, kde se pocet obsazenych ¢ctvercti méni, byva ¢asto rozmér nejmensi buiiky. Mohou nastat i
situace, kde tento postup nemusi platit. Piiklad, kdy to neplati, je uveden v kapitole o méteni
dimenze piimky.

Chyby pri pocita¢ovém zjiStovani mrizkové dimenze

Pti pocitani miizkové dimenze na pocitaci se nevyhneme chybé pfi zjistovani poctu obsazenych
¢tvercu, 1 kdyz splnime vSechny tii piedchozi body. Je to z toho divodu, Ze se nemusime trefit
pfesné na kazdy detail mnoZziny. Pfi analytickém vypoctu toto nema vliv, jelikoz velikost Ctverce
posleme k nule, coZ na pocitaci neni samoziejmé mozné. I kdyz do Etverce padne naptiklad jen
jeden bod, poc¢itame ho jako Ze je cely zaplnény. Toto jsem se snaZzil ve své praci mirn€ vylepsit tak,
ze jsem Ctvercum piifadil vahy (viz. dale).

b)

Obrazek 25 Priklad zapocitani vice ctvercii, nez je treba,
(a) Spatné, (b) spravné

Na obrazku 25 je znazornéno, jak dochdzi k chybé& zapocitani vice ¢tvercl. Pokryti obsahuje 2x2
¢tverce, kde na pokryti mnoziny staci pouze 1. Nevhodnym umisténim vSak doSlo k obsazeni vSech
4 ctvercu. V dalsim kroku by se tedy pocet Ctvercii ménil ve vSech Ctvercich miizky. Mrizkova
dimenze také miize dat mensi pocet Ctvercil, nez ve skuteCnosti je. Jednd se hlavné o ptipady, kdy
¢tverec obsahuje velmi jemné detaily mnoZiny. Toto ilustruje obrazek 26. Mfizkova dimenze pak
vyjde mensi neZ ma. Tento problém se da fesit dalSim zmenSenim miizky.

Obrazek 26 Zapocitani méné ctvercu nez je tieba
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4.3. Vylepseni numerického vypoc¢tu mrizkové dimenze

Mriizkova dimenze pocitand numericky neni pfiliS pfesnd. I na jednoduchych mnoZzinach
(pfimka, kruznice, ¢tverec) vznikaji chyby, které jsou sice malé, ale ne zanedbatelné. Na fraktalech
jako napft. Kochova kfivka, Sierpinského trojuhelnik a dal$ich, se chyba jesté zvysi. Jednim z mych
cilti bylo vypocet zpiesnit.

Pfi vypoctech se Casto stava, Zze do jedné bunky miizky padne napiiklad pouze nékolik malo
bodii, kdezto do jinych 1 stovky. Pti vypoctu se s€itaji obsazené buiiky a nezalezi na tom, kolik boda
do které padlo. Ja jsem kazdé bunce ptifadil vahu podle poctu bodt, které do ni padly. Zkousel jsem
mnoho moznosti, ale osvéd¢ilo se mi pouze nékolik.

Prvni zplisob pfifazovani vahy, ktery daval lepsi vysledky nez bézny vypocet miizkové dimenze,
spo¢iva v tom, ze program spocita, kolik do které¢ buniky padlo bodil, z téchto hodnot vypocita
primér. Bunika, do které padlo méné nez primérny pocet bodd, se zapocita standardné jako jedna a
bunika, do které padlo vice nez primér, se zapocita jako dvé bunky. Tento zplisob vypoctu bude dale
v textu oznacen jako ,,vdha 1.

Dalsi zpusob je vlastné zjemnéni predchoziho postupu. Program opét najde maximum poctu
bodl v buiikach. Vahy pfifadi tak, Zze bufika s po¢tem bodi mensim nez 1/3 priméru je zapocitana
jako jedna. Buiika s poc¢tem bodi vétSim nez primér je zapocitana jako 3 bunky a zbylé bunky jako
dvé. Tento zplisob vypoctu bude déle v textu oznacen jako ,,vaha 2. Timto postupem se jesté zvysi
piesnost. Zkusil jsem samoziejmé 1 dal$i zjemnéni ptfifazovani vah, ale nesetkal jsem se s pfili§
velkym zlepSenim. N€kdy se naopak stalo, ze hodnota spise zhorsila.

Bohuzel tento postup ma 1 jisté nevyhody. Mnozina, kterd je nedostatecné jemna, zpisobi, ze
kdyz se velikost buiiky blizi jemnosti mnoziny, tak vznikaji velké zmény poctu bunck. Log-Log
graf takového méfeni je na obrazku 27. ReSenim tohoto problému je takové, Ze se vezme pouze ta
cast grafu, kde je zavislost linearni, tim se ale snizi pocet pouzitelnych hodnot. Kdyz je moznost
zpiesnéni mnoziny, tak to neni tak velky problém. Horsi ptipad je, kdyz zpfesniovani neni mozné
(naptiklad kdyz se méti dimenze mnoziny z rastrového obrazku). Pak mize dochézet zase k chybé
kvili malému poctu pouzitelnych hodnot. Toto se nastésti stava jen u malych rastrovych obrazk.
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Obrazek 27 Chyba pri nedostatecné jemnosti mrizky pri pouZiti vah bunék

Pokousel jsem se také o jiné zplsoby pfifazeni vah, napiiklad, Zze vdha buiiky byla logaritmus
nebo exponenciala poctu bodu, které do ni padly. Tyto zpiisoby ale davaly Gplné€ jiné hodnoty. V
dalSich kapitolach jsou uvedeny mé vysledky pro rizné druhy mnozin spocitané tiemi zplsoby,
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béZznou miiZzkovou dimenzi, pomoci vah s rozdélenim na polovinu a vah s rozdélenim na tietiny.

4.4. Méreni dimenze vybranych mnozin

Nejdiive se pokusme zjistit, jaké hodnoty vraci algoritmus pro vybrané mnoziny, tzn. jak velké
jsou chyby ve vypoctu. Vzdy pouzijeme standardni verzi méfeni miizkové dimenze (v grafech a
tabulkach oznaeno jako ,,normal, kde pocet obsazenych Gtvercl je oznaden jako N (s), ale také
dvé moje vylepSeni - ,,Vaha 1 (poCet obsazenych ¢tvercii oznaden jako N, (s) a ,,Vaha 2 (pocet
obsazenych ¢tvercl oznaen jako N,(s)).

Vsechny hodnoty ziskdme pomoci mého programu IFS (kapitola 5.3). Tento program neumi
pfimo méfit dimenze jednoduchych mnozin (usecka, kruznice, ¢tverec), ale ma funkci pro import
bitmapového obrazku. Dimenze vSech uvedenych jednoduchych mnozin budeme tedy méfit timto
zpisobem. Vypocty pro tyto mnoziny vychazely docela pfesné, ale zkusil jsem vypocet jeSté
zptesnit. Dal§i z mych programi, program pro vypocet dimenze Mandelbrotovy dimenze (kapitola
5.1), jsem vylepsil tak, aby byl schopen pocitat standardni mfizkovou dimenzi i jednoduchych
mnozin. Tento program se oproti programu IFS lisi tak, Ze méfena mnozina je zadana piimo
analyticky, nikoliv jen jako rastrovy obrazek. Hodnoty z toho programu jsou proto mnohem
piesn¢j$i nez standardni miizkova dimenze z rastrového obrazku. Pocet obsazenych Ctverci
ziskanych z tohoto programu je oznacen jako N;(s) a v tabulkach a grafech pojmenovan jako
,presné‘‘. Bohuzel takto se d4 méfit pouze dimenze mnozin, které 1ze zadat jednoduchou rovnici.

Usetka

Jako prvni budeme numericky ovéfovat chybu pii vypoétu dimenze tsecky. Usetka ma
Hausdorffovu i mfizkovou dimenzi rovnu 1. Pfi pouziti standardni miizkové dimenze vysla hodnota
miizkové dimenze rovna 0,9636, coz se od skute¢né hodnoty lisi o 3,63%. Pokud se ovSem pouzije
vylepSeni vypoctu, které jsem navrhl, tak se vysledek zptesni. Zplsobem vypoctu ,,Véha 1%
ziskdme hodnotu dimenze rovnu 0,9874, tj. chyba je 1,25% a zpisobem ,,Vaha 2* se chyba snizi az
na 0,66%, dimenze je v tomto piipadé rovna 0,9934. Vypocet dimenze z piesného zadani mnozZiny
byl nejlepsi. Miizkova dimenze je 0.9953, coz odpovida chybé 0,46%.

log s log Ny(s) | logN,(s) | log N,(s) | log N4(s)
1,0969 1,2553 1,4472 1,6812 1.3979
1,1938 1,3424 1,5315 1,7634 1.5051
1,2907 1,4314 1,6335 1,8751 1.6021
1,3876 1,5441 1,7324 1,9638 1.6902
1,4846 1,6435 1,8261 2,0531 1.7924
1,5815 1,7404 1,9243 2,1523 1.8865
1,6784 1,8388 2,0043 2,2175 1.9823
1,7753 1,9191 2,1139 2,3502 2.0792
1,8722 2,0128 2,2122 2,4518 2.1761
1,9691 2,1072 2,2989 2,5328 2.2718
2,0660 2,1931 2,4031 2,6503 2.3674

2,1629 2,2765 2.4654
2,2598 2,3674 2.5611
2,3567 2,4456 2.6580

smérnice | 0,9636 0,9874 0,9934 0.9953
Tabulka 1 Hodnoty pro vypocet miizkové dimenze usecky
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Ctverec

Dalsi jednoduchou mnozinou, u které budeme ovéiovat piesnost méfeni dimenze, je Ctverec.
Dimenze ctverce je rovna 2. Standardni mfizkovou dimenzi jsem vypocital pomoci programu IFS,
hodnota vysla 1,9746, tzn. s chybou 1,27%. Pfi vypoc¢tu pomoci pifesného zadani Ctverce pomoci
rovnice se vysledek zlepsil na 1,9824 a chyba klesla na 0,88%. Vypoctem pomoci vylepsené verze
miizkové dimenze se pro ,,Vahu 1* necekan¢ vysledek nepatrné€ zhorsil. Nejednd se vSak o velké
zhorSeni. Pro ,,Véhu 1“ vysla dimenze rovna 1,9717, tj. chyba je 1,41%, coz je zhorSeni jen o
0,14%. Naopak pro ,,Vahu 2 byl vypocet velmi presny. V tomto piipad¢ vysla miizkova dimenze
rovna 1,9966 a chyba rovna 0,17%. Hodnoty a graf pro dimenzi Gsecky jsou uvedeny v tabulce 2 a
na obrazku 29.
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Obrazek 28 Mrizkova dimenze usecky

logs |logNy(s) | logN,(s)|logN,(s)| logN;(s)
1,0969 2,0000 2,3010 2,6021 2.7959
1,1938 2,2279 2,5276 2,8280 2.9827
1,2907 2,4082 2,6928 2,9854 3.1821
1,3876 2,6021 2,8814 3,1711 3.3804
1,4846 2,7959 3,0795 3,3716 3.5707
1,5815 2,9827 3,2697 3,5636 3.7501
1,6784 3,1596 3,4301 3,7450 3.9463

1,7753 3,3625 4.1364
1,8722 3,5563 4.3346
1,9691 3,7385 4.5249
2,0660 3,9370 4.7197

smérnice | 1,9746; 1,9717; 1,9966; 1,9824
Tabulka 2 Hodnoty pro vypocet miizkové dimenze ctverce
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Obrazek 29 MriZkova dimenze ctverce

Usecka s vétsi tlouSt’kou

Pfi méfeni dimenze realnych objektti (vlocka, strom) jsem narazil na problém, jaky vliv na
vyslednou dimenzi ma tlouStka hranice mnoZziny. Zkusme tedy zméftit dimenze tsecek s tloustkou 5
a 10 pixelt. Jak se dalo cekat, pro velké Ctverce z miizky se tlouStka usecek neprojevovala a
smérnice se tedy blizila ¢islu 1. Naptiklad smérnice mezi prvnimi dvéma body v log—log grafu pro
miizkovou dimenzi ve verzi ,,Vaha 2% useCky tloustky 10 pixelt je rovna 1,0684. Pro tsecku
tloustky 5 pixeli je tato hodnota rovna 1,03. Cim se velikost &tverce v miizce zmen3ovala, rostl

vliv tloustky.
usecka Spx usecka 10px
logs |logNy(s)|logN,(s) | logN,(s)|logNgy(s)|logN,(s)|logN,(s)
0,8928 1,1139 1,2788 1,3222
0,9897 1,1761 1,3617 1,4150
1,0866 1,2788 1,4624 1,5185
1,1835 1,3979 1,5682 1,6128 1,3979 1,5682 1,6128
1,2804 1,4914 1,6628 1,6990 1,5315 1,7076 1,7243
1,3773 1,5798 1,7559 1,7993 1,6232 1,8062 1,8325
1,4743 1,6902 1,8692 1,9031 1,7559 1,9243 1,9542
1,5712 1,7924 1,9685 2,0000 1,8633 2,0334 2,0607
1,6681 1,9085 2,0792 2,1106 2,0128 2,1703 2,2068
1,7650 2,0253 2,1931 2,2304 2,1271 2,3032 2,3345
1,8619 2,1430 2,3075 2,3385 2,2672 2,4425 2,4771
1,9588 2,2648 2,4362 2,4669 2,4082 2,5899 2,6222
2,0557 2,3838 2,5575 2,5877 2,5575 2,7520 2,7796
2,1526 2,5224 2,7059 2,7419 2,7084 2,9138 2,9430
2,2495 2,6551 2,8357 2,8686 2,8639 3,0745 3,1109
2,3464 2,7959 2,9809 3,0086 3,0269 3,2358 3,2778
2,4434 2,9405 3,1370 3,1853 3,1945 3,4384 3,4651

Tabulka 3 Hodnoty pro vypocet viivu tloustky usecky na hodnotu mrizkové dimenze
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Z grafii na obrdzcich 30 a 31 (hodnoty pro tyto grafy jsou uvedeny v tabulce 3) je vidét, jak
body pro usecku tloustky 5 pixeld pro verzi ,,Véha 2 je rovna 1,8229 a pro usecku tloustky 10
pixeli 1,9322. Z téchto zjisténi vyplyva, ze je tieba davat si pozor na vhodny rozsah volby
minimélniho a maximalniho rozméru buniky miizky. Na dulezitost volby jsem jiz upozorioval, ale
zde je priklad, kdy by pfi Spatné volbé doslo k obrovské chybé. V praxi se musime rozhodnout, zda
chceme méfit dimenzi velkych nepravidelnosti nebo dimenzi detaili mnoZiny.
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Obrazek 30 Mrizkova dimenze Gsecky tloustky Spx
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Obrazek 31 Mrizkova dimenze usecky tloustky 10px

4.5. Méreni dimenze fraktalnich mnozin

Me¢teni dimenze jednoduchych mnozin dopadlo dobie, takze se dale zaméfime na dimenze
fraktali jako jsou Kochova kiivka, Sierpinského trojuhelnik nebo Cantorova mnozina. Mym
hlavnim cilem bylo, zda vylepSeni miizkové dimenze pomoci pfidani vah zpiesni vysledek.
Vygenerovani mnoziny 1 méteni jeji dimenze jsem provedl ve svém programu IFS. Mnoziny jsou
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vygenerovany s presnosti nejméné osmi iteraci, kde bylo potieba, tak i vice. Osm iteraci je vSak
dostate¢na presnost. Vezmeme-li napiiklad Cantorovu mnozinu, kde je méfitko pro zmenSovani
rovno 1/3, tak rozliseni mnoziny bude (1/3)*~1,52-107*. Pro Sierpinského trojihelnik bylo tieba
zvolit vice iteraci. Tato mnozina ma méfitko pro iteraci rovno 1/2, coz pro osm iteraci nedava
dostatecnou piesnost. Zde jsem zvolil 10 iteraci.

Kochova krivka

Jak prvni mnoziny zkusime Kochovu k¥ivku, jejiz dimenze je log4/log3 ~1.2618. Mnoziny jsou
vygenerovany s piesnosti 9 iteraci . VypocCtem miizkové dimenze ziskdme hodnotu miizkové
dimenze 1,2866. Chyba tohoto vypoctu je 1,96%. Metody pomoci vah daly lepsi vysledky, pro
»vahu 11,2771 a pro ,,vahu 2 1,2756. Chyby téchto vypocti byly 1,21% a 1,09%. Je vidét, Ze se
chyby snizily. Snizeni chyb sice neni nijak zavratné, ale ur€ité neni k zahozeni. Log—log graf pro
Kochovu kiivku je na obrazku 32 a data pro vypocet jsou v tabulce 4. Z grafu je také vidét, ze
pouzitim vylepSené miizkové dimenze dosahneme také mirné vyhlazeni log—log grafu, hlavné
pro,,vahu 2* je zavislost téméf linearni bez vétSich odchylek.

logs | logNy(s) logN,(s)|logN,(s)
1,0866 | 1,2304 1,4624 | 1,7243
1,1835 1,3979 1,6021 | 1,8451
1,2804 1,5563 1,7324 | 1,9542
1,3773 1,6335 1,8195 | 2,0492
1,4743 1,7709 1,9542 | 2,1818
1,5712 | 1,9085 2,1106 | 2,3522
1,6681 | 2,0170 | 2,2122 | 2,4487
1,7650 | 2,1399 | 23464 | 2,5911
1,8619 | 2,2765 2,4683 | 2,7024
1,9588 | 2,3747 | 2,5694 | 2,8055
2,0557 | 2,5478 | 2,7267 | 2,9509
2,1526 | 2,6561 2,8331 | 3,0558
2,2495 | 2,7686 | 2,9652 | 3,2028
2,3464 | 29186 | 3,0888 | 3,3060
2,4434 | 3,0282 3,1970 | 3,4130
2,5403 | 3,1664 | 3,3255 | 3,5333
2,6372 | 3,2709 | 3,4450 | 3,6652
2,7341 3,3789 | 3,5583 | 3,7828
2,8310 | 3,5132 3,6921 | 39161
2,9279 | 3,6435 3,8090 | 4,0223
3,0248 | 3,7540 | 3,9270 | 4,1464
smérnice | 1,2866 1,2771 1,2756
Tabulka 4 Hodnoty pro vypocet mrizkové dimenze Kochovy kiivky

Sierpinského trojuhelnik

Pouziti vylepSenych metod pro miizkovou dimenzi pomohlo i pii méfeni dimenze Sierpinského
trojuhelniku (obrazek 4). Dimenze této mnoziny je rovna log3/log2~1.5849. Pii pouZiti
standardni miizkové dimenze jsem doSel k hodnoté 1,6093, coz odpovida chybé 1,53%. Pti vypoctu
metodou ,,vaha 1“ se chyba zlepsila, jeji hodnota byla 0,85%, dimenze vySla 1,5985. Metodou
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,»vaha 2% ziskdme hodnotu dimenze rovnu 1,6021 (chyba byla 1,08%), coz je nepatrn¢ horsi nez pro
metodu ,,vaha 1%, ale stale lepsi nez ptivodni miizkova dimenze. Hodnoty pro vypocet dimenze jsou
uvedeny v tabulce 5 a graf je na obrazku 33.
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Obrazek 32 Mrizkova dimenze Kochovy kiivky

logs |logNy(s) |logN,(s)|logN,(s)
0,7959 1,2304 1,4624 | 1,6532
0,8928 1,4314 1,6232 | 1,8062
0,9897 1,5911 1,7853 1,9777
1,1835 1,8921 2,0792 | 2,2695
1,2804 | 2,0682 2,2504 | 2,4472
1,3773 2,2330 2,4281 | 2,6149
1,4743 2,3909 2,5775 | 2,7731
1,5712 | 2,5403 2,7388 | 2,9289
1,6681 2,6972 2,8943 | 3,0810
1,7650 | 2,8549 3,0461 | 3,2375
1,8619 | 3,0022 3,1940 | 3,3861
1,9588 3,1572 3,3566 | 3,5462
2,0557 | 3,3151 3,5132 | 3,7023
2,1526 | 3,4709 3,6691 | 3,8579
2,2495 3,6218 3,8137 | 4,0029
2,3464 | 3,7771 3,9808 | 4,1732
2,4434 | 3,9237 41126 | 4,3143
2,5403 4,0810 42660 | 44614
2,6372 | 4,2309 44152 | 4,6191
2,7341 4,3902 4,5801 | 4,7770
2,8310 | 4,5240 47112 | 49286
smérnice | 1,6093 1,5985 1,6021
Tabulka 5 Hodnoty pro vypocet mrizkové dimenze Sierpinského trojuhelniku
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Obrazek 33 Mrizkova dimenze Sierpinskéeho trojuhelniku

Sierpinského koberec

Poslednim fraktalem, kterym se budeme zabyvat podrobné, je Sierpinského koberec (obrazek 5),
jehoz dimenze je rovna log 8/log3~1.8927. Zde doslo také k zlepSeni piesnosti vypoctu. BéZnym
vypocétem vysla dimenze této mnoziny rovna 1,8631. Chyba je tedy rovna 1,57%. Pti pouziti vah
chyba klesala. Metodou ,,véha 1 ziskdme hodnotu 1,8718, coz je chyba uZ jen 1,11%. Pfi pouZiti
metody ,,vaha 2 chyba klesla az na 0,47%, ziskand dimenze tedy byla 1,8839. Hodnoty pro
vypocet dimenze jsou uvedeny v tabulce 6 a graf je na obrazku 34.

logs | logNgy(s) logN,(s)|logN,(s)
0,6990 1,5051
0,7959 1,6812
0,8928 1,6812 1,9031
0,9897 1,7782 1,9395 | 2,0645
1,0866 1,9823 2,1584 2,2577
1,1835 2,2041 2,4166 2,4487
1,2804 2,3655 2,5647 2,6232
1,3773 2,5647 2,7709 | 2,8162
1,4743 2,6946 2,8859 | 2,9708
1,5712 2,8954 3,1011 3,1605
1,6681 3,0888 3,2995 3,3424
1,7650 3,2629 3,4682 3,5260
1,8619 3,4504 3,6494 3,7153
1,9588 3,6304 3,8216 | 3,8877
2,0557 3,8029 3,9696 | 4,0704
2,1526 3,9936 4,1902 | 4,2576
smérnice

Tabulka 6 Hodnoty pro vypocet mrizkové dimenze Sierpinského koberce
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Obrazek 34 Mrizkova dimenze Sierpinského koberce

1,75 2 2,25 2,5

Shrnuti méreni dimenze

Mg¢teni byly provedeny i pro dalsi fraktaly, aby bylo moZno zjistit, zda mnou navrzené vylepSeni
poskytuje lepsi presnost vypoctu ve vSech nebo jen v nékterych piipadech. Jako dal§i mnoziny byly
zvoleny mnoziny Cantorovo diskontinuum (obrazek 15), Cantorova mnozina (obrazek 1) a jesté
fraktal z ptikladu 5.

Pro Cantorovo diskontinuum a fraktal z ptikladu 5 doslo opét ke zlepSeni piesnosti vypoctu
dimenze. Pro ob& tyto mnoziny klesla chyba nékolikanasobné. Jak je vidét v tabulce 7, pro
Cantorovo diskontinuum chyba klesla az na 0,04%. Bohuzel pro Cantorovu mnozinu se chyba
vypoctu zhorsila. Pomoci standardni mfizkové dimenze vysla hodnota velmi piesné, a to s chybou
pouze 0,18%. Pti pouziti vylepSené¢ho vypoctu se chyba zvysila na 0,47%, coz je tedy nepatrné
zhorSeni, ale rozhodné neni pfijemné. Za hlavni diivod tohoto jevu bych povazoval to, Ze mfizkova
dimenze vysla az necekané presné. Ztejmé se podafilo ¢tverci z miizky presné pokryt mnoZzinu, a
pak jiz tedy nebylo co zlepSovat. Vysledky méfeni pro vSechny méfené jednoduché 1 fraktalni
mnoziny jsou uvedeny v tabulce 7.

mnoZina normal vaha 1 vaha 2 skutecna
usecka 0,9636; 3,63% | 0,9874; 1,25% | 0,9934; 0,66% 1
Ctverec 1,9746; 1.27% | 1,9717; 1,41% | 1,9966; 0,17% 2
kruznice 1,0411; 4,12% | 0,9856; 1,43% | 0,9951; 0,48% 1
Sierp. trojuhelnik 1,6093; 1,53% | 1,5985; 0,85% | 1,6021; 1,08% log3/log?2
Sierp. koberec 1,8631; 1,57% | 1,8718; 1,11% | 1,8839; 0,47% log 8/1log3
Kochova ktivka 1,2866; 1,96% | 1,2771; 1,21% | 1,2756; 1,09% log4/log3
Cantorovo diskontinuum| 1,0085; 0,85% | 0,9958; 0,42% | 0,9996; 0,04% 1
Cantorova mnozina 0,6321;0,18% | 0,6339;0,47% | 0,6338; 0,46% log2/log3
fraktal z piikladu S | 1,3357;1,57% | 13721; L11% | 1,3595;0,18% | ‘£S=bebir=ll

Tabulka 7 Souhrn zjistenych dimenzi a chyb
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4.6. Méreni dimenze Mandelbrotovy mnoziny

Mitsushiro Shishikura v roce 1994 v [6] dokézal, Zze Hausdorffova dimenze hranice Mandel-
brotovy mnoziny je rovna ¢islu 2. Shishikura téz dokézal, ze dimenzi rovnou dvéma ma i Juliova
mnozina, kde jako konstantu vezmeme bod z hranice Mandelbrotovy mnoziny. Nasim cilem je
zjistit, zda bude mtizkova dimenze vypocitana numericky odpovidat dimenzi Hausdorffové.

Pro vypocet lze pouzit milj program, ktery dle zadanych parametri pocitd Mandelbrotovu
mnozinu na jemné miizce a secte, do kolika vétSich ¢tverct padne hranice této mnoziny. Numericky
pocitand miizkova dimenze ma jednu z nevyhod v tom, Ze zavisi na velmi mnoha parametrech.
Mezi hlavni parametry pii vypoctu dimenze pravé Mandelbrotovy mnoziny patii volba velikosti
zakladni mfizky, volba velikosti mfizky pro vypocet poctu zobrazenych cEtvercli a volba poctu
iteraci pro rozhodnuti, zda posloupnost pro dany bod roste do nekone¢na nebo ne.

Pii méfeni jsem se pokusil ménit vSechny hlavni parametry, ale ani pro jednu volbu jsem
nedosahl Cisla dvé. Naopak, vysledky se velmi liSily. V kapitole o mfizkové dimenzi bylo uvedeno,
ze se miizkova dimenze muze rovnat Hausdorffové dimenzi, ale existuji piipady, kdy se nerovna.
Toto bude ziejmé priklad, kdy rovnost nenastdva. V literatufe ani na internetu neni ani zminka o
ditkazu této skuteCnosti. Pravé proto jsem se pokusil alespon o numericky vypocet.

Nejprve uved'me vysledky nékterych méteni pomoci programu, ktery generuje Mandelbrotovu
mnozinu co nejpresnéji. V tabulkach 8, 9 a 10 jsou ziskana data pro riizna nastaveni méfeni a na
obrazku 35 je graf ziskanych hodnot. Pokusme se téz provést méfeni pifimo z rastrového obrazku.
Data téchto méteni jsou uvedena dale.

s N(s) log s log N (s)
0.10000000 131 1.00000 2.117271
0,05000000 337 1.30103 2.527630
0,02500000 838 1.60206 2.923244
0,01250000 2146 1.90309 3.331630
0,00625000 5750 2.20412 3.759668
0,00312500 16201 2.50515 4.209542
0,00156250 41438 2.80618 4.617399

Tabulka 8 Meéreni mrizkové dimenze Mandelbrotovy mnoZiny,
100 iteraci, zakladni miizka 0,00025

s N(s) log s log N (s)
0,10000000 138 1.00000 2.139879
0,05000000 362 1.30103 2.558709
0,02500000 916 1.60206 2.961895
0,01250000 2120 1.90309 3.326336
0,00625000 4744 2.20412 3.676145
0,00312500 11215 2.50515 4.049799
0,00156250 28602 2.80618 4.456396
0,00078125 77178 3.10721 4.887494

Tabulka 9 Méreni mrizkové dimenze Mandelbrotovy mnoZiny,
500 iteraci, zakladni mrizka 0,00025
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s N(s) log s log N ()
0,10000000 149 1.00000 2.173186
0,05000000 392 1.30103 2.593286
0,02500000 1069 1.60206 |3.028978
0,01250000 2885 1.90309 3.460146
0,00625000 7814 2.20412 3.892873
0,00312500 22075 2.50515 4.343901
0,00156250 63265 2.80618 4.801164
0,00078125 180666 3.10721 5.256876

Tabulka 10 Méreni mrizkové dimenze Mandelbrotovy mnoziny,
100 iteraci, zakladni miizka 0,0001
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Obrazek 35 Log-log graf pro méreni dimenze Mandelbrotovy
mnoziny pro data z tabulek 8, 9 a 10 .

Z grafu na obrazku 35 Ize vy¢ist, Ze smérnice jsou pro rizné parametry mnoziny odlisné. AvSak
ani pro jedno nastaveni se vysledna hodnota dimenze ani neblizila Cislu 2. Nepomohlo ani sebevétsi
zjemnovani mnoziny. Vysledné hodnoty dimenze se od sebe liSily nékdy az o tfi desetiny a
pohybovaly se v rozmezi od 1,2 do 1,5. Pfesna data uvadi tabulka 11.

V dostupné literatute jsem nenasSel Zadnou zminku o tom, Ze by se nékdo pokousel métit dimenzi

Mandelbrotovy mnoziny numericky. Neexistuje ani dikaz, jestli se miizkova dimenze
Mandelbrotovy mnoziny rovna dimenzi Hausdorffové.

lterace Mfizka 0,001 0,00025 0,0001
100 1,388166 1,448435 1,463338
200 1,312852 1,382539 1,402773
500 1,233413 1,278755 1,300851

Tabulka 11 Vysledky méreni dimenze Mandelbrotovy mnoziny pro riznd nastaveni

Pfi méfeni pomoci standardni miizkové dimenze jsme tedy nedostali ofekavany vysledek.
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Nabizi se vSak moznost vyzkousSet, jakd bude dimenze Mandelbrotovy mnoziny, kdyZ se méfeni
provede na nepfesnéjsi rastrové verzi mnoziny (opét vygenerované v mém vlastnim programu).
Vysledky ale jen potvrdily, ze numericky zjiStovana miizkova dimenze se neda pouzit pro tuto
ulohu. Pouzita byla jak standardni miizkova dimenze, tak 1 moje vylepSeni. V této praci je uvedeno
pro nazornost jen jedno méfeni, protoze vysledky ostatnich méteni byly velmi podobné vysledkim
z méteni pro standardni mifiZkovou dimenzi pro pfesnéji vypocitanou mnozinu.
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Obrazek 37 Log-log graf meéreni dimenze Mandelbrotovy mnoZiny z
rastrového obrazku.

V grafu na obrazku 37 je vidét, Ze pomoci pouziti metody ,,vaha 1* a ,,vaha 2 se povedlo data
pro vypocet smérnice trochu vyhladit, stejn¢ jako to bylo pro jednodussi fraktaly. Tim se zptesnil
vypocet dimenze pomoci linearni regrese, nicméné k ¢islu 2 méa dimenze daleko.

Pfi méfeni dimenze hranice Mandelbrotovy mnoziny jsem tedy nedospél k ocekdvanym
vysledkiim.
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logs |logNy(s) |logN,(s)|logN,(s)
0,7959 1,2788 1,4771 1,5051
0,8928 1,4150 1,5911 1,6128
0,9897 1,5315 1,6990 1,7324
1,0866 1,6532 1,8325 1,8573
1,1835 1,7782 1,9685 1,9868
1,2804 1,9542 2,1072 2,1492
1,3773 2,1038 2,2529 | 22718
1,4743 2,2504 2,4014 2,4200
1,5712 2,3636 2,5132 | 2,5276
1,6681 2,4871 2,6415 2,6628
1,7650 2,6180 2,7731 2,7980
1,8619 2,7566 2,9079 2,9315
1,9588 2,8814 3,0366 | 3,0607
2,0557 3,0056 3,1581 3,1864
2,1526 3,1364 3,2896 | 3,3172
2,2495 3,2617 3,4125 3,4595
2,3464 3,3809 3,5378 3,5776
2,4434 3,5013 3,6488 3,7110
2,5403 3,6215 3,7629 | 3,8077
2,6372 3,7467 3,9049 3,9738
2,7341 3,8618 4,0456 4,0456
2,8310 39811 4,0977 42822
2,9279 4,1083 4,1212 4,4094
3,0248 4,1216 4,4227 4,4227
smérnice | 1,3173 1,3358 1,3468

Tabulka 12 Hodnoty pro vypocet mrizkové dimenze hranice Mandelbrotovy mnoziny z rastrové
verze
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5. Programy

Pro svou praci jsem potieboval vytvoftit programy vhodné pro prizkum fraktalii. Na internetu se
se samoziejme nachazi fada programi s timto zamé&fenim, ale ty bud’ nevyhovovaly mym potiebam
nebo jsem jsem si chtél vyzkouset, jak to udé€lat po svém. Vytvoril jsem tfi programy, jejichZ
vlastnosti a pouzivani je popsano v nésledujicich podkapitolach.

5.1. Program pro generovani Mandelbrotovy a Juliovych mnozin

Tento program slouzi pro generovani a prizkum Mandelbrotovy mnoziny a Juliovych mnozin. Je
napsan v Borland C++ Builderu 6.0 a funguje pouze pro operacni systém Windows. Jazyk C++
jsem zvolil hlavné kvili jeho rychlosti, ktera je pro tento typ uloh dilezita. Program je vytvoifen
jako vicevldknova aplikace a pfi vypoctu tedy dovoluje provadét i dalsi Cinnosti jako naptiklad
soucasné generovani Juliovy mnoziny nebo priizkum iteracnich posloupnosti. Pii navrhu programu
byla vénovana pozornost i jeho budouci rozsifitelnosti. Neni problém pfidat dalsi mnoziny
podobného typu jako je Mandelbrotova nebo zménit graficky vystup pomoci malého zdsahu do
kodu programu.

Mezi hlavni funkce programu patfi:
e generovani Mandelbrotovy mnoziny s exponentem 2, 3 a 4;
e generovani prislusnych Juliovych mnozin;
e zobrazeni iteracnich posloupnosti v komplexni rovin€ i v absolutnich hodnotéch;
e jednoduché zvétSovani ¢asti mnoziny;
e piimy vypocet obsazenych ¢tvercl pro miizkovou dimenzi.

Program jsem se snazil udé€lat co nejvice uzivatelsky pratelsky. Ovladani je velice intuitivni.
Stisknutim a podrZenim levého tlacitka mysi 1ze v okné s Mandelbrotovou ¢i Juliovou mnoZinou
nakreslit obdélnik, ktery po uvolnéni tlacitka zvétsi vyifez do celého okna. Kliknutim pravym
tlac¢itkem mysi v okné¢ s Mandelbrotovou mnoZinou se zobrazi Juliova mnozina pro bod, ktery se
nachazi pod kurzorem mysi (ve spodni Casti okna se zobrazuje poloha kurzoru v mnozin¢). Z menu
View lze také ptiblizovat (Zoom In) nebo oddalovat (Zoom Out) pohled na mnozinu. Volbou Reset
se hlavni okno nastavi do stavu jako pfi spusténi programu.

V menu Render se vybira, kterou mnozinu chceme zobrazit. Na vybér jsou Mandelbrotovy
mnoziny s exponentem 2,3 a 4. Je mozné i v hlavnim okné zobrazit Juliovy mnoziny, ale nelze pak
zvolit, pro jaky bod je vypocitana. Pro zobrazeni Juliovy mnoziny tedy doporucuji pravé tlacitko
mysi (viz vyse).

Drzenim klavesy CTRL a souCasnym stiskem levého tlacitka se zobrazi nové okno s grafem
iteracni posloupnosti pro bod pod kurzorem mysi. Zaroven se tato posloupnost zakresli i do okna s
mnozinou, aby bylo pfimo vidét chovani a rozsah posloupnosti. Pro smazani téchto ¢ar je mozné
pouzit funkci Repaint z menu View. V okné¢ s iteracni posloupnosti si 1ze pomoci menu Plot zvolit,
zda ma graf byt zobrazen v komplexni rovin€ nebo jako absolutni hodnoty. V menu View lze urcit
barvu ¢ary v grafu, vypnout nebo zapnout popisky grafu a nastavit méefitko pro osy grafu 1:1.

Zkoumame-li iteracni posloupnosti, zjistime, Ze pro Mandelbrotovu mnoZzinu tyto posloupnosti
klesaji k nule pouze pro body z nejvétsi ,,bubliny. Ostatni posloupnosti osciluji a plati, ze ¢im je
mens$i bublina, tim vice vrcholi bude mit zobrazeny n-thelnik. Bohuzel se mi v literatufe
nepodafilo najit né¢jaké podrobnosti o tomto jevu, pouze to, Ze ostatni tuto skutecnost také zjistili.
Tuto vlastnost jsem zjistil nezdvisle na ostatnich pravé diky tomu, Ze jsem nechal program
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vykreslovat itera¢ni posloupnosti do komplexni roviny.

Program také obsahuje moZznost zjiSténi obsazenych Ctvercli pro méfeni miizkové dimenze. V
menu Box Dimension se zvoli Count. V novém okné lze nastavit velikost ¢tverce miizky v
pixelech. Po stisku tlacitka RUN se zobrazi po¢et obsazenych c¢tverct (X), celkovy pocet Ctverct
miizky (N) a velikost ¢tverce miizky v métitku mnoziny. Hodnoty ziskané pomoci této funkce mayji
pouze orientacni charakter. Pro pfesné méfeni Mandelbrotovy mnoZziny a Juliovych mnoZin jsem
vytvofil specialni program.

ia 033984375 + i*-1 071428571428

File Render Box dimension

#5 Fraktal =ol=]

View Render Box dimension
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Obrazek 38 Program pro zobrazeni a prizkum Mandelbrotovy mnoziny a Juliovych mnozin.
a) Mandelbrotova mnozina s exponentem 4; b) Juliova mnozZina s exponentem 4, c) posloupnost
iteraci zobrazena v komplexni roviné; d) posloupnost iteraci zobrazend v absolutni hodnoté.

5.2. Program pro méreni mrizkové dimenze Mandelbrotovy mnoziny

Tento program napsany v C++ vypocita miizkovou dimenzi usecky, kruznice, Ctverce, hranice
¢tverce, Mandelbrotovy mnoziny a Juliovych mnozin. Jeho vystupem je tabulka obsahujici velikost
miizky a odpovidajici pocet obsazenych Ctvercli, dale bitmapovy obrazek mnoziny a soubor
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obsahujici soufadnice obsazenych ctverct.
Na vstupu programu se zadévaji nasledujici hodnoty:

o Typ mnoziny (usecka, kruznice, Ctverec, hranice ctverce, Mandelbrotova mnozina a Juliovy
mnoziny);

e Parametry zvolené mnoziny (pocet iteraci, polomé&r kruznice apod.);

wrwv

e Jemnost miizky pro nalezeni hranice mnoZziny — tzn. na kolik menSich ctverecki rozdélit
buniku zékladni mfizky, béZzna hodnota je v intervalu 5 az 30. Pfi zadani vétSich Cisel pak
program pracuje velmi dlouho.

e Pocatecni velikost bunky miizky — tzn. velikost buniky miizky, se kterou program zacne

pracovat, v kapitole o mfizkové dimenzi je uvedeno, ze nema smysl volit vétSi hodnoty nez
0,25.

e Konecna velikost buiiky mtizky — tzn. velikost mfizky, kdy program skonci;
e Krok zjemnéni miizky — koeficient pro zjemniovani mfizky (napt. 0.5 znamena, ze
nasledujici miiZzka bude dvakrat jemné;jsi);
Algoritmus:

Program obsahuje n¢kolik funkci, které zjisti, zda bod patii nebo nepatii do dané mnoziny. Ptiklad
jedné z té€chto funkci:

bool test circle(double x,double y,double r)
{

if ((x*x+y*y-r*r)<=0)
return true;

else
return false;

}

Dalsi dalezitou funkci je funkce test box, ktera rozhoduje, zda ¢tvercem prochéazi hranice.
Do proménnych outside a inside zapiSeme hodnotu false. Funkce pak prochazi ¢tverec
miizky (o velikosti size) po kroku z jemnéj$i miizky (proménnd step). Funkce test mandel
vraci, zda bod patfi ¢i nepatii do mnoziny. Pokud se stane, Zze v tomto Ctverci néjaky bod pattil do
mnoziny (proménnd inside bude true) a zarovén tam néjaky nepatiil (proménnd outside
bude true), pak se to proménné end uloZi true, coZ znamena, ze tento ctverec obsahuje hranici
mnoziny. V ostatnich pfipadech bude end rovno false. Moje implementace této funkce:

bool test box(double x0,double y0,double step,double
size,int iter,int type)
{
double y = yO0;
bool end = false;

bool outside = false;
bool inside = false;
do

{
double x=x0;
do
{ //test pro Mandelbrotovu mnozinu.
bool test = test mandel2(x,y,iter);

if (test) inside = true;
else outside = true;
X+=step;
end = (inside && outside);
} while ((!'end) && (x<(x0O+size)));
Vt=sitep;
} while ((!'end) && (y<(yO+size)));

return end;

}
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Posledni dilezitou funkci, je funkce, ktera rozdéli plochu na miizku podle zadani. Pro kazdy
Ctverec z miizky zavolad funkci test box. Pokud test box vrati true, zvysi se hodnota N,
ktera znamend pocet zapocCtenych ctvercl.. Pro kazdy ¢tverec zaroven zapiSe pixel do vystupniho
obrazku a soutfadnice obsazeného ¢tverce do vystupniho textového souboru. Vystupni data program
nijak nezpracovava, a proto je tfeba pouzit n¢jakého tabulkového editoru.

5.3. Program pro generovani IFS fraktalu a méreni jejich dimenze

vvvvvv

jsem se vytvofit tento program v programovacim jazyce Java, a to z n¢kolika divodi. V Javée se
lehce vytvareji programy s grafickym rozhranim, s verzi Javy 1.5 pracuji velmi rychle a hlavné
programy v Javé mohou byt pouzity na rtznych operacnich systémech. Chtél jsem vytvotit
program, ktery by byl pouzitelny jak ve Windows, tak i v Linuxu a Mac OS. ProtoZe s
programovanim pro tyto operacni systémy nemam zkusenost, tak jsem zvolil pravé Javu.

—Iolx

cm, | O L,,,e FoaTarers O T,,anme _. Om,ago" O cme |mm, = Z |N|T = 5 ——— H stan ” Boxmm ” Sm | =

3

Obrazek 39 Hlavni okno programu pro generovani IFS fraktalii a méreni jejich dimenze.

Jak je vidét na obrazku 39, hlavni okno programu je rozdéleno na 3 casti. Do Casti oznacené
¢islem 1 se nakresli takzvany iniciator (anglicky initiator), do Casti s ¢islem 2 generator (anglicky
generator) a do posledni ¢asti okna vlozime podle libosti jeden nebo n€kolik iniciatort, podle toho,
jak chceme, aby vysledny fraktal vypadal. Program pracuje tak, ze v kazdém kroku iniciator nahradi
generatorem. Proto je nutné, aby se generator skladal hlavné z iniciatorQ, aby se dalo pokracovat do
dalsi iterace. Jednotlivé kroky nyni popisi podrobné.

Kresleni iniciatoru

Do casti okna oznacené jako 1 se kresli inicidtor. Z horni nabidky se vybere obrazec, ktery
chceme vlozit. MozZnosti jsou usecka, trojuhelnik, ¢tyfuhelnik a kruznice. Tyto ttvary se vlozi tak,
ze se do okna naklikd na pozadované pozice potiebny pocet bodl. Zvoleny utvar se objevi az po
vlozeni posledniho bodu. Takze naptiklad pro vlozeni ¢tytthelniku je tfeba kliknout Ctyfikrat na
pozadované pozice, pak se teprve utvar zobrazi. Aby bylo mozné kreslit Gtvary presné, tak jsem do
programu vlozil funkci pro automatické ptichytavani k miizce a k ostatnim tvartim. Pfi pokusu o
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vlozeni bodu v blizkosti mtizky a zaroven v blizkosti dalSiho objektu ma piednost objekt pred
miizkou. Pocet Gtvarl v inicidtoru neni nijak omezen.

Kromé téchto zékladnich objektli je mozné pomoci tlacitka ,,Import IMG* vlozit i rastrovy
obrazek ve formatu PNG. Soubor PNG musi mit barevnou hloubku 24 biti. Program sam provede
pfevod na 1 bitovou hloubku. Jako body mnoziny jsou povazovany vSechny pixely z obrdzku, které
maji alesponi jednu ze sloZzek RGB mensi nez 128, tzn. pro import obrdzku je vhodné mit na bilém
pozadi mnozinu nakreslenou ¢erné. Neni vhodné importovat veliké obrazky, protoze po né€kolika
iteracich pocet bodli ulozenych v paméti prudce roste a mtize dojit k nedostatku paméti.

V horni nabidce se jest¢ nachéazi tlacitko ,,Clear”, které vymaze veSkeré vloZené utvary z
iniciatoru.

Clear i Line ® Triangle  Tetrag..

Obrazek 40 Kresleni inicidatoru
Kresleni generatoru

Do pravé horni ¢asti okna se kresli generator. Postup vkladani objekth je stejny jako pro
iniciator, ale takto vlozené objekty neslouzi pro iterace, ale jen jako doplikové objekty, a nemaji
pro fraktadl moc vyznam. Dillezita je ale nova volba ,INIT“. Ozna¢ime-li tuto volbu, pak Ize na
misto, kam klikneme mysi, vlozit iniciator nakresleny ve vedlej$i ¢asti okna. Za stied iniciatoru se
povazuje prusecik tlustych car miizky, takze na misté kliknuti mysi bude tento stied. Pokud bude
iniciator trojuhelnik jako na obrazku 40, pak na mist¢ kliknuti bude levy horni roh tohoto
trojuhelniku.

[=1E.3]
Cle.. |i2Line ) Trig.. () Tetr.. (0 Circle | Im... |®INIT

Angle [deg] [iXi]

Scale X [1 = original] 05
I = | | scaleY[1=original 05 5

5_ [ Mirror [ ] Mirror y

‘ Cancel | ‘ 0K |

Obrazek 41 Kresleni generatoru
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Po kliknuti se objevi nové okno s parametry pro inicidtor. Zde zvolime pozadované
transformace, které chceme provést s inicidtorem. Lze ménit méfitko v ose x (Scale X) a v ose y
(Scale Y), uhel otoceni (Angle) a zvolit zrcadleni v ose x (Mirror x) a y (Mirror y). Piiklad pro
Sierpinského trojuhelnik je na obrazku 41. Zde je tfeba vlozit iniciator tfikrat s méfitkem v obou

osach 1/2.

Generator obvykle obsahuje pouze rizné transformované iniciatory, aby bylo mozné provadét
iterace.

Kresleni a generovani fraktalu

Do tfeti Casti okna se stejnym postupem jako pro generdtor vlozi jeden nebo nékolik vhodné
transformovanych iniciatorti. Casto postaci pouze vlozit jeden iniciator, naptiklad s métitkem 5, aby
fraktal nebyl moc maly.

V horni nabidce se do pole vedle tlac¢itka ,,Start zada pozadovany pocet iteraci a timto tlacitkem
se pak generovani spusti. PoCet mozny pocet iteraci zavisi na volné paméti pocitace a sloZitosti
fraktdlu. Z mych zkuSenosti vyplyva, ze 9 iteraci je dostaCujicich pro vétSinu mnozin. Rychlost
zménit pocet iteraci, neni tieba pouzit tlacitko ,,Clear* a objekt znovu nakreslit, ale staci pouze
zménit Cislo v poli a stisknout ,,Start”. Vysledny obrazek lze ulozit do souboru pomoci tlacitka

M7 v

»dave Img®. Format takto ulozeného obrazku je PNG (ulozeny obrazek neobsahuje miizku).

£ ol x|
Clear J Line (® Triangle ) Tetrag.. ) Circle ... | Line O Tria.. O Tetr.. (O Circle ‘ Im... ‘ ® INIT
Clear 2 Line () Triangle ) Tetragon () Circle Impor... | @ INIT a H Start H BoxDim ” Save |...

Obrazek 42 Okno programu po spravném zadani Sierpinského trojuhelniku

Méieni miizkové dimenze
Po vygenerovani pozadovaného poctu iteraci 1ze piimo v programu vytvotit soubor s hodnotami

pro zjisténi miizkové dimenze. Stiskem tlacitka ,,BoxDim* se otevie nové okno s parametry pro
miizkovou dimenzi, obrazek 43.
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Parametr Start znamend, s jak velkym Ctvercem mfiizky se zane. Hodnota rovna 1 odpovida

v

v

Sifce celého fraktalu. Naptiklad zaddnim 0,1 se zacne s deseti ¢tverci na Sitku mnoZiny. Parametr
End udava, pii jaké velikosti ¢tverce miizky skoncit s méfenim. Parametr Step udava, jaka bude
velikost ¢tverce v dalSim kroku méfeni. Zadani hodnota musi byt mensi nez 1. Zadanim napftiklad
hodnoty 0,7 se urci, ze velikost ¢tverce v nasledujicim kroku bude 7/10 velikosti souc¢asného
¢tverce. Poslednim parametrem je Type, neboli zptisob pocitani obsazenych Ctverclh. Lze zvolit
hodnotu 1,2,3,4 nebo 5. Tato ¢isla maji nasledujici vyznam:

2 — program

1 — odpovida standardni mfizkové dimenzi

spoCitd pocty bodl v jednotlivych Etvercich mfizky, najde maximalni
hodnotu a pak kazdy ¢tverec, ktery obsahuje vice bodii nez 1/2 maxima, bude
zapocitan dvakrat.

3 — program najde maximum jako v pfedchozim bodé. Ctverce s vice body nez 1/3
maxima budou zapoc€itdny dvakrat a Ctverce s vice body nez 2/3 maxima budou
zapocitany tiikrat. Metody 2 a 3 se mi neosvéd¢ily.

4 — odpovida postupu ,,vaha 1. Program najde pramérny pocet bodti v bunkach mtizky a
¢tverce s vice body nez je primér budou zapocitany dvakrat.

5 — odpovida postupu ,,vaha 2. Program najde primérny pocet bodti v bunkach mtizky a

¢tverce s vice body nez je 1/2 priméru budou zapocitany dvakrat. ¢tverce s vice body nez je
primér budou zapocitany tikrat.

Start [D<start<1]:

End in % [0<end<start]

Step [D<step<D.5]

Type [1,2,3,4,5]

OutFile [*.csv]

0.1

=]

0.001

0.4

output.csy

Hide

0K

Progress

ldle

Obrazek 43 Parametry mrizkové dimenze

Posledni parametr udava jméno souboru, kam se data ulozi. Format souboru je CSV, neboli

v

sttednikem oddélend Cisla. Prvni ¢islo udava velikost métitka a druhé pocet obsazenych Ctverct.
Tento soubor Ize pfimo importovat do tabulkovych editorii jako je OpenOffice Calc nebo Microsoft

Excel.

- 65 -



6. Zaver

Cilem mé prace bylo seznadmit se s fraktaly, fraktdlni dimenzi a dalSimi pojmy fraktalni
geometrie. Snazil jsem se vytvofit dilo, které popisuje fraktalni dimenzi jak z teoretického pohledu,
tak 1 moZnosti jejiho numerického vypoctu. Ziskané informace jsem se snaZil podat co
nejsrozumitelnéji a hlavné v ¢eském jazyce, nebot’ Ceské literatury na toto téma je velmi malo.

Nejprve jsem definoval zakladni pojmy fraktdlni geometrie a uvedl nékteré dilezité typy
fraktalnich mnozin, které ve své praci pouzivam v piikladech pro vypocet dimenze.

Kapitola o Hausdorffové dimenzi se snaZi pfiblizit teoreticky zaklad pro meéfeni fraktalni
dimenze. Nejprve jsem definoval zakladni pojmy a nasledné definoval a popsal Hausdorffovu miru.
Uvedl jsem mnoho jejich dilezitych vlastnosti ve formé vét s diikazy, protoze dlikazy jsou vétSinou
velmi ndzorné a pomahaji pochopit princip dimenze. Nékteré véty jsem dokdzal sam (napiiklad véty
4, 5, 6, 11), ale nasledn¢ piekontroloval podle dostupné literatury (hlavné podle [8]). Vypocet
Hausdorffovy dimenze je velmi obtizny, a proto jsem uvedl i mnoho piikladi vypocti, které jsou
podle mého vystiznéj$i nez n€kolik stran vysvétlovani.

Dal$im druhem dimenze, kterou jsem se ve své praci zabyval, je dimenze miizkova. Tuto
dimenzi jsem definoval a opét uvedl jeji diilezité vlastnosti a uvedl jsem vztah mezi touto dimenzi a
dimenzi Hausdorffovou. I pro mfizkovou dimenzi jsem uvedl mnoho piikladl jejiho vypoctu.

Dilezitou ¢asti jsou praktickd méfeni, pomoci kterych jsem se snazil zjistit pfesnost miizkové
dimenze pocitané numericky a tento vypocet dale zptesnit. Navrhl jsem jednoduchou metodu pro
zptesnéni. Méfeni jsem provadél nejprve na jednoduchych mnoZinach, kde vysledek odpovidal
o¢ekavani, 1 kdyz v nékterych piipadech byla chyba znatelnd. Pomoci moji metody se vysledek
zlepsil (tzn. chyba se snizila) v nékterych ptipadech i vice nez desetkrat. Podobné zlepSeni jsem
zaznamenal 1 v piipadé IFS fraktald (Kochova kiivka, Sierpinského trojtihelnik atd.). Zde se také
vysledek zlepsil.

Me¢fteni dimenze hranice Mandelbrotovy mnoziny naopak nedopadlo viibec podle ofekavani a
vysledek se zna¢n€ ménil podle parametri vypoctu mnoziny. AvSak ani v jednom ptipad¢ se neblizil
hodnoté 2, coz je Hausdorffova dimenze hranice Mandelbrotovy mnoziny. V odborné literatuie
jsem nenasel dilkaz, zda se miizkova dimenze pro tento piipad rovna dimenzi Hausdorffové (coz
byl také diivod, pro¢ jsem se o to pokousel). Z méteni tedy vyplynulo, Ze se tyto dimenze ziejmé
nerovnaji. Je ovSem také mozné, Ze mnozina nebyla vygenerovana dostatecné jemné. Tato moznost
se mi jevi ale jako méné pravdépodobnd, protoze i pfi zvySovani poctu iteraci a jemnosti se
vysledky chovaly ,,ndhodn¢&*.

Pro svou praci jsem vytvoril tfi programy, u kterych jsem kladl diraz nejen na co nejlepsi
funk¢nost, ale také na jednoduchost ovladani. V programu IFS dokaze sviij vlastni fraktal vytvofit i
clovek, ktery se fraktdlni geometrii nevénuje. Pomoci programu pro prizkum Mandelbrotovy
mnoziny, ktery pfimo zobrazuje iteracni posloupnosti, se mi podafila zjistit zajimava vlastnost o
oscilaci téchto posloupnosti popsana v kapitole 2.5.

Svou praci jsem se snazil pfinést alespoit néco malo k rozvoji fraktalni geometrie a méfeni
fraktalni dimenze.
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8. Piilohy
Ukéazky vystupii z mych programii:

Juliova mnozina ¢=0,156 -0,672i Juliova mnozina ¢=0,060124 —0,62422i

Juliova mnozina ¢=0,363443+4+0.31565: Juliova mnozina ¢=—0.401606—0.5819i

Juliova mnozina ¢=-—1.74774+0.0009819 Juliova mnozina ¢=—0.505+0.565
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