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1. Uvod

Tato prace navazuje na moji reSerSni praci, kterd se tykala fraktalt a fraktalnich mnozin
obecné. Nyni jsem se zaméfil hlavné na fraktalni dimenzi a jeji zjiStovani pro rizné mnoziny.
Nejprve se budeme vénovat Hausdorffové dimenzi, protoze ta je povazovédna za zakladni
fraktalni dimenzi, takto ji oznacil ve svych pracich i Mandelbrot. Dale se budeme vénovat
miizkové (box-counting) dimenzi, teoreticky 1 prakticky.

Kapitola o Hausdorffové dimenzi obsahuje definice a véty o dllezitych vlastnostech
vcetné dikaz. Uvedeny jsou téz piiklady vypoctu u nékolika mnozin. Hlavnim zdrojem

vvvvvv

z obou knih.

Dalsi kapitoly jsou vénovany pouze miizkové dimenzi a jejimu vypoctu. Definice a véty
jsem cerpal hlavné z [9], kde je vSe velmi piehledné¢ popsano. Informace o numerickém
vypo¢tu miizkové dimenze jsem ziskal z dokumenti [4] a [5] z VUT v Brné, kde se
numerickému vypoc¢tu miizkové dimenze vénuji a vysledky se snazi aplikovat v chemii a
polygrafii.

Prace vznikla v ramci vyzkumného zdméru ,,Aplikovand matematika v technickych a
fyzikélnich védach*, ¢. MSM 6840770010.



2. Hausdorffova dimenze

Pojem dimenze je pti zkoumani fraktald velmi dilezity. Jednou z nejstarSich, avSak také

z matematického hlediska, 1ze ji pouzit na libovolné mnoziny a je zalozena na mirach, se
kterymi se relativné lehce pracuje. Jeji hlavni nevyhodou je, Ze v nékterych piipadech je
velmi obtizné spocitat jeji hodnotu.

2.1 Hausdorffova mira

Pted definici samotné Hausdorffovy dimenze je nutné zavést nékolik dulezitych pojmil.
Patii mezi né hlavné¢ Hausdorffova mira a Hausdorffova vnéjsi mira. Podrobnéji se o
nasledujicich pojmech hovoii v [8] a [9] .

Nejprve si vSak pfipomenme definici miry a vnéj$i miry a n¢kolika dalSich zakladnich
pojmi.

Definice 1 Mira

Necht X je mnozina a necht F je o -algebra podmnozin X . Mira na F je mnoZinovd
funkce M : F —<0,0> takova, Ze

DM(D)=0;
2)Pokud A, € F je disjunktni posloupnost mnozin, pak

m[U Anj=im(An)

neN

Definice 2 Vnéjsi mira
Necht X je mnozina. Vnejsi mira na X je funkce M definovana na vsech podmnozindch
mnoziny X , ktera zobrazuje do intervalu < 0,0 > a zdroven plati:

DM(D)=0,

2)Pokud A< B, pak M(A)< M(B);

3)9?1(U Anjsim_/l(An).

neN

Definice 3 Spocetné pokryti
Mnozina mnozZin A se nazyva spocetné pokryti mnoziny F prave tehdy, kdyz
Fcl/4,
AeAa
a A jespocetnd (Casto konecnd) mnozina.

Definice 4 e-pokryti
Necht' ¢ je kladné realné cislo (Casto velmi malé). Pokryti A se nazyva & -pokryti, pokud
plati diam A < & pro vsechny mnoZiny A€ A.
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Obrazek 1 Ruznd pokryti mnozZiny pro zmensujici se ¢ .

Nyni jiz mame definovany vSechny potfebné pojmy a mizeme definovat Hausdorffovu
miru.

Definice 5 Hausdorffova s-rozmeérna vnéjsi mira
Definujeme
H:(F)=inf ) (diam A)’

Aea
9

kde infimum je pres vSechna spocetna & -pokryti A4 mnoziny F . Kdyz se & bude zmensovat,
pak se H:(F) bude zvySovat, jeliko? se snizi pocet dostupnych pokryti. Ma tedy smysl
definovat
ﬁS(F):ling}_[;(F)zsup}_[;(F),
&> £>0

coz je Hausdorffova s-rozmérna vnéjsi mira mnoziny F'.

Znadeni: #H’(F) se bude znacit vné&j§i mira (s pruhem) a #°(F) bude (obycejna) mira
(bez pruhu).

Hodnota limity je zintervalu < 0,00 >, pficemz hodnot 0 a o nabyva velmi casto.

Hausdorffova mira zobeciiuje obecny pojem délky, plochy a objemu. Déa se dokazat (dikaz
naptiklad v [9]), Ze n-rozmérna Hausdorffova mira splyva s n-rozmérnou Lebesgueovou

mirou. To znamend, Ze pro ,bézné* podmnoziny F cR” je H°(F) rovna poétu bodi
vmnoziné F, H'(F) je délka hladké kiivky F, #H’(F)=(4/r)-plocha(F) pokud F je
hladké plocha a #>(F)=(6/7)-objem(F).

V nésledujicich vétach budou uvedeny zakladni vlastnosti Hausdorffovy miry.



Véta 1 Hausdorffova vnéjsi mira H*(F) je opravdu vnéjsi mira.

Diikaz: Musime dokazat

1) H(D)=0

Prazdnou mnozinu lze pokryt jedinou mnozinou s diametrem O0<e&<o6. Takze
0<H; (D)< &’ prokazdé &> 0.Z toho plyne, ze H;()=0.Pak # ()= lgiir(}}[;(Q) =0.
2) FcG=H (F)<H'(G)

Pokud F c G, pak kazdé o6 -pokryti G je také o -pokryti F. Pokud tedy vezmeme infimum
pres vSechna & -pokryti, dostaneme H(F)<H(G) a pro J— 0dostaneme

H (F)<H(G).
3) Pokud 4,,4,,... je spocetna (nebo kone¢na) posloupnost mnozin, pak
He (0 A)< i H* (4
Pt )
Pokud jsou 4, disjunktni, pak nastava rovnost.
Bez ujmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze Zw:}_[ 5(4,) <. Necht pro kazdé >0 je
il

{U,,:j=12,...} &-pokryti 4, takové, ze i(U,,,j ) < (4)+27e.
J=1
Pak {Ui’j:i=1,2, Sj= }]65 pokry‘uUA

_;(OAi)gii(dlamU,) i(}_[;(Ai)+§j=8+i ‘;(Ai)sg+i}75(,4,.).

i=1 i=l j=1 =1 i=1
Toto celé plati pro libovolné ¢ > 0, takze

e (OA,} = }51333?[;(04) <S4
i=1 i=1

i=1

Véta 2 Necht F c R". Hodnota #°(F) je rovna poctu bodii v mnoziné F .

Diikaz: Necht' {4} je &-pokryti F . Pro kazdou mnoZinu 4, je |Al.|0 =1a Z:i|Al.|0 je tim
padem pocet mnozin v pokryti. Takze #J(F) je nejmensi pocet mnozin tvoricich pokryti
mnoziny F .

Pokud mnoZina F obsahuje & bodi, x,,x,,...,x,, pak miZeme definovat o -pokryti
mnoziny F jako k kouli se stiedy v bodech x, s poloméry &/2. Pak bude #{(F)<k.Kdyz
o0 zvolime tak malé, aby platilo ‘x,. -X j‘ > pro kazdé i# j, pak Ho(F)>k. Z toho tedy
plyne, ze H)(F)=k atedy H'(F)=k.



Pokud mnoZina F' obsahuje nekone¢né¢ mnoho bodil, miizeme vzdy vzit podmnozinu £,
mnoziny F tak, Ze obsahuje k bodd. Pak #°(F)>#H’(F,)=k a to pro libovolné k, tedy
H(F)=0. [

Véta 3 Pokud je F konecnd mnozina, pak H*(F)=0 pro kazdé s > 0.

Diikaz: Necht F = {xl,xz,...,xk}, jako & -pokryti volme koule s polomérem &/2 se stredy
v bodech x,. Pak

k
HF)<Y &
i=1
pro libovolné & > 0. Tim padem pro £ — 0 je H*(F)=0. 0
Véta 4 Necht' S je podobnostni transformace s meritkem A >0. Pokud F c R", pak
H (S(F)=AVH'(F).
Diikaz: Pokud {U,} je &-pokryti F', pak {S(U,)} je Ae-pokryti S(F). Pak plati

Y (diamSU,)) =AY (diamU,)’

z toho tedy

H (S(F) SAH(F).
Pro & = 0 dostavame H*°(S(F)) < A°H’(F).Pokud misto S vezmeme S', A nahradime za
1/A a F nahradime za S(F'), dostaneme opa¢nou nerovnost. O

Véta 5 Necht F cR"a f:F —> R" jezobrazeni takove, ze pro konstanty ¢ >0a a > 0 plati
f)=f)|<elx=y" (Vx,VyeF).
Pak pro kazdé s je
HI(f(F)) <" HE(F).
Diikaz: Necht' {U,} je & -pokryti F . Z nerovnosti v pfedpokladu odvodime, Ze
diam f(F NU,) < c¢(diam F "U,)" < ¢(diamU,)" .
Z toho tedy plyne, Ze {f(F NU,)} je &-pokryti f(F),kde & =c5”. Takze

> (diam F NU, )S/a <> (diamU, )’

l 1

z toho plyne
I (f(F) S H5(F).
Pro 6 jdouci k 0 pijde i ¢ k 0 a dostaneme z toho tedy tvrzeni véty. O

Podminka v pfedpokladu véty je znamd jako Holderova podminka s exponentemc .
Funkce spliujici tuto podminku pro & =1 se nazyva lipschitzovska.



Véta 6 V metrickém prostoru R splyva 1-rozmérnd Hausdorffova mira H' s Lebesgueovou
mirou A .

Diikaz: Vezméme mnozinu A4 c R, kterd ma konecny diametr. Potom supA—inf A=r,
takze mnozina A je obsaZena v uzavieném intervalu / délky » a A(4A)<A([)=r. Aviak
mira H. je nejvétsi vn&jsi mira M spliujici M(A)<diam A pro vSechny mnoziny 4
s diametrem mensim neZ ¢ . Z toho plyne, ze #'(F)> A(F) pro viechny mnoziny F , takze
H(F)= A(F).

Nyni vezméme polootevieny interval <a,b) a zvolme & > 0. Interval rozdélime pomoci
bodii a =x, <x, <...<x, =b, pro které plati x, —x, | <& prokazde j. Interval <a,b) je tedy

pokryt spocetnym systémem intervaltl {<xj_] ,xj> 1< < n} . Plati

Zdiam<xj71,xj>=2(xj —xH) =b-a.
J=1 Jj=1

Z toho dostavame, e H. (<a,b))£b—a. Ale mira A je nejvétsi vngjsi mira spliujici
A (<a,b))<b—a pro vSechny polooteviené intervaly <a,b), a proto A(F)>H'(F) pro
kazdou mnozinu F .

Takto jsme dokazali, ze vn&j$i miry splyvaji. Mnoziny ovSem spliuji Carathéodoryho
kritérium a tim pAdem splyvajiimiry A a #'. [J

2.2 Hausdorffova dimenze

Nyni budeme zkoumat #°(F) jako funkci s pro danou mnozinu F . Ukazuje se, Ze

kdyz s roste, pak H*(F) klesa. Plati vSak vice velmi zajimavych skute¢nosti.

Véta 7 Necht' F je borelovskd mnozZina a necht’ 0 <s <t jsou redlnd cisla. Pokud
H(F)<oo, pak H'(F)=0. Pokud H'(F)>0, pak H*(F)=o.

Diikaz: Pro libovolnou mnozinu 4 takovou, ze diam 4 < ¢, plati
H:(A) < (diam A)t <& (diam 4)’.

Z toho tedy dostavame H.(F)<&' #H:(F) pro libovolnou mnozinuF . Pokud bude
H(F)=0,pak H'(F)< lingst“‘}_[;(F) =0-H*(F)=0. Stejn& se dokaze i druha &ast véty. [

Disledkem této véty je, Ze pro danou mnoZzinu F existuje jistd hodnota s, €<0,00 >
takovéa, ze H*(F)=o pro kazdé s<s, a H'(F)=0 pro kazdé s>s,. Tuto hodnotu s,

nazyvame Hausdorffovou dimenzi mnoziny F . Formalné€ lze definici této dimenze zapsat
takto:

Definice 6 Hausdorffova dimenze
Pro libovolnou mnozZinu F definujeme Hausdorffovu dimenzi jako

dim F =inf{s > 0: #’°(F) =0} =sup{s: H (F) =0} .



Je samoziejmé mozné, 7e hodnota H*(F)=0 pro viechna s>0. V tomto piipadé je

dim F = 0. Stejné tak se miize stat, ze #*(F)=oo pro viechna s, pak je dim F = oo

H(F)

o
Y

i
0 dimF =s,

Obrazek 2 Hodnota Hausdorffovy miry v zavislosti na s
Uved’'me jednoduchy ptiklad. Za mnozinu F vezmeme kruh s jednotkovym polomérem v
R’. Jak jiz bylo feceno vys, H'(F) je rovno délce mnoziny F, vnasem piikladé tedy
nekone¢no. H>(F) je az mna koeficient rovno plofe mnoziny F, tzn.
H*(F)=(4/r) plocha(F)=4, coz je mensi nez nekonetno. Podobné #’(F) je aZ na
koeficient rovno objemu F , tzn. H(F)=(6/7)-Objem(F) =0 . Hausdorffova dimenze nim
tedy vychazi rovna 2.

Véta 8 Necht' A, B jsou borelovské mnoziny. Pak plati, ze pokud A< B, pak dimA<dimB.

Diikaz: Predpokladame tedy A< B. Véta 1 tika, ze pokud A< B, pak H’(A) < H*(B).
Kdyz tedy bude s >dim B, tak #*(A4) < H*(B)=0(Véta7) a tim paddemdim 4 <s. To ovSem
plati pro vSechna s > dim B, takze dim A <dim B..

Véta 9 Necht' A, A,,... jsou borelovské mnoziny. Pak
dim [ 4, =supdim 4,.
k

keN
Diikaz: Necht s >sup, dim 4, , to znamend, ze VkeN bude s>dim4,. Z toho plyne, Ze
VkeN #°(A4,)=0.Vime, ze H° je vn&jsi mira, takze plati

}_[S(UA,CJSZ}_[S(A,():ZO:O.

keN keN keN



TakZe dimenze sjednoceni je mens$i nez s, a to pro vSechna s > sup, dim 4, . Plati tedy, ze
dim U A, <supdim 4,.
keN k

Podle véty 8 je dimenze podmnoziny mensi nebo rovna nadmnozing, takze

dim U A, 2supdim 4, .
k

keN

Z nerovnosti tedy plyne rovnost a diikaz je proveden. [

Véta 10 Necht F c R" anecht' [ :F — R" splnuje Holderovu podminku
|f@)—fD|<clx—y" (vx,VyeF).

Potom plati, Ze dim f(F)<(/a)dimF .

Diikaz: Pokud s >dim F, pak podle véty 5 je H“(f(F))<c"“H*(F)=0. A ztoho plyne,

7e dim f(F)<s/a pro vSechna s >dimF . [

Dusledkem této véty je, ze pokud je funkce f:F —>R™ lipschitzovska, pak
dim f(F)<dimF .

Dalsi disledek je, Zze pokud je funkce f:F — R™ bi-lipschitzovska, coz znamena, Ze
splituje podminku

alx=y<|f@-fl<elx-y (vxVyeF),
kde 0 <¢, <c, <o, pak dim f(F)=dimF .

Tyto disledky nas vedou k zakladni vlastnosti Hausdorffovy dimenze: Hausdorffova
dimenze je invariantni vici bi-lipschitzovské transformaci. Kdyz tedy budou mit dvé
mnoziny rozdilnou dimenzi, pak mezi nimi neexistuje bi-lipschitzovska transformace. Ve
fraktalni geometrii se dvé mnoziny povazuji za ,stejné pravé tehdy, kdyz mezi nimi existuje
pravé bi-lipschitzovska transformace. Samotnd Hausdorffova dimenze nadm o topologickych
vlastnostech mnoziny moc netekne, ale 1ze dokéazat nésledujici véta pro mnoziny s dimenzi
mensi nez jedna.

Véta 11 MnozZina F c R" s dim F <1 je uplné nesouvisla.

Diikaz: Necht x a y» jsou dva rozdilné body mnoziny F . Definujeme zobrazeni
f:R" —>[0,0) jako f(z)= |z —x| . Toto zobrazeni nezvétSuje vzdalenosti mezi body, protoze
£ (@)= fW)| = ||z =x]~|w-x] <|(z= %)= (w=x)|=]z—|. Z diisledku véty 10 nam plyne, Ze
pro lipschitzovské zobrazeni (tzn. naSe zobrazeni f') plati dim f(F)<dimF <1. Mnozina

f(F) je tedy podmnozinou R s mirou #' (neboli délkou) rovnou nule a tudiz méa husty
dopln¢k. Nyni zvolme bod r takovy, ze r ¢ f(F) a 0<r < f(y). Z toho plyne

F:{zeF:|Z—x|<r}u{zeF:|z—x|>r}.

Mnozina F je tedy obsazena ve dvou disjunktnich mnozinach s bodem x v jedné a bodem y
ve druhé. Body x a y lezi tedy kazdy v jiné komponenté¢ mnoziny F . []

10



e=1/2
e=1/4
e=1/10

Obrazek 3 Pokryti intervalu <O,1>

Véta 12 Hausdorffova dimenze R je 1.

Diikaz: Véta 6 fik4, ze Hausdorffova mira #"' splyvéa s Lebesgueovou mirou A, plati tedy
}[1(<0,1>):i(<0,1>):1. Dimenze intervalu (0,1) je tedy 1. Interval (0,1) je ale &asti R,
tzn. dimenze R je vétsi nez jeho dimenze, tedy vétsi nez 1.

Kdyz vezmeme libovolné s >1, bude #” (<0, 1>) =0. Intervaly <n, n+ 1> jsou izometrické
S <O,l> , takze H* ((n,n + 1>) =0. Dostdvame tedy

}[S(R)S i%s(<n,n+l>):0.

n=—0

Tento vyraz nam tedy fika, ze pro vSechna s >1 je dimR <s. Dimenze R tak mens$i nebo
rovna 1. KdyZ ddme dohromady nerovnosti, ziskdme pozadovany vysledek dimR =1. [

Takto jsme zjistili, ze jednorozmérnd Lebesgueova mira je vhodné pro pocitdni dimR.
Snadno tedy usoudime, Ze pro vypoet dimR> bude tieba pouzit dvourozmérnou

Lebesgueovu miru.
\< - £=2/4

—

\‘ e=2/2

Obrazek 4 Pokryti jednotkového ctverce.

Véta 13 Hausdorffova dimenze R’ je 2.
Diikaz: Vezméme jednotkovy &tverec O =(0,1)x(0,1). Tento &tverec Ize pokryt n* mensimi

Stverci s délkou strany 1/n, takZe pro & > V2 / n dostdvame

11



HA(Q)<n(N2[n*)=2.
Tim padem #*(Q)<2 atedyi dimQ<2.
Ted je jesté tieba dokazat opacnou nerovnost. Necht 4 je spocetné pokryti O pouze

uzavienymi mnozinami. Uvédomme si, ze kazdd mnozina 4 s diametrem r» je obsazena ve
¢tverci O, se stranou mensi nez nebo rovnou 7. Z toho dostdvame

> (diam 4)" = > 2% (0 Zle(UQAJz/lz(Q)zl.

AeAa Aea Aea AeA
Takto jsme dostali #>(Q)>2 atedyi dimQ>2.
Nyni budeme postupovat podobné jako u ptedchoziho dikazu. Protoze O c R*, tak
dimR*>dimQ>2. Pro s>2 je #°(Q)=0, ale R* lIze pokryt spodetnym systémem

{0, :n e N} &tvercii o strang 1, takze
H R <D #°(0,)=0.

Ztoho plyne, ze dimR’<s, tedy dimR®<2. Zopaénych nerovnosti dostdvame
dimR*=2. []
2.3 Vypocéet Hausdorffovy miry a dimenze

Urcovani Hausdorffovy dimenze neni v praxi vilbec jednoduché. Obvykle se postupuje
tak, ze nalezneme horni hranici mnoziny, a pak se snazime dokazat, ze to je zarovei i dolni
hranice. Nalezeni horni hranice byva casto jednodussi. Jedna z metod spociva v nalezeni &,

pokrytich mnoziny F', ozna¢me mnoziny t€chto pokryti U, , . Pro tato pokryti musi platit, ze

g, — 0 pro k — oo . Potom je tfeba dokazat, Ze pro vSechna & plati
> (diamU,, ) <C <.
To znamena, Ze 9, (F)<C pro vSechna k a tim padem J/°(F)<C. Ztoho plyne, Ze

dimF <s.

Bézny zpisob, jak najit spodni hranici, je vyuziti principu rozdéleni hmoty. Pro mnoZinu
F < R"musime definovat miru 4 na R" takovou, ze u(F)>0. Pokud tato mira bude

splitovat podminku, z¢ UcF,u(U)<C(diamU), kde C je pevnad konstanta, pak

dim(F) > s . Toto tvrzeni lze dokazat nasledovné.

Necht' ¢ >0 a necht’ {U ,.} je ¢ -pokryti mnoziny F . Plati

u(F)<up(JUY<Y wU)<CY (diamU,)

Pokud vezmeme infimum pfes vSechny ¢ -pokryti mnoziny F', dostaneme CH(F)= u(F),
dale

}[(F)>}[(F)>’u( )

12



a z toho plyne, ze dim F' > 5, protoze dim(F') =inf{s: %" (F)=0}.

Nyni nékolik ptikladd na vypocet Hausdorffovy dimenze. Nejprve Cantorovo
diskontinuum neboli Cantor Dust.

Obrazek 5 Konstrukce Cantorova diskontinua, dimF =1

Priklad 1 Necht' F je Cantorovo diskontinuum zkonstruované z jednotkového ctverce tak, ze
v kazdém kroku ctverec rozdélime na 16 mensich ctvercii s délkou hrany 1/4 piivodni hrany a

ponechdame pouze 4 ¢tverce podle obrazku. Potom plati 1< #' (F) < V2, takze dimF =1.

Vypoéet: Oznaéme E, k-tou iteraci. Tato mnoZina se vzdy skladd ze 4° &tvercii s délkou
hrany 47*. Jejich diametr je 4" V2. Tyto ¢tverce vezmeme jako o -pokryti mnoziny F , kde
§=4"J2. Takto dostaneme odhad #'(F)<4‘4*\2. Kdyz k—> o, pak § >0 a
dostaneme tedy #'(F)</2 .

Nyni se pokusime ziskat dolni odhad. Necht' proj je ortogondlni projekce na osu x.
Ortogonalni projekce nezvysuje vzdalenost, tj. |projx—projy|<|x—y|, a pokud x,yeR?,
pak proj je lipschitzovska. Tato projekce je vlastn€ stin mnoziny F na ose x a z konstrukce
mnoziny F zjistime, ze to je jednotkovy interval <O,1>. S vyuzitim toho, Ze zobrazeni je
lipschitzovské (viz véta 5), mizeme psat

1 =délka(0,1) = #'((0,1)) = # (proj F) < 9 ' (F) . [
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V tomto vypoctu jsme pouzili princip s ortogonalni projekci, abychom dostali dolni odhad
Hausdorffovy miry. Ten lze ale pouzit pouze ve zvlastnich piipadech, Casto je vypocet
mnohem t¢Z8i.

V dalsim ptiklad¢ vypocteme dimenzi Cantorovy mnoziny.

P¥iklad 2 Necht' F je Cantorova mnoZina. Pak dimF = s =log2/log3 a 1/2< #*(F)<1.

Heuristicky vypocet: Cantorova mnozina se rozd€li na levou F, =F m<0,1/3> a pravou
F,=F m<2/3,1> cast. Ob& tyto Casti jsou geometricky podobné mnoZiné F, pouze
zmenS$ené na jednu tetinu. F, a F, jsou disjunktni a plati F'=F, UF,. Pro kazdé s plati
) S ) 1 ’ ) 1 ’ S
H (F)Y=H(F)+H' (F,)= 3 H(F)+ 3 H(F).

Toto plyne z vlastnosti Hausdorffovy miry o zméné méfitka. Budeme ptedpokladat, ze pro
spravnou hodnotu s =dimF plati 0 < #*(F) <. Abychom dostali kone¢nou hodnotu, tak
musi platit 1=2(1/3)" neboli s =log2/log3. O
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3. Mrizkova dimenze (box-counting dimension)

V ptedchozi kapitole jsme se sezndmili s Hausdorffovou dimenzi. Tato dimenze byla
velmi obecnd, pouzitelnd pro vSechny mnoziny, a proto také obtizna na vypocet. V praxi se
ovSem pouzivaji i dal§i (alternativni) typy dimenzi. Podrobné informace o alternativnich
dimenzich lze nalézt v [8].

Tyto dimenze byvaji zpravidla zaloZzeny na ,,méfeni s métitkem o “, kdy zanedbavame
nepravidelnosti mensi nez o . Sledujeme, jak se tato méteni chovaji, kdyz 6 — 0. Jako
ptiklad mizeme uvést méfeni délky kiivky F tak, Ze spocitame, kolik krokti délky &
musime provést, abychom ji celou prosli. Toto provedeme pro dva rizné kroky o6 a
vypocteme mocninou zavislost. Ozna¢me M (F) pocet krokd pii délce kroku .

Ptedpokladejme tedy, Ze zde existuje mocninna zavislost. Pak
My(F)~co™

pro konstanty ¢ a s. Pokud toto nastane, pak fikdme, ze mnozina F ma d¢€lici dimenzi
(divider dimension) s . Tento vyraz zlogaritmujeme

logM ;(F)=logc—slogo
a velikost kroku 6 budeme stale zmenSovat

T LG
50 —logo

Hodnota s vlastné znamena smérnici ptimky v log-log grafu.

Pokud budeme definovat dal$i verze dimenzi, pak se samoziejmé jejich vysledky na
stejné mnoziny nemusi shodovat (dokonce ani pro ,,hezké* mnoziny). Jejich vlastnosti budou
také odlisSné a je tfeba je odvozovat pifimo zjejich definice. N&které tyto vlastnosti si
odvodime a vysledky budeme porovnavat pravé s dimenzi Hausdorffovou.

3.1 Mrizkova dimenze

Miizkova dimenze je v praxi jedna znejvice pouzivanych dimenzi. Algoritmus se
relativné jednoduse implementuje na pocitaci a pro velkou tfidu mnozin dava stejné vysledky
jako Hausdorffova dimenze.

Definice 7 M7izZkova dimenze

Necht F je neprdzdna omezend podmnozina R" a necht Ng(F) je nejmensi pocet mnozin
s priumérem O , které pokryvaji F . Definujeme dolni a horni mrizkovou dimenzi mnozZiny F
jako

dim , 7 = liminf .28 ()
>0 —logd
log Ny(F)

dimsF =lim sup
50 —logo

Pokud se tyto vyrazy rovnaji, pak spolecnou hodnotu nazyvame mrizkovou dimenzi mnoZiny
F s
: ! (F
dim, F = lim 108 Vs (F)
50 —logo

15



Predpokladame, ze Cislo o je dostatecné malé, aby hodnota —logo byla ostie vétsi nez
0. Stejné tak nechceme dopustit situace jako ,,log0“ a ,,logoo, proto na mnoZzinu klademe
predpoklad neprazdnosti a omezenosti.

Miizkovou dimenzi lze pocitat riznymi zpusoby. Jako mnoziny pro pokryti mizeme
zvolit napt. krychle z mfizky se stranou ¢ .

Véta 14 Necht' F — R" je neprazdna mnozina a mnoziny pro pokryti F jsou definovany jako
mrizka takto:
<m,0,(m, +1)0 >x---x<m o,(m,+1)0 >,

kde my,...,m, jsou cela cisla, & je krok mrizky a N;(F) je pocet krychli z mrizky, které
protinaji mnozinu F . Pak mrizkové dimenze pocitané pomoci Ni(F) a Ny(F) z definice 7
Si jsou rovny.

Diikaz: Je zfejmé, Ze tyto krychle mnoZinu F' pokryvaji, a tedy tvoii 5vn -pokryti. Plati, Ze

N, (F)< Ny(F).

Pokud 5+/n <1 (abychom mohli nerovnost piezasobit 1/ —log S\n ), pak

log N, () _ log Ni(F)
—logéx/; _—logx/;—logé'

A pokud 6 — 0, pak

log N F '
dim,F = 1jminfg+ﬁ() < hminfw’
550 _log 5\/; 50 —logS
- lo N F '
dimsF = limsup ey (F) < 1imsupw_

50  —log S\n s>0  —logo

Na druhou stranu, kazdd mnozina s primérem ¢ bude obsazena v maximaln¢ 3" krychlich
z miizky o hrané¢ 6 . To znamena, ze

N3 (F)<3"Ny(F),

a pokud toto zlogaritmujeme a ¢ poSleme k nule, dostaneme opa¢né nerovnosti, tzn.

dim 7 > liminf 28N ()
-0 —logd

dimsF > lim supw. 0
50 —logod

3

Tato verze dimenze se vyuziva nejvice empiricky, a odtud také plyne jeji jméno. Mnozinu
umistime do miizky ¢tvercli nebo krychli a jednoduse spocitame, do kolika krychli mnozina
zasahuje. Miizkova dimenze vlastn¢ tikd, jak rychle rostou nepravidelnosti se zmensujicim se
0.

Uvedli jsme si dva riizné zpisoby vypoctu miizkové dimenze (bud z definice nebo
pomoci véty 14), ale samoziejmé, ze to nejsou vSechny mozné. O dalSich moznostech nam
tiké nasledujici véta, jejiz dikaz lze nalézt naptiklad v [8].
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Obrazek 6 Pét zpusobu, jak najit mrizkovou dimenzi mnoZiny. Obrazky odpovidaji bodim
predchozi véty. Vypocet N;(F') je tedy I. nejméné kouli s polomérem o, 2. nejméné krychli
se stranou O, 3. pocet krychli z mrizky o strané O, 4. nejméné mnozin s diametrem 9O, 5.
nejvetsi pocet disjunktnich kouli s polomérem O se stredy v mnozine.

Véta 15 Horni a dolni mrizkové dimenze mnoziny F < R" jsou dany jako

dim,F =lim g J0g N5 (F)
>0 —logd
dimsF = lim supM
s>0  —logd
a samotnd mrizkova dimenze je dana jako
log N3 (F)

dim, F =lim
>0 —logo

(pokud limita existuje), kde Nj(F) je jedno z nasledujicich:

1. nejmensi pocet uzavienych kouli s polomérem o , které pokryvaji F ;
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2. nejmensi pocet krychli se stranou O, které pokryvaji F ;

3. pocet krychli z mrizky se stranou O, které protinaji F ;

4. nejmensi pocet mnozin s diametrem maximalné o , které pokryvaji F ;
5. nmejvetsi pocet disjunktnich kouli s poloméerem O, které maji stred v F .

V praxi lze samoziejm¢é pouzit vice ekvivalentnich definic, které 1épe odpovidaji nasim
potfebam.

3.2 Vztah mezi mrizkovou a Hausdorffovou dimenzi

Nyni se pokusime zjistit vztah mezi miizkovou dimenzi a Hausdorffovou dimenzi. Pii
vypocétu miizkové dimenze jsme nasli pokryti mnoziny F, ovSem nemuselo to byt pravé to
nejvhodnéjsi pro Hausdorffovu dimenzi.

Véta 16 Necht' F c R" je neprazdna mnozZina. Pak dim F < dim,F < dimsF .

Dikaz: Mnozinu F jsme pokryli N;(F) mnoZinami s diametrem o , proto dostavame
H(F)<SN;(F)o'.

Pokud bude 1< #*(F) = 101513 H 5 (F), pak zlogaritmovanim pravé strany nerovnosti dostaneme

(pro dostatecné malé &) log Ny(F)+slogo >0. Odtud plyne, Ze

s < liminf 28N
620 —logd

a tedy
dim F < dim ,F < dimsF . (]

Z této nerovnosti bohuzel plyne, Ze Hausdorffova a miizkova dimenze se nerovnaji. Avsak
v praxi rovnost nastava velmi casto.

Vzorec z definice miizkové dimenze nam tika, ze pro mald 6 se N,;(F) chova jako J°°,

kde s =dim, F. Pfesngji to miiZeme zapsat jako

Ny (F)o' — oo pro s <dim, F
Ny(F)o® — 0 pro s >dim, F.
MiuiiZzeme psat, ze
Ny(F)o’ = inf{ZéS :{U,} je kone¢né o pokryti F}.
Tento zapis se velmi podoba definici Hausdorffovy miry

H(F)= inf{z diamU., : {U.} je & pokryti F} .
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Hlavni rozdil mezi témito zapisy je, ze Hausdorffova mira piifazuje kazdé mnozin€ z pokryti
jinou véhu (danou jejim diametrem), kdezto pfi vypoctu miizkové dimenze piedpokladame u
vSech mnozin stejny primeér o .

Miuzeme definovat vyraz v(F) = lirg; iglf N, (F)d°, ale narozdil od #”(F) to neni mira na

R". Toto dokazuje, Ze mfizkové dimenze nemaji n€které piijemné vlastnosti a proto se s nimi
pracuje hiife matematicky. Ale na druhou stranu, diky tomu, ze mnoZziny pokryti maji stejny
pramér, tak se miizkova dimenze mnohem lehceji pocita.

3.3 Viastnosti mrizkové dimenze

Véta 17 Pro mrizkovou dimenzi plati:

1. hladka plocha F dimenze m v R" md dim, FF =m;

2. dim, a dimp jsou monotonni;

3. dims(E UF)=max{dimsE,dimsF} ; neplati pro dim, ;

4. dim, a dimg jsou invariantni viici bi-lipschitzovské transformaci.
Duikaz lze nalézt napft. v [8].
Véta 18 Necht FcR" a F je jeji uzaver (tzn. nejmensi uzaviena mnozina, ktera F

obsahuje). Pak
dim, F' = dim,F

dims F = dimsF .
Diikaz: Necht' B,,B,,...,B, je kone¢na posloupnost uzavienych kouli s poloméry 6. Pokud

k —

mnoZzina UBI. obsahuje mnozinu F , pak obsahuje i mnozinu F . Z toho plyne, ze nejmensi
i=1

pocet kouli s polomérem &, které pokryji F', se rovnd nejmensimu poctu kouli potfebnych

k pokryti vét§i mnoziny F . Z toho jiZ plynou uvedené rovnosti. [ |
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4. Numericky vypocet mrizkové dimenze

V predchozi kapitole byla miizkova dimenze popsana teoreticky, byly uvedeny jeji
vlastnosti, vyhody a nevyhody. Jako vyhoda byla zminéna moznost jejiho vypoctu numericky
pomoci vypocetni techniky. Pokusil jsem se tedy vypocitat miizkovou dimenzi hranice
Mandelbrotovy mnoziny, Juliovy mnoziny, kruznice, ¢tverce a hranice ¢tverce.

4.1 Postup

V definici miizkové dimenze se objevuje limita, kdy velikost miizky zmensujeme k nule.
Toho samoziejmé na pocitaci nelze dosahnout, proto musime pouze ptiblizny postup.

Mnozinu, u které chceme métit dimenzi, umistime na mfizku a spocitame, kolik ctverct
z miizky obsahuje néjakou ¢ast mnoziny. Potom vezmeme hustéj$i miizku a opét zjistime
pocet ctverci obsahujicich mnozinu. Takto pokracujeme pro nékolik riznych miizek. Ziskané
hodnoty vyneseme do log-log grafu, kde na ose x bude log(l/s) anaose y bude log(N(s)).

Strana jednoho Cctverce z miizky je oznafena jako s a N(s) znamend pocet Ctvercil
obsahujicich mnozinu v zavislosti na s. Body v grafu prolozime pfimkou a smérnice této
pfimky udéva pravé miizkovou dimenzi.

Mrizkova dimenze zévisi na nékolika parametrech, které velmi ovliviiuji vyslednou

hodnotu. Nespravna volba téchto parametrii mlize zptsobit velmi velké chyby pii vypoctu.
Mezi tyto parametry patii

e volba funkce pro vypocet smérnice piimky v log-log grafu;
e volba vhodného rozsahu velikosti miizky;
e orientace a umisténi miizky na mnozing.

Program pro méfeni miizkové dimenze, ktery jsem vytvofil, pracuje tak, ze kazdou buiiku
miizky rozd€li na jesté¢ jemnéjs$i miizku (20 az 50-krat jemnéjsi) a na té zjiStuje, zda body
patii nebo nepatii do mnoziny. KdyZ se v jedné bunice miizky podaii najit bod, ktery do
mnoziny patii a zéaroveil 1 bod, ktery tam nepatii, pak danou bunkou prochazi hranice
mnoziny. Algoritmus schématicky zndzornuje obrazek 7, kde tecky znamenaji jemngjsi
miizku a ¢ary predstavuji buniku ptivodni miizky.

— -
p——
—

e ——————
-
® ® o o o6 o o

e -

Obrazek 7 Hledani hranice mnoZiny
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4.2 Kruznice, ¢tverec a hranice Ctverce

Nejprve jsem se pokusil numericky vypocitat dimenzi ,,jednoduchych* mnozin jako je
kruznice, ¢tverec a hranice Ctverce. Kruznice a hranice ¢tverce jsou hladké a po ¢éastech
hladké kiivky, jejichz Hausdorffova dimenze se rovna jedné a ctverec ma Hausdorffovu
dimenzi dvé.

Tabulka 1 Hranice ctverce (strany rovnobézné s osami)

s N(s) log(1/s) log(N(s)) | smérnice mezi 2 body
0.10000000 60 1.0000000 1.778151 1.000000000000000
0.05000000 120 1.3010300 2.079181 0.999999999999999
0.02500000 240 1.6020600 2.380211 1.000000000000000
0.01250000 480 1.9030900 2.681241 1.000000000000000
0.00625000 960 2.2041200 2.982271 0.999999999999997
0.00312500 1920 | 2.5051500 3.283301 1.000000000000000
0.00156250 | 3840 | 2.8061800 3.584331 1.000000000000000
0.00078125 | 7680 | 3.1072100 3.885361

Tabulka 2 Hranice ctverce (strany otocené o 45° vuci osam)

s N(s) log(1/s) log(N(s)) | smérnice mezi 2 body
0.10000000 148 |1.000000000| 2.170262 0.980371
0.05000000 292 1.301029996| 2.465383 0.990085
0.02500000 580 |1.602059985| 2.763428 0.995017
0.01250000 | 1156 |1.903089981| 3.062958 1.002494
0.00625000 | 2316 |2.204119976| 3.364739 1.001245
0.00312500 | 4636 |2.505149972| 3.666143 1.000622
0.00156250 | 9276 |2.806179968| 3.967361 0.999689
0.00078125 | 18548 |3.107209963| 4.268297

Tabulka 3 Kruznice
s N(s) log(1/) log(N(s)) | smérnice mezi 2 body

0.10000000 142 1 2.152288 1.020178
0.05000000 288 1.30103 2.459392 0.969626
0.02500000 564 1.60206 2.751279 1.015267
0.01250000 1140 1.90309 3.056905 1.006314
0.00625000 2290 2.20412 3.359835 0.996847
0.00312500 | 4570 2.50515 3.659916 1.015074
0.00156250 9236 2.80618 3.965484 1.005924
0.00078125 | 18548 3.10721 4.268297
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4.6

log-log graf hranice ¢tverce
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Tabulka 4 Vyplnény ctverec (strany rovnobézné s osami)

14

1.9

log(1/s)

2.9 3.4

s N(s) log(1/s) log(N(s)) | smérnice mezi 2 body
0.10000000 1444 1.0000000 3.159567 1.923051704
0.05000000 5476 1.3010300 3.738463 1.960742387
0.02500000 21316 1.6020600 4.328706 1.980169062
0.01250000 84100 1.9030900 4.924796 2.000000000
0.00625000 336400 2.2041200 5.526856 2.000000000
0.00312500 1345600 2.5051500 6.128916 2.000000000
0.00156250 5382400 2.8061800 6.730976 1.998756029
0.00078125 | 21511044 | 3.1072100 7.332661
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Tabulka S Vyplneny ctverec (strany otocené o 45° vuci osam)

s N(s) log(1/s) log(N(s)) | smérice mezi 2 body
0.10000000 760 1.000000000| 2.880814 1.887525271
0.05000000 2812 1.301029996| 3.449015 1.941897087
0.02500000 10804 1.602059985| 4.033585 1.970455724
0.01250000 42340 1.903089981| 4.626751 1.995050784
0.00625000 168780 |2.204119976| 5.227321 1.997519010
0.00312500 673960 |2.505149972| 5.828634 1.998757903
0.00156250 2693520 |2.806179968| 3.967361 1.998134848
0.00078125 | 10760160 |3.107209963| 4.268297

Vyplnény étverec

8
7 %
6 a
g5
S
4 a
& Ctverec 1
m Ctverec2
3 rdd Linearni (Ctverec 1) ||
Linearni (Ctverec 2)
2 T T T !
0.9 14 1.9 log(1/s) 2.4 2.9 3.4
. Smérnice pfimky Hausdorffova 0
Objekt v log-log grafu dimenze Chyba [%6]
kruznice 1.003355174 1 0.3355
hranice ¢tverce 1.000000000 1 0.0000
hranice Ctverce (45°) 0.996818246 1 0.3182
Ctverec (45°) 1.975332313 2 1.2330
Ctverec 1.984334508 2 0.7830

Tabulka 6 Smérnice primek v log-log grafech a chyba dimenze

Z tabulek a graft je vidét, Zze miizkova dimenze odpovidé skute¢né dimenzi, ale s urcitou
chybou. Kdyz body log-log grafu prolozime ptimkou, ziskame aproximaci mfizkové dimenze.
Pro ¢tverec, ktery je rovnobézny s osami (tedy i s miizkou), je pouziti velmi pfesné. Smérnice
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pfimky je rovna 1.0, tzn. odchylka od spravné hodnoty je 0%. Pro Etverec otoceny o 45° viici
osam a pro kruznici je méfeni jiz nepiesnéjsi, ale stale je chyba relativné mala. Zde je vidét,
ze volba spravna orientace miizky je velmi dulezitd. Stacilo Ctverec pootoCit a piesnost
vypoctu dimenze se hned zhorSila. Smérnice prolozené pfimky je 0.996818 pro Ctverec a
1.003355174 pro kruznici, tzn. oboje se 1i8i od spravné hodnoty pfiblizné ,,pouze* o 0.3%.
Jesté horSi hodnoty dostavame u vyplnéného ctverce. Pro Ctverec rovnobézny s osami je
smérnice 1.984334508, coz se 1i8i od spravné hodnoty o 0.783%. U ¢Etverce otocencho o 45°
vychazi smérnice 1.975332313, chyba je tedy 1.233%.

Z téchto méfeni vyplyva, ze pifi numerickém vypoctu miizkové dimenze dochdzi
k chybdm 1 pro jednoduché ,nefraktalni“ mnoziny. Vysledky ale nejsou pftili§ odlisné od
spravné hodnoty. Podivejme se dale na mnohem slozitéj$i mnozinu - Mandelbrotovu.

4.3 Mandelbrotova mnozina

Mitsushiro Shihikura vroce 1994 v [6] dokéazal, ze Hausdorffova dimenze hranice
Mandelbrotovy mnoziny M (oznac¢me ji OM ) je rovna 2. Shishikura téz dokazal, Ze dimenzi
rovhou dvéma ma 1 Juliova mnozina, kde jako konstantu vezmeme bod z hranice
Mandelbrotovy mnoziny. NaSim cilem bylo zjistit, zda bude miizkova dimenze vypocitana
numericky odpovidat dimenzi Hausdorffove.

Pro jistotu pfipomenme, jak je Mandelbrotova mnozina definovana:

M:{ceClc—>02+c—>-~-jeomezené}.

Pro vypocet jsem pouzil sviij program, ktery dle zadanych parametri pocita
Mandelbrotovu mnoZinu na jemné miizce a secte, do kolika vétSich ¢tvercli padne hranice
této mnoziny. Numericky pocitand miizkova dimenze ma jednu z nevyhod v tom, Ze zavisi na
velmi mnoha parametrech. Mezi hlavni parametry pii vypoctu dimenze pravé Mandelbrotovy
mnoziny patii volba velikosti zdkladni mtizky, volba velikosti miizky pro vypocet poctu
zobrazenych Ctvercil a volba poctu iteraci pro rozhodnuti, zda posloupnost pro dany bod roste
do nekonecna nebo ne.

Pii mém méfeni jsem se pokusil ménit vSechny hlavni parametry, ale ani pro jednu volbu
jsem nedosahl ¢isla dvé. Naopak, vysledky se velmi lisily. V kapitole o miizkové dimenzi
bylo uvedeno, Ze se tato dimenze rovnd Hausdorffové dimenzi, ale nemusi to byt ve vSech
pripadech. Toto bude zifejmé ptiklad, kdy rovnost nenastava.

Tabulka 7 Mandelbrotova mnozZina, 100 iteraci, zakladni mrizka 0.001

s N(s) log(1/) log(N(s)) | smérnice mezi 2 body
0.10000000 131 1.00000 2.117271 1.363182
0.05000000 337 1.30103 2.527630 1.314202
0.02500000 838 1.60206 2.923244 1.356628
0.01250000 | 2146 1.90309 3.331630 1.421912
0.00625000 | 5750 2.20412 3.759668 1.494449
0.00312500 | 16201 2.50515 4.209542 1.354872
0.00156250 | 41438 2.80618 4.617399
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Tabulka 8 Mandelbrotova mnozina, 200 iteraci, zakladni miizka 0.001

s N(s) log(1/s) log(N(s)) | smérnice mezi 2 body
0.10000000 127 1.00000 2.103804 1.333243
0.05000000 320 1.30103 2.50515 1.264912
0.02500000 769 1.60206 2.885926 1.275023
0.01250000 1861 1.90309 3.269746 1.313063
0.00625000 4624 2.20412 3.665018 1.408275
0.00312500 | 12273 2.50515 4.088951 1.288561
0.00156250 | 29981 2.80618 4.476846

Tabulka 9 Mandelbrotova mnozina, 500 iteraci, zakladni mrizka 0.001

S N(s) log(1/s) log(N(s)) | smérmice mezi 2 body
0.10000000 126 1.00000 2.100371 1.326501
0.05000000 316 1.30103 2.499687 1.221740
0.02500000 737 1.60206 2.867467 1.188725
0.01250000 1680 1.90309 3.225309 1.195273
0.00625000 3847 2.20412 3.585122 1.318699
0.00312500 9596 2.50515 3.982090 1.183294
0.00156250 | 21792 2.80618 4.338297
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Tabulka 10 Mandelbrotova mnozZina, 100 iteraci, zakladni miizka 0.00025

s N(s) log(1/s) log(N(s)) | smérice mezi 2 body
0.10000000 142 1.00000 2.152288 1.397147
0.05000000 374 1.30103 2.572872 1.418890
0.02500000 1000 1.60206 3.000000 1.361207
0.01250000 2569 1.90309 3.409764 1.431232
0.00625000 6928 2.20412 3.840608 1.480107
0.00312500 19327 2.50515 4.286164 1.532618
0.00156250 55915 2.80618 4.747528 1.564434
0.00078125 165375 3.10721 5.218470

Tabulka 11 Mandelbrotova mnozina, 200 iteraci, zakladni miizka 0.00025

s N(s) log(1/s) log(N(s)) | smérnice mezi 2 body
0.10000000 138 1.00000 2.139879 1.391321
0.05000000 362 1.30103 2.558709 1.367433
0.02500000 934 1.60206 2.970347 1.295742
0.01250000 2293 1.90309 3.360404 1.314991
0.00625000 5705 2.20412 3.756256 1.398122
0.00312500 15036 2.50515 4.177132 1.482003
0.00156250 | 42001 2.80618 4.623260 1.536137
0.00078125 | 121810 3.10721 5.085683

Tabulka 12 Mandelbrotova mnozina, 500 iteraci, zakladni miizka 0.00025

s N(s) log(1/s) log(N(s)) | smérnice mezi 2 body
0.10000000 138 1.00000 2.139879 1.391321
0.05000000 362 1.30103 2.558709 1.339358
0.02500000 916 1.60206 2.961895 1.210645
0.01250000 2120 1.90309 3.326336 1.162040
0.00625000 4744 2.20412 3.676145 1.241254
0.00312500 11215 2.50515 4.049799 1.350686
0.00156250 | 28602 2.80618 4.456396 1.432074
0.00078125 77178 3.10721 4.887494
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Tabulka 13 Mandelbrotova mnozZina, 100 iteraci, zakladni mrizka 0.0001

s N(s) log(1/s) log(N(s)) | smérnice mezi 2 body
0.10000000 149 1.00000 2.173186 1.395541
0.05000000 392 1.30103 2.593286 1.447336
0.02500000 1069 1.60206 3.028978 1.432309
0.01250000 2885 1.90309 3.460146 1.437490
0.00625000 7814 2.20412 3.892873 1.498280
0.00312500 22075 2.50515 4.343901 1.518994
0.00156250 63265 2.80618 4.801164 1.513846
0.00078125 180666 3.10721 5.256876

Tabulka 14 Mandelbrotova mnozina, 200 iteraci, zakladni miizka 0.0001

s N(s) log(1/s) log(N(s)) | smérnice mezi 2 body
0.10000000 148 1.00000 2.170262 1.367975
0.05000000 382 1.30103 2.582063 1.409835
0.02500000 1015 1.60206 3.006466 1.368638
0.01250000 2621 1.90309 3.418467 1.344105
0.00625000 6654 2.20412 3.823083 1.422175
0.00312500 17832 2.50515 4.251200 1.456811
0.00156250 48949 2.80618 4.689744 1.498502
0.00078125 138305 3.10721 5.140838
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Tabulka 15 Mandelbrotova mnozZina, 500 iteraci, zakladni mrizka 0.0001

s N(s) log(1/s) log(N(s)) | smérice mezi 2 body
0.10000000 148 1.00000 2.170262 1.383004
0.05000000 386 1.30103 2.586587 1.379087
0.02500000 1004 1.60206 3.001734 1.311545
0.01250000 2492 1.90309 3.396548 1.220986
0.00625000 5809 2.20412 3.764101 1.255918
0.00312500 13873 2.50515 4.14217 1.283334
0.00156250 33767 2.80618 4.528492 1.370533
0.00078125 87310 3.10721 4941064
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hodnoty:
Tabulka 16 Hodnota mrizkové dimenze v zavislosti na poctu iteraci a velikosti miizky
Mrizka 0.001 0.00025 0.0001
Iterace
100 1.388166 1.448435 1.463338
200 1.312852 1.382539 1.402773
500 1.233413 1.278755 1.300851

Tabulka 16 ukazuje vysledky vypoctu miizkové dimenze pro Mandelbrotovu mnozinu.
Vysledky vibec neodpovidaji tomu, co bychom ocekavali, a to Cislu 2. Je zde ale vidét jista
souvislost mezi vysledky. Cim jemné&jsi zakladni miizka, tim je dimenze vyssi, ale naopak
¢im vice iteraci (tzn. pfesnéjsi ur€eni mnoziny), tim mensi dimenze.
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V dostupné literatufe jsem bohuzel nenasel zddnou zminku o tom, ze by se nékdo
pokousel dimenzi Mandelbrotovy mnoziny méfit.

4.4 Juliova mnoZina (c=-1+0i)

Dalsi z mnozin, u které jsem se snazil zméfit miizkovou dimenzi, je Juliova mnozina
s konstantou —1+ 0i. Pro tento bod neni sice znama Hausdorffova dimenze, ale podafilo se mi
v literatuie nalézt pokus o jeji zméteni. Na internetovych strankach [7] autor zvetejnil své
hodnoty z vypoctu. Jeho postup spocival vtom, Ze si nechal nakreslit tuto mnoZinu jako
dvoubarevny obrazek (bitovou mapu), a pak pouzil program na méteni miizkové dimenze
z obrazku.

Tabulka 17 Juliova mnoZina c=-1+0i, 100 iteraci (miij vypocet)

s N(s) log(1/s) log(N(s)) | smérnice mezi 2 body
0.10000000 315 1 2498311 1.249614
0.05000000 749 1.30103 2.874482 1.301365
0.02500000 1846 1.60206 3.266232 1.258338
0.01250000 | 4416 1.90309 3.645029 1.269906
0.00625000 | 10649 2.20412 4.027309 1.258591
0.00312500 | 25479 2.50515 4.406182 1.277598
0.00156250 | 61770 2.80618 4.790778

V tabulce 18 parametr s neznamend velikost buiiky miizky v komplexni roving, ale
udéava délku strany této buiiky v pixelech (obrazovych bodech).

Tabulka 18 Vysledky méreni z [7] pro Juliovu mnozinu c=-1+0i

s N(s) log(1/s) log(N(s)) | smérnice mezi 2 body

1 3052 0.00000 8.02355 1.051966

2 1472 -0.69315 7.29438 1.114190

4 680 -1.38629 6.52209 1.190681
14 153 -2.63906 5.03044 1.276224
25 73 -3.21888 4.29046 0.722197
37 55 -3.61092 4.00733 1.597376
50 34 -3.91202 3.52636 0.902608
62 28 -4.12713 3.3322 2.036983
75 19 -4.31749 2.94444 0.749427
87 17 -4.46591 2.83321 1.394155
100 14 -4.60517 2.63906 0.807358
200 8 -5.29832 2.07944

Z vysledki je vidét, ze méteni z bitové mapy neni tak presné jako metoda, kdy se pocty
obsazenych bunc¢k miizky ziskaji vypoctem na jemnéjSi miizce. Smérnice log-log grafu
v pripad€ mych hodnot vysla 1.27 a pro hodnoty z [7] 1.16. Zde je rozdil 0.11, coz neni malo.
Bohuzel hodnoty nemizeme hned srovnavat a fici, co je lepsi, nebot’ u vypoctu z literatury
nemam informace o dilezitych parametrech jako jsou pocet iteraci a zplsob vypoctu
smérnice. Z hodnot je ale zifejmé, Ze pro vypocet dimenze autor pouzil obrazek v relativné
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malém rozliSeni. Porovnam-li to se svym métenim, tak pokud bychom kazdou buniku mtizky
nakreslili jako jeden obrazovy bod, dostali bychom obrazek v rozliSeni 5120x5120.

Juliova mnozina (c=-1+0i)
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5. Programy

5.1 Generator Mandelbrotovy mnoZiny a mnozin Juliovych

Tento program slouzi pro generovani a pruizkum Mandelbrotovy mnoziny a Juliovych
mnozin. Je napsan v Borland C++ Builderu 6.0. Jazyk C++ jsem zvolil hlavné kvili jeho
rychlosti, ktera je pro tento typ tloh dulezita.

Mezi hlavni funkce programu patii:
e generovani Mandelbrotovy mnoziny s exponentem 2, 3 a 4;
e generovani pfislusnych Juliovych mnozZin;
e zobrazeni itera¢nich posloupnosti v komplexni roviné i v absolutnich hodnotach;
e jednoduché zvétSovani ¢asti mnoziny.
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Obrazek 8 Program pro zobrazeni Mandelbrotovy mnoziny. a) Mandelbrotova mnoZina
s exponentem 4; b) Juliova mnozina s exponentem 4,; c) Posloupnost iteraci zobrazena
v absolutni hodnoté, d) posloupnost iteraci zobrazena v komplexni rovinée.
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Program jsem se snazil ud€lat co nejvice uzivatelsky pratelsky. Stisknutim levého tlacitka
mysi lze nakreslit obdélnik, ktery se po uvolnéni tlacitka zvétsi do celého okna. Kliknutim
pravym tlacitkem mysSi se zobrazi Juliova mnoZina pro bod, ktery se nachazi pod kurzorem
mys$i. Kliknuti levym tlac¢itkem mysSi a sou¢asnym podrzenim kldvesy CTRL se zobrazi nové
okno s grafem iteracni posloupnost pro ptislusny bod. Zde si lze zvolit, zda ma graf byt
zobrazen v komplexni roviné nebo jen jako absolutni hodnoty. Komplexni posloupnost je
zaroven zakreslena do ptivodniho obrazku, aby byl 1épe vidét vztah posloupnosti k mnozing.

Zkoumame-li iterani posloupnosti, zjistime, Ze pro Mandelbrotovu mnoZzinu tyto
posloupnosti klesaji k nule pouze pro body z nejvétsi ,,bubliny*. Ostatni posloupnosti osciluji
a plati, Ze ¢im je mensi bublina, tim vice vrcholil bude mit zobrazeny n-uhelnik. BohuZzel se
mi v literatufe nepodafilo najit néjaké podrobnosti o tomto jevu, pouze to, Ze ostatni tuto
skute¢nost také zjistili.

Pfi programovani tohoto programu jsem musel vyuzit moznosti vlaken, jinak by program
po dobu vypoctu nereagoval na vstupy uzivatele. Vypocet jsem se snazil co nejvice
optimalizovat, ale i tak mtize nakresleni vétSiho obrazku trvat az desitky sekund.

5.2 Program pro vypocet mrizkové dimenze

Tento program napsany v C++ vypocitd miizkovou dimenzi kruZnice, ¢tverce, hranice
¢tverce, Mandelbrotovy mnoziny a Juliovych mnozin. Jeho vystupem je tabulka obsahujici
velikost miizky a odpovidajici pocet obsazenych ¢tverct, dale bitmapovy obrazek mnoziny a
soubor obsahujici souradnice obsazenych ¢tverct.

Na vstupu programu se zadavaji nasledujici hodnoty:

e Typ mnoziny (kruznice, Ctverec, hranice ctverce, Mandelbrotova mnozina a
Juliovy mnoziny);

e Jemnost zdkladni miiZky — tzn. na kolik menSich ctvereCkl rozdélit buiku
zakladni mtizky, dalezité pro hledani hranice mnoziny;

e Pocatecni velikost miizky — tzn. velikost miizky, se kterou program zacne
pracovat;

e Konecna velikost miizky - tzn. velikost miizky, kdy program skonci;
e Krok miizky — koeficient pro zjemnovani miizky (napt. 0.5 znamend, Ze
nasledujici miizka bude dvakrat jemng;jsi);
e U Mandelbrotovy a Juliovych mnozin se jeSt¢ zadava pocet iteraci, kdy
rozhodnout, zda bod jde nebo nejde do nekonecna.
Algoritmus:

Program obsahuje nékolik funkci, které zjisti, zda bod patii nebo nepatii do dané
mnoziny. Pfiklad jedné z téchto funkeci:

bool test circle(double x,double y,double r)

{
if ((X*X+y*y-r*r)<=0)
return true;
else
return false;
Y
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Dalsi dulezitou funkci je funkce test_box, ktera rozhoduje, zda ¢tvercem prochazi
hranice. Do proménnych outside a inside zapiSeme hodnotu False. Funkce pak
prochazi ¢tverec miizky (o velikosti Size) po kroku z jemnéjsi miizky (proménna step).
Funkce test_mandel vraci, zda bod patii ¢i nepatii do mnoziny. Pokud se stane, Ze
v tomto ¢tverci né¢jaky bod patiil do mnoziny (proménna Inside bude true) a zarovén tam
néjaky nepatiil (proménna outside bude true), pak se to proménné end ulozi true, coz
znamena, ze tento ¢tverec obsahuje hranici mnoziny. V ostatnich piipadech bude end rovno
Talse. Moje implementace této funkce:

bool test box(double x0,double yO,double step,double size,int
iter,int type)

{
double y = yO;
bool end = false;
bool outside = false;
bool inside = false;
do
double x=x0;
do
{
//test pro Mandelbrotovu mnozinu.
bool test = test mandel2(Xx,y,iter);
if (test) inside = true;
else outside = true;
x+=step;
end = (inside && outside);
} while ((lend) && (X<(XO+size)));
yt=step;
} while (('end) && (y<(yO+size)));
return end;
3

Posledni dilezitou funkci, je funkce, kterd rozdéli plochu na mtizku podle zadani. Pro
kazdy ¢tverec z miizky zavola funkci test_box. Pokud test_box vrati true, zvysi se
hodnota N, kterd znamena pocet zapocétenych ¢tvercti. Pro kazdy Ctverec zaroven zapise pixel
do vystupniho obrdzku a soufadnice obsazené¢ho ¢tverce do vystupniho textového souboru.

Vystupni data program nijak nezpracovava, a proto je tieba pouzit néjakého tabulkového
editoru.
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6. Zaver

Cilem toho vyzkumného tkolu pro mne bylo detailngj$i sezndmeni s fraktalnimi
dimenzemi, jejich vypocet a vlastnosti. Ziskané informace jsem se snazil podat v této praci co
nejsrozumitelnéji a hlavné v ¢eském jazyce. Anglickych materiald je dostatek, ale esky jsem
nenasel skoro nic.

V kapitole o Hausdorffové dimenzi jsem shrnul jeji dilezité vlastnosti. Dikazy k vétam
jsem vétSinou pouzil z literatury, ale snazil jsem se, aby byly Iépe pochopitelné, nékteré
uvahy jsem vice rozvedl a podrobnéji popsal. Nékteré vety byly v literatufe uvedeny jako
cviceni, ke kterym bylo za kol dikazy dodélat. VEtsinu jsem zvladnul, ale samoziejmé jsem
je zkontroloval se spravnym feSenim.

Mtizkova dimenze je v praxi velmi Casto pouzivana, proto jsem se ji také intenzivné
vénoval. Teoreticka ¢ast shrnuje dulezit¢ vlastnosti a vztah k Hausdorffové mife. Tyto
informace jsem vyuzil dale a snazil jsem se numericky vypocitat dimenze rtiznych mnozin.
Pro méfeni dimenze jsem napsal program v jazyce C++, ktery dle zadanych parametrii pocita
miizkovou dimenzi. Vysledky jsem porovnal bud’ s dimenzi Hausdorffovou nebo s udaji
z literatury.

Vysledky méfeni pro ,,jednoduché”“ mnoziny vysly podle ocekévani, ovSem i zde
dochdzelo k chybam v fadu desetin aZz jednotek procent. Pro Mandelbrotovu mnozinu byly
vysledky uplné rozdilné nez jsem Cekal. Moje dalsi prace by se méla tykat praveé téchto jevi.
Budu se snazit nalézt odpovéd’, pro¢ dochdzi k chybdm pro jednoduché mnoziny a proc
miizkovad dimenze Mandelbrotovy mnoziny vyS$la Uplné jinak. V piipadé Mandelbrotovy
mnoziny se nabizi otdzka, zda je pro tuto mnozinu mifizkova dimenze rozdilnd od
Hausdorffovy nebo zda pouze neni Mandelbrotova mnozina generovana nepiesné.
V programu jsem pouzil béZzny zplsob generovani této mnoziny. Je mozné, Ze pii generovani
jinym algoritmem bych dostal lepsi vysledky.

Pomoci mého programu pro generovani Mandelbrotovy mnoziny lze provadét jeji
pruizkum a zaroven si 1 zobrazit iteracni posloupnosti jak v komplexni roviné, tak
v absolutnich hodnotdch. Diky tomu se mi podafilo objevit, Zze pro nejvétsi ,,bublinu®
Mandelbrotovy mnoziny klesaji posloupnosti k nule, zatimco pro mensi ,bubliny*
posloupnost vzdy osciluje. Zjistil jsem také, Ze ¢im je bublina mens$i, tim ma iteracni
posloupnost vice rtiznych bodii. V literatufe se o tomto jevu piili§ nepiSe, overil jsem pouze,
ze to je pravdivy vysledek.

Nové jsem zacCal pracovat na programu pro generovani fraktalti typu Kochovy kiivky.
Program by mél byt univerzalni s moznosti vykresleni libovolného fraktalu a piijjemnym
uzivatelskym rozhranim.

Myslim, Ze nevyfeSenych ukold v oblasti fraktalni geometrie je jest¢ mnoho, a proto bych
1 svoji dalsi praci chtél vénovat pravé této oblasti matematiky.
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