
Sada p°íklad· z kvantové fyziky £.4

Tato sada je v¥nována kvantovému harmonickému oscilátoru.

P°íklad £.1

Vlastní funkce harmonického oscilátoru
Ov¥°te, ºe vlnové funkce
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2 Hn(ξ) (1)

jsou vlastní funkce harmonického oscilátoru HLHO = − ~2
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dx2 + m
2 ω

2x2, ξ =√
mω
~ x a Hn jsou tzv. Hermitovy polynomy. Hermitovy polynomy jsou de�no-

vány
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nebo alternativn¥
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dzn
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(M·ºete si zkusit ukázat ekvivalenci obou de�nic.)
Pozn.: �e²te stacionární rovnici pro LHO Ĥψ = λψ se substitucí ξ =

√
mω
~ x.

P°edpokládejte °e²ení ve tvaru e−
ξ2

2 u(ξ) a odvo¤te rovnici pro u(ξ). Ukaºte, ºe
Hermitovy polynomy spl¬ují tuto rovnici a speci�kujte λ pro daný Hermit·v po-
lynom. Vyuºijte p°itom jednu z alternativních de�nic Hermitových polynom·.

P°íklad £.2

Krea£ní a anihila£ní operátory LHO
a) Posunovací operátory Hamiltoniánu jsou takové operátory, které spl¬ují ná-
sledující komuta£ní relace:

[Ĥ, â] = ∆ · â (4)

kde ∆ je reálné £íslo.
Ukaºte, ºe pak pokud je ψ vlastní funkce Hamiltoniánu s vlastním £íslem λ, pak
je âψ vlastní funkce Hamiltoniánu s vlastním £íslem
λ + ∆ nebo nulová funkce. Dále ukaºte, ºe sdruºený operátor â† je také posu-
novací operátor s posunutím −∆.
b) Ukaºte, ºe operátory

â± =

√
mω

2~
(X̂ ∓ i

mω
P̂ ) (5)

jsou posunovací operátory pro Hamiltonián harmonického osciátoru HLHO. Ur-
£ete konstantu ∆.
Ukaºte, ºe â†+ = â−.
c) Operátor â+ se nazývá krea£ní operátor LHO, operátor â− anihila£ní, protoºe
jejich aplikací na vlastní funkci dostaneme následující/p°edchozí vlastní funkci.

1



Najd¥te pomocí krea£ních a anihila£ních operátor· spektrum LHO a popi²te,
jak by se konstruovaly vlastní funkce. Pozn.: Základní stav dostaneme pomocí
anihila£ního operátoru z rovnice

â−ψ0 = 0.

Ze Schrödingerovy rovnice ur£íme vlastní energii. Ostatní vlastní funkce dosta-
neme opakovanou aplikací krea£ního operátoru, p°i£emº p°íslu²né vlastní £íslo
bude λ0 + n · ∆.
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