Sada ptiklada z kvantové fyziky ¢.2

Ke studiu kvantové mechaniky je potveba se sezndmit s nékteryjmi matematickyjmi
sturkturami studovanymi ve funkciondlni analyjze: linedrni operdtory, stfedni
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nékteré jejich vlastnosti.

Na p¥isti cvi¢eni pfineste vypotitané priklady! 1.1 c)-e), 2.2, 3%, 4 ¢)-d),5 b)-c),
6*,7.1,7.2

Priklad ¢.1

VlInové funkce

1) Mohou nésledujici funkce byt vinovymi funkcemi na daném intervalu? Po-
kud ano, uréete normalizaini konstantu.

a) ¢ (z) = ax, na [0, +o0)

b) ¥ (x) = b2, na (—oo, 00)

¢) 3(x) = esin (% (z — 1)), na intervalu [—1,], kde n € N
d(a® — x? <

d) Py(z) = { (a g )jg;k|x| * na (—00,0)

e) Ys(x) = ge~*" na intervalu (—o0,00)

Pozn.: v prikladu e) miiZete potiebovat tzv. Gaussiiv integrdl
2) Jaka je pravdépodobnost nalezeni elektronu v poli vodikového obalu ve
vzdélenosti [r, 7 + dr] od jadra v Case ¢, jehoZ vInové funkce je ddna jako

ez e
Y(x,y,z) = Ae ag . (1)

Pozn.: transformugjte do sférickiyjch soutadnic, nezapomerite na Jakobidn

Priklad ¢.2

de Broglieho hypotéza

1) ¢emu se je tmérnd pravdépodobnost nalezeni ¢astice popsané de Broglieho
vinou

Vg e(Z,t) = Aexp <;(ﬁ z— Et)) (2)

v intervalu (x1,x2) X (y1,y2) X (21, 22)?
2) urcete vinovou délku a frekvenci de Broglieho viny pro molekulu O, za po-
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kojové teploty a pro ¢astici vazici 10pg a rychlosti zvuku.

Priklad ¢.3

Linedrni operdtory

1) Necht ¢(x) : R — C. Které z nésledujicich operatorti jsou linedrni?
a) Ay(z) = cip(x), kde c € C

b) By/(x) = *(x)

) Cy(z) = P(x)

lu ptikladti ozna¢enych hvézdickou ptineste ty piiklady, které nebyly vypoditany na cvideni




d) Loy (2) = ¢(x —a)

e) X¢p(z) = i (x)

f) Py(x) = zdiw )

8) Ky(w) = — 25 y(x)

h) Hy(z) = {—%% + V(x)} 1 (z), kde m je konstanta a V() je redlnd funkce

2) M&jme dva linedrni operétory A, B, jsou nasledujici vyrazy také linearni?
A+ B, AB, exp(B) = DN (]i)!n

3) Cemu se rovnd (A — B)(A + B)?
4K = ( I)Q,ﬁ (dx )2 Plati, 7e K = L?

Priklad ¢.4
Stiedni hodnota operdtoru, stfedni kvadratickd odchylka operdtoru
Pro vInovou funkci

Y(z) = Cexp(—Ax? + Br)

spoctéte a)(X )y, b)(P)y, O(X2)y, DA, X.

Piiklad €. 5
Fourierova transformace
Meéjme vinovy balik v 1D v ¢ase ¢ = 0 definovanou jako

Y(z) = Cexp(—Az® 4 Br)

a) Naleznéte koeficienty i (p) rozvoje 1(x) do rovinnych vin e'%, z nich lze
pak vyjadfit ¢ (z) jako

(x) = / dpp(p)eF

b) Ukazte, Ze stiedni hodnota operétoru hybnosti (P),, = [ 4(x)Pi(z)dx se da
vypotitat pomoci hybnostni reprezentace 1 (p) jako

P = [ - slo)?
¢) Jakou dimenzi mé vinova funkce ¢ (z)? Jakou dimenzi ma ¢ (p)?

Ptiklad ¢.6

Komutdtory

komutdtor operdtorii A, B je definovin ndsledujicim zpiisobem: [A, B] = AB — BA.

a) spotitejte nasledujici komutétory ze znalosti [A, B] (v piipadé 3 a 4 vyjadiete
komutator pomoci jednoduchych komutétorti dvou operéatort)

[A,A], (B, A], [A+ B,C), [AB,C], |A, BC]

b) Necht X4(z) = at)(z), Py (z) = —ih-Sy(x). Spottéte [X, X1, [X, P|[X?, P][X, P?.
¢) Ukazte, 7e [X, P"] = nihP"!



Piiklad ¢.7
Delta funkce
Delta funkce d(x) je specidlni piiklad tzv. zobecnéné funkce, (vice se dozvite
v 01MMEF/01RME), kterd je definovana jako linedrni funkciondl nasledujicim
zpusobem:

b
5(f(x))=/ dmé(x)f(g;):{ g(o) pokud 0 € [a, b

jinak.

Méné formalné tedy lze ¥ici, Ze §(z) = 0prox # 0a §(0) =
1) Vypocitejte nésledujici vyraz:

1
/ dzd(z + 2) (23 — 32% + 22 — 1)
-3

2) Dokazte nasledujici vlastnosti ¢ funkce:
a) z0(z) = 0, b) §(z) je suda funkce, ¢) d(cz) = E ‘6( ).

)

)z

3) Ukazte, Ze nésledujici reprezentace J funkce jsou platné:
) ( _ 1 J" dketke

) d(x

QO
M

T
a2
)= hmaﬁo aﬁe

b



