
Hledání vázaných extrém·

Kucha°a pro na²e po£ítání je zaloºena hlavn¥ na následující v¥t¥, upozor¬uji ale, ºe zde neuvádím de�nice otev°ené
mnoºiny, gradientu, lineární nezávislosti, lokálního extrému funkce více prom¥nných vzhledem k mnoºin¥, parciální
derivace ani stacionárního bodu...

V¥ta. Nech´ f, g1, . . . , gm jsou funkce t°ídy C1 (£ti: �je spojitá a má spojité první derivace�) na otev°ené mnoºin¥
G v prostoru Rn, n > m. m funkcí nám zadává �vazbové podmínky�:

M =

m⋂
i=1

{~x ∈ Rn | gi (~x) = 0} ⊂ G.

Nech´ gradg1 (~x) , gradg2 (~x) , . . . , gradgm (~x) jsou lineárn¥ nezávislé ∀~x ∈ M . Je-li bod ~x0 ∈ M (£ili bod leºící na
pr·niku vazeb) bodem lokálního extrému funkce f vzhledem k mnoºin¥ M , pak existují £ísla λ1, . . . , λm ∈ R taková,
ºe bod ~x0 je stacionární bod tzv. Lagrangeovy funkce

Λ (~x) = f (~x)−
m∑
i=1

λigi (~x) .

Poznámka. �ísla λ1, . . . , λm se nazývají Lagrangeovy multiplikátory.

Díky p°edchozí v¥t¥ m·ºeme sestavit následující kucha°ku pro nalezení vázaného extrému:

1. Vem funkce f, g1, . . . , gm a sestav z nich Lagrangeovu funkci:

Λ (~x) = f (~x)−
m∑
i=1

λigi (~x) ,

2. Sestav n rovnic pro nalezení jejího stacionárního bodu:

∂Λ

∂x1
= ∂f

∂x1
− λ1 ∂g1∂x1

− . . .− λm∂gm
∂x1

= 0,

...
∂Λ

∂xn
= ∂f

∂xn
− λ1 ∂g1∂xn

− . . .− λm∂gm
∂xn

= 0.

3. K n rovnicím p°idej m vazebních podmínek

gi(~x) = 0, i = 1, . . . ,m

4. Vy°e² soustavu n+m rovnic pro n+m neznámých x1, . . . , xn, λ1, . . . , λm.

5. Vyzkoumej jestli body, které jsi na²el/na²la, jsou lokální/globální maxima/minima...

P°íklad : Kostka ze cvi£ení se dá vy°e²it p°ímo pomocí této kucha°ky, nejen postupem ze cvi£ení (do písemky si
vyberte co se Vám líbí víc):

Ur£ete p1, . . . , p6 pro ²estist¥nnou kostku, na které padá jedni£ka dvakrát £ast¥ji neº ²estka. To nám dává dv¥
vazby:

p1 = 2p6,

6∑
i=1

pi = 1.

A z principu maximalizace entropie chceme za t¥chto podmínek najít extrém funkce

S = −k
6∑
i=1

pi ln pi.
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Dle kucha°ky:

Λ = −k
6∑
i=1

pi ln pi − kλ1(

6∑
i=1

pi − 1)− kλ2(2p6 − p1),

kde jsem místo multiplikátor· λi zvolil kλi, coº u²et°í inkoust dále, ale jelikoº multiplikátory jsou n¥jaká reálná
£ísla a nás zajímají hlavn¥ pi, nijak to nevlivní výsledek.

Hledání stacionárního bodu Lagr. fce:

0 =
∂Λ

∂p1
= −k ln p1 − k − kλ1 + kλ2,

ln p1 = λ2 − λ1 − 1.

pro i = 2, . . . , 5 :

0 =
∂Λ

∂pi
= −k ln pi − k − kλi,

ln pi = −λ1 − 1.

a kone£n¥
0 =

∂Λ

∂p6
= −k ln p6 − k − kλ1 − 2kλ2,

ln p6 = −λ1 − 1− 2λ2.

Tohle dosadíme zp¥t do vazebních podmínek a výjád°íme λ1,2:

p1 = 2p6 → eλ2−λ1−1 = 2e−λ1−1−2λ2 ,

1 = 2e−3λ2 ,

λ2 = ln 2
1
3 ,

a
6∑
i=1

pi = 1→ eλ2−λ1−1 + e−2λ2−λ1−1 + 4e−λ1−1 = 1,

z toho protoºe −2 ln 2
1
3 = ln 2−

2
3 a λ2 uº známe:

4 + 2
1
3 + 2−

2
3 = eλ1+1,

ln
(

4 + 2
1
3 + 2−

2
3

)
= λ1 + 1,

ozna£me si
A := 4 + 2

1
3 + 2−

2
3 ,

potom
λ1 = lnA− 1,

no a te¤ sta£í multiplikátory dosadit do vyjád°ení pravd¥podobností z d°íve a máme výsledek

p2,...,5 = e−λ1−1 = e− lnA =
1

A

.
= 0, 17,

p1 = eλ2−λ1−1 = eln 2
1
3 e− lnA =

2
1
3

A

.
= 0, 21,

p6 = e−2λ2−λ1−1 = eln 2−
2
3 e− lnA =

2−
2
3

A

.
= 0, 11.

Kontrola: z výsledku p°ed zaokrouhlením je vid¥t, ºe p6 = 2−1p1, coº je správn¥ a díky tvaru A je spln¥na i
normaliza£ní podmínka.
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