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Vrhy

Vrh je rovinný pohyb popsaný dvěma souřadnicemi x(t) a z(t), v jednom směru se jedná o rovnoměrně
zrychlený pohyb a v druhém o rovnoměrný pohyb:

z(t) = z0 + v0,zt−
1

2
gt2, (1)

x(t) = x0 + v0,xt,

vz = v0,z − gt, (2)

vx = v0,x.

Zvláštńı př́ıpady

Volný pád

Volný pád z výšky h v homogenńım gravitačńım poli s t́ıhovým zrychleńım g. Počátečńı podmı́nky:

x0 = 0, z0 = h, v0,x = v0,z = 0. (3)

z = h− 1

2
gt2, (4)

vz = −gt, (5)

td =

√
2h

g
. (6)

Svislý vrh vzh̊uru

Počátečńı podmı́nky:
x0 = 0, z0 = 0, v0,x = 0, v0,z > 0. (7)

Šikmý vrh

Vrháme s počátečńı rychlost́ı ~v0 pod elevačńım úhlem α, obr. 1.

v0,x = cosα v0, (8)

v0,y = sinα v0.
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Obrázek 1: Šikmý vrh, pohyb po parabole

x0 = z0 = 0. (9)

Můžeme řešit otázku tvaru trajektorie:

z = tanαx− g

2v20 cos2 α
x2. (10)

Vrchol trajektorie:

xv =
sin 2α v20

2g
, zv =

sin2 α v20
2g

. (11)

Bod dopadu:

xd =
sin 2α v20

g
, zd = 0, td =

2v0 sinα

g
. (12)

Z něj je vidět, že největš́ı xd nastává pro α = π
4 .

Př́ıklad

Těleso je vrženo v okamžiku t = 0 svisle vzh̊uru. Určitým mı́stem ve výšce h procháźı v okamžiku t1 směrem
vzh̊uru a v okamžiku t2 směrem dol̊u. Určete výšku h a počátečńı rychlost v0.

Řešeńı

Poloha tělesa ve svislém směru se bude vyv́ıjet jako z(t) = v0t − 1
2gt

2. V našich dvou bodech tedy muśı
platit:

v0t1 −
1

2
gt21 = h,

v0t2 −
1

2
gt22 = h.

Odečteńım obou rovnic dostaneme v0(t1− t2) = 1
2g(t21− t22), tedy v0 = g

2
(t1−t2)(t1+t2)

t1−t2 = g(t1+t2)
2 . Dosazeńım

do prvńı rovnice pak dostaneme h = g(t1+t2)
2 t1 − 1

2gt
2
1 = gt1t2

2 .

Lineárńı harmonický oscilátor

Každý systém s charakteristickým tvarem pohybové rovnice:

mẍ = −kx. (13)
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Obrázek 2: Hustoměr

ma = −kx. (14)

Pro takovou rovnici známe řešeńı:
x = A cos(ωt+ ϕ0), (15)

kde

T = 2π

√
m

k
, ω =

2π

T
=

√
k

m
. (16)

Př́ıklad

Hustoměr v podobě válcové trubky pr̊uměru d o hmotnosti m plave v kapalině hustoty ρ. Dáme mu malý
vertikálńı impuls a rozkmitáme ho tak. Určete periodu kmit̊u hustoměru (obr. 1).

Řešeńı

Při ustáleńı je v rovnováze t́ıhová śıla p̊usob́ıćı na hustoměr a vztlaková śıla daná jeho částečným ponořeńım.

Pokud hustoměr vychýĺıme dol̊u o ∆x z rovnovážné polohy, bude t́ım vytlačena voda o objemu πd2

4 ∆x, a tedy

na hustoměr bude p̊usobit podle Archimédova zákona vztlaková śıla větš́ı o F = −V ρg = −πd
2

4 ρg∆x. (Śıla
p̊usob́ı vždy proti vychýleńı, proto záporné znaménko.) Situace bude stejná při vychýleńı nahoru - o stejnou
hodnotu vztlaková śıla klesne, a tedy t́ıhová śıla převáž́ı. Důležité je si uvědomit, že p̊usob́ıćı śıla záviśı na

vychýleńı jako X = −k∆x, a tedy že se jedná o harmonický oscilátor s ”pružinovou konstantou”k = πd2

4 ρg.

Vı́me, že pro takový oscilátor je ω =
√

k
m , a tedy T = 2π

ω =
√

m
k

1
2π = 4

√
πm
d2ρg .

Př́ıklad

Nalezněte periodu pohybu matematického kyvadla s délkou závěsu l a hmotnosti m (obr. 3).

Řešeńı

Sestav́ıme pohybovou rovnici v polárńıch souřadnićıch:

mlϕ̈ = −mg sinϕ,

tu pro malá ϕ můžeme aproximovat jako
mlϕ̈ ≈ −mgϕ.

V ńı vid́ıme pohybovou rovnici lineárńıho harmonického oscilátoru

mϕ̈ = −mg
l
ϕ.
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Obrázek 3: Matematické kyvadlo

Po dosazeńı do vzorce pro periodu (16) źıskáme výsledek

T = 2π

√
l

g
.

Srážky

Budeme se zabývat srážkami dvou hmotných bod̊u, kolineárńımi, srážky nekolineárńı se popisuj́ı velmi po-
dobně, ale ve dvou či třech směrech. Srážky rozděĺıme na pružné a nepružné. Nepružné řeš́ıme za pomoci
zákona zachováńı hybnosti (viz. př́ıklady), zat́ımco pro pružné srážky plat́ı nav́ıc zákon zachováńı energie a
náš postup se bude oṕırat o následuj́ıćı odvozeńı.

Pružná srážka

Označ́ıme-li hmotnosti částic m1 a m2, jejich rychlosti před srážkou v1 a v2 a jejich rychlosti po srážce jako
v′1 a v′2, můžeme napsat zákon zachováńı hybnosti (ZZH)

m1v1 +m2v2 = m1v
′
1 +m2v

′
2. (17)

A zákon zachováńı energie (ZZE) jako

m1v
2
1 +m2v

2
2 = m1v

′2
1 +m2v

′2
2 . (18)

Trik je upravit ZZE do tvaru

m1(v1 + v′1)(v1 − v′1) = m2(v2 + v′2)(v′2 − v2), (19)

a tuhle rovnici vydělit ZZH (pokud dojde ke srážce, jedná se o ekvivalentńı úpravu, neděĺıme nulou). Z toho
źıskáme

v1 + v′1 = v2 + v′2.

To po dosazeńı do (19) a zkráceńı stejných člen̊u na obou stranách dává

v′1 =
v1(m1 −m2) + 2m2v2

m1 +m2
, (20)

v′2 =
v2(m2 −m1) + 2m1v1

m1 +m2
. (21)
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Př́ıklad

Tři lod’ky stejné hmotnosti M jedou za sebou stejnou rychlost́ı v. Ze středńı lod’ky byla rychlost́ı u vzhledem k
této lod’ce vyhozena ve stejnou dobu dvě závaž́ı téže hmotnosti m do předńı a zadńı lod’ky. Jaké jsou rychlosti
loděk v1, v2, v3 po přehozeńı závaž́ı?

Řešeńı

Rychlost prostředńı lod’ky se zřejmě nezměńı, tedy bude v2 = v. U daľśıch loděk opět použijeme zákon
zachováńı hybnosti. Rychlost závaž́ı (v̊uči hladině) bude v±u, a tedy Mv+m(v±u) = (M +m)v1,3, odkud

v1,3 = Mv+m(v±u)
M+m .

Př́ıklad

Dvě ocelové kuličky jsou zavěšeny na nit́ıch tak, že když se dotýkaj́ı, jsou jejich středy ve vzdálenosti l = 1 m
od bod̊u závěsu a nitě jsou svislé. Hmotnosti kuliček jsou m1 = 800 g a m2 = 200 g.

1. Lehč́ı kuličku vychýĺıme o úhel 90◦ a pust́ıme. Ráz kuliček je dokonale pružný. Určete výšky h1, h2 ,
do kterých vystouṕı kuličky.

2. Co se stane, vychýĺıme-li těžš́ı kuličku o 90◦ a pust́ıme?

3. Při jakém poměru hmotnost́ı kuliček budou výšky výstupu obou kuliček po rázu stejné?

Řešeńı

Nejprve urč́ıme rychlost druhé (lehč́ı) koule po srážce w ze vztahu m2gl = 1
2m2w, tedy w =

√
2gl. Dále se

jedná o dokonale pružnou srážku kouĺı s jediným rozd́ılem, že počátečńı rychlost jedné z nich je nulová. V
podstatě bychom mohli použ́ıt výsledek odvozeńı pružné srážky, ale pro přehlednost provedeme výpočet v
tomto zjednodušeném př́ıpadě znovu. Zákon zachováńı je m1v1 −m2v2 = m2w, tedy m1v1 = m2(v2 + w).
(Tuto úpravu opět provád́ıme proto, že nám následně umožńı vyhnout se řešeńı kvadratické rovnice.) Zákon
zachováńı energie bude:

1

2
m2w

2 =
1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2

m2(w + v2)(w − v2) = m1v1v1

w − v2 = v1,

kde jsme opět využili výsledek ze zákona zachováńı hybnosti. Do tohoto také opět dosad́ıme za v1 a dostaneme
po úpravě v2 = m1−m2

m1+m2

√
2gl. Výšku, do které koule vystoupá, opět stanov́ıme ze zákona zachováńı energie:

m2gh2 = 1
2m2v

2
2 , odkud h2 =

(
m1−m2

m1+m2

)
l = 36 cm. Nyńı již d́ıky vztahu v1 = w − v2 snadno urč́ıme druhou

výšku h1 =
4m2

2

(m1+m2)2
l = 16 cm.

Př́ıpad 2) vyřeš́ıme jednoduše tak, že ve výsledćıch prohod́ıme indexy 1 a 2. Tak dostaneme výšku

h1 = (m1−m2)
2

(m1+m2)2
l = 36 cm a h2 =

4m2
1

(m1+m2)2
l = 256 cm. Výsledek pro h2 přicháźı však s otázkou toho jestli

kulička oběhne celou kružnici, protože výška h2 je větš́ı než nejvyšš́ı možná. Správně tedy je h2 = 200
cm. Odpověd’ na ni je kladná, protože rychlost kuličky je dostačuj́ıćı pro překonáńı gravitačńı śıly silou
odstředivou (schválně zkuste ukázat nav́ıc).

Pro řešeńı 3) standardně polož́ıme h1 = h2 a můžeme při tom využ́ıt např́ıklad vzorce pro př́ıpad,
kdy na začátku vychylujeme kuličku hmotnosti m1 (tedy vzorce z 2)). Po úpravách dostaneme rovnici

3m2
1 + 2m1m2 − m2

2 = 0, kterou vyděĺıme výrazem m2
2 a dostaneme 3

(
m1

m2

)2
+ 2m1

m2
− 1 = 0. Fyzikálně

smysluplné řešeńı této kvadratické rovnice pro proměnnou x = m1

m2
je m1

m2
= + 1

3 . Vychýlená kulička tedy
muśı mı́t třetinu hmotnosti té stoj́ıćı.
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