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Uvod

Predmétem této diplomové price je zkoumat existenci, jednoznacnost a aplikace kinetickych a dy-
namickych rovnic odvozenych z Cucker-Smaleho modelu. Tento model se snaZi popsat chovani skupin
jedinct v piirodé a jejich vzajemné interakce. Piikladem mohou byt stdda bizonl putujici prérii. Dobro-
druznéjsi jedinec pouhym okem, ¢i matematik sledujici dokument Animal Planet, si mlize povSimnout
tendence osamocenych jedinct sdruzovat se do vétSich skupin, které se ndsledné formuji do velkych
stdd. Kromé bézného pohybu bizond jako celku popisuje zde zkoumany Cucker-Smaleho model i soci-
alni interakce, jeZ vyvolavaji podnéty k vytvoreni nebo rozdéleni kolektivu. V obecné formé jej 1ze nalézt
napiiklad v [5].

Tato prace se bude vénovat komplexnimu rozboru feseni zjednoduseného jednorozmérného Cucker-
Smaleho modelu, odvozeného v bakalafské praci [12], v niZ byla navic implementovdna vlastni sila
reprezentujici propustnou prekazku. V dvodni ¢asti prace stru¢né shrneme tvar rovnic, popiSeme jednot-
livé ¢leny a rozebereme jejich funkci v rovnicich. Dikladné odvodime existenci feseni téchto rovnic,
ukazeme jednoznacnost feseni a v zdvéru demonstrujeme praktickou aplikaci téchto rovnic na redlnou
situaci. Zadefinujeme zakladni dlohu pro numerické feSeni téchto rovnic, kterou s definovanymi poca-
teCnimi a okrajovymi podminkami budeme pomoci vhodného postupu fesit.

Cucker-Smaleho ¢asticovy model popisuje chovani interagujicich agentd v prostoru. Obecné tyto rov-
nice popisuji koordinované chovéani davu, kde se jednotlivi agenti snazi vyrovnat rychlost a smér pohybu
s ostatnimi ucastniky. To v idedlnim piipadé vede k synchronizovanému pohybu davu. Jedna se vlastné

o feSeni Cauchyovy tlohy [9] pro Cucker-Smale model ve tvaru

)'c,-:atx,-:v,-, i=1,...,N,t >0,

N
. 1
i = dyor =~ > KCxi,x)(05 = 0.

i#]

Dvojice (x;,v;)(¢) je poloha a rychlost i-t€ho agenta v Case ¢ € R urfend pro kazdého agenta zvI4st’
z celkového poctu N agentl v nasem systému. OdliSnost od jinych diferencidlnich pohybovych rovnic
piedstavuje Clen K(x;, x;). Jde o interakci mezi agenty, zdvisejici na jejich vzdjemné poloze. Podotknéme,
Ze do celkové interakce i-tého agenta pfispivaji vSichni dCastnici systému. Ve srovndni s realitou by byl
tento Clen pro vétsinu jedinct v systému takika nulovy, napriklad kvili dostate¢né vzdalenym agentdm.
Prvni rovnice je klasickd definice rychlosti jako ¢asové derivace polohy. Druhd rovnice je derivace rych-
losti vzhledem k Casu, kterd je rovna vzdjemné interakci s ostatnimi agenty. Funkce K(x;, x;) uruje
tedy silu interakce mezi agenty v zdvislosti na vzdjemné vzdédlenosti. V této praci budeme uvazovat dvé
jadrové funkce. Pro teoretickou analyzu v kapitole 3 pouZijeme jadro

1

Ki(xj, xj) = ———-,
|x_y|l+25



kde s > % a m4 singularitu v bod€ x = y. Pro numerické simulace v kapitole 5 a 6 pouzijeme jadro

1

Kz(xi,xj) = m,

které se hodi diky hladkosti pro numerické vypocty. Jadro by mélo mit vlastnosti takové, aby sila byla
tim vétsi, ¢im jsou jedinci bliZze k sobé, a bude slabnout se vzdalenosti. Smér pisobeni sily bude zaviset
na pocCtu jedinct v okoli a bude bud’ repulzivniho, ¢i atraktivniho charakteru.

Rozsifenim Easticového pristupu je odvozeni kinetické rovnice pro Cucker-Smaleho model, ktery za-
vede distribu¢ni funkci, ¢i hustotu pravdépodobnosti astic, f(t, x, v) popisujici pravdépodobnosti ndlezu
¢astice v okoli bodu x s rychlosti blizkou v. Kineticky popis tedy neni zaméfen na popis kazdé Castice
samostatné, ale zkouma statistické chovani ¢astic jako celku. Odvozena kinetickd rovnice z ¢asticového
modelu mé tvar

O f +oVif +divy(fLLf]) = 0. ey

Znovu tedy f(¢, x, v) predstavuje zménu hustoty pravdépodobnosti ¢astic v prostoru v Case, tj. je to funkce
uréujici pravdépodobnost, Ze Eéstice se v daném Gase £ nachdzi v bodé x a mé rychlost v. Cleny 8;, V., div,
jsou po fadé parcidlni derivace podle Casu, gradient vzhledem k poloze a divergence vzhledem k rychlosti.
Samotny parametr L[ f] je interakce, urCujici vzdjemny vliv sousednich ¢astic na jejich pohyb ve tvaru

LLf] = f f KCr )y w)(w — v) dudy.
Rd Rd

Prvni ¢len na levé strané kinetické rovnice (1) predstavuje hustotu Castic v ase a prostoru. Druhy ¢len
reprezentuje konzervativni tok ¢astic v riznych bodech prostoru. Tteti Clen je interakce mezi Casticemi.
Hlavnim pfedmétem zkoumani v tomto piispévku je treti, pro nds posledni mozny popis zkoumaného
systému. Jednd se o hydrodynamické rovnice popisujici hejnové chovédni Cucker-Smale modelu. Pred-
chozi kinetické rovnice ndm umoziuji pfechod od mikroskopického (pravdépodobnostni hustota cas-
tic) k makroskopickému popisu (hustota a rychlost) systému. Z kinetické teorie plynd je dobie znamo,
Ze rychlostni momenty distribu¢ni funkce f(z, x, v) ddvaji makroskopické vlastnosti systému. Prvni mo-
menty jsou definovany integracemi této funkce nasobené rychlostni komponentou pres vSechny rychlosti.
Vyjimkou je nulty moment pro hustotu, kde pouze integrujeme pres vSechny rychlosti & systému

0= fR £t x E)dE.

Prvni moment je navic pfendsobeny &, poté zintegrovany a popisuje hybnost, &i tok &dstic, po&itdme jej
jako

ou = f Ef(t,x, )dé.

Pro dplnost je mozné dodefinovat i druhy moment pro celkovou energii systému jako
12
oF = ge + Solul",

kde ge = % R I€ — u(x)?f d& je vnitin{ energie systému. Poté jiz makroskopické veli¢iny pro hustotu,
hybnost, energii spliiuji hydrodynamické rovnice ve tvaru

9,0 + div (ou) = 0,
,(ou) + div (ou ® u) + div ,P(0) + SV = 0,

3,(0E) + (div you(E + P(0)) + ¢) + S@ = 0.
9



Navic se zde vyskytuje tlakova sila P = (p;;) a tepelny tok ¢ = (q1, ..., qq)- Integracni Cleny jsou pro
Uplny model nasledujiciho tvaru

s — fR K (xye(xe()(u(x) - u(y)dy,

§@ = fR K@ oW (EM) + E(y) - u(x)u(y))dy.

Tyto rovnice jsou bézné pouzivdny v problémech modelovani proudéni kapalin, dynamiky plynu atd.
Vice se o tomto problému piSe v knize od autora Eleuterio F. Toro [11].

YV s

Pro naSe ucely se pouZivaji i pro modelovani davu v jednodussim tvaru bez energie jako

0,0 + div x(ou) = 0,

. o )
0i(ou) + div ,(ou @ u) + V,P(o) + S’ = 0.
Budeme-li uvaZovat mono-kineticky ansatz popsany v [6],
£t x,8) = o6, )6 ~ u(t,x)), x,E€R1>0, 3)

rovnice (2) se zredukuji o tlak P(p), kdy tlak bude nulovy a ziskdme tak zdkladni tvar Eulerovych rovnic
bez tlaku (a energie) s pravou stranou.

9,0 + div x(ou) = 0,

4
0:(ou) + div (ou @ u) + s =, ®

N e

Nakonec pridame na pravou stranu vnéjsi silu F' = F(x, u), reprezentujici prekazku v prostoru. V této
praci budeme pracovat s Cucker-Smaleho modelem na jednorozmérném toru. Konkrétné provedeme nu-
merické simulace a ukdZeme dikaz existence, jednoznacnosti a spravné podminénosti rovnic. Potfebné
a v prici pouZzivané tvary rovnic byly jiZ odvozeny v bakaldiské praci [12].

10



Kapitola 1

Rozbor rovnic

Nyni se podivejme na dikladnéjsi rozbor feSenych rovnic. Zhodnotime jednotlivé varianty a v§echny
podrobné rozebereme a zdivodnime. UkazZeme si aplikaci mono-kinetického ansatzu [6], ktery ¢asticim
zamezi vzajemné srazky. Tim padem se problém zjednodusi a vypadnou Cleny spojené s tlakovou silou.
Diéle aplikaci mono-kinetického ansatzu ziskdme vyhodu pfi zavddéni prekdzky v podobé nezndmé sily
pusobici na Castice. Efektivné si usnadnime jeji vypocet a odvozeni. Ddle v celé praci budeme uvazovat
pouze jednu dimenzi prostorové proménné.

1.1 Klasifikace rovnic

Nejprve specifikujme typ rovnic (1.1), které budeme fesit v nasledujici praci. Podle volné prelozené
definice z knihy Randalla J. Levequeho [8, Kapitola 6] Ize tuto soustavu rovnic klasifikovat jako hyper-
bolickou.

Definice 1.1.1. UvaZujme nelinedrni systém rovnic zdkonii zachovdni
u + fu)yx =0,

Kdeu:R — Ra f:RXxR — R™ Toto miZe byt zapsdno v kvasilinedrni formé
u; + A(wu, =0,

kde A(u) = f (u) je Jakobiova matice m x m. Systém pak nazveme hyperbolickym prdvé tehdy, kdyz A(u)
Jje diagonalizovatelnd s redlnymi vilastnimi ¢isly, a to alespoit na néjakém okoli, kde je rovnice resitelnd.

V ramci pozdé€jsich numerickych simulaci fyzikalnich systému je klicové implementovat konzerva-
tivni tvar rovnic pro zajisténi fyzikalni vérohodnosti. Tento pristup zarucuje, Ze numerické feSeni ade-
kvétné reprezentuje zdkony zachovéni, specificky v kontextu hustoty a hybnosti, coZ je zdsadni pro si-
mulaci uzavienych systému. Konzervativni formulace redukuje pocet numerickych chyb, coz je vyhodné
pro zvysovani presnosti a sniZeni numerické diftize. Tento pfistup je rovnéZ nezbytny pro spravnou re-
prezentaci fenomént, jako jsou rdzové viny a diskontinuity.

Pokracuje lemma a dikaz, které demonstruji, Ze systémy rovnic s nulovou pravou stranou v konzervativ-
nim tvaru jsou de facto hyperbolické

Lemma 1.1.2. Necht’ mdme systém rovnic (4) s nulovou pravou stranou v konzervativnim tvaru. Necht’
navic derivace tlaku 0,P(0) je kladnd, pak se jednd rovnice hyperbolické.

11



Diikaz. Ve smyslu pfedchozi definice ozna¢me v (4) jako w = (’i) , kde m = pu zajisti konzervativni tvar

m
ve smyslu zdkoni zachovani. Pak miZeme zapsat, Ze f(w) = ( m L p (Q)] a plati
0

’ 4 0 ]
Aw) = f @) = JIf1 = (Bef @) duf@)) = (_m_z L P ©) 2m)'
o Y

s ¥s

Nyni pomoci charakteristického polynomu urc¢ime vlastni ¢isla matice A(u) a spoteme determinant

-1 1 2m . m*
p(/l):det( > ]2/12——/1+——P(Q)=0.
—’E’)LQ + P (0) 2% -1 0 0?

Pfehozenim derivace tlaku na pravou stranu rovnice a jednoduchou tpravou kvadratické rovnice pro A

dostaneme

m2 ,
(/l——) =P (o).
0

Z tohoto tvaru vyplyvaji dva mozné piipady

e P = 0: v tomto piipadé mame pouze jeden dvojndsobny kofen rovny A = %. Jeho algebraickd
0

nasobnost je dva. Pro toto vlastni ¢islo existuje pouze jeden vlastni vektor (T) ostatni jsou jeho li-

nedrni kombinace. TudiZ geometrickd ndsobnost je jedna. Z nerovnosti algebraické a geometrické
nasobnosti vime, Ze matice A(w) neni diagonalizovatelnd a nejedna se o hyperbolickou soustavu
rovnic.

e P'(0) > 0: ziskdme dva riizné redlné kofeny rovnice A1 = % + /P (0). Jelikoz P (o) je kladné
proto A;, jsou riznd Cisla. To tedy znamend, Ze matice A(w) je diagonalizovatelnd a v tomto
pfipadé se jednd o hyperbolickou soustavu rovnic v jedné dimenzi.

Z toho vyplyvé, Ze samotnd funkce tlaku P(p) musi byt rostouci, abychom ziskali hyperbolicky tvar
rovnic. O

1.2 ZjednoduSeni mono-kinetickym ansatzem

[ustrativnim piipadem na zacatek je feSeni pouhych jednodimenzionalnich rovnic s nulovou pravou
stranou (4), ve tvaru

al‘Q + ax(Q”) = 0,

(1.1)
0y(ou) + dx(ou®u) = 0.

Jak jsme jiZ zminili v pfedchozim lemma 1.1.2, tyto rovnice nejsou typicky hyperbolické pro P(o) = 0.

V tomto piipadu je i tak budeme povazovat za jisté zjednoduSeni hyperbolickych rovnic, taktéz popisuji

propagaci informace prostorem, napiiklad vzajemnou interakci pfi vyrovnavani rychlosti. Takto zjedno-

duSend soustava rovnic zlstava napfi¢ vynechani tlaku systémem diferencidlnich rovnic prvniho fadu.

Popi$me nyni prvni rovnici, tu miZzeme nazvat bilanci hustoty systému. Pfedstavuje vyvoj hustoty v Case.
12



Co se tyce jednotlivych Cleni, pak Casova derivace hustoty vyjadiuje zménu hustoty v Case. Druhy clen,
po zavedeni hybnosti jako hustotu ndsobenou rychlosti, vyjadiuje divergenci hybnosti ¢astic. Udava, Ze
zména hustoty v kazdém bodu prostoru je zpisobena tokem Castic z nebo do tohoto bodu v prostoru.
Druhd z rovnic je bilanci hybnosti. Popisuje zménu hybnosti ou v daném bodé a Case v duisledku in-
terakce vnéjSich sil. Jak bylo ocekdvano, prvni ¢len na levé strané piedstavuje zménu hybnosti v Case,
druhy ¢len popisuje, jak rychlostni pole () méni hybnost v prostoru. Tento ¢len do obecného feseni pfi-
ddva nelinearitu v podobé€ tensorového soucinu rychlostnich poli u a je zdkladem pro popis nevazkého
proudéni v dynamice tekutin.

Poznamka 1.2.1. Nevazké proudéni je idedlni proudéni, které popisuje proudéni tekutiny bez ohledu na
vnitini tfeni nebo viskozitu. Vnitini tfeni znamend tieni mezi jednotlivymi vrstvami tekutiny. Viskozita
reprezentuje odpor proti toku tekutiny, je spjata s vnitinim trenim mezi vrstvami.

Poznamka 1.2.2. V rovnicich (2) vystupuje navic jesté gradient tlakové sily, popisuje, jakym smérem a
jak rychle sila piisobi mezi cdsticemi. Tato sila vznikd interakci mezi Cdsticemi, typicky jejich srdZkami.
Nicméné diky mono-kinetickému ansatzu nase cdstice do sebe nenardZi a tento Clen je tedy nulovy.

1.3 Pridani konvolucniho ¢lenu

Nyni si rozsifime rovnice (1.1) o konvolu¢ni ¢len. Tento ¢len pfedstavuje interakci mezi vSemi jed-
notlivci v prostoru, konkrétné se jednd o konvoluci mezi jadrovou funkci a vzdjemnou hybnosti jedincg.
Konkrétné se rovna

s = fo K(x, )o(n)o)(ux) - u(y)dy.

kde nyni dvojice (x, y) predstavuje polohu x-tého jedince viici v§em ostatnim. Klicovym prvkem je ja-
drové funkce K(x, y), kterd charakterizuje interakci mezi jedinci. Tato funkce je zavisld na vzdjemné po-
loze dvou jednotlived, cozZ je podstatné pro modelovan{ interakei. Idedlni vlastnosti této jadrové funkce
zahrnuji symetrii, nekonec¢nou diferencovatelnost a omezenost. DileZitym aspektem je, Ze intenzita vza-
jemné interakce mezi Casticemi by méla byt vyrazna, pokud jsou Castice blizko sebe, a méla by postupné
klesat s rostouci vzdjemnou vzdalenosti. Jidro K;(x,y) md fyzikdlni vyznam v modelu Cucker-Smale,
protoZe zachycuje interakci Castic, kterd sldbne s rostouci vzdalenosti. Nicméné pro numerické simu-
lace je vhodné&;jsi pouZit hladké jadro K>(x, y), které zjednodusSuje vypoclty a zdrovei zachovéava zdkladn{
vlastnosti interakce. Nynf se bliZe podivejme na jadrovou funkci

1
Ko (x,y) = m-f

13



Kernel K(x, y)

1.0 — Kix, 0)
- y=o01
--- y=005

0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.2 4

0.0 1

Obrazek 1.1: Vliv jadrové funkce K> (x, y) na okolni body

Obrazek 1.1 zndzoriuje prabéh jadrové funkce K;(x, y), kterd uréuje silu interakce mezi ¢asticemi v
Cucker-Smaleho modelu. Na vodorovné ose x je vynesena vzdalenost mezi dvéma ¢édsticemi. Svisld osa
zobrazuje hodnotu jiddrové funkce, kterd kvantifikuje silu interakce.

Modri kiivka zobrazuje priibéh funkce K (x, y) pro pevné zvolené y = 0. Cervend a zelens k¥ivka uka-
zuji hodnotu jadra pro péti a desetiprocentni hladinu vyznamnosti, tedy hodnoty, pod které klesa funkce
ve vzdalenosti x = 0.05 a x = 0.1 od stiedu.

Je patrné, Ze jadrova funkce ma t€Zké konce, coZ znamena, Ze vzdalenéjsi body x rapidné klesaji a maji
maly vliv. Toho mlizeme vyuZit v numerickém feSeni a povazovat vliv vzdalenéjsich bodl za zanedba-
telny.

Pomoci takto definované jaddrové funkce lze rozsitit rovnice v nekonzervativnim tvaru na

010 + 0x(ou) = 0,
o(x)o(y) (1.2)

_— - dy =0.
i m(u(ﬁo u(y))dy

9:(ou) + Ox(ou - u) +

1.4 Zavedeni pravé strany

Poslednim krokem je pfidat do (1.2) novou pravou stranu reprezentujici propustnou prekazku. V
[12] jsme za predpokladu uplatnéni mono-kinetického ansatzu zavedli odpudivou silu, jejiZ vyznam je
zpomalovat Castice putujici smérem k prekazce rychlosti v na kone¢nou rychlost w. Sila ptisobi pouze
na Castice ve vzdalenost 7 od prekazky, které cestuji rychlosti v vétsi neZ konecna rychlost . Takto
navrzenou silu miZeme definovat nasledovné

2 _ 72

;}_,w X(o,f)(x))((w,oo)(v)) : (1.3)

Pfidanim této sily do (1.2) ziskdme posledni tvar dynamickych rovnic, které jsou predmétem naseho
zajmu. Nezapomenme podotknout, Ze takto byla funkce popsdna v ¢asticovém modelu. AvSak v di-
sledku prechodu do kinetického popisu a ndsledné adaptace do dynamického kontextu s vyuZitim mono-
kinetického ansatzu je jeji findlni podoba odvozena jako

F(x,v) = (0, 2

fR Ft, 3, EVF (x, E)0é = f 50000 OF (x E)E = ol 1) F(x,u). (1.4)
14



Pfidanim této pravé strany do tvaru rovnic odvozeného v pfedchozi kapitole 1.3 ziskdme konecnou po-
dobu fesenych rovnic ve tvaru

010 + 0x(ou) =0

1.5
0:(ou) + 0,(ou ® u) + s = oF (x, u). (1)

V nasledujicich obrazcich 1.2 odpovidajici dvojice grafii prezentuji, jak aplikovand sila pisobi na vyvoj
hustoty a rychlosti jednoho z hustotnich vrcholi, ktery se pohybuje smérem doprava. Oblast plisobent sily
je znazornéna zelenym obdélnikem, ktery ukazuje interval, v némz sila oponuje pohybu vrcholu hustoty.
Hranice, kde rychlost dosahuje hodnoty @, je zndzornéna pruhovanou Cervenou ¢arou. Detailnéjsi popis
tohoto fenoménu je diskutovan v kapitole 5,6 kde si predstavime Sir$i vysledky préce.

Hustota v ¢ase 0.02s Hustota v ¢ase 0.24s
18
—— Hustota —— Hustota
1.6 3]
© T
8 1.4 2
7 @ o
H z
1.2
1.0 1
B T T T T T T T T T T T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
X X
Rychlost v ¢ase 0.02s Rychlost v ¢ase 0.24s
3 3
K A 2 A
B8 —— Rychlost 8 —— Rychlost
S 14 W S 14 e W
= =
0 04
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 —4 -2 0 2 a 6
X X
Hustota v ¢ase 1.10s Hustota v ¢ase 1.33s
15 —— Hustota —— Hustota
15
T ©
g0 ;m
7 7
2 =}
T 5 T
o T T T T T T T 0 T T T T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6

X X
Rychlost v éase 1.33s

—— Rychlost
14 — W
04

T T T T T T T T T T T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 6 —6 —4 -2 0 2 4 6
x X

rychlost
rychlost

Obrazek 1.2: Znazornéni vlivu sily na jeden vrchol hustoty a piislusné rychlosti

Zminény graf ddle ilustruje, jak interakéni sily postupné soustfedi okolni hustotu do jednoho vyraz-
ného vrcholu, zatimco hustota v oblastech mimo hlavni vrchol asymptoticky klesa k nule. Obzvlasté na
obrazku hustoty v ¢ase 0.024s si miZzeme v§imnout, jak za vrcholem vznikd prazdnd oblast, ve které
se nachazi téméf nulova hustota. Toto si miizeme velice zjednoduSené pfipodobnit napiiklad ke dvéma
fidi¢im jedoucim na vozovce v jednom jizdnim pruhu. Prvni fidi¢ jede rychleji neZ pomalejsi druhy a
ve vznikajici mezefe mezi nimi nastdva efektivné nulovd hustota vozidel. Na zbylych dvou obrdzcich
muiZeme v zelen¢ vyznalené oblasti sledovat zkoumany vliv vlastni sily, kterd brzdi pohyb hustoty. Zaji-
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mavé je, Ze rychlost se nezastavi na pozadované hranici, ale ddle klesa vlivem interakéniho ¢lenu. Tento
pokles rychlosti je jiZ pomalejsi, neZ kdyz se Castice nachazely v oblasti s prekazkou.

Poznamka 1.4.1. V nasem modelu neni implementovdna Zddnd dalsi sila, kterd by zpusobovala zrychleni
Cdstic na takzvanou "cruising speed". To je na prikladu u Fidicii na silnici takovd rychlost, na kterou se
snazi ucastnici provozu zrychlit, aby mohli ddle volné pokracovat v cesté. Tento jev je bliZe diskutovdin
v Cldnku [5, Introduction], ve kterém jsou probirdna slabd feseni Eulerovych systémii s nelokdlnimi

interakcemi.

16



Kapitola 2

Existence

V této kapitole se zabyvame nésledujicim jednorozmérnym systémem Eulerovych rovnic zahrnuji-
cim tlak, interak¢ni sily a nelokdlni vlivy

00+ 0x(ou) =0, xeR, >0,

2.1
0:(ou) + 0(ou - u) + 0,P(0) + s = oF(x, u).

Tento systém zahrnuje dva typy nelokélnich sil. Prvni typ, oznaceny jako SV a nachazejici se na levé
stran€ rovnice, reprezentuje interakcni Clen typicky pro modely kolektivniho chovani. Tento ¢len popi-
suje vzajemné plisobeni mezi Casticemi v systému a modeluje dpravu sméru a rychlosti pohybu ¢astic na
zakladg jejich relativni polohy. V této praci uvazujeme konkrétni formu interakéniho ¢lenu, kterd vychazi
z pozice dvou ¢éstic a jejich relativni rychlosti

s = fT K(x, )o(x)o(y)(u(x) — u(y))dy.

Druhy typ nelokdln{ sily je reprezentovin Clenem na pravé strané rovnice. Tento ¢len ovliviluje rychlost
Castic na zakladeé jejich aktudlni pozice prostfednictvim ptisobeni vnéjsi sily F(x, u). Cilem této analyzy
je popsat podminky existence feSeni uvedeného systému rovnic a porozumét roli jednotlivych ¢lend,

wev s

predpokladat, Ze nezndmé funkce jsou dostatecné reguldrni a vS§echny uvedené integrély existuji.

2.1 Transformace rovnic

Budeme se nyni vénovat odvozeni a analyze systému rovnic s vyuZitim teorie kritickych bodi studo-
vané v Clanku [4]. Zacneme vychozimi podminkami

(Q(’ t)’ l/l(', t))|l:0 = (QO’ MO)'

¢ Rovnice kontinuity
Prvni rovnice systému (2.1) pfedstavuje zdkon zachovani hmoty. Po rozvinuti pomoci pravidla
derivace soucinu dostdvame

0 = 0;0 + 0,(ou) = 0,0 + ud 0 + 00,u.

Zavedenim materidlové derivace D, := 9, + ud, a oznaenim v := d,u lze tuto rovnici zapsat jako
17



Do = —ov.

Tento tvar odpovida prechodu do Lagrangeovych soutradnic prostiednictvim mapovani x = X(&, 7),
kde X(£,0) = £ a 0:X(&, 1) = u(X(&, 1), 7). Tento popis znamend, Ze X(&, 7) sleduje pozici Castice,
ktera byla na pocatku v bodé &, pricemz jeji pohyb je urcovan rychlosti u. Pro libovolnou funkci
f(x, 1), pfepsanou v Lagrangeovych soutadnicich jako f(x(¢, 1), 1), plati

af o 0 0 0
oefee =L A Iy

coZ odpovida materidlové derivaci hustoty

aTQ(x(‘f’ T)’ T) = _Q(x(‘f’ T)’ T)U(X(é:, T)’ T)-

Rovnice hybnosti
Druhd rovnice systému (2.1) pfedstavuje zdkon zachovani hybnosti. Po detailnim rozpisu a aplikaci
pravidla derivace soucinu ziskame

91(ou) + Ox(ou - u) + 9xP(o(x, 1))

OP 0, 22
= ud:0 + 00:u + ud,(ou) + oudu + ——Q. ©2)
00 0x
Ze zakonu zachovani hmoty pfendsobeného rychlosti plati
0 = u (00 + dx(ou)) .
Aplikaci zdkonu zachovéni na (2.2) obdrZime
0P 9 0P 0
00U + oud u + 8_Qa_f)c = 00 + ouv + a_ga_i
Vydélenim hustotou o ziskdme rovnici pro rychlost u
10P 0
o+ uv s =L b [ K)o - uty)dy = Flx
000 0x Jr

Nelokalni interakcni ¢len Konvolucni ¢len na levé strané rovnice (2.1) lze piepsat jako

fT K6 9)o() () — up)dy = u(x) fT K(x, y)o(y)dy - fT K(x po(u(y)dy
— () - (K * 0) — (K * (ou).

kde K * o a K * (ou) oznacuji konvoluce. Derivace tohoto ¢lenu podle x poskytuje

Ox[u(x) - (K * 0) = (K * (ou))]

_y fT K(x, po()dy + u(x) fT 8K (x. poly)dy - fT 8K (x, Y)oyu(y)dy.

(2.3)
18



Nyni na posledni ¢len v (2.3) aplikujeme rovnici kontinuity

dy(e(y)u(y)) = —0:0(y).

Poznamenejme, Ze abychom mohli aplikovat rovnici kontinuity, musime nejprve pomoci metody
per partes prehodit derivaci k druhému Clenu o(y)u(y). JelikoZ se nachdzime na toru situace se
zjednodusi a ziskdme

fT 8K (x, yo(yuly)dy = — fT 8,K(x, y)o(y)u(y)dy

p-p-

228 fT K(x, )3, (0(y)u(y))dy 2.4)

= fT K(x,y) 0:0(y)dy.

V prvni rovnosti (2.4) jsme zménili derivaci dle x na derivaci dle proménné y pomoci definice
jadra K(x,y) a nasledujici ivahy kde pri transformaci se zméni pouze znaménko

K(x,y) = y(lx -yl

da(lx —y) = v (x - yh)—2
|x — yl

dyulx — yl) = (Ix — yh) ==,
lx —yl

Opravdu, ¢len [K(x, y)o(y)u(y)] e = 0, plyne z nasledujicich n&kolika myslenek. Nejprve uva-
Zujme K(x,y) = ¥(|lx — y|) takové, Ze |x — y| — oo se blizi k nule, v jinych slovech to znamen4,
Ze vzajemny vliv dvou bodu se ztraci se vzdalenosti. Ddle z pocéatecnich podminek pro hustotu o

plati

fgo(x)dx < 400 = fg(x)dx < 400,
T T

proo > 0apak o € L' (R). To plyne z ndsledujiciho lemmatu
Lemma 2.1.1. Necht’ o Fesi (2.1). Pak plati

f o(t, x)dx = f 0(0, x)dx.
T T

Diikaz. Uvazujme integralni formu rovnice kontinuity. Po integraci obou stran pfes x € T, dosta-
neme

Pro kazdé t > 0.

i o(x,)dx = — f O0y(o(x, Hu(x, t))dx.
dr Jr T

Podle Gaussovy véty je prava strana rovna nule

f@x(g(x, Hu(x,1))dx = 0.
T

Proto je Casova derivace integralu z hustoty ptes T rovna nule.

d
T fTQ(x, tdx = 0.
19



To implikuje, Ze integral o(x, t) pfes T je konstatni v Case. Proto plati

f o(x,)dx = f oo(x)dx
T T

Z toho jiz primo plyne predchazejici tvrzeni.

Konvolucni ¢leny a jejich pokles
Prepiseme konvolucni ¢len do tvaru

fT K(x pow)dy = (K = o),

a muzeme aplikovat materialovou derivaci na odpovidajici Cleny.

Vypocet derivaci
Pro derivaci konvolucniho ¢lenu dostivame

o, fT K6, 9)o()u(x) — u(y))dy

_y fT Ko p)o(y)dy + u(x) fT 8K (x, yo(y)dy + fT K (e, 9)dho(y)dy
= v(K *0) + 0(K * ).

e, e

Derivace tlakového ¢lenu
Rozeberme jak vypadaji jednotlivé derivace tlaku

8 AP do
2
P - 22X
9 P(o(x)) 9x 90 Ox
__i@(aé’ 1‘92P(59) 1oP &0
02 0o \ox 0 00* \ox 0 0o dx*’

Derivace vnéjsi sily

N2

0, F(x,u) = 6F+6F8u_6_F+8_FU
W= ox T uox ox ou’

Tento vztah zdstava zachovan i pfi prechodu do Lagrangeovych soufadnic, coZ potvrzuje

oF oF
a(x’ u(x, t)) = —(X(é:, T)7 M(X(f, T)’ T)) =
_OF Ox 86 oFou OF OF

T Ox0E0x  oudx ox  ou’

Upravena momentovna rovnice Po tipravé a derivaci momentové rovnice obdrzime

1 0P 16%*P 1 F OF

O + udv + v* ——28— 2 or — ¢+ —a—8x¢+v(K*Q)+8T(K*Q)—a—+a—v.
do g@gz Ou

kde ¢ = 0.
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e Prechod do Lagrangeovych soufadnic
V Lagrangeovych soufadnicich se po aplikaci materidlové derivace d; = d; + ud, rovnice transfor-
muje na

9:(v(x(&,7),7) + (K % 0)(x(£,7),7)) =

oF oF
—u(x(&,71),T) (v(x(f, 7),7) + (K * 0)(x(&,7), T) + M + ™ + 6§P(Q(x)).

(2.95)

2.2 Sila a tlak jsou nulové

V piipadé, kdy jsou sila a tlak nulové nebo konstantni, jejich derivace mizi. Z rovnice (2.5) pak tyto
¢leny odpadaji. Dostdvdme nésledujici soustavu rovnic v Lagrangeovych soufadnicich

9:0(x(&,7), ) = —0(x(&, 7), DU(x(£, 7), T)

2.6
Or(V(x(€, 1), 7) + (K x 0)(x(§,7), 7)) = —v(x(€, ), DNW(x(§,7), T) + (K * 0)(x(£,7), 7)) (20

Z Clanku [4, kapitola 1.1] je zndmo, Ze

Pozorovani 2.2.1. Globdini rFeSeni systému (2.6) existuje prdvé tehdy, kdy? 0.up(x) > —K * po(x) pro
vSechna x € R, je tvaru (0, u) € CR*; L®(R)) x C(R*; WLR(R)). Tento stav odpovidd subkritické oblasti
a systém se chovd stabilné. Naopak, pokud 0,ug(x) < —K * 0o(x), nazyvdme toto superkritickou oblasti,
kde reSeni systému kolabuje v konecném case.

PoloZzme d = v+ K *p a pfepiSeme predchozi systém obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fddu
na

0-0 = —ov = o(d - K * 0)

2.7)
0:d = —v(v+ K % 0) = —d(d — K * ).

Dynamiku systému (2.7) z ¢lanku [4, Kapitola 2.1] lze shrnout do ndsledujiciho tvrzeni, jehoZz dikaz
uvadime, protoZe jeho myslenky jsou déle pouzity v textu
Pozorovani 2.2.2. pro rovnici (2.7) plati
o KdyZdy <0, pak d — —oco v konecném case.
o Kdyzdy =0, pak d(t) = 0 pro vsechny t > 0.
o KdyZ dy > 0, pak d(t) ziistdvd omezené v Case a d(t) — K = o(1) pro t — oo.
Diikaz.

e Prvni piipad pro dy < 0. Jakmile dy < O pak je jasné, Ze d(t) < 0 pro vSechny 7 > 0. Pak miZeme
psat z (2.6), Ze 0.d(1) < —d*(1) (viz. [3]), protoZe pro K * o plati dle Cauchyho-Schwartzovy
nerovnosti

IK = ol < lIKllz=loll1 < 0.
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To znamend, Ze konvoluce K * o je omezend. ReSenim obycejné diferencidlni rovnice d.d(t) =

-d*(7) je
! dd(r) 1/
[ T) = —
(1) .
1
-——=—71+C
do - "
1
d(r) =
@ T+ C
S poc¢étecni podminkou d(0) = dy dava
d0) ==
() C
to implikuje, Ze feSenim je
d
d(r) = ——.
T+ 7
Defini¢ni oborem je Dy = (—oo; —d—lo) U (—d—lo; oo). Zaroven vidime, Ze feSeni diverguje d(— —oo)

P _1
pro7’ = —.

e Druhy pfipad kdy dyp = O je trividlni, protoZe d;d = 0, coZ znamend, Ze d(t) = 0 pro vSechna
T2>0.

e Tteti pripad pro dy > 0. Pokud d(7) € (0, K * o), pak je d(t) > 0 a 9.d > 0, cozZ znamena, Ze d(T)
je rostouci k K * o. Naopak, pokud d(t) > K * o je d(t) < 0 a d(7) je klesajici k K * o. Tim se
potvrzuje, Ze d(t) — K * o(t) pro T — oo.

Nasledujici obrazek graficky znazornuje dikaz feseni d(7).

d(7)
\l: \ \K*Q,d0>0
VA,
L T
‘do
x=g

)H_ldod()<0

Obrazek 2.1: Grafické znazornéni dikazu pro jednotlivé varianty dy a T > 0.

Dale sledujme z prvni rovnice (2.7) charakteristicky tok hustoty o podél charakteristik. Pro oo = 0
mame trividlni pfipad, kdy o(7) = 0 pro vSechen ¢as 7 > 0.
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Pro g9 > 0, poloZime 8 := ‘é a dynamika ¢éstice podél charakteristiky je

. do-od 1
ﬁ=—ﬁgg—=EwM—K*@+@w—me=0

Z toho vidime, Ze B(1) = By pro vSechny 7. A zdroven S roste umérné s d s koeficientem p.
Dusledek 2.2.3. UvaZujme systém rovnic (4)

o kdyZ 0,(ug(a)) < —K * po(a) pak du(x(a, 1), ) = —00. Navic, kdyZ o(a) > 0, o(x(a, ), T) — +oo v
konecném case.

o kdyZ 0,(up(a)) = —K * po(a) pak O u(x(a, 1), ) = =K * 0o(x(a, T), T) pro vSechny T

o kdyZ kdyz 0(uo(a)) > —K = oo(a), pak 0, u(x(a, 1), 7) a —K *po(x(a, 1), T) jsou omezené pro vsechen
¢as 1. Navic 0 u(x(a, 1), ) jde v ¢ase do nuly.

2.3 Analyza reSeni obycejné diferencialni rovnice
Z predchozi kapitoly je pro nas dileZité zanalyzovat nasledujici diferencidlni rovnici
8:d = —d* +bd + c. (2.8)

Nez budeme pokracovat v analyze, podivejme se na staciondrni feSeni diferencidlni rovnice (2.8), tj.
feSeni pro d.:d = 0. To vede na kvadratickou rovnici, jejiz kofeny jsou

b+ Vb? + 4c

> .
Tato staciondrni feseni, d = d; a d = d,, predstavuji konstantni feSeni diferencidlni rovnice. Pro d # d; a
d # dp miZeme rovnici (2.8) vydeélit zapornou hodnotou vyrazu na pravé strané, ¢imz ziskame

dd d
- = dr.
d?-bd-c

dip =

Rozdé€lime jmenovatel na soucin linedrnich ¢lend a tim ziskdme

dd _
(d—di)d~dy)

Dile postupujeme podle hodnoty diskriminantu b? + 4c, coz definuje riizné varianty feseni.

—dr.

e b +4c>0.Necht d=d,ad=d» jsou stacionarni body. Pro d # d a d # d, mlizeme psat

dd

— -4
d—dyd—dy)

Nyni integraci a pouZitim rozkladu na parcidlni zlomky ziskdme feSenou rovnici

1 1 1
- dd = - | ar.
fdl—dz(d—dl d—dg) f T

ResSeni této rovnice je jiZ snadné

1 |d—a’1|)
In =K-T. 2.9
dy —d (ld—d2| 9
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Dale vyjadiime d = d(7), nejprve vyndsobime rovnici, zbavime se logaritmu a upravime

ld = dil _ -y
|d — dy| (2.10)
|d = di| = |d = dale! =D,

V tomto kroku rozdélime feSeni podle znamének uvniti absolutnich hodnot na nékolik moZnosti.
Nejprve vSak feSeni uzavieme urCenim integracni konstanty z rovnice (2.9) dosazenim pocatecni
podminky d = d(t = 0). Pak obdrZime integraéni konstantu « jako

‘= 1 ln(ldo—dﬂ).
di —dy \ldy - d
Ptedpoklddejme, Ze d| > d» pak d = d; a d = d; jsou staciondrni body. Ddle vime, Ze d; > 0 vZdy,
avsak pro d, znaménko zavisi na velikosti b? + 4c.
Nejprve se podivejme na variantu kdy d; a d, kladné. Pak Ize diferencidlni rovnici (2.8) pfepsat do
tvaru d; = —(d — d)(d — d»). Nyni diky stacionarnim bodiim miiZeme fict, ze feSeni bude klesajici
na intervalu d(1) € (—c0;d) U (dy; o) a rostouci na d(71) € (d;; d»)

d(7)

dy

N [T
N [T
N [T

/
\

Obrazek 2.2: Grafické znazornéni dikazu pro jednotlivé varianty dy a 7 > 0.

Jako drouhou volbu mame d; kladné a d, zaporné. Pak diferencidlni rovnici (2.8) m4 jiné stacio-
narni body a o jejim feSeni lze fict, Ze bude klesajici na intervalech d(7) = (—c0;ds) U (dy; o) a
rostouci na d(t) € (d»;dy)
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d(t)

NN N di

VAR A A A
/A A A A

d>

AV VN

Obrazek 2.3: Grafické znazornéni dikazu pro jednotlivé varianty dyp a 7 > 0.

Z (2.10) miZeme zpozorovat dvé mozna feSeni d = d(t). Prvni z nich nastane, maji-li absolutni

hodnoty stejné znaménko. Pak feSenim je

d—d,=(d- dz)e(dl—dz)(K—T)
dy — dyeld1=d)(k=1) (2.11)
d= | — oldi—-d)(x—)

Naopak pro rozdilnd znaménka absolutnich hodnot, ziskame feSeni ve tvaru
d—d, =—-(d- dz)e(dl—dz)(K—T)
(2.12)

dy + dre!~d) k=T
T T 1 edi-d))

" v . 2 v w7
e b? + 4c = 0 Piepiseme jako ¢ = —%, pak feSime

b2

d:d = —(d* — bd + 7
b

od = —(d - =)*.
0 d=3)

Prevedeme vyrazy obsahujici d na jednu stranu a zintegrujeme
0.d

T_by

(@-3)

Déle upravime znaménka, pfevritime zlomky a dostaneme vyjadiené d = d(r)
b 1

5 T—K
b, 1
2
5

d =
2

T—K



-1
Pocatecni podminku uréime dosazenim d = d(t = 0) jako x = — (do - lj’)

b? + 4c¢ < 0 Nyni pfevedeme rovnici

0:d = —(d* — bd - ¢)

Va4 v 7z . 7z v 2 M z A 7Y A4 z
Pfi¢emZ nyni vidime, Ze —(% + ¢) =: { je kladné, pak piepiSeme feSeni jako

dd
e =
b
(a-35) +¢
Toto povede substituci na arctan(t). PoloZme ¢ = d — %’, zjednodu§ime tim vyraz ve jmenovateli na
de
5 = —dr,
- +7

pficemz d¢t = dd. Tvar této diferencidlni rovnice, je jiZ standardni formulace derivace funkce

arctan(¢), proto plati
d
Jaz=Je
2+l

L
arctan(—) = Kk — T.

Vratime substituci a vyjadiime hledanou d = d(1)

L
— =tan(k — 7)

vV
L= \/Ztan(K -7)

d:§+ {tan(k — 7).

b
-3

\/—(%w))'

Pocatecni podminku uréime snadno z d = d(7 = 0) jako x = arctan(

2.4 Rozbor modelu s pravou stranou

Nyni zkoumédme diferencidlni rovnici (2.5) pouze s pravou stranou zdvislou na poloze a rychlosti.

Odvozend rovnice md pomoci d = v + K * o nasledujici tvar, ktery se jesté upravi do pfihodnéjsi formy

0.d = (0,F —d)(d — K * 0) + 0,F,

5 (2.13)
0:d=—-d*+d(K *0+ 0,F) — (K % 0)0,F + 0,F.

Pfevedeme nyni feSeni stavajictho na feSeni predchozi kapitoly, vyjadiime odhady linedrniho ¢lenu K =
o + 0,F a konstantniho Clenu (K * 0)d,F + 0,F. Ur¢ime znaménka, vhodné odhadneme parametry pro
horni a spodni odhady d = d(7) a vysledek bude jiZ zfejmy.

Vime, Ze muzeme odhadnout 0 < (K * 0) < u3, dale uy < 0,F < ua, i1z < 0. Pak miZeme psat odhad
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linedrniho ¢lenu u; < (K *0) + 0,F < o + 3.

Déle pokracujme a oznacme odhad uy < 0,F < us,usus < 0 Odhad konstantniho ¢lenu kvadratické
rovnice bude g — ppuz < —(K % 0)0,F + 0, F < us — pyu3.

Pro d > 0 miZeme napsat nerovnici pro spodni a vrchni odhad (2.13) ve tvaru

—d* + p1d + pa — popiz < 07d < —d* + d(usz + o) + ps — pip3

e d>0, vrchni odhad, fesf rovnice 0-d = —d? + d(u3 + o) + us — p13. Z kapitoly 2.3 dosadime za
b =pu3 + u ac=pus — uus. Pak ze zavedeni proménnych je b > 0, c > 0 d4va tfi varianty

— b? + 4¢ > 0. To ndm ziska kofeny kvadratické rovnice jako d; > 0 a d» < 0 a miiZeme z
predchozi kapitoly podle (2.12) psét feSeni ve tvaru

dy + drelh=d) k=)
T T 1 odi—d)

Tedy d = d(t) zistane omezené shora. Neexistuje 7 takové, Ze lim,_,- d(t) = co. 7" znaci
¢as blow-upu.

— b? + 4c¢ = 0, nenastane, protoze b = u3 + up > 0.
— b + 4c¢ < 0 nenastane, protoZe b = u3 + pr a ¢ = us — i3 jsou kladné parametry.
e d>0, spodni odhad —d? + 11 d+ 4 — o3 = 0-d. Vidime, Ze podle kapitoly 2.3 pro ziskani spodniho
odhadu dosadime za b = y; zdrovenl ¢ = ps — popu3. Nahlédneme, Ze dy < d; < 0 pak
— pro variantu feSeni b* + 4¢ > 0 bude (2.11), to je

dy = dye!r=d)k=1)
d= 1 — oldi—-d)(x—)

Pricemz « = ﬁ In (Z;Zg ) Zkoumejme kdy d(7) = 0. To nastane v Case

di - dze(dl—dz)(K—T) =0
d =d2€(d1 —d)(k-7)

d
M(é)=wl—@XK—ﬂ

T= ! ln(dl_do)— ! ln(ﬁ)
dy—dy dy — dy dy—d d
e 1 ln(dz(dl - do))
dy—dy \di(dr—dp)

T

Nyni uZ 7 > 0 a zndme cas, kdy se feSeni dostane do nuly.

— b? +4c¢ = 0, prepiSeme jako y% + 4ug — dupus = 0. Mame feSeni ve tvaru

1
:lﬂ-f-

d 2.14
2 T-k ( )
kde « spliuje k = ﬁ. Pak pfepiSeme (2.14) jako
1
d=%+__7_ (2.15)
- H1—2dp
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Hleddme Cas 7, pro ktery d(1) = 0. PfepiSeme predchozi rovnici (2.15) jako

1
0= % s
= H1—2do
b
- 2
2 T
M i —2do
2 Tup —2tdy -2 (2.16)
2
——(u1 — 2do) = Ty — 27dp - 2
M1
4d,
—2 = 2y — 2dp)
H1
. 4d,
T ——m—mmM.
m1(uy — 2dp)

To znamend, Ze pro dy kladné se feSeni do nuly nejdiive v Case /ﬁ > 0.

— b? +4c¢ < 0, podminku piepiSeme jako ,u% +4uy —4pops < 0. Dosazenim za feSeni z kapitoly
2.3 ziskdme

d—
V¢

b do— %
d—§+ g“tan(arctan( 7 )—T)

IS

do =t
= tan(arctan( 0”2 ) -7)
2.17)

PficemZ { > O nezévisld na d = d(1). Ddle b < 0 a dy > 0 je poCatecni podminka feSeni.
Zajima nds chovani této funkce pouze pro v > 0. JelikoZ se jednd o funkci tan(x) jejimz
argumentem je funkce arctan(8), kterd je dobfe definovand pro vSechny redlné 6, feSeni bude
existovat a budeme hledat kdy d(7) = 0. To nastane v Case (2.18)

—2 = tan(arct -7
é’ anarcan( \/Z) T

arctan (_L)  arctan (do - 3) . 2.18)
2+¢ V¢

2d0 b) — arctan (—L)
22

7" = arctan —
5%
Pro d < 0 miiZeme napsat nerovnici pro spodni a vrchni odhad (2.13) ve tvaru

—d? + (up + p3)d + ps — poptz < 8-d < —d* + duy + s + i3

e d<O0, horni ¢as blow-upu nemusime fesit, protoZe jak jiZ bylo zminéno, vrchni hranice existuje pro
d > 0, takZe feSeni nemize mit lim d(7) = oo v kone¢ném case.

e d < 0 pro spodni odhad se diskriminant rovna (us + u3)> + 4y — dpous.
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- b2 +4c>0,s koteny d; > d» > 0. Absolutni hodnoty|d — d;| ani o |d — d>| budou mit stejni
znaménka a mizeme psat feSeni ve tvaru
dy - dze(dl—dz)(’(—‘r)

d= 1 — eldi—d)(c—1)

Jiz vime, Ze v k nastane blow-up nejdfive v &ase k = ——— In (M) > 0.
d—d> dr—dy

— b? + 4c¢ = 0, prepiseme jako
(12 + p13)* — 4pops + 4 = 0.

Pak podle (2.3) piSeme feSeni
Hat s 1

d=
2 T—K

s po¢atecni podminkou v 7 = 0 uréenou —« = Potom feSeni d = d(t) pfepisu jako

2
2do—(u2+p3)

+ 1
d=228 — (2.19)
T+ 2do—(p2+u3)
Ze jmenovatele druhého zlomku vidime, Ze blow-up nastane nejdiive v
2
fe— (2.20)
M2 + p3 = 2d

— b*+4c <0, pfitemz b = p, + 3 kladné a zdroveli ¢ = g — uop3 zaporné. ReSenim z analyzy
je

d= g + /Ztan(k — T) (2.21)

2dy—b

Vs ). ReSeni tedy je klesajici funkce,

{ je kladné a « je pocatecni podminka rovna arctan(
ktera bude nyni mit blow-up v Case T uréeném

~ 4
K—T=—+nm
2

T'=Kk——-+nrm
2
PficemZ n = 1, budeme chtit brat hned prvni asymptotu. Pak tedy feSeni bude existovat

nejméné do Casu 7*.

(2.22)

Nasledujici lemma shrnuje vyse uvedené poznatky.

Lemma 2.4.1. UvaZujme diferencidlni rovnici (2.13). Necht’ u; < 0,F < u3,0 < (K %*90) < u3 a
Uy < 04 F < ps. Necht’ ddle plati uyup < 0, ugus < 0.
Prody <0

o Pokud plati, e diskriminant (us + pu3)? + 4us — 4uous > 0 pak Feseni existuje nejméné do Casu

T = ! In di ~ do
Cdi—dy dy — dy

+pa3+ V(a3 2 +Apua—Apops
kde dy » = Ho+uzE N (po+p3) +4ps Hars

2
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o Pokud diskriminant (us + p3)* + dps — 4oz = 0 FeSent (2.13) existuje nejméné do casu
2
M2 +uz —2do

*

o Pokud (us + p13)> — duopz + 4y < 0 pak Fesent existuje do casu

2do — up — m
T = arctan(M) — — +nm.

2+ 2
Prody >0
o pokud diskriminant ,u% + 4uy — dusus > 0 rfeseni (2.13) bude existovat nejméné do casu

. . 1 di 1 dé(dl_d(;)
T—T1+T2——ln_+ ‘ -In| —— YR
d] —d2 dz dl - d2 dl(dZ _do)

iE Vil +4us—4uous

Pricemz dp = 5 aplati0 > dy > dp.
o Pro diskriminant roven nule, tj. ,u% + 4y — duopz = 0. Reseni existuje nejméné do casu
2 4d,
= + ; —.
M2 +p3 (uy —2d)p,

% *
T =T7+71,

o Pro zdporny diskriminant uf + 4uy — dusus < 0 existuje reSeni nejméné do casu

| rus\ w 2do - #
7" =T1] + 7, = arctan (—u) - =+ arctan[ ‘ Ll - arctan [ -——|.

2V¢ ) 2 2 2\

Cdrkované proménné jsou casy odhadu pro predchozi pFipad s pocdtecni podminkou dy < 0.

2 . 2
A zdroveri { = —% —popz + s al = =5+ pa — pops.

Diikaz. Dikaz je pfimym ddsledkem rozboru (2.3) a vyuzitim faktu, Ze feSeni, které za¢ina v dy > 0 se
nejprve miZe dostat do nuly v néjakém Case a pak miiZze pokracovat dal ¢i miZe klesnout do dyp < 0 a
nastane blow-up. Blow-up jdouci v Case do +oco nemtize nastat. Pro diferencidlni rovnici

d-d = —d* + d(K % 0 + 0,F) — (K % 0)0,F + OxF (2.23)
plati, Ze

e prod > 0je —d* + uid + pg — popus < 0:d spodni odhad feseni (2.23). Kofeny kvadratické rovnice
jsou 0 > d; > d,. Pak dle kapitoly 2.3 je

— pro diskriminant \/u% + 4(ug — ppu3) > 0 na pravé strané€ spodniho odhadu, mame feseni ve

tvaru
dy — drel=d)k=1)
d=—= oldi—dy)(k—1)
R sz X X P | do(d1—dp) ) . X 1A
Toto feseni se dostane do nuly v nejméné v Case 7] = 7— In ( 4 (s do)) > (. Déle si uvédo

mime, Ze jakmile je feSeni v nule, miZe pokracovat dal, ¢i klesat. Jakmile klesd dostaneme
se do situace pro dy < 0.
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— pro diskriminant \/,u% + 4(uq — pou3) = 0, je feSeni ve tvaru (2.15)

PRI M1 — 2dy
2 " Ty - 2dg) -2

To se dostane do nuly v Case (2.16) 75 = ;ﬁ'

— pro diskriminant \/,u% + 4(uq — pou3) < 0, dostaneme feSeni ve tvaru (2.17). To se dostane
do nuly v Case 775 (2.18).

eprod < 0jed > —d* + (u» + pu3)d + ps — uou3 spodnim odhadem rovnice (2.23). Pro kofeny
kvadratické rovnice z predpokladi plati d; > dy > 0. Dle kapitoly 2.3 je pro

— diskriminant \/(,ug + u3)? + 4(ug — pop3) > 0 feSenim (2.23)

dy - dze(dl—dz)(K—T)
d= 1 — edi—d)(x—1)

To ma blow-up pro « = 7 a zérovefi k = -——- In (dl_d") > 0. Po dosazeni za dy = 0 ziskdme
di—d, "\ d—do
hledany ¢as blow-upu pro 77.

— diksriminant \/(,uz + u3)? + 4(ug — popz) = 0 feSenim (2.23) je (2.19) s Casem blow-upu 75
rovnym (2.20).

— diskriminant \/(/42 + u3)? + 4(ug — pop3) < 0 feSenim (2.23) je (2.21) s Casem blow-upu 73
rovnym (2.22).

Proto pokud pro piipady diskriminantu vétSiho jak nula, existence feSeni (2.23) je zarucena alespoil do
seCteni Casl 7] a 71. Pro diskrimant rovny nule se existuje feSeni do secteni Casii 75 + 72 a nakonec pro
posledni variantu existuje feSeni minimaln€ do Casu 75 + 73. To uzavird dikaz ptedchoziho lemma.

O

2.5 Existence o

Vénujme se nyni existenci o. PouZijeme Gronwallovu nerovnici viz [10, kapitola 1.44]. Pracujeme s
prvni rovnici (2.7)
90 =o(d - K + o).

PfepiSeme do integracniho tvaru (2.7)

o(t) = o + fo 0(s)(d = K * o(s))ds. (2.24)

Nyni chceme omezit o(f) v Case. Mlizeme ve smyslu [10] psat y(r) = o(t), kterou budeme chtit omezit v
Case T pomoci Gronwallovy nerovnosti. Za predpokladu, Ze K * o je omezend, miZeme pomoci (d — K =
o) < (|d| + u3) prepsat (2.24) jako

o(r) < on; o(s)(|d| + u3)ds.

Nyni pouZijeme Gronwallovu nerovnici z [10]. Dosazenim za y(7) = o(7) a ziskdme

Q(T) S Qoej(‘)T Id(s)|+p3ds'

Z toho plyne, Ze dokud je d omezené, pak o je také omezena.
31



2.6 Existence u

Daéle budeme pokracovat podobné jako v dikazu [4, Véta 1.1]. Pro vSechna x oznacime d* =:
O0xup(x). Necht feseni existuje do Cast T(dp) < oco. Pak Cas blow upu oznacim T* = infyer T (do o)
Pro libovolné dj a kladny diskriminant existuje feSeni do ¢asu

o e 1 In (d1)+ 1 1n(dé(di_(uinf+K*Q0)))
dy) ~dy—dy \dy(dy ~ (uing + K % 00)) )

Pro nulovy diskrimiant, existuje feSen{ alesponi do Casu

*

* % 2 4(”inf + K QO)
=1 +75 = +

Mo+ i3 (= 2y + K % 00))ty

A pro zdporny diskriminant existuje feseni nejméné do Casu

2 +,U3) [2(uinf+K*QO)_,u‘1] [ ,ui ]

e s 2T
Véta 2.6.1. Necht’ uy(x) je spojitd funkce se spojitymi omezenymi prvaimi derivacemi na prostoru
toru T, a necht’ plati d(0) = 0,u(0,x) pro vSechna x € T. Pak pro vSechna x € R existuje Cas
T*(x) > 0 takovy, Ze d,(x) existuje na intervalu (0, T*(x)), pricemZ T*(x) zdvisi na 0,u(0, x) podle funkce
T*(x) = f(0,u(0, x)). Ddle definujeme T** = inf g T*(x), a plati, Ze FeSeni rovnice existuje a je hladké
na intervalu (0, T™).

4 t
— — +arctan
2

7" = 7] + 7, = arctan (—

Diikaz. Necht' pro x € T je rovnice diana pocatecnimi podminkami u(0, x) = ug(x) a d+(0) = dyuo(x).
Necht’ pocateni podminky jsou hladké a dobre definované. Podle lemma (2.4.1) existuje lokalni feSen{
hledané diferencidlni rovnice na intervalu (0, 7*(x)), kde T™(x) > 0 a zdvisi spojité na pocatecnich pod-
minkach 0,uy(x).

Opravu ¢asy blow-upu jsou kladné.V dlikazu lemma (2.4.1) napfiklad pro piipad kladného diskriminantu
ady < 0 mame, Ze ¢as blow-upu 7° = 7— 1 — In (dl do) Zde plati d, > d, a z toho plyne, Ze i zlomek

dr—d
Z;:Zg > 1. Logaritmus ¢isla vétsiho neZ jedna je kladny, a proto i 7* > 0.

Pro pfipad diskriminantu rovnému nule a dy < 0 vzorec pro ¢as blow-upu je 7" = m
kladi Lemma (2.4.1) vime, Ze u + u3 > 0. Z toho plyne, Ze u» + puz — 2dy > 0 apaki 7 > 0.
Zdo—ﬂz—/lz)
2V¢

Z predpo-

Pro zaporny diskriminant a dy < O plati 7% = arctan( + 7. Zde Arkus tangens nabyva hodnot z

intervalu (—m/2; m/2), pak jiZ snadno plyne, Ze 7 > 0.

Pro pfipady d > 0 feSeni d(7) nejprve muize dostat do nuly v ¢ase 71 > 0. Z analyzy pro dy < 0 jiz vime,
Ze Casy T > 0. Pak celkovy Cas blow-upu pro dp > 0 je ddn souCtem 7} + 7, > 0. Tim mame zajist€nu
existenci ¢asu T*(x) > 0 pro kazdé x € T.

Platnost 7" > 0 plyne z nezavislosti parametrd u na pocateéni podmince dy(x). Chceme ukézat, ze T*
existuje pro —c¢ < do(x). Pak uz T*(do(x)) > 0. Z kapitoly 2.4 vidime, Ze rtizné Casy blow-upu 7 md-
Zeme psat jako funkci " = 77(dy(x)). Dosadime tedy pro vSechny 7 = 7%(—c) a snadno nahlédneme,
Ze vSechny casy jsou nenulové kladné. Navic 7*(dp(x)) je spojitd kladnd funkce. Nebude proto nikdy
nulova. Pak jiz jen polozime T** = inf e 7*(x) a to je jiZ zaruCené kladné. O
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Kapitola 3

Jednoznacnost a stabilita

V této kapitole se zaméfime na problematiku jednoznacnosti a stability feSeni soustavy rovnic (2.1).
Nasim cilem bude analyzovat podminky, za kterych jsou feseni této soustavy jednoznacné urCeny. Pred-
pokladejme, Ze mame dvé feseni soustavy (2.1), kterd oznacime jako (o1, u;) a (02, up). Z rovnic konti-
nuity pro obé feSeni plyne

0,01 + 0x(01u1) =0
0,02 + 0x(02u2) = 0.

Obé rovnice od sebe odeCteme

0i(01 — 02) + Ox(01u1 — 02u2) = 0,

vyndsobime (0 — 02) pficteme a odeCteme opu1,

901 — 02) + Ox(01u1 — 0212 + 02u1 — Q2uy) = 0.
Zintegrujeme pies T a obdrZzime

f(@l —02)0:(01 — 02) + (01 — 02)0x(01uU1 — O2up + 02u1 — o2u1)dx = 0.
T

Prvni ¢len od ¢asové derivace mizeme piepsat jako

1
f (01 — 02301~ 02) = 5 f di(01 — 02)*
T T

Ve druhém ¢lenu vytkneme a rozdélime podle derivace souctu na

0,((o1 — 02)u1) + 0x(02(u1 — u)).

Nésobeny rozdilem (o1 — 02) a zintegrujeme pies T. Pro prvni ¢len ziskdme

[]F(Ql —02)0x((01 — 02)u1)dx = — [T(m — 02)u10x(01 — 02)dx
1
= f 10,01 - 02)dx
T

1
=5 f (01 — 02)*0xurdx.
T
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Podobnym zpisobem piepiSeme i druhy integral a obdrZime

fT(Ql —02)0((u1 — u2)02) = fT(Ql —02)(u1 — up)0x02 + fT(Ql — 02)020,(u1 — u2).

PtepiSeme vysledky dohromady

2

Treti ¢len rozloZime pomoci Leibnitzova pravidla pro derivaci soucinu a pouZijeme Youngovu nerovnost
2 2 -,
ab < % + %. Obdrzime

1 1
30 f (01 - 02 dx + - f (01 - 02 20,1 dx + f (01 — 029021 — u))dx = 0
T T T

f(@l —02)0x(02(u1 — up))dx = f(Ql —02)(u1 — u2)0,(02)dx + f(Ql —02)020x(u1 — up)dx
T T T

1 1 (2
< f (QI_Q2)2dx+§ f gé(ax(ul—uz>>2dx+§ f (u1 — u2)*(9x02)*dx.
T T T

Dale plati |0,u1| < ||0xu;|lz~ pak miZeme piepsat predchozi nerovnici jako

1 1 1 1
~d, f (01 —02)%dx < = f 1011l (01 — 02)*dx + = f (01 — 02)*dx + = f 10, (02(u1 — u))ll3
2" Jr 2 Jr 2 Jr 2 Jr

Po zintegrovani v Case pres interval (0, f) obdrZime

1 A
: f (01 - 02 X()dx < f f (01 = 02Y(8)([stut 2 + Ddds
T 0 Jr 3.1)

! 1
+ f 16.(02(ur = u2))li3ds + 3 f (01 = 02)(0)dx.
0 T

Timto jsme ukézali, Ze pokud jsou pocdtecni podminky o1(0) a 02(0) stejné, rozdil mezi feSenimi oy (¢)
a 0»(¢) zustane nulovy pro vSechny Casy ¢. To znamend, Ze feSeni soustavy rovnic (2.1) je jednoznacné,
pokud jsou pocitecni podminky jednoznacné specifikovény.

Diéle se podivame na druhou rovnici v (2.1). Uvazujme mono-kineticky ansatz, vynechdme tedy Clen s
tlakem. Uvazujme dvé feSeni systému (2.1), které maji (01, 1) a (02, up). Ziskdme soustavu tvaru

d(o1u) + Ox(oruy - u) + S = 01 F(x,uy)
8,(022) + Bx(02uz - u2) + SV = 02 F(x, uz).

Obé rovnice od sebe odecteme

(0111 — 02uz) + A(o1u - 1wy — 02wz - ) + SV = 83 = 01 F(x,u)) — 02F (x,u2).

Vyndsobime (#; — u») a zintegrujeme pres oblast R
f(ul — u2)0(01u1 — o2uz)dx + f(”l — up)0x(1uy - uy — E2u - up)dx + f(ul ~ ) = s)dx
T T T
= f(ul — u2)(01F(x, u1) — 02F (x, uz))dx.
T

(3.2)
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Oddélené rozepiseme jednotlivé Cleny v pfedchozi rovnici (3.2). Zacneme prvnim ¢lenem, ve kterém
pricteme a odecteme o;uy, ziskame
f(”l —up)0,(01u1 — 01U + 01Uy — O2uz)dx
T
= f(ul — u2)0,(01(u1 — uz))dx + f(ul — u2)0,((01 — 02)uz)dx.
T T

Zde miZeme ddle rozdelit derivace uvnitf integralu podle derivace soucinu jako

f(m — u2)010:(u1 — up)dx + f(”l — up)*dy01dx + f(”l —u2)(01 — 02)0:urdx
T T T
+ f(ul — u2)u20,(01 — 02)dx.
T

To miZeme jesté€ pomoci derivaci soudinu a vztahu 9,0 = —0,0u upravit do nasledujici pod

1 1
50 fm(ul —up)’dx — f(ul — u2)* 0 (1ur)dx + f(ul — u2)(01 — 02)0urdx
2 JUr 2t T
+ [ - oo - e
T
Dale takto upraveny prvni integrdl secteme s druhym integralem z (3.2). Obdrzime
1 2 1 2
00 | o1 —uzx)"dx — < | (ur —u2)"0x(01ur)dx + | (w1 — uz)(01 — ©2)0,u2dx
2 Ur 2 0r T
(3.3)
+ f(ul — u2)ur0(01 — ©2)dx + f(”l — u2)0x(01uy - Uy — O2uz - Up)dx.
T T
Nyni provedeme sérii Uprav, které nisledné secteme dohromady

e Jako prvni upravime druhy ¢len pomoci per partes a ziskdme
1 2
) (u1 —up) 0x(or1u1)dx = | oruy(uy — uz)0x(uy — uz)dx.
T T

e K patému Clenu pfi¢teme a odeCteme v parcidlni derivaci ojuju;. Vytkneme a roztrhneme na dva
integraly. Pfi¢emZ na prvni z nich poté pouZijeme per partes.

f(ul — up)0x(01u1 - Uy — O1U U + O1U Uy — Q22 - Up)dX

T

= f (1 — u2)0x(o1u1 (U1 — uz))dx + f (1 — u2)0x(uz(01u1 — 02u2))dx
T T

=- leul(Ml —u2)0x(uy — up)dx + f(ul — u2)0x(u2(01u1 — 02u2))dx
T T
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Nyni jiz vidime, Ze cely paty Clen se vynuluje s druhym a ¢asti Clenu ctvrtého. Zlistane jen
1
(3.3) = 531 le(”l — ) dx + f(”l — up)(01 — 02)0urdx + f(ul — uz)(01u1 — Q2u2)0xu2
T T T
PrepiSeme (3.2) do tvaru

1
50, f 011 - )?dx + f (w1 = u)($ " = $5)dx = f (w1 — u2)(@1 F(x, 1) — 02F (x, 12))dx
T T T
(3.4)
- [ - e - e~ [ - w)er - g
T T

Vénujme se nyni pravé strané (3.4). Uvazujeme funkci F = F(x, u) Lipschitzovskou, pak mizeme psat

|F(x,u1) — F(x,u2)| < cluy — upl. (3.5)
Provedeme nékolik oddélenych tiprav, které pak sloZime dohromady

e K prvnimu integrdlu obsahujici | a F;, pricteme a odecteme Clen o1 F(x, uy), obdrZime

fT(ul — u2)(01F(x,u1) — 02F (x, up))dx

= [ = (P - Feramnd + [ = u)or = e P
Pak podle (3.5) plati nédsledujici nerovnosti
fT(ul —u2)(01F(x,u1) — 02F(x, u2))dx
< cllollz= L;(ul —up)(uy — up)dx + ||[F(x, up)ll ﬁ(ul — u)(01 — 02)dx.
e Druhy ¢len se odhadne
- []F(Ml — u2)(01 — 02)0urdx < ||0,uz || [T(Ml —u2)(01 — 02)dx.

e K tfetimu Clenu pficteme a odecteme o u,, ziskdme

- fT(ul — uz)(01u1 — E2u2)0xurdx

= _fTQ](Ml — ) Oltrdx — fuz(ul — u2)(01 — 02)0xurdx

T

< l0wellz=llel f 01(u1 = u2)*dx + a0t | f (11 — )01 — 02)dx.
T T
Kone¢né piepiSeme (3.4) do tvaru
1
Eat le(l/l] —up)’dx + f(”l - uz)(S(ll) - S(zl))dx
T T

< Cllotllzss llezllze, [1F e, u)llze s 0ruall e, [|0xu2 1) (f(ul —w)(o1 — 02) + (u1 — up)*dx|.
T
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Celkové mame

30 [[ertn = wpars [ -umxs( -5
T T

(3.6)

< C(f]r(ul —up)(01 —02) + (u1 — uz)zdx)-

O druhém clenu na levé strané miizeme fict, Ze je kladny protoZe pro jednotlivé Cleny
(u1 — uz) f K(x, y)o(x)o@)((ui(x) — ui(y)) — (u2(x) — uz(y))) dy
T

plati, Ze K(x,),0(x),0(y) > 0. A jelikoZ rozdil S\" — § zdvisi piimo na rozdilech (u; — uy) , ktery je
vazeny kladnymi konstantami, mtZeme fict, Ze oba souCinitele budou mit stejné znaménko, tudiZ bude
vZdy kladny.

Po zintegrovani v ¢ase obdrzime

1
3 f o1(u1 — up)*(H)dx
T
(3.7)

! 1
< Cf f(bh —w)(01 — 02) + (u1 — uz)*dxds + 2 f@l(ul — up)(0)dx.
0 T T
Secteme vysledky z (3.1) a (3.7) obdrzime
1 !
3 f (01 — 02)*(t) + 01(u1 — up)*dx < f f (01 = 02)*()(l0xu1 [l + 1dxds
T 0 JT
! t
+ Cf f(ul —w)(o1 — 02) + (u1 — up)*dxds +f 10:(02(uy — w))l5ds  (3.8)
0 T 0
1
+5 f(@l - 02)(0) + 01(u1 — u2)(0)dx.
T

Dale pro jednoduchost zapisu predpokladejme, Ze C je konstanta, kterd se mize ménit fadek od fadku,
nicméné je stdle nezdvisld na feSeni. Pak po pouziti Youngovy nerovnosti na

! 14
fo f (u1 — uz)(01 — 02)dxds < C fo f (11 — u2)* + (01 — 02)*duxds,
T T

odhadneme (3.8) jako
! (01 — 02)*() + 01(u1 —up)*’dx < C t (01 — 02)* + (u1 — up)*dxd
2 TQI %) o1u] —up) dx = ) TQI 02 Uy — up)“dxds
!
+ f 10, (02(u1 — u2))ll3ds + C f (01 — 02)(0, %) + 01 (u1 — u2)(0, X)dx.
0 T

3.1 Predpokladana regularita

Uvazujme rovnice (3.1) a (3.7) z pfedchozi kapitoly. Necht’ plati o; > C > 0. Ddle na chvili pfedpo-

kladejme, Ze plati
Cf(ul —up)*dx < f@l(ul — up)*dx
T T
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Necht ddle na chvili plati, Ze

f f (O(u; — up))*dxds < C f f (01 — 02)* + (u1 — up)*dxds. (3.9)
0JT 0JT

Pak v tomto idedlnim pripad¢ prepiSeme (3.6) jako

1 t
3 fT (01-02)* +(u; —up)*dx < C fo fT (11 —u2)* +(01—02)*dxds+C fT (u1 —12)*(0, x)+ (01 —02)*(0, x)dx

Nyni v tom jiZ miZeme rozpoznat Gronwallovu nerovnost,

C
fT (w1 — w2)*(t, ) + (01 — 02)*(t, X)dx < 5 fT (u1 — u2)*(0, %) + (01 — 02)*(0, x)dx - &'

Z toho plyne

e Jednoznacnost: Pokud plati 0; — 0, = 0 a zaroven pokud u; —u; = 0 pro ¢t = 0 vyplyva, Ze 01 = 02
au; = up pro vSechna t € R.

e Stabilita: Pokud /(o] — Qz)(O)Hiz + |[(u — uz)(O)lli2 < ¢. Pak z Gronwallovy nerovnosti plyne, Ze
llto1 — QZ)(I)”iz + Iy — Mz)(t)lli2 < ge' pro viechna t € R.
3.2 Pomocné vypocty

Pomocné vypocty a odhady pro odvozeni jednoznacnosti. Rovnice (3.9) vyZaduje velice restriktivni
pfedpoklady. Méjme rovnice

810 + dx(ou*) = 0

00,u + oud,(u) = fr K(x, po(x)o(y)(u(x) — u(y))dy + F(o, u).

Druhou rovnici vydélime o, obdrZime

Flo.u)

Oy + ud(u) = I}r K(x, po(y)(u(x) — u(y))dy +

Necht pro dalsi dcely plati pro s > %

(= A% = f u(x) —u/y) ,

T Ix _ y|1+2s

Predpokladejme nyni K = (x,y) = K (x,y) = P yl‘+2" pak plati
u(x) — u( )
Oru —f W) |1+2ys = —udu + F(o,u). (3.10)

38



3.3 Odvozeni odhadu

Pro tuto kapitolu navic dile predpokladejme, Ze 01,07 jsou konstantni. Pfedpoklddejme dvé rizna
feSeni (o1, u1), (02, u) rovnice (3.10)

Oy — 01(= 2)*(uy) = —u1dxuy + F(o1,uy)
Oty — 02(= £)*(u2) = —updxup + F(02, u)

Navzijem odeCteme a mame
01(uy — uz) — 01(= 8)*(uy — up) = —u10xu1 — upduz + F(o1,u1) — F(02,u2) + (02 — 01)(= £)’u2

Nyni podle [7, Véta 3.1] a [7, Priklad 3.2 E] pak plati nasledujici

! !
f llur = uallyse < f w1811 = urd 1ty + F(o1, 1) = F(02,2) + (02 = 01)(— &) ual7,
0 0

< Clllur = w2 0ter P + Mz @y = D)2 + Lipr (llor — @allZ + lluy = 2|2, )
+lloz = @1l lI(= 2) ua 7|

< Cllo2 - o1ll7,
Za predpokladu, Ze ||(— A)2M2||iw je omezeny. Necht je dédle u, omezené pak taktéz plati

2

llu20(ur — )7, < cllur = wallyne < llwy = uall7, + Slluz = ull3yay.s

¢ je libovolné malé. Po zvoleni § = % se nekteré ¢leny odectou a plati

1 ! A A
Efwm—w@ﬁSCJWm—mW+6jﬂm—mw
0 0 0

Podle Sobolevova vnofeni pro posledni nerovnost plati

1 ! 1 !
EiNWWVWﬁUMSELHM—M%MM

! !
SCJWm—mW+Cij—mM
0 0

Pak uZ nahlédneme, Ze plati (3.9).

39



Kapitola 4

Numerické vypocty

Popisme si zakladni numerické feSeni metodou konecnych diferenci a numericka schémata, pomoci
kterych budeme feSit vySe odvozené rovnice.
Metoda kone¢nych diferenci je zaloZzend na pfedpokladu, Ze derivace miiZzeme aproximovat pomoci roz-
dild jejich hodnot v diskrétnich bodech takzvanych diferenci. To znamend, Ze misto kontinudlniho pra-
b&hu funkce budeme pracovat s jejimi hodnotami v pevné€ danych bodech a napocitavat diference v t€chto
bodech.
Aproximaci prvni derivace funkce f(x) v bod€ x Ize vytvofit pomoci hodnoty v tomto bodé a hodnoty v
bodg, ktery je v bezprostfedni blizkosti Ax, tzv. krok na siti. Mame nékolik druhl zékladnich diferenc{

e Dopredna diference: 0, f ~ W

o Zpémi diference: 9, f ~ {=[0-40

JorAN)—f(x=Ax)

o Centrdlni diference: d,f ~ T

Doptednd diference napocitivd hodnotu pomoci nasledujictho bodu na siti, zpétnd pomoci pred-
choziho a centralni kombinuje pfistup obou dvou. Presnost t€chto metod zavisi na velikosti kroku Ax.
Musime najit takovou pfiméfenou velikost prostorového kroku, aby ¢asovy krok, pocitany u ¢asovych
derivaci, nebyl prili§ maly, nebo naopak velky a nase schéma bylo stabilni. Mezni velikost prostorového a
casového kroku definuje takzvand Courant-Friedrichs-Lewyho (CFL) podminka. Specifikuje omezeni na
velikost casového kroku v numerickych simulacich a zaru€uje tak stabilitu feSeni. Pro piipad jednoduché
linedrni advekéni rovnice

u, +au, =0,

kde bez ijmy na obecnosti a > 0 je konstantni rychlost advekce. Courant-Friedrichsovu podminka vy je

zavedena nasledovné
v Ax

At 4.1

lal

kde

e At je Casovy krok
e Ax je prostorovy krok sité

e v je bezrozmérny koeficient mezi (0, 1).
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4.1 Lax-Fridrichsovo diferencialni schéma
Lemma 4.1.1. UvaZujme linedrni advekcni rovnici ve tvaru
us(x,t) + auy(x,t) =0 xeR,t>0,

kde a je konstanta reprezentujici rychlost. Tato rovnice je definovdna na jednorozmérné oblasti x €
[Xo, Xn]. Diskretizujeme tento kontinudlni prostor na jednorozmérnou sit’ s prostorovymi a casovymi
kroky Ax a At. Pocdtecni podminka je ddna funkci u(x,0) = ug(x) a okrajové Dirichletovy podminky jsou
specifikovdny jako u(Xo, t) = ux,(t) a u(Xy, t) = ux, ().

Definujme aproximaci veSeni u(x, t) na siti jako

a(x;, 1) = uy,

kde x; = Xo + iAx a " = nAt, kde

x;i=b+iAx i€0,...,N,
' = nAt neo,...,M.

Zde N je pocet prostorovych déleni siti p¥i kroku Ax a M je pocet casovych krokui do ¢asu T p¥i kroku
At. Poté Lax-Friedrichsova metoda aproximuje advekcni diferencidlni rovnici s danymi pocdtecnimi a
okrajovymi podminkami jako

n+1 1L (,n n n n
Ui —3 (“i+1 + “i—l) N (“i+1 - ui—l)

At 2Ax

=0,

1

co? Ize prepsat pro nezndmou ™" v casové vrstvé n + 1 jako

1 At
n+l _ n n n n

i =5 (”i+1 + ”i—l) T95A, (”i+1 - ”i—l)-
Lemma 4.1.2. Pro nelinedrni hyperbolicky systém rovnic zdkonii zachovdni lze pFedchozi lemma prepsat
do zobecnéného tvaru pomoci toku [ = f(u) jako

1 At
+1 _
w;t = 5 (M?H + ”?—1) T3 Ax (f(u;l+l) - f(”?—l))-

Odvozeni jednotlivych lemmat je mozné k nahlédnuti v pfiloZené literatufe [1][2]. Lax-Fridrichsovo
schéma je explicitni, tzn. hodnota v novém casovém kroku zavisi pouze na hodnotach z predchoziho
kroku. Dalsi vyhodou je snadnd aplikace stability pomoci CFL podminky I%I < 1 a také to, Ze uméle
pridava numerickou viskozitu ¢i difuzi a vyhlazuje tak skoky v numerickém feSeni. Zamezuje tak osci-
lacim, které by v fesSeni mohly vzniknout, a diky tomu pfiddva schématu na stabilité.

Poznamka 4.1.3. Kdy? budeme uvaZovat f(u) = au, dostaneme linedrni problém.

Poznamka 4.1.4. Pficem? u = u(x,t) muZe byt vektor o m € N dimenzich. V takovém pripadé resime
soustavu m rovnic.
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4.2 Diskretizace prostoru a volba jednotek

Nyni se zaméfime na diskretizaci prostoru a volbu jednotek pro numerické feseni (1.5). UvaZujme
jednorozmérnou oblast reprezentovanou tseckou. Tuto oblast rozdélime do N rovnomérné rozloZenych
podintervald, tedy vytvofime sit’, kde kazdy bod x; je definovan vztahem

xi=Xo+iAx, i€0,...N,

kde X, je poCatecni bod prostoru, Ax je prostorovy krok a N je celkovy pocet bodi sité.

Co se tyce ¢asového kroku, budeme chtit splnit CFL podminku diskutovanou vyse (4.1) v kazdém caso-
vém kroku. Hodnota CFL by se méla bliZit k jedné a rychlost ¢ bereme jako maximum ze vSech rychlost{
v jednom Casovém kroku.

V ramci numerickych simulaci, véetné aplikace Lax-Friedrichsova schématu na rovnice (1.5), je béZné
pouZzit bezrozmérné jednotky. Tento pristup je v souladu s konceptem bezrozmérnosti ve fyzice, ktery
uvadi, ze fyzikdlni zdkony jsou invariantni vii¢i volbé soustavy jednotek. Ziskame tak vyss$i obecnost,
zjednoduseni numerické analyzy a vysledky 1ze snadnéji aplikovat na rizné fyzikalni systémy. Teore-
ticky se zvysi i numericka stabilita a efektivita, protoze 1ze odstranit problémy s pfili§ malymi ¢i velkymi
Cisly.

4.3 Pocatecni a okrajové podminky

Tato kapitola se zabyva definici pocatecnich a okrajovych podminek, které predstavuji zakladnf sta-
vebni kameny pro numerické simulace. Spravna formulace téchto podminek je zasadni pro dosazeni
fyzikalni vérohodnosti, stability a pfesnosti vysledkt simulace. V prvni Casti jsou rozebrany pocatecni
podminky modelu, zatimco druhd ¢ast se zamétuje na aplikaci periodickych okrajovych podminek.

4.3.1 Pocatecni podminky

Pocate¢ni podminky v numerickych simulacich ptfedstavuji zdkladni stavebni kdmen pro studium
vyvoje dynamiky systému. Tyto podminky jsou nastaveny pro hustotu a rychlost v prostorové doméné a
maji zdsadni vliv na vyvoj simulace. Poc4te¢ni stav hustoty o(x, 0) je modelovan jako kombinace dvou
Gaussovych funkci posunutych v prostoru, konkrétné

_ Gy _Gm)?
2 2
Q(x, 0) = hl -e o4 h2 -e 7 +1 h1’2,0'172 > 0,/11,2 € R,

kde h predstavuje amplitudu kazdého vrcholu, u je stifedni hodnota (poloha vrcholu) a o je standardni
odchylka, kterd urcuje Sifku vrcholu. Pfiddni konstanty +1 zajiSt'uje nenulovost hustoty pro stabilni nu-
merické vypocty.

Pocatecni rychlost u(x, 0) je definovéana tak, aby byly rozdily mezi oblastmi kolem jednotlivych vrcholi
hustoty. Tento asymetricky pfistup vytvaii podminky pro dynamickou interakci mezi vrcholy, coZ umoz-
nluje pozorovat komplexni chovani systému béhem simulace. Ilustraci konkrétni konfigurace pocatecni
hustoty a rychlosti poskytuje obrdzek 4.1.
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Potatecn( nastaveni Ulohy

—— Pocatecni nastaveni hustoty

Hustota

—6 —4 -2 L] 2 4 6

Priibéh rychlosti

Obrazek 4.1: Pocatecni hustota a rychlost

4.3.2 Okrajové podminky

V kontextu naseho modelu, ktery pro jednoduchost v jedné dimenzi miiZe pfipominat pohyb Castic
na kruZnici, jsou zavedeny periodické okrajové podminky. Tyto podminky jsou vhodné pro simulaci
uzavieného systému, kde vstup a vystup Castic jsou spojeny v jednotny kontinudlni tok. Matematicky lze
tyto podminky formulovat jako

00,1 = o(xn, ) a w0, = u(xy, 1),

kde xy je posledni bod v prostoru. Tento pristup zajist'uje, Ze hodnoty na jednom konci prostoru jsou
spojeny s hodnotami na opa¢ném konci, ¢imz se vytvaii neustdly cyklus v Case a prostoru. Tato konti-
nuita napodobuje napiiklad chovani automobilti na kruhovém objezdu bez emise ¢i pripojovani dalsich
ucastnikd provozu, coZ je klicové pro zachovani celkové hustoty v systému a umoznuje ndm sledovat
cisté efekty interakci.

4.4 Aplikace Lax Friedrichse na problém v jedné dimenzi

Nyni aplikujeme obecné Lax-Friedrichsovo schéma na soustavu rovnic (1.5) a odvodime si jejich
numericky tvar. Zaénéme s prvni rovnici d,0 + d,(ou) = 0, kterou prepiSeme do tvaru

1 At
1 n
ot = 5 (Q?H +Q?—1) T3 Ax (9?+1”?+1 _er'l—lui—l)‘
Pro prepsani druhé rovnice si budeme muset poradit s clenem S M = fRd K(x, y)o(x)o(y)(u(x) — u(y))dy.
V tomto ¢lenu chceme pro kazdy bod napocitat jeho interakci se zbylymi body v diskretizované oblasti.
Zajistime to pomoci dvojné sumy, kterd bude prochdzet vSechny body oblasti, a ziskdme nésledujici
aproximaci

N
D Ky ooy )(uls) - u(y)).

J=1

s

N
i=1
Pricemz K(x, y) aproximujeme pomoci

1

Ky (xi,yj) = — .
(I +(xi —yi)°)?
43



Zde muzeme vyuZzit kapitoly 1.1 a pouZit péti nebo desetiprocentni hranici vlivu. Tak 1ze zjednodu-
§it vypocet interakce hustoty pocitanim interakce pouze v nejbliz§ich bodech spadajicich do intervalu s
dostate¢nou mirou vlivu.
Dal3i faktor je samotné modelovani propustné prekdzky, kterou vlozime libovoln& do oblasti. Clen ob-
sahujici sflu jednoduse dle (1.4) zapiSeme ve tvaru o(x;, u;)F(x;, u;). VyuZijeme-li konzervativniho tvaru

pro hybnost m = ou, miiZeme jiZ prepsat druhou rovnici do tvaru

m[r}+1 —

At
(g + i y) = 2Ax (. yudfyy =iy ) = A SIO" + Argf F “4.2)

S

4.5 Algoritmus vypoctu

Shriime nyni cely algoritmus numerické simulace popsany v pfedchozich kapitoldch do nékolika
kratkych kroku
1. Inicializace oblasti, parametrt, pocate¢nich podminek a dalSich veli¢in

2. Cyklus konéici dosaZzenim celkového ¢asu simulace

e Urceni velikosti ¢asového kroku

Vypocet interakce a sily plisobici mezi Casticemi

Aktualizace makroskopickych veli¢in v daném ¢asovém kroku

Splnéni okrajovych podminek

3. Ukonceni a vystup

Inicializace

b

Casovy krok

v

Interakce

v

Aktualizace veli¢in

v

Okrajové podminky

?N e
Ano

Obrazek 4.2: Diagram algoritmu

Fy
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4.6 Poznamky k implementaci

Numerické feseni bylo sepsano ve vlastnim kédu v programu PyCharm CE v jazyce Python ve verzi
3.10. K implementaci kédu postacily zdkladni knihovny, zejména knihovna Numpy, kterd vyuZziva své
nastavby z jazyka C, C++ pro efektivnéjsi vektorové operace. Dale jsme vyuZili knihovny Matplotlib
pro vizualizaci vysledki a grafi. Samotné vypocty byly provadény na vlastnim zafizeni.

V kédu byl oproti zakladnim numerickym schématim definovanym v tvodu kapitoly 4 implementovan
koeficient & pro porovnani dopfedného a Lax-Friedrichsova diferencidlnitho schématu. Mizeme to pro

wev s

1 At
1
Q;'H = (58(9?_1 +Q?+1) +(1-¢)- Q?) - E (m?+1 — m?—l)‘

Odkaz na knihovnu GitHub: https://github.com/SteveLikesToDebug/Numeric_solution_CS_model.
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Kapitola 5

Numerické vysledky

V této kapitole uvedeme numerické vysledky ziskané ze simulaci kombinovanim pfedchozich sché-
mat z kapitoly 4, pfednost je ddvdna Lax Friedrichsové diferencidlnimu schématu. Hlavnim cilem je
zjistit, jak se vyviji hustota ¢astic v jedné dimenzi v Case, jak spolu interaguji a jak se chovaji, vlozime-li
jim do cesty polopropustnou prekazku.

5.1 Nastaveni parametru simulace

V prvni fazi simulace je definovdna oblast a parametry, se kterymi budeme simulace provadét. Délka
intervalu Q byla zvolena jako (—27; 27), aby umoznila dostate¢nou zfejmost interpretovanych vysledka.
Pocet prostorovych krokl byl zvolen na 501 bodt, coZ zajistilo dostatecné presné modelovani, zatimco
byly zachovany periodické okrajové podminky. Lichy pocet krokil byl zvolen kvili symetrii systému
pfi modelovani prekdzky uprostfed miizky. Celkovy charakteristicky ¢as simulace byl stanoven na 20
jednotek jako priblizna charakteristicka rychlost a vzdalenost simulace.

Pocatecni podminky byly zvoleny dle kapitoly 4. Konkrétn€ pro polohu py, = +1,5,012 = 0,4,h =
%, hy = %. Pro rychlost se ménily konstanty h; = 2,5, hy = 1.

Koeficient CFL byl nastaven na 1 tak, aby zajistil stabilni chovani simulovaného systému. Koeficient ¢
byl ménén v rozmezi 0 a 1 pro porovnani vlivu umélé difuze na feSeni problému.

V dal§im obrazku 5.1 miizeme vidét pocatecni nastaveni systému pro CFL = 1, & = 1, $ifka interakéniho
jadra je nastavena na pétiprocentni hranici, sila zacind ptisobit na ¢éstice ve vzdalenosti deseti procent
celkové délky intervalu.

Hustota v ¢ase 0.01s

—— Hustota

Rychlost v ¢ase 0.01s

2 N

=
H —— Rychlost
S 14 —
=)
0

—6 —4 -2 o 2 4 6

Obrazek 5.1: Pocatecni nastaveni tlohy pro parametry diskutované v textu vyse
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5.2 Model bez prekazky

Tato sekce se zamétuje na zakladni model bez externich sil, coZ umoznuje analyzovat vnitini dyna-
miku systému. Tato ¢4st je zdsadni pro zdkladni porozuméni dvodniho modelu (4). Je zde uvedeno pro

ilustraci pouze par obrazkt zasadnich zmén v prabéhu simulace.

Hustota v ¢ase 0.25s

Hustota

—— Hustota

Hustota v c¢ase 3.61s

20

10

Hustota

—— Hustota

-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
X X
Rychlost v ¢ase 0.25s Rychlost v case 3.61s
3 3
—— Rychlost —— Rychlost
2 2

rychlost
o [l
rychlost
o -
| |

Hustota v ¢ase 7.20s Hustota v ¢ase 13.16s

60

—— Hustota —— Hustota

® 40 - s 40
9 ]
g g
I 204 I 204
0 0
T T : T T T T : T T T T : T
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
X X
Rychlost v ¢ase 7.20s Rychlost v ¢ase 13.16s
3 3
—— Rychlost —— Rychlost
2 2
o o
7 7
° ]
€1 S 14
) ;//\/\_ ° T T~—
0 0
-6 -4 -2 0 2 4 6 —6 -4 -2 2 4 6
X X

Obréizek 5.2: Znidzornéni vyvoje hustoty a rychlosti pro zdkladni model

Za povsimnuti stoji oproti obrazklim 5.1 interak¢ni €len, ktery na prvnim obrazku sniZi okoln{ hustotu
u obou vrcholi a pfitahuje okolni hustotu k sobé. Dale vidime diky rozdilnému nastaveni rychlosti obou
vrchold, jak jeden z nich pohlti druhy. Rychlost se v disledku ptsobeni interakce a jejtho vlivu na
hybnost systému v pribéhu postupné snizuje.

5.3 Model s propustnou prekazkou

s w2z

V posledni ¢asti jednorozmérného modelu je aplikovdna nenulova externi sila, kterd umoZzniuje pro-
zkoumat zménu v chovdni systému v rdmci plisobeni této sily. Sila je popsdna v kapitole 1.4. Pokud ji
umistime doprostied intervalu, bude pisobit proti pohybu na hustotu v nejblizsich deseti procentech cel-
kové vzdalenosti intervalu pred piekdzkou. Znazornéni samotné sily je na obrdzku 1.2. ReSené rovnice
budou nyni ve tvaru (1.5).
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Hustota v ¢ase 0.16s

Hustota v ¢ase 1.03s

4 —— Hustota —— Hustota
= 5297
R s
2 2
H £ 10
2]
T T T T T T T 04 T T T T T T T
-6 —4 -6 -4 ) 0 2 4 6
X
Rychlost v ¢ase 1.03s
3 3
2 2
o o
] ]
s 2
G 1 S 14
B 2
0 0+
! ! ! ! ! . ! ! : ! ! ! ! |
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
X X
Hustota v ¢ase 2.79s Hustota v ¢ase 4.00s
—— Hustota 20 —— Hustota
204
Ji &
2 =
2 % 10 4
£ 104 z
04 T T T T T T T 0 T T T T T T T
-6 —4 -2 0 2 4 6 -6 —4 ) 0 2 4 6
x X
Rychlost v ¢ase 2.79s Rychlost v ¢ase 4.00s
3 3
38 —— Rychlost 8 —— Rychlost
€1 W s14 L W
B 2
0 0
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
X X
Hustota v ¢ase 6.06s Hustota v éase 15.10s
60 —— Hustota . —— Hustota
© ©
g% g
] 220
T 204 T
0 0
. . : . . . . ! ! ) | ] ! |
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
X X
Rychlost v ¢ase 6.06s Rychlost v ¢ase 15.10s
3 3
B8 —— Rychlost 38 —— Rychlost
S1{ — w S 14 W
= —////v\__\ = V
0 0
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 ) 0 2 4 6

Obrézek 5.3: Simulace vyvoje hustoty a rychlosti pro rozsifeny model o silu

Na obrazcich 5.3 miZeme zpozorovat nejdiive vliv sily na prvni z vrchold, kdy se ve vymezené ob-
lasti vyrazné zhusti poCet Cdstic v prostoru a rychlost se snizi na poZadovanou hranici. Ddle miZeme
pozorovat, Ze rychlost i déle klesa vlivem interakéniho ¢lenu. V posledni fadé obrazkl 5.3 je vidét za-

chovani okrajové podminky a ustdleni hustoty a rychlosti.
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5.4 Poznamky k vysledkim

V kapitole 4.6 jsme si uvedli, Ze budeme porovndvat kombinaci pouZiti dvou diferencidlnich sché-
mat. V programu jsme vzali procentudlni ¢ast z dopfedného diferencidlniho schématu a zbylou z Lax-
Friedrichsova schématu. Pomoci € = 0.7 jsme urcili miru pouZiti sedmdesati procent v Lax-Friedrichsové
diferencidlnim schématu, pfi kterém se jiZ stdvd kombinace nestabiln{ a jiZ po nékolika krocich jsou vidét
skoky naznacujici nespojitosti a problémy pii napocitavani diferenci.

Hustota v ¢ase 0.46s Hustota v ¢ase 1.17s
—— Hustota —— Hustota
201 304
© T
g 8 204
% 10 4
I == 10 4
04 T T T T T T T 01 T T T T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
x X

Rychlost v ¢ase 1.17s

rychlost
rychlost

Obrazek 5.4: Porovnani kombinace diferencialnich schémat
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Kapitola 6

Rozsireni rovnic o tlak P(o)

V této kapitole se budeme vénovat primo rovnicim (2). Zasadnim rozdilem pfi aplikaci tlaku P(p)
v rovnicich (2) oproti rovnicim (1.1) je ten, Ze nyn{ jiZ nebude platit mono-kineticky ansatz (3). Diky
tomu budeme fesit jiz klasické hyperbolické rovnice diskutované v kapitole 1.1. Dal$i zména spojend s
neuZitim mono-kinetického ansatzu nastdva pii vypoctu sily (1.3) reprezentujici propustnou prekdzku na
pravé strané rovnic.

6.1 Vypocet sily reprezentujici propustnou prekazku

V bakalatské praci [12] jsme si uvedli, Ze pro vypocet sily bez aplikace mono-kinetického ansatzu
budeme muset silu (1.3) pocitat pomoci integralu

F(x,u) = fR F(x,&)f(t, x,6)d¢. (6.1)
Uvazujme nyni pro jednoduchost, Ze f(#, x,v) md normdln{ rozd€lenf Edstic, to znamend f(z, x, &) =
o(t, x)\/l—?ﬂe
F(x,u) = fF( S)Q(l‘ ,X) (u—zéu)z df )((O r)( ) )f (f (u 52 df
Var

Takto odvozena sila nemd analytické vyjadfeni, ale miizeme ji spocitat numericky, kdyZ nahradime inte-
gral pomoci sumy jako
o
f & -
w

kde & = w + iAé. Ziskdme tedy, Ze kone¢nd sila F(x, u) se napocitd jako

—(u— E)

Ei—w)ye” 2 AL,

X7 () e
F(x, = ———0(¢, P — 2 AE. 6.2
(e == 2=e( x);@ DR (62)

6.2 ReSeni hyperbolickych rovnic

Nejprve se podivejme na vysledné feseni rovnic (2) bez pravé strany. UvaZzujme stejné nastaveni
dlohy, jak bylo diskutovédno v kapitole 4, mdme tedy stejné parametry, periodické okrajové podminky i
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pocétecni podminky jako na obrazku 5.1. Jediné, co se méni, je rovnice pro vypocet hybnosti (4.2), ve
které pribude tlak v nésledujici podobé

1 At At !
i = 2 (g ) = s (g = mi ) = 5 (Pis = Pic) = ArS T (var gl F).

Tlak jsme definovali jako P(0) = ao? pro a vétsi neZ nula a ¢ v&tsi neZ jedna. V ndsledujicich obrazcich

6.1 je vyobrazena simulace hustoty a rychlosti hyperbolickych rovnic (2) v Case.

Hustota v ¢ase 0.27s

—— Hustota

T T T T T T T
—6 -4 -2 0 2 4 6

Hustota v ¢ase 3.40s

Hustota

—— Hustota

T T T T T
—6 -4 -2 0 2

X X
Rychlost v ¢ase 0.27s Rychlost v ¢ase 3.40s
3 3
—— Rychlost —— Rychlost
21 24
@ il
k=l S
14 T 14
R &
0 0
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
X X
Hustota v ¢ase 5.09s Hustota v ¢ase 11.11s
—— Hustota —— Hustota
30 15 4
= 3
5 20 5 10
] 7
2 =
* 10 T 54
04 04 /S
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
X X
Rychlost v ¢ase 5.09s Rychlost v ¢ase 11.11s
3 3
—— Rychlost —— Rychlost
2 24
o o
] 7
S S
S1 S 14
s ﬂ S _
0 0+
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 2 4 6
X X

Obrazek 6.1: Znazornéni vlivu tlaku

Zprvu se pohyb hustoty vyvijif velice podobné jako v obradzcich (5.2). AvSak v pozdéjsi ¢asti simulace
se zacne promitat vliv tlakové sily, ten se v grafu projevi znaénym sniZzenim vrcholu hustoty a jeho
rozsifenim do vétsi oblasti.

6.3 ReSeni hyperbolickych rovnic s pravou stranou

V této kapitole si zndzornime feSeni hyperbolickych rovnic (2), ve kterych budeme navic uvazovat
jeste silu (6.2) vystupujici na pravé strané, jejiz vypocet jsme si odvodili v kapitole 4. Tyto rovnice
nabudou tvaru

910 + dx(ou) = 0,

d,(ou) + Ox(ou ® u) + Vo Po) + SV = F(x, u).
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V nasledujicich nékolika obrdzcich 6.2 je k vidéni vliv sily ptisobici na vyvoj hustoty a rychlosti
Castic pouze v zelené vyznacené oblasti. Diraz je kladen na samotny vliv sily, kdy vidime razantnéjsi
zpomaleni pohybu hustoty v zelené oblasti pfedstavujici vliv pfekaZky na pohyb castic. Na posledni
dvojici obrdzkt v 6.2 lze porovnat findlni stav systému po sjednoceni obou vrcholi. V porovnani s
obrazkem 6.1 vidime samotny vliv sily na zpomaleni Castic a sjednoceni obou vrcholi z obrazki 6.2.

Hustota v ¢ase 0.31s Hustota v ¢ase 0.72s
8 —— Hustota —— Hustota
20
261 2
5 5
2 2 0]
24 210
2
T T T T T T T 01— T T T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
X X

Rychlost v ¢ase 0.72s

rychlost
rychlost

-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 —4 -2 0 2 a 6
X X
Hustota v ¢ase 3.57s Hustota v ¢ase 6.07s
30
10.0 4 Hustota Hustota
& 751 = 20
S =
2 5.0 q
2 £ 10
2.5 1
0.0 4 T T T T T T T 0+ T T T T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
X X
Rychlost v ¢ase 3.57s Rychlost v éase 6.07s
3 3
E —— Rychlost E —— Rychlost
=, S— 5 1 w
& A 2 fR
0 04
-6 —4 -2 0 2 4 6 —6 —4 -2 0 2 4 6
x X

Obrazek 6.2: Zachyceni vlivu sily v dplnych rovnicich

6.4 Plany do budoucna

V ramci této prace byla pouzita pouze zakladni verze Lax-Friedrichsova schématu v jedné dimenzi.
V ramci roz§ifeni a pokracovani bych se rdd zaméfil na dokonceni implementace modifikované verze
Lax-Friedrichsova schématu, které pridava druhou derivaci reprezentujici umélou difuzi. Toto schéma by

mélo pridat dodatecnou stabilitu, av§ak stdva se nestabilnim, pokud se ¢asovy krok bliZ{ nule. UvaZujme
nyni rovnice (2.1) bez interakci a externich sil. Pak jde o feSeni Eulerovych rovnic, které napiSeme ve

tvaru
_|@ ou _
up + f), = [Qu}, ; } _o.

ouu + P(o)
Pak podle [1] 1ze odvodit modifikovanou rovnici

2
52

ur + f(u), = Ax (l - 7) Uy,
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kdey = %. Modifikované Lax-Friedrichsovo schéma v explicitnim tvaru je ddno rovnici

n+1 —

1 1 1
u; E(M?H +uy) - EY(f(”?H) - fluly) - EVZ(L‘?H = 2u} + u_y).

Momentélné po implementaci téchto rovnic dostdvam nestabiln{ feSeni, kde se kumuluje chyba u vypocti
rychlosti, coz vede k nerealistickym hodnotdm a oscilacim. Zndzornéno na dalsim obrazku

Hustota v ¢ase 1.03s Hustota v ¢ase 5.01s
30 4 —— Hustota 699 — Hustota
= = 40 1
5 201 8
g 2
T 104 I 204
0 T T T T T T T 0 T T T T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
X X
Rychlost v ¢ase 1.03s Rychlost v ¢ase 5.01s
3 3
—— Rychlost —— Rychlost
2 2
o =
% %
S S
g1 S 14
> >
0 0
0

Obrazek 6.3: Kumulujici se chyba v modifikovaném Lax-Friedrichsové schématu

NP . N

Dal$i moznosti by bylo rozsifit tyto jednodimenzionalni rovnice o dalsi interak¢ni ¢leny, které prida-
vaji do modelu napfiklad zrychleni nebo jiné druhy interakei.
Dile bych se rad zaméfil na prevedeni problému do dvou dimenzi, kde pracujeme s rovnicemi tvaru

9o + Vi(ou) =0
A (ou) + Vi(pu ® u) + V,P(p) + SV = pF(x, u).

Bez interakce a externich sil, prepiSeme jako klasické Eulerovy hyperbolické rovnice, které maji tvar

o ou Qv
u + f(u)y +g(u), = |ou| + |ouu + P(0)| + ouv =0.
ov], ouv . low+ P(o) y

Dvoudimenziondlni klasické Lax-Friedrichsovo schéma miiZze byt odvozeno v explicitnim tvaru jako

n+l _

1 1
ij = Z(M?H’j + M?_l’j + ”Zj_,.l + u?,j—l) - Ey[f(“;:_l’j) - f(MZ-Lj)] - EY[Q(M?JH) - g(u;tj_l)],

které je stabilni pro CFL podminku mensi jak 1/2. V pfipadé dvou dimenzi bych se rdd zaméfil na
odvozeni existence a jednoznacnosti problému, je-li to viibec mozné.



Zaver

Tato diplomova price se zabyvala analyzou a numerickymi simulacemi modelu kolektivniho cho-
véani, pficemZ hlavnim pfedmétem zkoumadni byly diferencidlni rovnice odvozené z Cucker-Smaleho
modelu. Tento model umoziuje popsat chovani skupin agentii, véetné jejich interakci, synchronizace
pohybu a vlivi externich sil, jako jsou prekazky v prostiedi.

V teoretickém tivodu byl predstaven Cucker-Smaleho model, ktery slouzi k modelovani kolektivniho
chovani a procest shlukovani. Podrobné byly rozebrany zdkladni rovnice a jejich role pfi popisu in-
terakci a dynamiky systému. Na zdkladé téchto rovnic byly definovany tlohy pro numerické feseni a
ndslednou simulaci.

Hlavni ¢ast prace se zaméfila na teoretickou analyzu rovnic, zejména na zkoumdani existence a jedno-
znacnosti feSeni. Dulezitym krokem bylo také rozsifeni rovnic o nelokélni ¢leny popisujici interakce
mezi agenty a zavedeni externich sil reprezentujicich prekdzky. V praci jsme tspésné ukézali existenci
feSeni uvaZovanych rovnic. AvSak jednoznacnost a stabilita feSeni byla dokdzéna pouze pro velmi ome-
zujici podminky. Zobecnéni téchto podminek je jedno z témat, kterym se budu vénovat do budoucna.
Dile byly prezentovdny podminky stabilniho a kolabujictho chovani systému.

V numerické ¢asti byla pouZita metoda koneénych diferenci, konkrétné Lax-Friedrichsovo schéma, pro
feSeni rovnic v jednorozmérném pripadé. Numerické simulace zndzornily chovani systému na jednodu-
chém prikladé, vCetné modelil bez prekazek i s prekazkami.

Plany do budoucna jsou vénovany rozsiteni Cucker-Smaleho modelu o dalsi nelokalni interakéni Cleny.
Pro takto rozsifeny model urcit existenci a jednoznacnost systému ve vice dimenzich. Nasledné pro-
vést numerické simulace ve vice dimenzich za pouZiti modifikovanych schémat. Nakonec navrhnout a
aplikovat sestrojeny model na redlnou situaci.
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