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Abstrakt: Tato prace pojedndva o zpracovani digitdlniho obrazu pomoci difuznich metod. Po Gvodnich
kapitoldch je nejprve zminéna linedrni rovnice difuze. Déle se prace zaméfuje na nelinedrni difuzni
modely z ni vychézejici, které mohou byt pouzity pro potfeby zpracovdni obrazu. Konkrétné se
jednad o Peronovu—Malikovu a Allenovu—Cahnovu rovnici, véetné jeji modifikace pro automatickou
segmentaci. Ndsledné je Ctenaf uveden do konceptu gradientniho toku a Sobolevova gradientu, pfi¢emz
je demonstrovana jejich souvislost se zminénymi rovnicemi. Po popsani téchto modelt se prace zabyva
jejich aproximativnim feSenim pomoci schémat zaloZenych na metodé konecnych diferenci. V posledni
kapitole jsou tato schémata aplikovdna na testovaci data, vCetné lékafskych snimkd z magnetické
rezonance srdce, a jsou zde demonstrovany vlastnosti gradientnich toki podle Sobolevova gradientu.

Klicovd slova: Allenova—Cahnova rovnice, digitdlni zpracovdni obrazu, gradientni tok, metoda
konec¢nych diferenci, Peronova—Malikova rovnice, segmentace, Sobolevovy gradienty
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Abstract:

This work deals with digital image processing using diffusion methods. After the introductory chapters,
the linear diffusion equation is presented. Next, the work focuses on nonlinear diffusion models, which
can be used for image processing purposes. Specifically, it covers the Perona-Malik equation and
the Allen-Cahn equation, including its modification for automatic segmentation. Subsequently, the
reader is introduced to the concept of the gradient flow and the Sobolev gradient, while demonstrating
their connection to the mentioned equations. After describing these models, the thesis addresses their
approximate solutions using finite difference method-based schemes. In the final chapter, these schemes
are applied to test data, including medical images from cardiac magnetic resonance imaging. The
properties of gradient flows with respect to the Sobolev gradient are demonstrated here.
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Kapitola 1

Uvod

Digitalni zpracovani obrazu je tzce spjato s vyvojem digitalnich pocita¢i od 60. let 20. stoleti, kdy
jiz tehdejsi pocitace disponovaly dostateCnou pamét’ ovou kapacitou a vypocetnim vykonem, aby bylo
mozné provadét smysluplné operace s digitilnimi obrazy [24]. V didsledku rychlého pokroku vypocetni
techniky dnes existuje celd fada metod pro digitdlni zpracovani obrazu, vCetné téch, které vyuZivaji
neuronové sité. Ty jsou obvykle spojené s velkymi datovymi sadami. V této prici se vSak zaméiime
na metody zaloZené na difuznich procesech. Tyto metody jsou stédle dilezité, zejména proto, ze slouzi
jako zdkladni model rozmazéani obrazu. Difuzni metody se rovnéZ uplatiiuji v technikich strojového
uceni a neuronovych siti. V pracich [4] a [38] je segmentacni kfivka popsdna pomoci energetického
funkciondlu, jehoZ gradientni tok je evolucni diferencidlni rovnice difuzniho charakteru. V publikaci
[32]] zase autori navrhli klasifikaéni algoritmus, ktery vyuziva Peronovu—Malikovu rovnici[] na grafech.

Uvodni kapitola této prace se vénuje stru¢nému piehledu o postupech pii zpracovani digitalniho
obrazu a terminologii spojené s daty z magnetické rezonance srdce. Druhd kapitola se zaméfuje
na difuzni modely ve zpracovani obrazu. Nejdiive je zde predstavena linedrni difuzni rovnice
a regularizovand Peronova—Malikova rovnice. Pozornost je ddle vénovdna Allenové-Cahnové rovnici,
u nizZ je pomoci asymptotické analyzy ukazdna souvislost s pohybem podle stfedni kfivosti. Na zdkladé
této souvislosti je ddle uveden segmentani model, véetné volby jeho parametri s ohledem na format
obrazovych dat z magnetické rezonance. Nasledné je pozornost upfena na pojmy gradientniho toku
a Sobolevova gradientu, pficemzZ je ukazana jejich souvislost s uvedenymi modely. Treti kapitola se
zabyva odvozenim numerickych schémat pro aproximativni feSeni nékterych zminénych tloh pomoci
metody konecnych diferenci. V zavére¢né kapitole jsou tato schémata aplikovana na testovaci data.
Segmentacni model je zde pouZit pro urceni objemu levé srdecni komory ze série snimki z magnetické
rezonance srdce. Nakonec jsou zde demonstrovany vlastnosti gradientnich tokd podle Sobolevova
gradientu.

1.1 Digitalni obraz a jeho zpracovani

Tato ¢ast prace poskytuje zdkladni pfehled o digitdlnim obrazu a postupech pfi jeho zpracovani. Nejprve
je zde struéné€ uvedena reprezentace digitdlnitho Sedoténového obrazu. Déle jsou zde klasifikovany
postupy ve zpracovani obrazu podle feSené ulohy a pouzitych metod, s ddrazem na vybrané ¢asti. Tato
sekce je primdrné zaloZena na publikacich [24], [45]], [3], [10] a [35].

!Jednd se rovnéZ o nelinedrn{ parcialni diferencidlni rovnici difuzniho typu.
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1.1.1 Reprezentace digitalniho obrazu

V této praci budeme pracovat vyhradné se Sedoténovym obrazem. Ten miliZzeme matematicky
reprezentovat obrazovou funkci tvaru

u:R? - R,

Hodnota této funkce u(x, y) pak urcuje intenzitu (nebo také sroveri Sedi) v prostorové souradnici [x, y].
Pokud defini¢ni obor i obor hodnot obsahuje pouze konecné mnoZstvi diskrétnich hodnot, tak tato
obrazova funkce reprezentuje digitdlni obraz. Ten byva v pocitaci zpravidla uloZen jako matice, jejiz
prvky nazyvame pixely. Definicnim oborem a oborem hodnot jsou pak po fadé¢ mnoZiny

dom(u) ={0,.... M -1} x{0,...,N—1}, ran(u)=1{0,...,B -1},
kde B je mocnina 2 (z technickych divodd) a M, N € N. Byva zvykem hodnoty intenzit {0,...,B — 1}

N e

mapovat na interval (0, 1). Pro podrobnégjsi popis vzniku a uloZeni digitdlniho obrazu l1ze nahlédnout
naptiklad do [24], [45] a [10].

1.1.2 Rozdéleni postupu zpracovani obrazu podle tloh

Jednim ze zpisob, jak miZzeme postupy ve zpracovani obrazu klasifikovat je podle feSené tlohy. Mezi
nejcastéjsi kategorie dloh patii:

Obnoveni a vylepSeni obrazu (Image Restoration and Enhancement)

Hlavnim cilem obnoveni, tak vylepSeni obrazu je zlepsit obraz s vadou urCitym pfedem definovanym
zptsobem. Rozdil je v tom, Ze u obnoveni obrazu mame vice informaci o vzniku této vady a u vylepSeni
obrazu méné. Obnoveni obrazu je pak tedy vice objektivni proces, zatimco vylepseni obrazu je spise
subjektivni [24] [45]]. Zmin€nou vadou pak mdZe byt napiiklad Sum, rozmazani pohybem, ztrata ¢asti
obrazu vlivem nedokonalé snimaci techniky nebo nedostate¢ny kontrast. Obnoveni ¢i vylepSeni obrazu
velmi Casto predchdzi vétsin€ dale zminénym tlohdm a mize silné ovlivnit jejich dspésnost.

Segmentace obrazu (Image Segmentation)

Obecné je segmentaci mySlen proces, pfi némZ se obraz rozdé€li na urcité podobrazy podle urcitého
kritéria. Pokud tedy je Q defini¢ni obor obrazové funkce, miizeme jako segmentaci definovat proces,
ktery rozdéli Q do n podoblasti 11, I, ..., I, C Q spliujici [24]

n
1. UI,- -0,
i=1

2. I; je souvisla mnozina pro vSechna i € {1,...,n},
3. ;nI;=0provsechnai,je{l,...,n}takova, Ze i # j,

4. vSechny podoblasti /; spliiuji néjaké kritérium, pfi¢emz podoblasti I; U I; toto kritérium nespliiuji
pro zadné sousedici podoblasti /; a I;.

Posledni podminka ndm zaddva, co v piislusSném obraze segmentaci myslime a mizZe byt dana
i konkrétnim segmentacnim algoritmem. Jednoduchym piikladem tohoto kritéria miZe byt pozadavek na
stejnou intenzitu pixeld v dané podoblasti. V této praci bude dile uveden segmentani model zaloZeny
na fesSeni evolucni diferencidlni rovnice difuzniho typu.
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Extrakce priznaki (Feature Extraction)

Extrakce pfiznakl se zaméfuje na identifikaci a popis kliCovych vlastnosti obrazu, napiiklad rohi
a textur, které lze pouZit pro naslednou hlubsi analyzu. Extrakce pfiznakli z obrazu miiZze probihat
dvéma zplisoby. Prvnim je pouziti klasickych metod. U téch je tvar piiznaku, které hleddme, pfedem
definovany ¢lov€kem. Druhym zptsobem je vyuZiti metod hlubokého uceni, které jsou zalozeny na
konvoluc¢nich neuronovych sitich. V tomto piipadé se jak hodnota, tak tvar ptiznakti uci z trénovacich dat
[24]]. Prikladem tvaru piiznaku z klasickych metod miZou byt takzvané Fourierovy deskriptory [45} 35]].
Pouzivaji se pro popis tvaru objektl v obraze. Tento tvar je pak popsan piiznakovym vektorem, ktery se
sklada z prvnich par koeficientl diskrétni Fourierovy transformace hranice daného objektu [24] 145].

Zajimavym faktem je, Ze pfi trénovani nékterych konvolu¢nich neuronovych siti na redlnych
obrdzcich jsou pfiznaky extrahované po prvnich konvolu¢nich vrstvich vizudlné velice podobné
pfiznakiim ziskanych pomoci Gaborovych filtrd [39, 29]]. Tyto filtry jsou zase velmi podobné
experimentdlné naméfenym receptivnim polim ve vizudlnim kortexu savct [17]).

Klasifikace obrazu (Image Classification)

Pokud méame k dispozici pfiznaky popisujici objekty v obraze nebo piimo dany obraz, miiZzeme dané
objekty ¢i dané obrazy na zdkladé téchto piiznaki roztidit do uréenych tiid. Tomuto procesu se pak
fika klasifikace obrazu. Toto tfidén{ 1ze provadét porovndvanim danych pfiznakd s priznakem predem
daného reprezentanta piislusné tfidy, napriklad pomoci euklidovské vzdalenosti. Zpusobt, jak provadét
klasifikaci obrazu pii znalosti ptfiznakovych vektort, existuje ale celd fada a je mozné se o nich vice
dozvédét v publikacich [24], [45] a [35].

V komplexnéjSich ﬁlohéclﬂ je v8ak rucni systematické urCovani tvartl pfiznakil v podstaté nemozna
dloha. Tento problém lze feSit pomoci konvolu¢nich neuronovych siti. U téch, jak jiZ bylo zminéno, se
dany tvar a hodnoty piiznaki pro danou tlohu uréuji automaticky béhem uceni [24, [1]].

1.1.3 Rozdéleni postupu zpracovani obrazu podle metod

Dal$im zptsobem, jak muZeme postupy ve zpracovani obrazu rozdélit je podle pouzité metody.
Vzhledem k enormnimu mnoZstvi technik a metod ve zpracovani obrazu zde uvedeme jen vybrané a ty,
které vice souvisi se zbylym obsahem této prace.

Filtrace pomoci konvoluci a Fourierova transformace

Linedrni filtrace pomoci konvolu¢nich filtrt a diskrétni Fourierova transformace patii k nejzdkladnéjsim
metoddm pouzivanych ve zpracovani obrazu [45l. Linedrni filtrace v prostorové oblasti spoliva
v nahrazeni kaZdého pixelu vstupniho obrazu u;, linedrni kombinaci okolnich pixelti. Vysledkem je
vystupni obraz uoy. Tuto operaci miZeme matematicky zapsat pomoci diskrétni konvoluce [24]]

s s
ttow(m,m) = (K  uin)(m,m) = > 3" Kitin(m = k,n = 1),
k=S I=—S
kde [m,n] € dom(u;,), S € N a K je redlnd matice o rozméru (2S5 + 1) X (25 + 1) nazyvana konvolucni
maska. Jeji velikost definuje zminéné okoli pixelu a jeji konkrétni hodnoty zase povahu této operace.
V praxi se linedrni filtrace pouZiva napiiklad k rozmazani obrazu, odstranéni Sumu, zaostfeni obrazu ¢i

2Rozpoznéni, jestli je na daném obrazku kocka nebo pes, miize byt obecné mnohem sloZitéjsi dloha, neZ rozlisit od sebe
napftiklad pomeranc a jablko na zdkladé barvy.
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k extrakci rdznych pfiznakd. Pfikladem miZe byt gaussovska filtrace. U ni se jako konvolu¢ni maska

bere vhodnd diskretizace Gaussovy funkce

x4y
202

Gy(x,y) = exp|—

2n0?

kde o > 0. Na obrdzku miZeme vidét piiklad gaussovské konvolu¢ni masky vzniklé diskretizaci
Gaussovy funkce na obrazku[I.1]
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Obrazek 1.1: Graf Gaussovy funkce G (x, y) pro o = 0.3.
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Obrazek 1.2: Gaussovskd konvolu¢ni maska o velikosti 3 X 3 pro o = 0.3.

Pro digitdlni obraz f = f(x,y) o velikosti M X N je jeho diskrétni Fourierova transformace (DFT)

definovana jako [24]]
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T
=
L

F(l/l, U) — f(x, y)e—i2ﬂ(ux/M+l)y/N)’

X

Il
[«
<
Il
(=]

kde i je imaginarni jednotka a u € {0,1,...,M — 1}, v € {0,1,...,N — 1}. Z F(u,v) mizeme f(x,y)
reprodukovat pomocfi inverzni diskrétni Fourierovy transformace (IDFT) dané vztahem

M-1

1 ,
flx,y) = TN Z F(u, U)et27r(ux/M+uy/N).

u= v

=z

1l
(=)

Filtrace ve frekvenéni oblasti spo¢iva v dpravé DFT F(u, v) digitdlniho obrazu f(x, y) a provedeni IDFT
na F(u,v). Tuto filtraci pak mizeme zapsat jako

g(x,y) = Re{IDFT [H(u, v)F (u,v)]},

s v 2

kde H(u, v) je filtr ve frekvencni oblasti, g(x, y) vysledny obraz po filtraci a Re{z} redlna ¢ast komplexniho
¢isla z.

Morfologické zpracovani obrazu

Morfologické zpracovani obrazu je technika zaloZend na teorii mnoZin, kterd analyzuje geometrické
struktury obrazu, zejména v bindrni a Sedoténové reprezentaci. Jednd se o operace, které pracuji s tvary,
hranicemi a strukturami objektti v obraze, pfiCemz kliCovou roli hraje tzv. strukturni element. Tento
prvek je mald matice, kterd definuje pravidla pro manipulaci s okolnimi pixely. Zakladnimi operacemi
v morfologickém zpracovani obrazu jsou dilatace a eroze [24]. Tyto techniky lze pouZit k segmentaci
obrazu, extrakci ptiznaki ¢i ke klasifikaci obrazu.

Metody zaloZené na konvolucnich neuronovych sitich

Konvolu¢ni neuronové sit¢ (CNN) jsou ureny pro manipulaci s daty ve formé€ na sebe poskladanych
matic, pficemZ béZnym piikladem takovych dat je dvourozmérny obraz. Ziroven v obrazovych datech
byva silnd prostorova zdvislost, jelikoZ sousedici pixely v obraze maji ¢asto podobnou intenzitu. Proto
se v CNN pouzivaji diskrétni konvoluce, které se pro zminéné lokélni zpracovani velice hodi [1}, 24].
Konvoluéni neuronové sit€¢ maji hierarchickou strukturu, kterd umoziuje efektivni analyzu obrazi.
Zakladem jsou konvoluéni vrstvy, které pomoci filtrd extrahuji priznaky z obrazovych dat, napfiklad
hrany nebo textury. Tyto ptiznaky jsou déle redukovany pomoci pooling vrstev, které zmenSuji velikost
dat a zvysSuji odolnost modelu vi¢i zménam v obraze. Sit’ zahrnuje také aktiva¢ni funkce, jako je ReLU,
se data zplosSti a projdou plné propojenymi vrstvami, které integruji vSechny informace a provadéji
findlni predikce, naptiklad klasifikaci. Tato struktura umoZiiuje CNN automaticky rozpozndvat klicové
vzory v datech. Modely zaloZené na CNN zpravidla obsahuji enormni mnoZstvi parametrti a pro jejich
sprdvnou optimalizaci je potfeba i enormni mnoZstvi dat. Pro podrobné&jsi popis architektur a fungovani
CNN lze nahlédnout napriklad do [[Il] nebo [24]. Jako piiklad konvoluéni neuronové sité muzeme
zminit klasifikacni sit’ AlexNet [29], kterd v roce 2012 zvitézila v soutéZi ImageNet Large Scale Visual
Recognition Challenge (ILSVRC), kde dosdhla vyrazné niZsi chybovosti neZ tehdejsi metody. Jeji ispéch
zah4jil éru Sirokého vyuziti hlubokého uceni v pocitacovém zpracovani obrazu [24, [1]].
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Metody zaloZené na feSeni diferencialnich rovnic

Tyto metody vyuZivaji numerického feSeni evoluénich parcidlnich diferencidlnich rovnic. Zpracovivany
obraz do této tlohu vstupuje jako pocateéni podminka nebo skrz jiny parametr. Dané diferencidlni
rovnice ¢asto vychézeji z minimalizace konkrétniho funkcionalt [3]. Pro funkci u : R!*? — R mé&jme
nyni ulohu

oult, x,y) Au(t,x,y) na (0,+o0) x R?,

u@©,x,y) = up(x,y) na R> (1.1)

Jedn4 se o Cauchyho tlohu pro rovnici vedent tepla (nebo také rovnici difuze) na R?. Tato rovnice je asi
nejstar$i a nejvice prozkoumana rovnice ve zpracovani obrazu [3]]. Vstupni obrazek je zde reprezentovin
pocatecni podminkou ug. Pomoci teorie zobecnénych funkci (viz napriklad [48]]) 1ze nalézt feSeni této
dlohy jako

| el W2 (2
u(t, x,) = (G g3 * w01, 0) = —— fR 2 exp( & x)4t W=7 )ga(fc,y)dfcdg, (1.2)

kde

1 X2+ yz
Go(x, !/) = 02 eXp (_ 202 )

Jednd se tedy o spojitou konvoluci pocatecni podminky ug reprezentujici vstupni obraz s Gaussovou
funkci s rozptylem V2r. Vhodnou diskretizaci ziskdme jiZz zminénou gaussovskou filtraci, coz
je linedrn{ filtrace slouZici k odstranéni Sumu, rozmazani obrazu ¢i k potlaceni jemnych detailt. Ve
frekvencni oblasti 1ze tento jev popsat jako potlaceni vysokych frekvenci [3]].

V nésledujici kapitole se budeme zabyvat nékterymi modely zaloZenymi na feSeni nelinedrnich
evolucnich parcidlnich diferencidlnich rovnic difuzniho typu. Bude i uveden segmentacni model, ktery
v posledni kapitole pouZijeme pro segmentaci levé srdeni komory z dat z magnetické rezonance srdce.
Proto si povahu téchto dat déle strucné popisSeme.

1.2 Data z magnetické rezonance srdce

Magnetickd rezonance (MRI) je moderni neinvazivni zobrazovaci technika pouZivand predevs§im
v mediciné pro pofizovani detailnich obrazd vnitfnich struktur t€la. Tato metoda vyuZiva fyzikdlniho
principu nukledrni magnetické rezonance (NMR) atomového jadra. V 1ékafstvi jsou pfevdZné vyuZivana
jadra vodiku, a proto je MRI velmi vhodnd k vysetiovani tkdni s vysokym obsahem vody. Pomoci této
metody je moZné pofizovat kvalitni snimky nejen nehybnych tkani, jako je napiiklad mozek ¢i patet, ale
i pribéh srdecniho cyklu.

Pri tvorbé této sekce bylo Cerpano pievdiné ze zdroji [14] a [26]. Anonymizované snimky
z magnetické rezonace srdce byly poskytnuty Institutem klinické a experimentdlni mediciny (IKEM)
v Praze.

1.2.1 Srdecni cyklus

Srdec¢ni cyklus je ¢innost srdce probihajici od zacatku jednoho tepu do zacatku druhého [26]. Sklada
se ze dvou fazi. Ve fazi srdecniho cyklu zvané diastola dochdzi k relaxaci, kdy se dana srde¢ni komora
naplni krvi. Tato faze je nasledovana systolou, pii niZ dochazi ke kontrakci srdce zpisobujici vypuzeni
krve z dané komory.
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1.2.2 Objem srdecni komory a ejekcni frakce

Pomoci magnetické rezonance lze poridit sérii snimkid zachycujici prifezy srdcem, tak jako je
zndzornéno na obrazku[1.4] Kazdy z téchto fezii je pofizen v nékolika casovych okamZicich (viz obrdzek
[1.5) tak, Ze je zachycen cely srde¢ni cyklus. Z téchto dat je pak mozné urcit vyvoj objemu srde¢ni komory
v Case za pomoci segmentace v kazdém snimku. Toto lze provadét rucné, nicméné se jedna o velmi
¢asové ndroc¢ny ukon. My se v této prici budeme zabyvat segmentaénim modelem, ktery umoZiiuje tento
proces z velké ¢4asti automatizovat.

End-diastolicky objem (EDV) je objem krve v dané srde¢ni komofe na konci diastoly. Jednd se
o maximdlni objem béhem celého srdec¢niho cyklu. End-systolicky objem (ESV) je pak objem krve, ktery
v dané komofte zlstane na konci systoly (tedy jde o minimélni objem v rdmci jednoho cyklu). S jakou
ucinnosti srde¢ni komora krev pumpuje mtizeme vyjadfit pomoci téchto dvou parametrd. Ejekéni frakce
(EF) je definovédna jako podil objemu krve vypuzeného béhem systoly ku end-diastolickému objemu.
Jedna se tedy o procentudlni vyjadreni end-diastolického objemu krve, které srdce zvladne vypumpovat
béhem jednoho cyklu. Ejekcni frakce 1ze tedy spocitat dle vzorce

EDV —ESV

EDV
Jeji nizkd hodnota miZe u daného pacienta indikovat nedokonalou funkcnost srdce. Jedna se tedy
o dulezity parametr srde¢ni Cinnosti. My se ho v posledni kapitole této prace budeme snazit urcit
pro levou srde¢ni komoru z poskytnutych dat za pomoci semiautomatického segmentacniho modelu
predstaveného v dalsf kapitole.

EF = 1.3)
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Sagitalni rovina
(sagittal plane)

Frontalni rovina

(coronal plane)

Transverzalni rovina

(transverse plane)

Obrézek 1.3: Zndzornéni zékladnich anatomickych rovin u ¢lovéka. Prevzato z [18].
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(a) fez 01 (b) ez 02 (c) ez 03

Slice 01
Slice 06

SliceJ2

(d) ez 04 (e) rez 05

(f) fez 06 (g) ez 07 (h) rez 08

Obrizek 1.4: Na snimku (A) je modrymi Garami v sagitalni roviné (viz obrdzek|1.3) prochdzejici srdcem
znazornéno naplanovani sbéru jednotlivych fezd srdce. Na snimcich (a)-(h) miZeme vidét piiklady
takovychto dat.
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(b) cas 03 (c) cas 06

(e) Cas 12 (f) cas 15

(g) Cas 18 (h) cas 21 (i) Cas 24

Obrazek 1.5: Na snimcich (a)-(i) mtizeme vidét Casovy vyvoj fezu 04 béhem srde¢niho cyklu.
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Kapitola 2

Zpracovani obrazu pomoci diferencialnich
rovnic difuzniho typu

Nynf si pfedstavime nékteré evoluéni parcidlni diferencialni rovnice difuzniho typu, které maji vyuZziti ve
zpracovani obrazu. Prvni z nich je linedrni difuzni rovnice, ktera tvoii predlohu pro dals$i modely. Dale si
uvedeme jeji modifikaci — rovnici Peronovu—Malikovu. Poté se podivame na Allenovu—Cahnovu rovnici,
ukazeme si jak souvisi s ilohou o pohybu kiivky podle stiedni kfivosti a predstavime jeji modifikaci
pro ucely segmentace obrazu. Nakonec si uvedeme pojem gradientniho toku a Sobolevova gradientu
a ukdzeme si jejich souvislost s uvedenymi modely.

2.1 Linearni difuzni rovnice a Peronova—Malikova rovnice

Linearni rovnice difuze (také zndma jako rovnice vedeni tepla) je nejstar$i a nejvice prozkoumana rovnice
ve zpracovani obrazu [3]]. SmiSena tiloha pro rovnici difuze na omezené oblasti Q

6[M(t, X, y) = D Au(t’ X, y) na (09 T) X Q’
u©,x,y) = Io(x, y) na Q, 2.1
Opu(t, x,y) = 0 na (0,7)x90Q,

muzZe slouzit jako filtr Sumu v obraze Iy. Nevyhodou tohoto modelu je vyrazné potlacovani obrysu, které
jsou podobné jako Sum reprezentovédny skoky v intenzité. V préci [13] byl pfedstaven model

du(t,x,y) = V-[g(V(Gy*u))Vu](t,x,y) na (0,T)xQ,
u,x,y) = Io(x, y) na €, (2.2)
Opu(t,x,y) = 0 na (0,7)x09Q,

ktery je jen regularizovana verze rovnice popsané v [36] s ndizvem Peronova—Malikova rovnice. Funkce
g:{0, +00) — (0, +0) zde spliiuje podminky
g0) =1, g je hladka klesajici funkce, lim g(x) =0.
X—+00
Za téchto predpokladt 1ze pozorovat:
1. V mistech malé velikosti gradientu |Vu| dochéazi k rozmazavani, tak jako u linearni rovnice difuze.

2. Se zvySujicim se gradientem, se tento rozmazdvaci efekt projevuje méné. Od urcité hranice se
rovnice kolmo na hrany dokonce chova jako zpétna difuzni rovnice (hrany jsou zvyraznovany).
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Jednd se tedy o hrany zvyrazilujici filtr Sumu. Dalsi vlastnosti této rovnice i rovnice predchozi jsou
podrobné rozebrany v knize [3]]. V publikacich [2] a [49] jsou dané modely rozebirany v kontextu
matematické morfologie a je ukdzdan jejich vztah k takzvané scale-space theory.

Casto je funkce g volena jako
1

1+ As2°
kde A € R* je parametr, kterym muZeme korigovat onu citlivost k hrandm. Na obrazku 2. 1|miZeme vidét
porovnani aplikace modeli (2.1)) a (2.2) na uvedeny testovaci obrazek.

g(s) = (2.3)

.

| il

A

\

\

\\

& 4

Obrazek 2.1: Porovnani aplikace difuzni rovnice (uprostied) a regularizované Peronovy—Malikovy
rovnice (vpravo) na pocatecni obrdzek Iy (vlevo). Nahofe jsou obrdzky zndzornény jako bitmapy —
oborem hodnot je zde diskrétni prostor odstinti Sedi. Dole jsou obrazky reprezentovan grafem funkce
dvou proménnych zobrazujici do (0, 1). Hodnota 1 odpovid4 cerné a hodnota O bilé. Na dolnim grafu je
nazornéji vidét geometricka skladba obrazku. Obzvlaste je patrna hustota zaSuméni. Vytvoreno v ramci
predchozi prace [43].

2.2 Allenova—Cahnova rovnice
V &ase vyvijejici se rovinnd kiivka I'(f) ¢ R? se pohybuje podle stfedni kfivosti, pokud spliiuje

on(t,x) = —«k(t,x)+ F(t, x),

T0) - T, 2.4)

kde x €T, x: (0, T) — R? a vy je normalovi slozka vektoru v = x. Clen «(t, x) je (stiedni) kfivost kifivky
a F(t, x) je vn&jsi vliv pusobici v normalovém sméru. Existuji dva hlavni zptisoby jak tuto dlohu fesit a to
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parametricky (pfimo) nebo vrstevnicové (implicitné) [28]. Oba tyto pfistupy nasly v rdmci zpracovani
obrazu své uplatnéni [27, 19, 22, 31]]. V predchozi praci [43] jsme aplikovali na testovaci obrazova data
tii rizné modely vychazejici z vrstevnicového piistupu.

K pohybu podle stfedni kiivosti 1ze pristupovat i pomoci modelu fazového pole [6, 20, 28]], ktery
pochazi z fyziky a slouZzi k popisu ristu mikrostruktur pfi fazovych prechodech za predpokladu neostré
hranice mezi fézemﬂ Jednim z pfedstaviteld tohoto piistupu je Allenova—Cahnova rovnice ve tvaru

1
E0ip(t, x,y) = EAp(t,x,y) + Efo(p(t, X, y) +EFIVp@ x,y)l na (0,T)xQ,
2.
pO,x.y) = po(x, y) na Q, @5)
Onp(t,x,y) = 0 na (0,7)x 0L,
kde
1
Jo(p) = p(1=p) (p - 5)
a & > 0. Vektor n je vn&j§i normala na hranici 9Q a F € R. ReSen této tlohy
p=pt.x:8)
se nazyva fazové pole. To pomoci své vrstevnice urcuje fdzové rozhrani
1
I = {x €Q ‘ p(t,x;6) = 5} (2.6)

leZici uvnitf prechodové vrstvy Qr C Q, jez rozdéluje Q na dvé mnoZiny Qg C Q a Q; C Q ve fyzikdlnim
ptipadée reprezentujici pevnou a kapalnou fazi. Na Q; je hodnota p(t, x; &) blizka 1 a na €; je hodnota
p(t, x; &) naopak blizka 0. Tloust'ka pfechodové vrstvy Qr je ddna parametrem &.

V [14], [[7] a [16]] 1ze najit v riznych formach vétu o existenci jednozna¢ného feseni slabé formulace

tlohy (2.5).

2.3 Asymptoticka analyza Allenovy—Cahnovy rovnice

Abychom demonstrovali vztah mezi tlohami a , provedeme formélnﬂ prekryvaci
asymptotickou analyzu [30] po vzoru [6] a [20]. Ta se sklddd z formdlnitho vnéjsiho a vnitiniho
asymptotického rozvoje. Vnéjsi se provadi na Q; c Q a Q; C Q. Vnitin{ pak na prechodové vrstvé
Qr c Q. Konkrétné chceme ukdzat, Ze fazové rozhrani I'(r; €) se vyviji podle (2.4) s parametrem & — 0.
Tento vztah lze formalné€ vyjadfit pomoci schématu

1
Ehp = EAp+ <fo(p) + EFIVp
—— f ————
—_— —m——
l l ) pfi & — 0.
UN = —K + F

Méjme nyni Allenovu—Cahnovu rovnici ve tvaru

E0,p = EAp+ f(p,Vp; ), 2.7)
kde
F(p,Vp; &) = fop) + EFVp.

ITento fyzikdlni model navic obsahuje oproti ddle zminéné tloze rovnici vedeni tepla, jejimz feSenim je teplotni pole. To
pak v dale zminéné dloze vystupuje skrz ¢len F.
ZRigor6zné je tato procedura provedena napiiklad v [11].
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2.3.1 Vnéjsi rozvoj

Nyni provedeme formdlni vnéjsi asymptoticky rozvoj fadzového pole

pit,x;€) ~ ) pilt, 0 (2.8)

i=0

a rozvineme f(p, Vp;&) do Taylorovy fady prvnich tiech proménnych v bod€ [po, dxpo, d,pol. Do této
fady dosadime rozvoj (2.8) a vysledek spole¢né s (2.8) vlozime do (2.7). Porovninim jednotlivych
mocnin £ na levé a pravé strané obdrzime

1
0= fo(po) = po(l = po)(po = 3)  pro &, (2.9)
1
0= 8, f(po. Vpo)p1 = (—3p3 +3po - E)pl pro &', (2.10)
1
dipo = Apo + FIVpol + 9,1 (po. Vpo)p2 + 59pp(po. Vpo)pi - pro . (2.11)

Z (2.9) vyplyva, Ze p,(t,x) je na danych podoblastech Q, Q; konstantni a nabyva stabilnich hodnot 0
a 1. Rovnice (2.10) implikuje p; = 0 a z (2.T1) nésledné plyne, Ze i p, = 0. Odtud jiZ vyjde, Ze

p(t,x;6) ~ po+ O (&%),

2.3.2 Vnitrni rozvoj

Nyni budeme zkoumat rovnici na pfechodové vrstvé Qr = Qr(z; €). Pro tyto potfeby provedeme
transformaci soufadnic. Fazové pole p je jakoZto feSeni diferencidlni rovnice dostatecné hladka funkce
(viz [L1]]), a proto miZeme fazové rozhrani lokalné parametrizovat dostatecné hladkym zobrazenim
q jako

I'()={xeQ| @15 €S)x=q()},

kde
ScR, ¢8§-Q, NseS)(p(q(s);E=0,5).

To znamen4, Ze i ¢ = q(t, s;£). V okoli kiivky I" zavedeme lokalni systém souradnic jako
x = q(t, 5,8 + ra(t, 5;6),

kde n(t, 5;€) = (n1,n2)" je jednotkova norméla ke I' v bodé q(, s;€) = [g1, g2]. Timto vztahem piejdeme
od soustavy soufadnic x = [xy, x2] k soufadnicim [s, ], kde s je podélnd a r radidlni soufadnice urcujici
vychyleni x v normdlovém sméru od bodu ¢(¢, s; €) leZicim na kivce I'. Z véty o implicitni funkci existuji
inverzni zobrazeni

s =s8(t,x;6), r=rx;€). (2.12)

Z ptedchoziho vyplyva nékolik skutecnosti
In|=1, n-d,n=0, n-dsq=0. (2.13)
Operétor nabla ma v novych soufadnicich tvar

Visn =1V, (2.14)
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7= (8Sq1 +rosny  0sqo + rasnz)

ny )
je Jakobiho matice definované transformace. Pomoci adjugované matice mtizeme spocitat jeji inverziE]

jako

= 1 (ny —0sq2—rosny
det] \-n; 9sq1 +rosn; |’

Operétor nabla ndsledné vyjadiime jako

_ 1
Voo =37 Vs = _(

ny0s — (5s612 + rdsny)o,
detJ '

-n1ds + (aSCII + rdsny)0,

Poté ma Laplacian v soutfadnicich [s, r] (podrobné rozepsano v [20]) tvar

1 1 1 1
Ay = Vg - Vg = d, d, d,(detNd, + ——— 6> + 62 2.15
T IO ety (detJ) ¥ Qe et DO+ e % O @15

Pomoci vztaht (2.13)) a (2.14)) ziskdme, Ze

rn-asn+n-c')sq) _ ! (O

n:J‘l-J-n:J_l(
n-n 1

) = J_IV(SJ)F = J_IJV(x)r = V(x)r.
Z (2.15)) a ptedchozi identity miZeme (stfedni) kiivost kiivky I" vyjadfit jako
1
K=V n=Amr==50,(det])

a Laplacian (2.15)) tedy miZeme jesté piepsat do tvaru

1 1 1
Ay = —0,| — |8, + k8, + ——— 8> + &% 2.16
det] ‘(detJ) RO et S T O (2.16)

Dfive zavedeny systém soufadnic jesté upravime pomoci

r=¢z
na

x = q(t,5,6) + &znlt, 5;.8)
a (2.12) muzeme piepsat na

s=s(t,x,6), z=ztx;¢) = ér(t,x;f).

Fazové pole p v novych soufadnicich si zavedeme pomoci vyrazu

P, s(t, x;6),2(t, x; )5 &) = p(t, x; £). (2.17)

Normdlovou slozku rychlosti vy miZeme vyjadfit pomoci vztahu

N = —0ir = —£0,2.

3Pro A reguldrni plati A™' = (det A)~' A, kde A*Y je adjugovand matice k matici A.
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Nasledné derivaci (2.17) podle ¢ obdrzime

Oup(t, X, €) = Op + . pdz + O3 pdys = O — ”E”azp + 0, po,s.

Nynfi jiz miZeme s vyuZitim odvozenych identit transformovat do novych soufadnic i Allenovu—Cahnovu
rovnici (2.7))

2

& £
(detT)?

1
§2(atﬁ + 6sl_78t5) - fvnazﬁ =0 (m)asﬁ + é:Kazﬁ +

detl p+Op+ f(5.Vp:E).  (2.18)

Opét provedeme asymptoticky rozvoj vzhledem k parametru ¢ a to u funkci p, r, ¢, n, vy a k. Mame tedy

+00

B2, 56 ~ ) pilt, 2,0, (56 ~ D rL0E, g~ qo+né+ g +0E),
i=1 i=1
n~ng+mé+O0E), oy ~ong+oniE+O0ED), Kk~ ko + ki€ +OED).

Funkci f = f(p, Vp; &) znovu rozvedeme do Taylorovy fady stejnym zptisobem, jako u vnéjsiho rozvoje.
V3e dosadime do transformované Allenovy—Cahnovy rovnice (2.18), porovndme opét stejné mocniny &
a ziskdme

1
0= d2po + fo(po) = 92 po + po(l — po) (ﬁo - 5) pro £, (2.19)
~vn.00:P0 = Kod,Po + 2 p1 + F 19 pol + 35 fo(po)p1  pro L. (2.20)

U jsme vyuZili fakttﬂ Ze

|
IVpol = Elazpol,

pokud pg nezavisi na s. Tato nezavislost vyplyne z nasledujiciho.

Dusledek vztahu (2.19)

Prvni ze vztahd vyndsobime 0,pg a integrujeme podle z. Ziskame
1
5(0:p0)” = wo(po) =0, 221

212
kde funkce wg = le [ - (p - %) ] se nazyva dvouminimovy potencidl a plati pro ni

.

1
dpwo(p) = —fo(p) = —p(1 - p) (p - 5)-

Upravou vztahu (2.21) za predpokladu klesajici o ve sméru z na rozhrani I' obdrZime

2[1 1\
0:po = — \2wo(po) = —7\/— [4_1 - (ﬁo - 5) l (2.22)

4 Aplikaci transformovaného operdtoru nabla ziskdme vztah |V, p(t, x; )? = det())"2(0,p)* + £72(9,p)*.
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. . - 1 v
a pomoci substituce py = g + 5 prevedeme na

2 1
0:q = —\2wo(po) = —7\/_ (q2 - Z)'

Déle vztah upravime na

_%q V2
1 - (2¢9)? 8
Predchozi diferencidlni rovnice je separovand a miZeme ji za pomoci substituce 2¢g = tanh(§) integrovat
na
2 1
—iz = —argtanh(2py — 1) + C.
8 2
Protoze ptedpokldaddme po(0) = %, miZeme nakonec pg vyjadrit jako
1 V2
po = = |tanh|——2z|+ 1]. 2.23
e ) o
Dusledek vztahu (2.20)

Druhy vztah upravime na
(02 + 95£0(P0)) P1 = B-Po(—vn0 = k0) = FI-ol.
Fredholmova alternativa tik4, Ze tato rovnice je feSitelnd, pokud
9:po(~owo — ko) = F19-pol € [ker (82 + 05fo(po))| -
Pokud zderivujeme (2.19) podle z zjistime, Ze
d-po € ker (02 + 95 fo(Po))
Z téchto dvou poznatkt plyne, Ze

fR 0:Po [0:po(—vn,0 — ko) — Fl0.pol] dz = 0. (2.24)

Jednu ¢dst tohoto vyrazu mizeme pomoci (2.22) vyjadfit jako

! 1
L (0.p0)*dz = — fR = V2wo(p0)d. podz = f(; V2wo(p)dp = 3 \/g-

substituce p = po(z)

JelikoZ je po(z) klesajici na celém R, plati

1 Ja
F f 10.pol0d.podz = —F f (0.po)>dz = —F= \/j
R R 3 8

a vyraz (2.24) muzeme ve findle pfepsat na

UNO = —Ko + F.
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2.4 Segmentacni model vychazejici z Allenovy—Cahnovy rovnice
Nahrazenim difuzniho ¢lenu Allenovy—Cahnovy rovnice rozepsanym vyrazem

V. [ggqu] = gglAu + Vg?h -Vu,
vyndsobenim zbylych Clenti hranovym detektorem g,,, zménou parametru A; na A, v advekénim

Clenu a pouZzitim P > 0 k véZeni tohoto advekéniho Clenu ziskdme segmentani model (inspirovany
segmentaénim modelem z [8]])

1 -
o = gglAu + PVg?12 -Vu + ggz (?fo(u) + F|Vu|) na (0,7)xQ, 2o
u0,x,y) = up(x,y) na Q, (2.25)
Opu(t, x,y) = 0 na (0,7)X0Q,
kde F:Q >R, 1,0, >0a
1
9(xy) =

L+ A0V fUo))

Funkce Iy je segmentovany obrdzek a f(lp) znaci jeho predzpracovéani. Pocate¢ni podminka
up: Q — (0, 1)

zadava pocatecni segmentacni kiivku jako

1
H®={mmeﬂhM&w=§}

Stejnym zpiisobem je zadan vyvoj segmentacni kiivky I'() pomoci feSeni u(t, x, y) vztahem

1
rm=ﬁnmEﬁwmnm:§}

Parametrem P u advekéniho élemﬂ fidime jeji ,,pfilnavost k hrandm obrédzku v jejich blizkosti. Ve vétsi
vzdélenosti od téchto hran je vyvoj I'(¢) spise fizen skrze silovy Clen ggzﬁ [Vul.

ProtoZe chceme ddle tento model vyuZit k segmentaci série obrazovych dat z magnetické rezonance
(popsanych v prvni kapitole), tak dile podrobnéji rozebereme jeho nastaveni s ohledem na vlastnosti

té€chto dat.

2.4.1 Silovy ¢len, pocate¢ni podminky a zastavovaci kritérium

Mg&jme sérii snimkd zminénou vyse sefazenou lexikograficky podle fezii a Casti (viz Obrazky [1.4]a[1.5).
Clen F v (2.25)) nyni budeme brét zavisly na obrazovych datech f (Iofl a to zplisobem

thr (2.26)

P —FI W) oo (1) < thr
S |2rte)  pro f(ly) = thr,

3Jeho vliv na segmentaci je podrobné&ji popsan v [33].
%0 nich predpokldddme obor hodnot roven (0, 1). Toto miiZeme vhodnym piedzpracovanim vzdy zarugit.
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kde F > 0 a thr € (0, 1). Tato volba vyplyva z toho, Ze vnitfek srdecni komory je na snimcich svétlejsi

v, (ol

(blizsi 1) a jeji hranice spiSe tmavsi (blizsi 0). Prvni pocatecni kfivku volime ru¢né jako

sgn (= 20)° + (y = yo)* = r7) + 1
: .

ProtoZe ocekdvame, Ze se vyvoj I'(¢) bude postupné na hranich srde¢ni komory zpomalovat, volime pro
C > 0 zastavovaci kritérium jako

uy(x,y) = 2.27)

o, V(t) = ('),f u(t, x, y)dxdy < C. (2.28)
o)

Pfi numerickych vypoctech budeme tento vztah odhadovat diskrétné. Po segmentaci prvniho snimku
nalezneme geometricky stfed vnittku findlni segmentacni kfivky. Ten se pak pouZije pro stfed
[xo0, yo] pocatecni segmentacni kiivky dalsiho snimku. Polomér r se voli mens$i neZ vzdalenost
geometrického stfedu [xo, yo] od nejbliZz§tho okraje segmentované oblasti.

2.5 Gradientni toky

Mnoho evoluénich parcidlnich diferencidlnich rovnic lze vyjadfit jako tzv. gradientni tok funkciondlu
[21, [34] a zaroveni velké mnozstvi problémt ve zpracovani obrazu je mozné formulovat jako
optimaliza¢ni dlohu [3] [19]. Abychom mohli gradientni tok funkciondlu vibec definovat, musime si
nejdiive uvést potfebné pojmy variaéniho poéuﬂ [21} 140]. Nasledné si nékteré jiz vySe uvedené parcidlni
diferencidlni rovnice jako gradientni toky odvodime. Nakonec si predstavime gradientni toky podle
upraveného Sobolevova skaldrniho souéinlﬂ které maji vici gradientnim tokiim podle standardniho
skaldrniho soucinu v L? jisté lepsi vlastnosti.

2.5.1 Variacni pocet

Mg¢jme X linedrni normovany prostor a funkciondl ¥ : dom(¥) — R, kde dom(¥) c X. Dédle méjme
M c dom(¥) otevienou mnoZinu a necht’ u € M a z € X. Definujme pomocnou funkci f : R - R
vztahem

() =Flu+tz].

Tu nyni mizeme vyuZit k definici derivace funkciondlu.
Definice 2.5.1. Pokud existuje limita

T SO -70) . Flu+iz] —Flu]
im————- = lim
t—0 t t—0 t

>

tak ji nazyvame derivaci funkciondlu F v bodé u vzhledem k vektoru z a znacime ji
dF [u,z] = f'(0)
Pokud v daném bod¢ u existuje dF [u, z] pro vSechna z € X a zobrazeni d¥ [u] : X — R dané vztahem
dF [ul(z) = dF [u, z]

je linedrni a spojité, tak se toto zobrazeni nazyva Gdteauxova derivace.

"Diferencidlni po&et na funkciondlech.
8Vznikld metoda minimalizace funkcionélu je v literatufe zndmad jako metoda Sobolevovych gradientii [34144]).
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Stejné jako pro redlné funkce redlné proménné plati nasledujici nutnd podminka pro existenci extrému.

Véta 2.5.1. Pro X linedrni normovany prostor méjme funkciondl ¥ : (X) — R definovany na oteviené
mnoZine M C X a necht’ ¥ md v u € M lokdlni extrém. Potom ¥z € X, pro kterd dF [u, z] existuje, je
d¥ [u,z] = 0.

Tato véta ndm stejné jako na R ddva motivaci hledat extrémy funkci jakoZto body, které nuluji derivaci.
Tedy jako staciondrni body.

Definice 2.5.2. Necht' X je linedrni prostor se skaldrnim soucinem (-, -)s a necht’ funkciondl ¥ : (X) —
R ma Gateauxovu derivaci v bodé u € X. Pokud existuje jednoznacné dané g € X takové, Ze pro vSechna
z € X plati

(9, 2)s = dF [ul(2),

tak ho nazyvame gradientem funkciondlu ¥ v bodé u vzhledem ke skaldrnimu soucinu (-, -)s a zna¢ime
ho VS 7"[1/!]

Skalarni soudin (-, -)s definuje pro z € X normu ||-||s vztahem
llls = V<, s

M¢jme nyni z € X, ||zlls # 0. Potom za piedpokladu Vg ¥ [u] # O plyne z definice gradientu Vg ¥ [u]
a Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti, Ze

1dF Tul@)| _ KVsFTul, 2)s|

< IVsF [ullls,
llzlls llzlls
pfi¢emZ rovnost nastavd praveé tehdy, kdyZz z = CVgF [u] pro C € R\ {0}. Zarovei plati

dF [ul(CVsF[ul) _ (VsF [ul, CVsT [ul)s
ICVsF [ullls ICVsF [ullls

= sgn(C)||Vs F [ullls -

Tedy kladné nasobky vektoru Vg ¥ [u] maximalizuji normovanou Gateauxovu derivaci v bodé u a zdporné
nasobky ji minimalizuji. Nyn{ jiz pristoupime k definici gradientniho toku.

Definice 2.5.3. Pro uy € X jako gradientni tok funkciondlu F vzhledem ke skaldrnimu soucinu -,-)s
oznacujeme diferencidlni rovnici

Ou(t) = Vs F [u(1)] (2.29)
s pocatecni podminkou
uli=0 = uo.
V zdvislosti na znaménku na pravé strané (2.29) mluvime bud’ o gradientnim sestupu (znaménko -), nebo
o gradientnim vystupu (znaménko +).

Pro funkei u = u(r) spliujici (2.29) se znaménkem - médme

dF [u(n)]

o - Y l®I0u®) = dF u®)(=VsF u®)) = Vs Flud]llg <0,

z ¢ehoz plyne, Ze F [u(?)] je vici parametru ¢ ostie klesajici funkce. Ziskdvame tak jednoparametrickou
mnozinu prvki z X , které postupné s rostoucim ¢ snizuji hodnotu funkciondlu F .
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Priklad:
M¢éjme nyni funkciondl

Flu] = % fQ [Vu(x)dx

definovany na vhodnych funkcich u : Q — R, kde Q je omezend oblast s lipschitzovskou hranici.
Za vhodnych podminek nyni uréime gradient V,># [u] dany standardnim skaldrnim soucinem v L?(Q)
definovanym jako

(U, V)20 = fg u(x)v(x)dx.

Definujme si pomocnou funkci

fO=Flu+tz] = % f IVu(x) + 1Vz(x)|*dx.
Q
Jeji derivace je
£ = f (Vux) + 1V2(0) - Ve,
Q

Gateauxova derivace funkciondlu  ma4 pak tvar

dF [ul(z) = f7(0) = f Vu(x) - Vz(x)dx.
Q

Pokud funkce z vymizi na hranici 0Q dostdvdme za pomoci Greenovy formule

dF [ul(z) = f Vu(x) - Vz(x)dx = — f V- (Vu(x)z(x)dx = — f Au(x)z(x)dx = (—Au, 2)12(q)»
Q Q Q
atedy
V2 F [u] = —Au.

Piislu$ny gradientni sestup je pak difuzni rovnice
du=Au na RjxQ

s pocatecni podminkou
ul=o =uy na Q.

Abychom mohli jednotlivé kroky odvozeni gradientu ospravedInit, je tfeba funkce u brat z vhodného
prostoru.

2.5.2 Sobolevovy prostory

Pro funkce ¢ € C ém) (Q), kde Q c R" je omezend oblast s lipschitzovskou hranici, zavedeme znaceni

A p(x)

ay 9.2 @p °
X, '0x,% ... Ox,

D¥¢(x) = 3

kde a = [a},@2,...,,] ENj ala| = 2.izy @;. Tohoto znaCeni vyuZijeme v ndsledujici definici [21]].
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Definice 2.5.4. Rekneme, 7e u € LIIOC(Q) ma slabou parcidlni derivaci podle x* pravé tehdy, kdyz
existuje v € LIIOC(Q) takové, Ze pro vSechna ¢ € C(()m)(Q) plati

qu“qbdx:(—l)'“'fvcﬁdx.
Q Q

Pokud takto definovana slaba derivace existuje, tak je urCena jako prvek Lllo .(Q) jednoznacné [21]. Dale

I1ze pomoci integrace per partes snadno ukdzat, Ze derivace funkci z C(()‘X’)(Q) rovnost z predchozi definice
spliuji.

Pak znacime D%u = v.

Definice 2.5.5. Pro k € N je Soboleviiv prostor H*(Q) definovan nasledovng
HA Q) = {u € L (Q) | D"u € L*(Q), pro viechna a € N} takovd, Ze |o| < k} .
Pro u,v € H*(Q) pak zavadime skalarni souin a piislusnou indukovanou normu jako

0@ = ) (D", D)2y = | f D u(x)Du(x)dx, Nl = A/t W)
Q

lal<k lal<k
Dale Soboleviiv prostor HS(Q) definujeme jako uzavér mnoziny C°(€2) v HYQ).
Prostory H*(Q) a H(Q) s danym skaldrnim soucinem jsou Hilbertovy. Pokud hranice 4Q je
lipschitzovska, tak existuje prave jeden omezeny linearni operator [40]
T : HY(Q) - L*(6Q)
takovy, Ze
Tu = ulya pokud u € C(Q)

aprou € H'(Q) plati, ze
u € Hy(Q) pravé tehdy, kdy? Tu = 0 na 6Q.

Prov € Hé Qauce Hé Q)N H*(Q) pak plati za vyuZziti Greenovy formule vztah

f Vu(x) - Vo(x)dx = — f v(x)Au(x)dx.
Q

Q

2.5.3 Sobolevovy gradienty

Proa >0au,v € Hé(Q), kde Q c R? je omezena oblast s lipschitzovskou hranici, miZeme definovat
skalarni soucin tvaru [34} [12]

n
V) ey = (1= @)t V20 + @, 0) 1) = (1,020 + @ ) (Dt D) 2002
i=1

Pro néj mdme nésledujici nerovnosti.

1. Pro vSechna O < a < 1 plati

(1 = a)u, w2y + alu, ) gy < (1 — a)u, w)piq) + au, w) gy = U, W1 Q)

a proto plati i
2 2

2
HI(Q) S ”M”HLU(Q)

S ”M”HI(Q)'

ajull



2. Pro vSechna a > 1 plati

(1 - a)(u, M>L2(Q) + a(u, u>H1(Q) > (1 - CL’)(M, M)HI(Q) + Q/<M, M>H1(Q) = (u, M)HI(Q),

a proto plati i
2
HL(Q)

2

S ”I/l” HI(Q)'

2
21 < alul

Norma indukovand skaldrnim soucinem (-, -) g1 je tedy ekvivalentni se Sobolevovou normou ||-|| 1. Proto
gradient V1. [u] definovany pro vSechna z € Hé (Q) vztahem

(VyreFlul, Do = dF [ul(z)

je nazyvan Soboleviiv gradient (12}, 144, 34].
Necht' nyn{ Soboleviiv gradient V1.7 [u] existuje a V. F [u] € H)(Q) N H*(Q). Potom miZeme
pro vSechna z € Hé (Q) psat

dF [u](z) = (Ve F ul, 2) g1

= (VyaFlul, 22 +a Z<axiva¢[u], 0:.2)p2

i=1
= (Vo Flul,z)2 + a/f VV o F [u]l(x) - Vz(x)dx
Q
= <VHl,ar7:[u], Z>L2 - (Yf AVHI,(1¢[M](X)Z(x)dx
Q
=((1 = aA)VyFlul,z)2.

Tim ziskavame vztah
Ve Flul =1 - a/A)_IVLz?'[u]. (2.30)

Soboleviv gradient V1.7 [u] tedy ziskdme jako feSeni y tlohy

y—alAy = VpFlul] na Q,

0% = 0 na 0Q. (2.31)

Pokud tedy zndme L?(Q) gradient funkciondlu #, miZeme ten Soboloveviiv ziskat pomoci (2.31). Na
nékteré evoluéni parcidlni diferencidlni rovnice uvedené v sekcich vySe (a nejen ty) lze nahliZet jako
na L*(Q) gradientni toky vhodnych funkciondld. Pro né pak miZeme sestrojit gradientni toky podle
Sobolevova skaldrniho soucinu.

Difuzni rovnice (2.1)

M¢jme nyni opét funkciondl tvaru

Flu] = % fg IVu(x)*dx. (2.32)

Prou € H(l) QNH*Q)aze Hé (Q) pak mizeme diky vlastnostem funkci z Hé (Q) psat

dF [ul(z) = f Vu(x) - Vz(x)dx = — f Au(x)z(x)dx = (—Au, 2)12(q)-
Q Q



Jako gradientni tok (sestup) funkciondlu 7 vzhledem k L? skaldrnimu soudinu tedy opét mame difuzni
rovnici

ou = Au na (0,+00) X Q,
u=o = wup na Q,
u = 0 mna (0,+00)X0Q.

Nulové Dirichletova okrajovd podminka je ddna vymizenim funkci z Hé (€2) na hranici. Je zndmo [48|
211,131, Ze pro viechna ¢ > 0 ndleZi u(t, -) do C°(Q). Tato vysoka regularita feSeni &inf ze zpétné difuzni
rovnice (gradientni vystup pro funkciondl ¥) Spatn¢ podminénou utlohu [3].

Gradientni tok funkciondlu ¥ vzhledem k Sobolevovu skaldrnimu soucinu (-, -) 1. ma diky vztahu

(2.30)) tvar

du = v(l—aA)'(-Au) na (0,+0)xQ,
Ui—y = uo na Q, (2.33)
u = 0 na (0, +o00) X 0Q,

kde pro v = —1 mame gradientni sestup a pro v = 1 mame gradientni vystup. Lze ukazat [12], Ze pro obé
hodnoty v = +1, ug € H}(Q) (respektive L*(Q)) a pro viechna @ > 0 md dloha (2.33) jednoznacné feSeni
u = u(t, x), pro které pro vSechna ¢ > 0 plati, Ze u(¢,-) € Hé(Q) (respektive L~(Q)). V préci [12] autori
predstavili model zaostfeni obrazu zalozeny na (2.33)) pro v = 1. Gradientni tok (2.33) budeme stejné
jako v [12] oznacovat jako Sobolevova difuze.

Peronova-Malikova rovnice (2.2)

Prou € Hé QNH*(Q)aze Hé () miZzeme pro funkcional

Flu] = % L G(|Vu(x))?)dx

psét
dF [u)(2) = fQ G (IVu(x))Vu(x)-Vz(x)dx = — fg V(G (IVu(x)P)Vu(x))z(x)dx = (=V-(G'(IVu(x))Vu(x)), 2) 2.
Pak m4 L? gradient pro funkcional ¥ tvar

V2 Flul = -V - (G'(Vul*)Vu).

Pfislusny gradientni tok (sestup) je pak dloha

du = V-(G'(Vu)Vu) na (0,+c0)xQ,
U= = 170 na Q,
u = 0 na (0,+o0) X 0Q),

coZ je Peronova-Malikova rovnice [36]. Diky (2.30) ziskdme gradientni tok vzhledem k Sobolevovu
skalarnimu soucinu (-, -) 1. jako

du = (1-aA)'V-(G'(VuP)Vu) na (0,+00)xQ,
U= = ) na Q,
u = 0 na (0,+o00) X 0Q.
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Funkci G lze pro 4 > 0 volit jako

In(1 + Ax)
Gx) = ——,
(x) ;]
a pak
1
G'(x) =
) 1+4

je jiz vyse uvedeny hranovy detektor (2.3).

Allenova—Cahnova rovnice (2.5)

M¢jme nyni pro u € Hé QNH*(Q)aze H(l) () Ginzburglv-Landautv funkcional [46]] tvaru

Flu] = fg %g(x)|Vu(x)|2 T Fg(zu) “

2 2
1 1 1
F()(M) = Z ((I/t - 5) - Z)

je dvouminimovy potencial. Pro tento funkciondl miizeme psat

kde¢é>0a

a1l = [ g% Ve + | %F&(u(x»z(x)dx
Q Q

=- f Z(X)V - (g(x)Vu(x))dx + f %F(’)(u(x))z(x)dx
Q

Q
9
=(-V-(gVu) + ?FO(M)’Z>L2'
Jako L? gradient tohoto funkcionalu mame
Vi lul = =V - 9% = 5 fo),

kde
Fou) = fo(u) = u(1 —u)(u - 0,5)

a tedy L? gradientnim tokem (sestupem) funkcionalu ¥ je

ou = V-(gVu)+ E‘:%fo(u) na (0,400) X Q,
ul=0 = Uo na Q,
u = 0 na (0,+o0) X 09,

(2.34)

coZ je Allenova—Cahnova rovnice s nulovou Dirichletovou podminkou a po¢dte¢ni podminkou ug. Opét
uzitim vztahu (2.30) obdrzime gradientni tok vzhledem k Sobolevovu skaldrnimu sou¢inu (-, ) 1.0 jako

ou = v(1—aA)™! (—V -(gVu) — é%fo(u)) na (0,+o00) X Q,
ui=o = uo na Q,
u = 0 na (0,+o00) X 0Q.

(2.35)

Diferencidlni rovnici v tloze (2.35) budeme pro jednoduchost oznaCovat jako Sobolevova
Allenova—Cahnova rovnice. V posledni kapitole si uvedeme numericka feSeni této tlohy a podivame
se na jejich chovani pro riizné nastaveni parametri véetn& volby v = 1, kterd v pfipadé L? gradientniho

toku (@ = 0) odpovida $patné podminénému gradientnimu vystupu.
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Kapitola 3

Numericka schémata

V této kapitole se zaméfime na numerické feSeni n€kterych dloh zminénych v kapitole predchozi
pomoci metody konecnych diferenci. Konkrétné uvedeme numerickd schéma pro aproximativni feSeni
Allenovy—Cahnovy rovnice, jeji modifikace ur¢ené pro segmentaci, Sobolevovy difuze a Sobolevovy
Allenovy—Cahnovy rovnice. V predchozi praci [43] jsme se obdobnym zplisobem zabyvali numerickym
feSenim difuzni rovnice, Peronovy—Malikovy rovnice a vrstevnicové rovnice.

Metoda konecnych diferenci (t€Z metoda siti) je numerickd metoda pouZivand k aproximaci feSeni
diferencialnich rovnic. Spociva v rozdéleni defini¢niho oboru na kone¢nou sit’, na niZ se pak derivace
v feSené rovnici aproximuji diferencnimi ndhradami odvozenymi zpravidla pomoci Taylorova rozvoje.
Ziskana soustava rovnic lze fesit riznymi numerickymi metodami. Metoda piimek spociva v diskretizaci
defini¢niho oboru kromé jedné dimenze odpovidajici zpravidla proménné ¢. Timto postupem obdrZime
soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic, které miZeme feSit pomoci zvolené Rungeovy-Kuttovy
metody. Pro detailni popis zminénych technik Ize nahlédnout do [42] a [47]. V ramci zpracovani obrazu
byla metoda konecnych diferenci pouZita napiiklad v pracich [8] a [15].

Ulohy difuzniho charakteru mohou byt feSeny také metodou koneénych prvka [37, 27] nebo
metodou konecnych objemu [22} [5]].

3.1 Diskretizace a diferen¢ni nahrady

Nyni si uvedeme diferencni ndhrady konkrétnich diferencidlnich vyrazi, které budeme dale vyuZivat pfi
sestavovani numerickych schémat. Pro naSe potfeby pfedpokladdme ctvercovou oblast

Q=(0,1)x(0,1).
Volme m, N; € N a oznaCme
1
h=—, 17=—.
m N;
Potom miiZeme provést diskretizaci (0, T) X Q jako
@ X @y = {[kt,ih, jh] € Rk €{0,..., N} i, j €{0,...m}},

kde
@r = [kt € Rlk € {0,....N-}}.

@y = {[ih, jh] € R2|i, j €10, ..., m}},

wy = {[ih, jh] € R?

i,j €l m=1}},
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owy = wp \ Wy

Libovolnou funkci ¢ : (0, T) x {0, 1) X (0, 1) — R pak miZeme na tuto sit’ ziZzit a oznacit

¢ = g(ka, ih, jh).

Pfi tomto oznaceni plati nasledujici ndhrady derivaciﬂ pri dostatecné hladkosti funkce ¢

el _ gk
kK _ ThJ i.j
ol = ="+ 0,
k k k k
Piv1; ~Pii1i Piiv1 ~ P
ko i+1,j i-1,j 2 ko i,j+1 i,j—-1 2
ax‘)oi,j = h + O(h”), ay‘ﬁi,j = h + O(h”),
k k k k k k
or =29 4 r O =208+
ko i+1,j i,j i-1,j 2 ko i,j+1 i,j i,j—1 2
Dunh ;= % +0(R?). Oyt = 5 +0(n?).
Konecné diference si pak miiZzeme oznacit jako
k+1 _ k
K Pii "%
P = h ’
k k k k
v i T %im v G T %
o= op 0 T T om
k k k k k k
v Pir T 207 T iy v Pija T 201+ i1
Prxij = 2 v Pyy; = 2 :

Nyni jiZ mame vSe pfipravené pro vytvoreni numerickych schémat.

3.2 Allenova-Cahnova rovnice

Diferencidln{ rovnici v (2.5) vydélime & a oznacime si jeji pravou stranu jako

1 1
Au = Oyt + Oyyu + ?u(l —u) (u - 5) + F J(0xu)* + (O,u)>.

Zuzime u na sit’ @y, derivace nahradime vysSe oznaCenymi diferencemi a ziskdme aproximaci tohoto
diferencialniho vyrazu jako

1 1
Antti, j(1) = Uy, () + wyy, (1) + a JO = u j(1)) (”i, i = 5) +F \/(ux,-, SO+ (uy, (1)

!Jejich odvozeni z Taylorovy véty jsme provedli v predchozi praci [43].
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Metoda primek

Naslednou diskretizaci poc¢atecni podminky i okrajové podminky (tu nahradime diferencemi 1. fadu)
ulohy (2.5) obdrzime soustavu obycejnych diferencialnich rovnic

du,”j
—— (1) = Apu; j(t) nawp,
dr
ui j(0) = uo,; na wy,

uo,j(t) = uy,j(r) pro j€{0,..,m}, 3.1
Mm,j(t) = l'tm—l,j(t) pro j € {0, ...,m},
ui,o(l) = ul‘71(l‘) pro i€ {0, vees m},

Uim(t) = ujm-1(t) proie€{0,...,m},

YV s

kterou miZeme fesit pomoci libovolné Rungeovy-Kuttovy metody. Pii volbé té nejjednodussi, Eulerov
obdrZzime explicitni schéma kone¢nych diferenci

”f'{,j = uf."j+TAhuf."j na @; X wp,

ugj = uol.,j na wy,

u’é’j = u’;,j prok €{0,...,N;}, j€{0,...,m}, 32)
Wy = Uy pro k € {0,...,N:}, j € {0, ..., m},

”ﬁo = uf.fl prok €{0,...,N;},i€{0,....m},

wf,, = U, pro k €{0,...,N;}, i €{0,...,m}.

3.3 Segmentacni model

Nyni budeme postupovat stejné jako v piedchozim piipadé. V diferencidlni rovnici v (2.25) si oznacime
diferencialni vyraz na pravé stran¢ jako

0

9 1 .
Bu = g (Oatt + Byyu) + P(VgY, - Vi) + ﬁu(l —u) (u - 5) + g5, F \J(@x10)? + (9,u)?,

1
1+ A0 fU0))* + 0y f(10))*T
Opét pfi zizeni na sit’ @, a nahrazenim vSech derivaci pfislusSnymi konecnymi diferencemi ziskdme
aproximaci diferencidlniho vyrazu Bu jako

kde

9% =

0
A

But; j(1) = Gy, (hxx, (1) + ttyy, () + P(Cij(D) + ;’j folwi (0) +GY, Fi \/<ux,._,.<r>>2 + (uy, (D)2,

kde
O 1

G =
L+ AL(fU0))? + (fo)y)?]

27Z4zime i na sit’ @, a derivaci podle ¢ nahradime konec¢nou diferenc{ u,.
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Cij(0) = (ng)x,.,,. ty, () + (ng)yi‘j iy, (D).

Metoda primek
Opét diskretizaci pocatecni podminky i okrajové podminky tdlohy (2.25)) obdrZime soustavu

dui,j
T(t) = Bju; j(1) na wp,
u; j(0) = uo, ; na wy,
uo,j(t) = uy,j(r) pro j€{0,...,m}, (3.3)
U, j(t) = up-1,j(t) pro j€{0,...,m},
uio(t) = uin(t)  proi€{0,...mj,
ul,m(t) = ui,m—l(t) pro i€f{0,..,m},
a stejné jako v predchozim piipadé volbou Eulerovy metody dojdeme k diferenénimu schématu
uffj = uffj + TBhufij na @w; X wp,
ng = Lt(),.} na wy,
k k ;
ut = ut. rok€{0,...,N;}, j€{0,...,m},
0j = " P o (3.4)
ul’jw. = u”‘n_l’j prok € {0,...,N;}, j€{0,...,m},
wfy = uf pro k € {0,...,N;}, i € {0, ..., m},
wf,, = U, pro k €{0,...,N:}, i € {0, ..., m}.

3.4 Sobolevovy gradienty

Pro numerické feSeni gradientnich tokd podle Sobolevova gradientu (2.33) a (2.35) budeme muset
nejdiive umét numericky urcit Soboleviv gradient Vgi.F[u] dany dlohou (2.31). Budeme tedy
numericky fesit dlohu typu

Yy — @ (0uy(ny) + dyy(xy) = VpFlulxy) na Q 3:3)
y(x,y) = 0 na 0Q. '

Zizenim tlohy (3.3) na sit’ @y, nahrazenim derivaci vySe uvedenymi diferencemi (i v diferencidlnim
vyrazu V;»F [u]) ziskdme diferencni tlohu

m—a(%cx,-,,- +7w,»,,-) = fij ma wp (3.6)
Yi.j = 0 na (9wh,
kde f;; je aproximace diferencidlniho vyrazu V,>F[u] a v;; je pak aproximativni feSeni .
Jednd se o soustavu linedrnich algebraickych rovnic pro nezndmé y;;, kterou miiZeme pro matici
A, € Rm=D%m=1? zan4at jako
Ay = I, 3.7
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kde pfi oznaceni
G, )=@G-D@m—-1)+j na w,
je
Yy =Yij  fiip) = i
Abychom matici A, mohli explicitné¢ vyjadiit, musime v (3.6) dosadit za diferencni nahrady
a osamostatnit jednotlivé neznamé. Mame tedy

Yij — @ (yxx,;j + '}/yy,-,j) = fi,j’

Yielj = 2Vij+Yielj Vil = 2Vij+Vij-1)
)Ii,j_a h2 + h2 _ﬁ,j’

4a a a ol o'
Yij|l+ 2 +7ij-1 (_ﬁ) + Vi j+1 (_ﬁ) +Yi-1, (_ﬁ) + i+l (_ﬁ) = fij-

Matice soustavy Ay, je tedy blokové tridiagondlni matice tvaru

B, Cj
C, B, .
Ah = )
. .. Ch
Cn By
kde
4
L+3s -y -g
_a 1+ da a —%
By=| * " eRMIL Cy= -l = " e Rl
. a .-
73
o4 4o _a
1+ 2

w2 n”

Soustavu (3.7) s Fidkou blokové tridiagonédlni symetrickou matici A miZeme feSit iteratné pomoci
metody sdruzenych gradientd [41].
3.4.1 Difuzni rovnice
Pro numerické fesent tilohy (2.33)) si nynf jako aproximaci L? gradientu
VLZT[M](L X, Y) = —Oxu(t, x,y) — ayy”(t, X, y)

funkciondlu (2.32)) na siti @, X wy, vezmeme

k _ _k  _ k
fi,j - uxxi,j u!/!/i,j'

Jako aproximaci Sobolevova gradientu V1.7 [ul(t, x, y) na siti @, X wj, budeme brat feSeni yfj ulohy

li s pravou stranou f* = —uf - u* . Néaslednym nahrazenim derivace na levé strang (2.33)
1] i,j YYi,j
konecnou diferenci ufi ;a diskretizaci okrajové a poc¢dte¢ni podminky obdrZime schéma
k+1 _ ok k -
Wi = Wi+ TVY;; Nar X wWh,
0 _
) = up, na wp, (3.3)
ufj =0 na ; X Owy,.
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V kazdém kroku tohoto schématu budeme yf.‘j pocitat aproximativné pomoci metody sdruzZenych
gradientd.

3.4.2 Allenova—Cahnova rovnice

Obdobné jako v pfedchozim piipadé vezmeme aproximaci pravé strany tlohy (2.35)) (kde pro nase tcely
bereme g(x) = 1) na siti @, X wy, jako feSeni yf.‘j ulohy 1b kde za pravou stranu budeme brét

1
k _ ok ko k0 ko ko
fl-’j— U ; = Uyy, 2 l-,j(l u[’j)(ul-’j 0.5),

coZ je aproximace L? gradientu
1
Vi Flul(t, x,y) = =0xuu(t, x, y) — Oyyu(t, x,y) — ?M(l, X y)(1 — u(t, x, y))(u(t, x,y) — 0.5)

funkcionalu (2.34) na siti @, X wy. Znovu ndhradou derivace na levé strané rovnice (2.35)) za kone¢nou
diferenci ufi ;a diskretizaci okrajové a pocatecni podminky se dostdvame ke schématu

k+1 _ k k -
uj = ui’j + TV’)/!.’J. na w; X wy,
0 _
ul.’j = u()l.‘j na wy, (3-9)
uf,‘j =0 na @; X dwy,.

Opét v kazdém kroku tohoto schématu budeme yf.‘j pocitat aproximativné pomoci metody sdruzenych
gradientt.
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Kapitola 4
Vypocetni vysledky

V této kapitole otestujeme odvozenda numerickd schémata z predchozi kapitoly na konkrétnich datech
pomoci vlastni implementace v jazyce Python. Nejdiive demonstrujeme souvislost Allenovy—Cahnovy
rovnice s pohybem podle stfedni kfivosti. Déle aplikujeme automaticky segmentacni model vychazejici
z Allenovy—Cahnovy rovnice na sérii snimkli z magnetické rezonance srdce, ur¢ime vyvoj objemu
srde¢ni komory a z ného ndsledné i ejekéni frakci (I.3). Nésledné budou na testovacich datech
demonstrovéany vlastnosti gradientnich tokd podle Sobolevova gradientu.

Snimky z magnetické rezonance srdce, které byly pouZity v této kapitole, byly poskytnuty Institutem
klinické a experimentdlni mediciny (IKEM) v Praze.

4.1 Allenova—-Cahnova rovnice

Zde si ukazeme feseni ulohy

1
o = Au+ ?u(l —u)(u—0.5)+ F|Vu| na (0,T)xQ,
WO, x,y) = Io(x, ) na Q, @.1
Onlt = 0 na (0,7)x90Q,

pomoci implementace diferen¢niho schématu (3.2)). Jako pocatecni podminku Iy bereme testovaci
obrazova data. Na obrazku miZeme pozorovat, Ze pisobenim Allenovy—Cahnovy rovnice dochdzi
k odstranéni drobnych rytin a rozdéleni obrazu na dvé oblasti s hodnotou u rovno 1 (¢ernd) a 0 (bil4) mezi
nimiz je tenkd pfechodova vrstva. Svoji vrstevnici s hodnotou 0.5 zadava feSeni u na této pfechodové
vrstvé uzaviené kiivky, které samy sebe neprotinaji. Ty, jak miZeme na obrazku vidét, se postupné
stahuji na konvexni a v kone¢ném case vymizi v bod€. Toto jsou pfesné vlastnosti pohybu podle stfedni
kiivosti popsané v [25] a [23]].

Na obrdzku[d.2lmiZeme pozorovat prudké odstranéni Sumu po&étecniho obrazu /y. Nédsledn& vidime
i vySe popsanou vlastnost Allenovy—Cahnovy rovnice a pohybu podle stfedni kiivosti. Na obrdzku [4.3|
je zase feSeni u(t, x, y) zobrazeno pro jednotliva ¢ jako graf. Je zde vice zfetelné rozdéleni na podoblasti
s hodnotami 1 a 0.
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(a) Iy (pocatecni podminka) (b)r=78x10"° (c)t=162x107

A an. A o A -
»‘ > >
- ‘ ‘
O ’ ‘ . ’ ’
/ .
’ ” - ” »
. .
i" >
— — -_—
‘: .. . - ’
(d) ¢ =8.04x 107 (e)t=1.602x 107 6 r=24x10"*
A e ® e o
o [ .
] . .
[ [ o
) )
S ”~ F 4 -
L 4 o o . >
— — —
(g)t=3204x10"* (h) t = 4.002 x 10~ (i)t=48x10"
Obrizek 4.1: Reseni rovnice ub pro parametry h = 600, T=6x1077,¢ = 800, = 0 a pocatecni
podminku vlevo nahote. Na jednotlivych obrazcich (b)-(i) vidime prubéh feSeni u(t, -, -) pro uvedena .

Funkce u(t, -, -) je na jednotlivych obrazcich reprezentovana jako bitmapa — obor hodnot je aproximovan
diskrétnim prostorem odstind Sedi.

\
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|8 7t

(a) Iy (poéate¢ni podminka) (b)t=24x10"° (c)t=42x10"°

=

(dr=6x10"° (e)t=1.86x107 (f) t = 2.004 x 10~*

(g)t =8.004x 107* (h)yr=32x1073 (i)t=58x1073

(G)t=1.08x 1072 k)t=152x1072 ) t=156x%x1072

1

Obrizek 4.2: Reseni rovnice |i pro parametry h = g5, 7 = 6 X 1077, & = W%o’ F = 0 a pocatecni
podminku vlevo nahote. Na jednotlivych obrazcich (b)-(1) vidime pribéh feseni u(t, -, -) pro uvedena .
Funkce u(t, -, -) je na jednotlivych obrazcich reprezentovdna jako bitmapa — obor hodnot je aproximovan
diskrétnim prostorem odstini Sedi. Od (a) do (e) miiZeme pozorovat prudké odstranéni Sumu. Od (e) do
(1) vidime postupné stahovéni ptivodniho ttvaru na konvexni a jeho staZzeni v konecném case do bodu.
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1.0 0.0

(©)t=126x107 (d)r=1.86%x107

Obrizek 4.3: ReSeni rovnice pro parametry h = 6%, T=6x10"7,¢ = ﬁ, F = 0 a pocatecni
podminku vlevo nahote. Na jednotlivych obrazcich (b)-(d) vidime pribéh feseni u(z, -,-) pro uvedend
t. Funkce u(t,-,-) je na jednotlivych obrdzcich reprezentovana jako graf. Na prvnim z nich je vidét
vysoka hustota zaSuméni (vice patrnéjsi nez v bitmapové reprezentaci). Od (a) do (d) miZeme pozorovat
prudké odstranéni Sumu a navySeni kontrastu. Na poslednim obrdzku je vidét graf sklddajici se z oblasti

s hodnotami 1, hodnotami 0 a z pfechodové vrstvy (imérné parametru &).
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4.2 Segmentacni model

Nyni aplikujeme segmentacni model

1 N
O = gglAu + Pvgg2 -Vu + ggz (.5_2 folu) + FIVuI) na (0,7)xQ, s
w0, xy) = uo(x, ) na Q, (42)
Opu(t, x,y) = 0 na (0,7)x0Q,

na sérii snimkd z magnetické rezonance srdce skladajici se z 8 fezl a 32 Casovych okamziki (celkem 256
snimki) pomoci diferenéniho schématu (3.4). Clen F volime jako (2.26)) a poate¢ni kiivku u prvniho
snimku nastavujeme ru¢né ve tvaru (2.27)). Zastavovaci kritérium (2.28)) spliiujeme diskrétné jako

1
- E |u].‘+.1 —uf .|h2 <C.
ij ij
T 4=
ij

Volbu néasledujicich pocatecnich kiivek provadime automaticky tak, jak bylo popsdno v druhé kapitole.
Pro vSech 256 snimkd byly shodné vybrany parametry

1
7=2x10"% 2, =0, 1, =0.002, F =200, P =15, thr=0,4, h= T8’ C=0.1a¢é¢=15h

Volba 4; = 0 vyplynula z chovani zndzornéného na obrizku Nenulovy parametr A; zptsoboval

TR

skrz difuzni €len oscilaci u hran srde¢ni komory, ¢imz dochdzelo k rozsifeni segmentacni oblasti mimo
komoru. Tento problém Sel potlacit vy$$sim vyhlazenim vstupniho obrazku. To ale snizovalo lokalizaci,
a proto jsme pristoupili k zvoleni riznych parametrii A v hranovych detektorech u jinych ¢lenti rovnice.

Vstupni obrazek Iy byl vzdy pfedzpracovan pomoci Peronovy—Malikovy rovnice (2.2). K jejimu
feSeni jsme pouZili implementaci vytvorenou v ramci prace [43]], kde jsme algoritmicky volili parametr
A v kazdém kroku k jako

A = min {/liniak, Amax}.

Pro vSechny snimky jsme pro pfedzpracovani Peronovou—Malikovou rovnici volili veSkeré parametry
stejné a to

T=3x107,71=6x107% 2;,; =0.02, a=1.1, dpar =1, 0 =0.005a h = 1%
Na obrazku miZeme vidét vyvoj ruéné volené pocateCni segmentacni oblasti (kfivky) u prvniho
snimku v sérii. Zastavovaci kritérium zde dobfe zafungovalo. U obrdzku (#.6) pozorujeme to samé, akort
zde uZ byla pocatedni kfivka volena automaticky. Jeji pfesah do ¢erné oblasti diky volb& £ nezplisobil
potize. Na obrdzku miZeme vidét findlni segmentace fezu 06 v riznych Casech srdecniho cyklu.
Ze segmentace celé série jsme pak urcili vyvoj objemu levé komory béhem srde¢niho cyklu (viz graf
na obrazku a z ného EDV a ESV. Z téchto veli¢in jsme pak pro danou sérii snimki urcili ejekcni
frakci dle vzorce jako EF = 29.3 %. Na obrdzcich 4.9 a[4.10| pak miZeme vidét segmentace viech
fezd v Casech 04 a 13 srde¢niho cyklu odpovidajici popofadé EDV a ESV.
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(@) A, = A, = 0.004

(b) A1 = 0, 1, = 0.004

Obrazek 4.4: Vliv volby parametru A na segmentaci. Ostatni nastaveni parametrti byla pro oba snimky
zvolena stejné.
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(Q)t=0 (c)t=5.02x10"*

(dr=9x10 (e)t=19x1073 ()t =2.402x 1073

()1 =3.202x 1073 (h) £ = 3.502 x 1073 (i)t =3.802 % 1073

Obrazek 4.5: Na snimcich (a)-(i) miZeme vidét vyvoj segmentacni kivky dany parametrem ¢ u fezu 02
v &ase 00 srdecniho cyklu. Pro ¢t = 3.802 x 1073 doglo ke splnéni zastavovaciho kritéria.
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(e)t=4.02x 107 (f)t=5.02x10"*

(gt=6x107* (hyt=7x10"* () r=8x107*

Obrazek 4.6: Na snimcich (a)-(i) miZeme vidét vyvoj segmentacni kiivky dany parametrem ¢ u fezu 06
v &ase 00 srdedniho cyklu. Pro t = 8 x 107 doslo ke splnéni zastavovaciho kritéria.
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(a) cas 00 (b) ¢as 01 (c) cas 02

(d) ¢as 03 (e) cas 04 (f) Cas 05

(g) ¢as 06 (h) cas 07 (1) cas 08

Obrazek 4.7: Na snimcich (a)-(i) miZzeme vidét segmentace fezu 06 v riznych okamZicich srde¢niho
cyklu.
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135 +

130 +

125 +

120 +

VIml]

115 1

110 +

105

100 A

95 A

0 5 10 15 20 25 30
time

Obrazek 4.8: Vyvoj objemu levé srde¢ni komory uréeny ze segmentaci 256 snimku. Ejekéni frakce byla
stanovena na EF = 29.3 %.
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(a) fez 02 (b) fez 03

(c) ez 04 (d) fez 05

(e) rez 06 (f) frez 07

(h) rez 09

(g) fez 08 53

Obrazek 4.9: Segmentovana levd srdecni komora v ¢ase 04 srdecniho cyklu odpovidajici EDV.



(a) fez 02 (b) fez 03

(c)tez 04 (d) fez 05

(e) rez 06 (f) frez 07

(h) rez 09

(g) fez 08
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Obrézek 4.10: Segmentovand leva srdecni komora v ¢ase 13 srdecniho cyklu odpovidajici ESV.



4.3 Sobolevova difuze

Nyni si ukdaZeme numerické feSeni tlohy

du = v(l—aA)'(-Au) na (0,T)xQ,
ult:() = Io na Q, (43)
usq = 0 na (0,7),

za pomoci implementace vySe uvedeného schématu (3.8). Pfi pouZiti metody sdruZenych gradientd
feSime iteracné linedrni soustavu Ax = b. V kazdém kroku tohoto algoritmu mame odhad feSeni X.
Pro ngj je ddno reziduum jako r = b — AX = A(x — X). Pro &, > 0 budeme metodu sdruZenych zastavovat
pfi splnéni kritéria

1212

Na obrézcich {11} [4.12] [4.13] .14] jsou pro danou pocéteéni podminku I, v = —1 a uvedené nastaveni
zbylych parametr( zobrazeny vyvoje feSeni u(t, x, y) pro postupné se zmensujici hodnoty o = 0.1, 0.01,
0.001, 0.0001. Na obrédzcich 4.15] a[4.16] jsou zobrazeny fezy zminénych feSeni. Pii vyssich hodnotdch
a je v u(t, x,y) mozné pozorovat uréité zachovani neregularity poc¢ateéni podminky /. Naopak pro niZsi
hodnoty a se rovnice (4.3) chovd vice jako difuzni rovnice a nespojitosti jsou vice rozmazény.

Na obrézcich |4.17] miZeme vidét chovani feSeni rovnice s uvedenym nastavenim
parametrii pro v = 1 ['| Po&ite¢ni podminky Iy zde byly voleny jako feSeni rovnice se stejnymi
parametry, ale pro v = —1 a podteéni podminky z obrazkd Tyto po&ateéni podminky
z obrazki se podafilo v obou pifpadech pfiblizné reprodukovat. Na zdklad& této vlastnosti
rovnice (#.3) pro v = 1 byl v préci [12] navrZzen model zaostfeni obrazu. Na obréazcich {.19] a [4.20]
miiZeme vidét piiklady tohoto zaostfeni obrazu pfimo pomoci rovnice (.3).

Ecg- “4.4)

'V feti gradientnich toki jde tedy o gradientni vystup. Ten je v piipadé L? gradientu, jak jiz bylo feceno diive, $patné
podminéna udloha.
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L &

(a) Ip (pocatecni podminka) (b)t=3x107?

Il

(c)t=5x%x1072 (dr=1x107"

Obrazek 4.11: Reseni rovnice 1) pro parametry h = ﬁ, T=25x10%,a=0.1,v=—1, Ecg = 1X 1074
a pocatecni podminku na obrazku (a). Na jednotlivych obrazcich (b)-(d) vidime pribéh feseni u(z, -, -) pro
uvedena .
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(a) Ip (pocatecni podminka) (b)t=3x10"3

(c)t=5x%x1073 (dr=1x1072

Obrazek 4.12: ReSeni rovnice Qi pro parametry h = 400, T=25x10% a=001,v = -1, Ecg =
I1x10*a pocatecni podminku na obrazku (a). Na jednotlivych obrazcich (b)-(d) vidime pribéh feseni
u(t, -, -) pro uvedena t.
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(a) Ip (pocatecni podminka) (b)tr=3x10"

\ \\

'1 1§

L |

N

[ Jl

(c)t=5x%x10"* (dr=1x1073

Obrazek 4.13: Reseni rovnice li pro parametry h = 4%, T =25%x107,a = 0.001, v = —1,
Eeqg = 1 X 10~* a po&atecni podminku na obrazku (a). Na jednotlivych obrazcich (b)-(d) vidime priibéh

reSeni u(t, -, -) pro uvedena t.
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(a) Ip (pocétecni podminka) (b)yr=3x10"
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;
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‘\\*'

u\\\

()r=5x10"* (dr=1x1073

Obrazek 4.14: ReSeni rovnice 1| pro parametry h = ﬁ, 7 =25x%x107, a = 0.0001,v = -1
a pocatecni podminku na obrdzku (a). Na jednotlivych obrazcich (b)-(d) vidime pribéh

Eog = 1 x 1074
reSenf u(t, -, -) pro uvedena t.
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1.0 '_1 " —— pocatecni podminka
] — t=0.01
g — t=10.03
' 'j — t=0.05
— t=0.07
n — t=0.1
o
5 0.41
0.21
0.01 — e g
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X
(@) a = 0.1,
1.0 ] " —— pocatecni podminka
] — t=0.001
— t=0.003
0.8 h — t=10.005
) —— t=0.007
1) — t=0.01
2 A [
X
504
0.21 L
/ — &
0.0 —
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X
(b) @ = 0.01

Obrézek 4.15: Rezy feseni rovnice li vy = 0.5 pro parametry h = ﬁ, T=25x10% v = -1
a &,y =1x107* pro uvedend @ a 1.
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1.0 :} - % —— pocatecni podminka
q /\ — t=0.0001
— t=0.0003
0.8 ) ﬁ —— t=0.0005
@ m — t=0.0007
A —— t=0.001
o
X
50.4
- v
0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X
(a) @ = 0.001
1.0 pocatecni podminka
t =0.0001
08 t =0.0003
) t = 0.0005
t = 0.0007
Lq t = 0.001
o
X
504
0.2
0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X
(b) @ = 0.0001

Obrizek 4.16: Rezy feSeni rovnice 1D vy = 0.5 pro parametry h = ﬁ, T=25x10"% v = -1
ag,y =1x107* prouvedend @ a t.

61



(a) Iy (po&ateéni podminka) (b)r=3x10"3

5 4

I8

() t=5x1073 (d)t=1x1072

Obrizek 4.17: Reseni rovnice pro parametry h = 4%, T=25x10"%a=001,v=1, Ecqg = 1X 1074
a pocdte¢ni podminku na obrézku (a). Pocate¢ni podminka Iy je zde volena jako feSeni rovnice (.3) pro
t=1x 1072, v = —1 (gradientn{ sestup) a ostatni parametry stejné jako vyse. Na jednotlivych obrazcich
(b)-(d) vidime prubéh feSeni u(t,-,-) pro uvedend f. Oto¢enim znaménka v se podafilo reprodukovat
pocdteni podminku z obrdzku [4.12]
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(a) Iy (po&ate¢ni podminka) b)r=15x10"3

) m{
\w‘ \\\\ S| I
M ‘ .0 a I .0

i ‘ |
xl\\‘ ‘h

i}
m\

(dr=5x10"3

(©)t=35x10"3

Obrizek 4.18: Reseni rovnice li pro parametry i = ﬁ, T=25%x1073,a=0.001,v =1, Ecg = 1x1074
a pocdte¢ni podminku na obrizku (a). PoCate¢ni podminka Iy je zde volena jako feSeni rovnice (&.3)

prot = 5x 1073, v = —1 (gradientni sestup) a ostatni parametry stejné jako vySe. Na jednotlivych
obrazcich (b)-(d) vidime pribéh feseni u(z, -, -) pro uvedena ¢. OtoCenim znaménka v se podafrilo priblizné

reprodukovat po¢dtecni podminku z obrdzku .13
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(©)t=14x107 (dr=2x107
Obrazek 4.19: ReSeni rovnice pro parametry h = ﬁ, T = %O x 107 @ = 1x107°, v = 1,
&cy = 0.0001 a pocdte¢ni podminku na obrazku (b). PoCdte¢ni podminka /o byla volena jako obrazek (a)
rozmazany pomoci rovnice vedeni tepla (¢ = 0, v = -1, =1 X 1073). Na obrdzcich (c) a (d) vidime
feSeni u(t, -, ) pro uvedena t. Funkce u(t, -, -) je na jednotlivych obrazcich reprezentovana jako bitmapa —
obor hodnot je aproximovan diskrétnim prostorem odstind Sedi.
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-

() r=14x10"* (dr=2x10"

Obrazek 4.20: Reseni rovnice pro parametry i = ﬁ, T= %OXIO_6, a =0.0001,v =1, &4 = 0.0001
a poc¢éiteni podminku na obrazku (b). Pocatecni podminka Iy byla volena jako obrdzek (a) rozmazany
pomoci rovnice vedeni tepla (¢ =0, v = -1, =1X 1073). Na obrézcich (c) a (d) vidime feSeni u(z, -, -)
pro uvedend t. Funkce u(t, -, -) je na jednotlivych obrézcich reprezentovédna jako bitmapa — obor hodnot
je aproximovan diskrétnim prostorem odstint Sedi.
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4.4 Sobolevova Allenova—Cahnova rovnice

Nakonec si v této praci ukdZeme chovani numerickych feseni dilohy

ou = v(1—aA)™! (—Au - é}—z fo(u)) na (0,7)xQ,
ul=o = uo na Q, 4.5)
upa = 0 na (0,7),
pomoci implementace schématu (3.9). Konkrétné tato feSeni budeme zkoumat na vrstevnici
1
L) =4 [xyl € Qfult,x.y) = 5
pro pocatecni kfivky dané pomoci pocatecni podminky ug jako
1
To =[xyl € Qfuo(xy) = 5 ¢.
Zastavovaci kritérium pro metodu sdruzenych gradientt zde bylo opét voleno jako (4.4).
Pro pocate¢ni podminku uy danou predpisem
1 pro f(x—-0.5,y —0.5) > 1,
up(x,y) =4 f(x-05,4y—-0.5) pro0< f(x—-0.5y—0.5) < 1, (4.6)
0 pro f(x—0.5,y —0.5) <0,

kde
fO,y) =409 - |x+yl—|x—yl),

muZeme na obrazcich 4.21] 4.22] |4.23] 4.24] a |4.25| pozorovat chovani vrstevnic I'(#) pro postupné se
zmenSujici hodnoty a = 1, 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001 a zjemiujici se vypocetni sit'’. Pro vys§i hodnoty «
miZzeme obdobné jako u Sobolevovy difuze pozorovat jisté zachovani neregularity pocatecni kiivky. Pro
nizsi hodnoty tohoto parametru se zase vyvoj feSeni vice bliZi pohybu podle stfedni kfivosti — kiivky ['(¢)
jsou vice hladké i pro mald z. Toto je nejvice patrné na obrazku {.25(a).

Na obrdzcich a miZeme vidét pro dané parametry feSeni u dlohy ve zpétném
sméru (v = 1). Pro né&j byla pocate¢ni podminka ug volena jako feSeni tlohy (4.5) v dopfedném sméru
(v = —=1). Timto zpisobem se podafilo reprodukovat pocate¢ni podminku dlohy v dopfedném sméru
jako feseni dlohy ve zpétném sméru. Na obrazku .28 jsou tyto vysledky pro vétsi mnoZstvi hodnot ¢
znazornény pomoci vrstevnic (kfivek) I'(¢7) prislusejicich fesenim u(t, -, ).
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pocatecni krivka —— pocatecni krivka
m =50 —— m =50

m = 100 — m =100

m = 200 — m =200

(@t=0.1 (b)yr=0.2

—— pocatecni kfivka —— pocatecni krivka
—— m=50 — m=2>50

—— m =100 — m =100

— m=200 — m =200

_ .

©t=03 (dr=04
Obrézek 4.21: Na obrézcich (a) az (d) jsou pro uvedend  a parametry h = 1, 7 = 0.1h, & = 0.04, a = 1,

v=-1&4=1Xx 1074 zobrazeny vrstevnice I'(¢) feSeni u(t, -, -) rovnice lb pro rizné jemnosti sité
dané parametrem m. Pocdte¢ni kfivka I'y je zde ddna po¢dtecni podminkou (#.6).
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pocatecni kfivka —— pocatedni krivka
m = 50 —— m=150

m = 100 ‘ — m =100

m = 200 — m =200

)

(a)r=0.01 (b) r=0.02

—— pocatecni krivka —— pocatecni kfivka
—— m=050 —— m=2>50

—— m =100 — m =100

— m =200 — m =200

- _

(c)t=0.03 (d)r=0.04
Obrazek 4.22: Na obréazcich (a) az (d) jsou pro uvedend f a parametry / = %, 7=0.1h,6 =0.04,0 =0.1,
v=-1g4=1x 1074 zobrazeny vrstevnice ['(¢) feSeni u(t, -, -) rovnice |i pro rtizné jemnosti sité

dané parametrem m. Pocdte¢ni kfivka I'y je zde ddna po¢dtecni podminkou (#.6).
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_

—— pocatecni krivka
—— m=50

— m =100

—— m =200

(a)t=0.01

—— pocatecni kfivka
— m=1>50

—— m =100

— m =200

(c)t=0.03

~
_

—— pocatecni krivka
—— m=50

— m =100

— m =200

(b) r=0.02

pocatecni krivka
m =50

m = 100
m = 200

(d)r=0.04

Obrazek 4.23: Na obrézcich (a) aZ (d) jsou pro uvedend ¢ a parametry h = %, T = 0.1k, € = 0.04,
a=001v=-1&4 =1x 107 zobrazeny vrstevnice I'(¢) feSeni u(z, -, -) rovnice 1) pro rizné
jemnosti sité¢ dané parametrem m. Pocatecni kiivka Iy je zde dana pocatecni podminkou @
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—— pocatecni krivka
—— m=50

— m =100

—— m =200

(a)r=0.01

pocatecni krivka
m = 50

m = 100
m = 200

(c)t=0.03

pocatedni krivka
m = 50

m = 100
m = 200

(b) r=0.02

pocatecni kfivka
m =50

m = 100

m=

(d)r=0.04

Obrazek 4.24: Na obrézcich (a) aZ (d) jsou pro uvedend ¢ a parametry h = %, T = 0.1k, € = 0.04,
a=000L,v=-1,gy = 1x 107 zobrazeny vrstevnice I'(¢) feSeni u(t, -, -) rovnice 1| pro rtizné
jemnosti sité¢ dané parametrem m. Pocatecni kiivka Iy je zde dana pocatecni podminkou @
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pocatecni krivka pocatecni krivka

: m =50 m =50
— m=100 m = 100
—— m =200 m =200
(a)t=0.001 (b) t = 0.005
—— pocatecni kfivka pocatecni krivka
—— m=50 m = 50
—— m=100 m = 100
—— m=200 m = 200
(c)t=0.01 (d)r=0.05
Obrazek 4.25: Na obrdzcich (a) aZ (d) jsou pro uvedend ¢ a parametry s = %, T=1x10"%h, £ = 0.04,
a = 0.0001,v = -1, &4 = 1 X 1074 zobrazeny vrstevnice ['(¢) feSeni u(t, -, -) rovnice 1| pro rtizné

jemnosti sité dané parametrem m. Po¢dtecni kfivka I'y je zde ddna pocdtetnf podminkou (&.6).
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it 70 7

(a) uo (b)t=0.001,v =1 ()t =0002,v=-1
(d) uo ()t =0001,v=1 )¢ =0002,v =1

Obrizek 4.26: Reseni rovnice |i pro parametry h = ﬁ, T = % x 1076, & = 0.01, « = 0.001,
&g = 1 X 1076 a piislu$né uvedené pocateéni podminky ug. Na obrazcich (b) a (c) jsou pro po&atedni
podminku na obrdzku (a) uvedeny feSeni u(t, -, -) v dopfedném sméru (v = —1). Na obrdzcich (e) a (f) jsou
zase pro pocatecni podminku na obrdzku (d) uvedeny feSeni u(t, -, -) ve zpétném sméru (v = 1), pfiCemz
tato pocatecni podminka na obrazku (d) je shodna s feSenim na obrdzku (c). Timto otoenim znaménka
V rovnici se podafilo na obrazku (f) reprodukovat ptivodni pocatecni podminku uy z obrazku (a).
Funkce u(t, -, -) je na jednotlivych obrazcich reprezentovdna jako bitmapa — obor hodnot je aproximovan
diskrétnim prostorem odstind Sedi.
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70 70 |

(a) uo (b) t = 0.0005, v = —1 (c)t=0.001,v=-1
() uo (e) t = 0.0005, v = 1 )¢t =0001,v=1

Obrazek 4.27: ReSeni rovnice lb pro parametry h = ﬁ, T = %) x 1070, & = 0.01, « = 0.0001,
Ecg = 1 X 1076 a piislu$né uvedené pocateéni podminky ug. Na obrizcich (b) a (c) jsou pro po&atedni
podminku na obrdzku (a) uvedeny feSeni u(t, -, -) v dopfedném sméru (v = —1). Na obrdzcich (e) a (f) jsou
zase pro pocatecni podminku na obrazku (d) uvedeny feseni u(z, -, -) ve zpé€tném sméru (v = 1), pfi¢emz
tato pocatecni podminka na obrazku (d) je shodnd s feSenim na obrazku (c). Timto otoenim znaménka
V rovnici se podafilo na obrazku (f) reprodukovat ptivodni pocatecni podminku uy z obrazku (a).
Funkce u(t, -, -) je na jednotlivych obrdzcich reprezentovana jako bitmapa — obor hodnot je aproximovan
diskrétnim prostorem odstina Sedi.
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—fpoééte(zni krivka
~—— t=0.0002

— t=0.0006

| t=0.001

— t=0.0014

—— t=0.0018

|
— t=0.002

— pocatecni krivka
— t=10.0001
— t=0.0003

t =0.0005

—— t=0.0007

— t=10.0009

() @ =0.0001,v =-1

—— pocatecni kivka
—— t=0.0002

—— t = 0.0006

— t=10.001

— t=0.0014

—|~ t = 0.0018

— t=0.002

— pocatecni krivka
—; t = 0.0001
— t=0.0003
— t=10.0005
— t=0.0007
— t=0.0009

(d)a=0.0001,v=1

Obrazek 4.28: Na obrazcich (a) az (d) jsou pro parametry h = ﬁ, T = % x 1076, ¢ = 0.01, &g =
1x10°° zobrazeny vrstevnice I'(¢) feSeni u(t, -, -) rovnice (4.5). Situace na obrizcich (a), (b) odpovidaji
pro piislusna v feSenim na obrazku a situace na obrazcich (c), (d) zase odpovidaji pro piislusna v

feSenim na obrdzku @
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Zaver

Utelem této préce bylo ziskat povédomi o novych znalostech v oblasti zpracovani digitdlniho obrazu
s dirazem na difuzni procesy, prozkoumat souvislost Allenovy—Cahnovy rovnice s gradietnimi toky,
sezndmit se s trendy zkoumajici tzv. Sobolevovy gradienty, pouZit metody pokrocilé matematické
analyzy pro prozkoumani vlastnosti Allenovy—Cahnovy rovnice a na zdkladé ziskanych znalosti pouZit
numerické feSeni Allenovy—Cahnovy rovnice pro rozvoj algoritmi pro geometrické zpracovani obrazu
s aplikaci na obrazova data ziskand z medicinské praxe.

Prvni kapitolu jsme vénovali stru¢nému piehledu o postupech pfi zpracovani digitdlniho obrazu
a nizvoslovi tykajici se dat z magnetické rezonance srdce. V dalsi kapitole jsme nejdiive uvedli linedrn{
parcidlni diferencidln{ rovnici difuze, jeZ je (v riznych variacich) nejvice pouzivany model ve zpracovani
obrazu. Déle jsme se vénovali regularizované verzi Peronovy—Malikovy rovnice, kterd mize slouZit
jako hrany zachovavajici filtr Sumu. Nésledné jsme se zaméfili na Allenovu—Cahnovu rovnici. Pomoci
asymptotické analyzy jsme ukdzali nékteré jeji vlastnosti véetné souvislosti s pohybem kiivek podle
(stiedni) kiivosti. Dédle jsme uvedli segmentacni model vychézejici ze zminéné rovnice a volbu jeho
parametrii s ohledem na konkrétni obrazova data z magnetické rezonance. Nésledné jsme za pomoci
pojmi z varianiho poctu uvedli definici gradientniho toku a Sobolevova gradientu. Ukézali jsme, Ze
nekteré uvedené evoluéni diferencidlni rovnice jsou gradientnimi toky podle standardniho gradientu
v L? piislusnych funkciondld a pro dané funkciondly jsme uvedli i gradientni toky podle definovaného
Sobolevova gradientu.

Ve tfeti kapitole jsme pomoci kone¢nych diferenci odvodili numerickd schémata pro aproximativni
reseni Allenovy—Cahnovy rovnice, jeji modifikace uréené k segmentaci obrazu a gradientnich toki podle
Sobolevova gradientu. V posledni kapitole jsme tato diferencni schémata aplikovali na testovaci i redlna
data. Nejprve jsme pomoci aplikace Allenovy—Cahnovy rovnice na testovaci data demonstrovali jeji
vlastnosti. Nasledné jsme aplikovali zminény segmentacni model na sérii snimkt z magnetické rezonance
v automatickém reZimu tak, jak bylo popsano v druhé kapitole. VSech 256 snimkl se nidm timto
zptisobem povedlo segmentovat. Vysledné informace o segmentovanych oblastech pak byly vyuzity
k urceni vyvoje objemu levé srdecni komory béhem srde¢niho cyklu. Nésledné byly uréeny EDV, ESV
a z nich ejekéni frakce. Nakonec byly prozkoumdny vlastnosti Sobolevovy difuze (2.33) a Sobolevovy
Allenovy—Cahnovy rovnice (2.35)) aplikaci na testovaci a obrazova data.
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