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Ndzev prdce:
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Abstrakt: Cilem této prace je odvodit a implementovat vhodnou optimaliza¢ni metodu pro re-
konstrukci proudéni z naméfenych makroskopickych veli€in, jmenovité hustoty a rychlosti te-
kutiny. V této préci je fidicim parametrem zvolen rychlostni profil z Dirichletovy okrajové pod-
minky na vstupu do domény s tekutinou. K simulaci proudéni tekutiny je vyuZita miizkova
Boltzmannova metoda (LBM) a k optimalizaci je vzhledem k velkému poctu optimalizacnich
parametrd pouzita adjungovand metoda. Po odvozeni adjungované metody k LBM (ALBM)
je predstavena interpretace vysledné dlohy pro paralelni programovani. Implementace je poté
uspésné otestovdna na ulohdch proudéni tekutiny v kavité pohanéné vikem. Price déle pouka-
zuje na vyhody a nevyhody pouziti ALBM a poskytuje rdmec pro budouci vyuziti ALBM pro
jiné fidici parametry.

Klicovd slova: adjungovand metoda, miiZkova Boltzmannova metoda, optimalizaéni metoda,
3D simulace proudéni tekutiny

Title:

Optimization of flow using the lattice Boltzmann method

Author: Bc. Bofivoj Kronowetter

Abstract: The aim of this work is to derive and implement a suitable optimization method for
flow reconstruction from measured macroscopic quantities, namely fluid density and velocity.
In this work, the decision parameter is chosen as the velocity profile from the Dirichlet boundary
condition at the fluid domain inlet. The lattice Boltzmann method (LBM) is used for fluid flow
simulation, and due to the large number of decision parameters, the adjoint method is employed
for optimization. After deriving the adjoint method for LBM (ALBM), an interpretation of the
resulting problem is presented for parallel programming. The implementation is then success-
fully tested on lid-driven cavity flow problems. The work further highlights the advantages and
disadvantages of using ALBM and provides a framework for future work on applying ALBM
to other decision parameters.

Key words: adjoint method, lattice Boltzmann method, optimization method, 3D fluid flow
simulation
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Uvod

Tato diplomova prace se zabyva optimalizaci proudéni tekutin pomoci adjungované metody (z
angl. ,,adjoint method*) pro rekonstrukci proudéni krve v cévich z naméfenych dat. Predpo-
kladame, Ze krev se ve vétSich cévach chova jako Newtonovska kapalina. Tento fakt umozni
simulovéni proudéni krve pomoci miizkové Boltzmannovy metody. Proudéni krve v krevnim
reCisti 1ze méfit pomoci magnetické rezonance, kterd ma ale v dnesni dobé pfili§ hrubé roz-
liSeni na podrobnou analyzu proudéni krve. Existuje proto zdjem rekonstruovat proudéni po-
moci vypocetnich metod. V nékterych pripadech, kdy nezndme vSechny parametry potrebné k
rekonstrukci proudéni, 1ze pouzit optimalizacnich metod k pfibliZzeni se k naméfenym datim
vypocetnimi metodami.

Mrfizkova Boltzmannova metoda je pomérné nova vypocetni metoda pro aproximaci feseni
proudéni tekutin. Metoda je Casové explicitni a umoZniuje paralelizaci vypocti v kazdém uzlu
vypocetni miizky. V kapitole 1 bude predstaven matematicky popis tekutin a role miizkové
Boltzmannovy metody ve vypocetni dynamice tekutin (CFD z angl. ,,computational fluid dyna-
mics®).

Adjungovana metoda je optimaliza¢ni metoda pouZivand v minimalizacnich dlohach s vaz-
bou. Minimaliza¢ni dlohu formulujeme v kapitole 2 a vazbu definujeme jako mfiZkovou Bol-
tzmannovu rovnici. Hlavnim zdmérem adjungované metody je vyuZit znalosti vazby minima-
liza¢ni dlohy k vynulovani vypocetn¢ narocnych ¢lend gradientu, kterym upravujeme pomoci
metody gradientniho sestupu fidici parametry. V této praci byl za fidici parametr zvolen rych-
lostni profil zadany Dirichletovou okrajovou podminkou na vstupu do domény s tekutinou.
JelikoZ se fidici parametr nachdzi na hranici domény, muselo byt vyuzito tzv. ,.first discretize,
then optimize* ptistupu, viz [14, 19, 20]. V tomto pfistupu adjungovanou metodou ziskdvame
soustavu linedrnich rovnic, které jsou odvozeny v kapitole 3. Soustavu se vyplati fesit podob-
nym algoritmem jako samotnou miizkovou Boltzmannovu metodu, ktery je predstaven ve stejné
kapitole.

V kapitole 4 budou diskutovany vyhody a nevyhody adjungované metody k mfiZzkové Bolt-
zmannovéeé metodé a implementace adjungované metody, o kterou byl v této praci rozsiten kod
TNL-LBM vyvijeny na katedfe matematiky na FJFI CVUT v Praze, viz [16]. Tato implementace
vyuZziva paralelizace vypocti jak v miizkové Boltzmannoveé metodg, tak v adjungované metodé,
a tim vyrazné zmensuje vypocetni Casy oproti predchozi implementaci v praci [20].

Adjungovand metoda k miizkové Boltzmannové metodé bude otestovana na nékolika jed-
noduchych tlohach v kapitole 5. V této kapitole budou také nalezeny limity metody, co se
vlastnosti simulovaného systému tyce.



Kapitola 1

Mrizkova Boltzmannova metoda

1.1 Matematicky popis proudéni tekutin

Proudéni tekutin popisuji na makroskopické trovni Navierovy-Stokesovy rovnice, viz [22].
V makroskopickém popisu povazujeme tekutinu za spojité prostiedi, které nevykazuje nékteré
Casticové vlastnosti tekutiny. Popis tekutiny pomoci interakci jednotlivych Castic tekutiny se
nazyva mikroskopicky popis, viz [22].

Uvazujme izolovany, izotermdlni systém bez zdroju. Oznacme vypocetni prostor jako Q
s hranici I'. Navierovy-Stokesovy rovnice pro tento systém v konzervativnim tvaru jsou potom

0p+V-(ou) = OnaQ, (1.1)
d,(pu) +V - (puu”) +Vp = V-T+panaQ, (1.2)

kde p [kgm~] je objemova hustota tekutiny, p [kg m~'s2] tlak tekutiny, # [ms~'] makrosko-
pick4 rychlost tekutiny, T [kg m~'s72] dynamicky tenzor napéti a a [ms~2] je zrychleni zptiso-
bené vnéjsimi silami ptisobicimi na tekutinu, viz [11].

Pocatecni podminkou pro tento systém parcidlnich diferencidlnich rovnic nastavujeme jako
Pli=o = po a uli=o = uy.

Déle bychom méli uvést okrajovou podminku. Tou mtze byt napiiklad Dirichletova okra-
jovéa podminka pro rychlost ve tvaru u|r = 0, kterd rekonstruuje hranici s rigidni pevnou latkou,
na které nedochdzi ke skluzu ¢éstic tekutiny. Pokud se navic pevnd latka pohybuje rychlosti
u;,, potom pouzivime Dirichletovu okrajovou podminku u|r = u;,. Pozdéji v této praci budeme
fesit tzv. ulohu kavity pohdnéné vikem. Schéma domény s hranici I', rozdélenou pro tuto tlohu
na nékolik ¢asti, mizeme vidét na obrazku 1.1. Detailnéji se této tiloze vénuje kapitola 5.1.

Jednou z charakteristickych veli€in popisujici proudéni tekutin je tzv. Reynoldsovo Cislo Re
popsané v [28]. To vypocitadme ze vztahu

L
Re = —, (1.3)

v
kde u [m s™'] je rychlost tekutiny, L [m] je charakteristickd délka (napf. $itka kandlu) a v [m? s™!]
je kinematicka viskozita tekutiny. Kinematickou viskozitu v Ize ziskat vypoctem z dynamické
viskozity, kterd se mimo jiné vyskytuje v dynamickém tenzoru napéti z rovnice (1.2), pomoci
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Obrazek 1.1: Schéma domény Q v tloze kavity pohdnéné vikem. Jako I'; je oznacend modra
¢ast hranice, kterd tvoii viko pohybujici se pfedepsanou rychlosti, I'; je rigidni pevnd latka, na
které nedochazi ke skluzu.

vztahu v = %, viz [11]. Reynoldsovo Cislo se Casto pouziva ve vypocetni dynamice tekutin jako
charakteristickd veli¢ina popisujici prechod od laminarnitho proudéni k turbulentnimu, ke kte-
rému obecné dochdzi jen pro dostatecné velkd Reynoldsova Cisla. V ptipadé proudéni v kavité
pohanéné vikem se miiZeme podivat na numerickou aproximaci feSeni pro riznd Reynoldsova
¢isla pomoci metody kone¢nych prvkl napt. v [31].

1.2 Kineticka teorie

V mezoskopickém popisu se tekutina nepopisuje makroskopickymi veli¢inami z kapitoly 1.1,
ani mikroskopickym popisem fyzikdlnich interakci Castic tekutiny, ale tzv. ¢asticovou distri-
bu¢ni funkci f = f(x,&,1). Distribuéni funkce f : Q Xx 2 x R — R [kgs’m~°] reprezentuje
hustotu rozdé&leni ¢astic tekutiny v bodé x € Q ¢ R? [m] s mikroskopickou rychlosti £ € = = R?
[ms™']avdasereR[s].

Z momentu distribu¢ni funkce f 1ze rekonstruovat makroskopické veliciny jako hmotnostni
hustotu p a makroskopickou rychlost # nasledujicim zplisobem:

px.t) = f F (6.1 dE, (1.4)

p (e, D) (3,1 f F (. 6,1) £E, (1.5)

viz [22].
Rovnici popisujici vyvoj distribu¢ni funkce f v Case Ize ziskat snadno jako

af _ofdi orax ofde

= == 1.6
dt Otrdt oOxdr 0& dt (1.6)



k|1 2 3 4 5 6 7 8 9
glo 1 0 -1 0 1 -1 -1 1
glo 0o 1 0 -1 1 S

4 1 1 1 1 1 1 1 1
Wels5 5 5 5 5 3% 36 3% 3%

Tabulka 1.1: Slozky rychlosti &, pro vSechny k € {1,...,9} a odpovidajici vahy wy v rychlostnim
modelu D2Q9.

kde =1, ‘é’t‘ & a = 1F viz [22]. Celkové tedy pii typickém oznaceni ¢lenu & Jako cf)
méme 6f Hf 1 8f
CH =5 +555 § (1.7)

Rovnice (1.7) se nazyva Boltzmannova transportni rovnice a €len C(f) se nazyva kolizni operd-
tor. Kolizni operdtor reprezentuje lokalni zménu distribucni funkce f po kolizich ¢astic tekutiny,
vice napiiklad v [11, 22]. Zde nachdzime vyhodu mezoskopického popisu tekutiny — distribu¢ni
funkce ma vztah k makroskopickym veli¢indm dany rovnicemi (1.4) a (1.5) a kolizni operator
(1.7) popisuje interakce na drovni ¢astic tekutiny. Mezoskopicky popis tekutiny tedy kombinuje
oba pfistupy.

Pokud navic poZadujeme po Boltzmannové transportni rovnici (1.7) splnéni zdkonu zacho-
vani hmotnosti, zdkonu zachovani hybnosti a zdkonu zachovani celkové energie, miZeme pro
kolizni operétor C(f) odvodit ndsledujici podminky:

ﬁ C(Hde = o, (1.8)
ﬁ C(HEdE = 0, (1.9)
ﬁ C(HIEPde = o, (1.10)

viz [22].
V numerické implementaci se pouZivaji riizné aproximace kolizniho operédtoru. Nékteré tyto
aproximace jsou detailnéji popsany v kapitole 1.3.2.

1.3 Mrizkova Boltzmannova metoda

Miizkova Boltzmannova metoda (také LBM z anglického lattice Boltzmann method) vychazi
ze starS{ metody lattice gas automata, viz [11]. LBM je zaloZena na diskretizaci Boltzmannovy
transportni rovnice (1.7) z kapitoly 1.2.

Nejdiive diskretizujeme prostor mikroskopickych rychlosti =, poté prostor Q2 a ¢asovy in-
terval [0, T'], kde T € R*.

Diskretizace prostoru rychlosti E se provadi dle zvoleného rychlostniho modelu DdQg, kde
d znaci dimenzi prostoru Q a g pocet smérti, ve kterych se = diskretizuje. V této praci bude pou-
zit rychlostni model D2Q9 pro tilohy proudéni ve 2D a model D3Q27 pro tlohy proudéni ve 3D.

10
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D2Q9 D3Q27

Obrazek 1.2: Schematické znazornéni rychlostnich modeli D2Q9 a D3Q27.

k 1 2-3 4-5 6-7 8-11 12-15 16-19 20-27
& 0 +1 0 +1 +1 0 +1
&l 0 0 +1 0 +1 0 +1 +1
& 0 0 0 +1 0 +1 +1 +1
8 2 2 2 1 1 1 1
Wk 27 27 27 27 54 54 54 216

Tabulka 1.2: Slozky rychlosti &, pro vSechny k € {1,...,27} a odpovidajici vahy wy v rychlost-
nim modelu D3Q27. (Zapis vektori je zkracen pomoci +, v§echny kombinace takovych vektort
se vyskytuji.)
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Na oba modely muze ¢tendf nahlédnout na obrdazku 1.2 a na jednotlivé sméry mikroskopické
rychlosti €, prok € {1,...,¢g} v tabulce 1.1 a 1.2.
V pouZzitych rychlostnich modelech s vdhami wy z tabulek 1.1 a 1.2 spliuje diskrétni dis-

tribucni funkce fi(x,t) = wif(x,&,,1) pro vSechna k € {l,..., g} nasledujici Boltzmannovu
transportni rovnici diskretizovanou v rychlostnim prostoru
0fi(x,t
ﬁg: ) £ Ve fie ) = Cux, 1) prox € O, (1.11)

T T
kde Cy(x, 1) = C(fi(x, 1), pro D2Q9 oznadime x = (x y) a Vi = (ai a%) a pro D3Q27

r=(x gy ) ave=(2 & 2).

Makroskopické momenty p a u miZeme rekonstruovat z diskrétni distribu¢ni funkce f; jako

q
plx,n) = > filx,), (1.12)
k=1
q
plxDux,n = ) flxDE, (1.13)

k=1

viz [11, 22].

Prostor Q diskretizujeme jako pravidelnou miizku s konstantni vzdéalenosti sousednich uzli
Ax. Déle uvedeme diskretizaci pouze pro proudéni ve 3D, protoZe ve 2D se diskretizace provadi
trividlné analogicky. Pro prostor

Q =(0, L,|x[0, L, |x[0. L;|c B?, (1.14)
kde Ly, L,, L, [m] jsou rozméry prostoru, sestrojime diskretizovany prostor

[Ax

Q= xpn =|mAx||1€{0,....N,= 1},m={0,...,N, = 1},n ={0,...,N. - I}},  (L.15)

nAx

kde N, = i—jc + 1 je pocet uzli na ose @ € {x, y, z}.
Casovy interval [0, T] je diskretizovéan konstantnim &asovym krokem Ar = ﬁ, kde N, je
pocet Casovych kroki v intervalu [0, T]. Ziskame tedy mnoZinu {t,,}N 61 C [0, T, kde 1, = nAt.

t
n=l

Metodou charakteristik pfes trajektorii z bodu (x;,,, #,) do bodu (x,,, + At&,, t,.+1) ziskdme
zrovnice (1.11) pro vSechna k € {1, ..., g} nasledujici rovnici:

At
ﬁc (xlmn + Atfk’ tn+l) - fk (xlmn’ tn) = f Ck (xlmn + tfk, ln + t) dt’ (116)
0

viz [11, 22]. Zde je také dileZité zminit, Ze nenulové komponenty rychlosti &, v rychlostnim
modelu budou voleny tak, aby splfiovaly rovnici & = %, kde &/ je kazda nenulova komponenta

vektoru &,. To zajisti, Ze x;,, + At€, bude poloha jednoho ze sousednich uzli na mfizce.

12



Pro bezsilové schéma lze na integrél na levé strané rovnice (1.16) pouZit diskretizaci prvniho
fadu, viz [22], tedy

At
f Ct (X + oty + 1) dt = Cp (Xpns 1) + O (AP). (1.17)
0

Toto schéma ma dokonce presnost druhého fadu, jak je ukdzano napft. v [22]. Pfi vhodném pre-
definovani distribucni funkce a diskretizaci integrdlu na levé strané rovnice (1.16) do druhého
fadu ziskdvame totiZ znovu rovnici 1.17 pro vSechny bézné pouzivané aproximace koliznich
operatort, viz [22]. Aproximace kolizniho operatoru pouzité v této praci jsou popsany v kapi-
tole 1.3.2 a spliuji tuto vlastnost.

Spojenim rovnic (1.16) a (1.17) a zanedbanim ¢lenu O (Atz) ziskavame Boltzmannovu myiz-
kovou rovnici

fk (xlmn + Atfka I, + AZ) - fk (xlmm t) = Ck (xlmna tn) . (118)

Rovnice (1.18) ndm dava explicitni schéma pro diskrétni distribucni funkce f; v kazdém
uzlu domény Q. Kolizni operdtor C; je mozné pro numerické vypocty aproximovat nékolika
zpusoby. Nékteré z téchto zpiisobti budou popsany v kapitole 1.3.2.

1.3.1 Algoritmus LBM

Implementace mfiZzkové Boltzmannovy metody ma ndsledujici algoritmus, jehoZ schematické
zndzornéni miiZze ¢tenaf vidét na obrazku 1.3. V ndsledujicich krocich jsou uzly mfizky ozna-
ceny jako x € Q.

0. Inicializace: Pomoci pocate¢nich podminek zkonstruujeme diskrétni distribucni pole f;
v kazdém bodé, viz kapitola 1.3.3. Nastavime ¢ = 0.

1. Siteni: Propagace distribu¢ni funkce do okolnich uzli miizky.
fi (x + Até t + A1) = £ (x, 1), (1.19)

kde horni index *' oznacuje distribu¢ni funkce po kolizi (krok 5). V prvni asové ite-
raci jsou to jednoduse distribu¢ni funkce z pocatecni podminky, protoze kolize by jejich
hodnoty nezménila, viz kapitola 1.3.3.

2. ReSeni okrajovych podminek: Viz kapitola 1.3.3.
3. Inkrementace casového kroku: t — t + At.

4. Vypocet makroskopickych velicin:

9
px.0) = ) filx,n), (1.20)
k=1
9
pnun = ) filrné. (1.21)
k=1
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Obréazek 1.3: Schéma algoritmu mfiZkové Boltzmannovy metody implementované v TNL-LBM.

5. Kolizni krok: Vypocet kolizniho operatoru, vice v kapitole 1.3.2.

(1) = fi (e, 1) + Cr(x,1) (1.22)

6. Kontrola konce: Ukonceni vypoctu, pokud ¢t > T. V opacném piipad€ zopakovani algo-
ritmu od kroku 1.

Toto schéma umoZziiuje vyhodnou paralelizaci, jelikoZ vSechny kroky (aZ na krok Sifeni) se
provadi lokalné na kazdém uzlu. Pokud navic v implementaci definujeme druhé pole distribuc-
nich funkci pro ukladéni jejich hodnot po kroku kolize, pak 1ze paralelizovat i1 krok Sifeni pro
kazdy uzel. Stejnou vlastnost pfevezme i algoritmus odvozené adjungované ulohy, jak uvidime
v kapitole 3.2.4.

1.3.2 Diskrétni aproximace kolizniho operatoru

V této kapitole budou predstaveny aproximace kolizniho operatoru C; = C(f;) z rovnice (1.11).
Rizné zplisoby aproximace tohoto operatoru byly odvozeny a otestovany, viz napft. [9, 11, 22,
30]. Tato prace bude pracovat s aproximacemi nazyvanymi SRT (z angl. ,,single relaxation
time*) a MRT (z angl. ,,multiple relaxation time*).

Prvni aproximace, které se budeme vénovat, je pravé SRT. Schéma mfizkové Boltzmannovy
metody s touto aproximaci se nazyvd SRT-LBM, viz [22], a bylo pfedstaveno v [3]. Kolizni
operator nabyva tvaru

1
C(f) = —— (=1, (1.23)

kde 7 se nazyva relaxacni cas a f*¢ je Maxwellova-Boltzmannova distribucni funkce, viz [11].
V diskrétnim tvaru potom

1
G0 = —— (e 0) = fx,1)). (1.24)
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V implementaci SRT-LBM navic vyuZivdme aproximaci Maxwellovy-Boltzmannovy distri-

sV 2

bucni funkce (ddle také rovnovdznd distribucni funkce), kterd ma tvar

& oux,n) (E-u0en)’ u(xn-u, r))
- :

4 2
2CZU 2CZU

[, 1) = wep(x, 1) (1 + (1.25)

U
kde c,, reprezentuje rychlost zvuku v tekutiné a makroskopické momenty p, u rekonstruujeme
z diskrétni distribu¢ni funkce f; pomoci rovnic (1.12) a (1.13), viz [11, 22]. Déle budeme znacit
rovnovéznou distribuéni funkei £, i jako £/ (x,1) = f7 (p(x, 1), u(x,1) = £ (p,u).

Alternativnim schématem k SRT-LBM je MRT-LBM. V ném nedochdzi ke kolizi v prostoru
distribu¢nich funkci f, ale v prostoru momentii této distribu¢ni funkce. Momenty distribu¢ni
funkce se daji spocitat z distribu¢ni funkce pomoci Hermitovych polynomi, viz [22]. Nékteré
momenty potom odpovidaji hydrodynamickym momentim. To ndm umoziuje kazdému mo-
mentu priradit jiny relaxacni Cas, coz vice odpovida fyzikalnim kolizim v tekutiné, viz [11, 22].
V tomto textu budou predstaveny pouze aspekty MRT-LBM diilezité pro odvozeni adjungované
tlohy k této metod& v kapitole 3.2. Sirsi diskuzi a odvozeni se vénuji napt. [11, 22, 30].

Oznaéme si v této Casti pro jednodussi zapis f := (f1 fq)T a f .= ( A ;")T.
Do prostoru momentl distribu¢ni funkce mizZeme potom prejit linedrni transformaci pomoci
matice M € R?* jako m := Mf.

Kolizni operator nabyva tvaru
CY™(x,1) = -M'S (m(x, 1) — m*“(x, 1)), (1.26)

kde S = diag(s, ..., 5,) je matice relaxacnich Casii s; a m*? jsou rovnovdzné momenty. Rovno-
vazné momenty miizeme ziskat z aproximace kolizniho operétoru z rovnice (1.25) jako

m’ = M f* (1.27)
Presnéjsi schéma je ale rekonstruovat rovnovdzné momenty pomoci rovnice

miq =p Z ak,lmnuiu;”u;', (1.28)

lm,n

kde konstanty ay ., jsou specifické k pouzitému rychlostnimu modelu, viz [22]. Odvozeni
téchto konstant i matice M a moZné nastaveni relaxacnich Cast s; k modelu D2Q9 Ize nalézt
v [22] a k modelu D3Q27 v [30].

Pfesny tvar momenti m;’ uvedeme pouze pro rychlostni model D2Q9 v rovnicich (1.29)).
Tyto momenty jsou odvozené v [22].

eq _ eq _ eq _
m," = p, m, = ply, my = pu,,
eq _ 2 eq _ 2 eq _
m, = puy, ms' = pu, mg = pu, (1.29)
eq __ 2 eq __ 2 eq __ 2.2
My = puyy, mg = pui,, my = puiu,.

Na rovnicich (1.29) lze vidét, Ze je snadnéjSi pocitat momenty pifimo z tohoto ptedpisu, nez
z diskrétni rovnovazné distribu¢ni funkce z rovnice (1.27).
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1.3.3 Pocatecni a okrajové podminky

Pocate¢ni podminku pro makroskopické veli¢iny p(x,0) = po a u(x,0) = u, budeme rekon-

struovat v miizkové Boltzmannove metodé nastavenim distribu¢nich funkci na rovnovaznou
distribu¢ni funkci z rovnice (1.25) jako

Ji(x,0) = £ (po, uo). (1.30)

Pti feSeni okrajovych podminek musime predepsat tvar distribu¢nich funkci po kroku §ifeni
z kapitoly 1.3.1. Nékteré distribucni funkce v uzlech na okraji domény jsou totizZ zatim nezndmé,
jak Ize vidét pro model D2Q9 na obrazku 1.4.

Pro rekonstrukci hranice tekutiny s rigidni pevnou ldtkou, na které nedochdzi ke skluzu
Castic, pouZijeme tzv. ,fullway bounce back schéma®. V tomto schématu dochdzi k odrazu
distribu¢nich funkci od stény v kroku kolize v algoritmu z kapitoly 1.3.1. Formdlni pfedpis
pro neznamé distribucni funkce ve smérech k je v fullway bounce back okrajové podmince
nasledovny:

fk(x’ tn) = ﬁ(x’ tn)a (131)

kde x je uzel nachézejici se v pevné latce a k je index opacného sméru ke sméru &,. Zndzor-
néni fullway bounce back okrajové podminky si miize tendf prohlédnout na obrazku 1.5. Toto
schéma rekonstruuje Dirichletovu okrajovou podminku pro makroskopickou rychlost #|r = O na
hranici nachdzejici se mezi uzly tekutiny a pevné latky. Jeji ovéfeni najdeme naptiklad v [22].
Pro rekonstrukci Dirichletovy okrajové podminky pro makroskopickou rychlost u|r = u;,
z kapitoly 1.1 pouZijeme schéma navrzené v [23]. V kédu TNL-LBM je jiZ implementovano
schéma zaloZené na momentech distribu¢ni funkce (dale momentové schéma). Divodem pouziti
schématu z [23] misto momentového schématu, je stabilita momentového schématu pro SRT-
LBM, viz [17], ve kterém autofi nebyli schopni ziskat stabilni vysledky pro Re=1000. Schéma
z [23] funguje podobné jako bounce back schéma pro neznamé distribucni funkce ve smérech k

0 uin(xa tn) "Ck
fie ) = 08, 1) = 2y, (1.32)

U

kde u;, je rychlost pohybujici se stény a p, je makroskopickd hustota na sténé. Hustotu na
stén¢ nahradime lokalni hustotou v tekutiné p,, = p(x,t,) stejné jako v [22]. Toto schéma ne-
zachovava celkovou hmotu v systému, pokud je kolma slozka rychlosti na stén¢ nenulovd, viz
[22]. ZjednoduSené schéma této metody je k nahlédnuti na obrazku 1.6. V této préci je pouZito
tzv. ,halfway velocity bounce back® schéma, ve kterém dochézi k odrazu distribu¢nich funkci
v kroku 1 (8ifeni) v algoritmu z kapitoly 1.3.1. Divodem k tomu je, Ze pro snadnéjs$i odvozeni
a paralelizaci adjungované metody v kapitole 3.2 se vyplati pracovat s lokdlni makroskopickou
hustotou p(x,?,), ale pfi fullway implementaci tohoto schématu bychom museli aproximovat
lokalni hustotu napiiklad z nejbliz§iho uzlu nachédzejiciho se v tekuting, viz [22].

V MRT-LBM se vyplati pouZivat momentové schéma okrajovych podminek, viz [17]. Pro
rychlostni model D2Q9 je momentové schéma popsdno v [2] a pro model D3Q27 v [4]. Toto
schéma je zaloZeno na préci [32], kterd byla rozsifena na momentové schéma v préci [2].
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Obrazek 1.4: Znazornéni nezndmych distribuCnich funkci v modelu D2Q9 na okraji domény,
které musime vhodné dodefinovat pro rekonstrukci okrajovych podminek pro makroskopické
veliCiny.
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Obrazek 1.5: Schéma fullway bounce back okrajové podminky rekonstruujici hranici s rigidni
pevnou latkou, kde nedochdzi ke skluzu ¢éstic.
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Obrazek 1.6: Schéma halfway bounce back okrajové podminky rekonstruujici pohybujici se
sténu rychlosti u;,.

1.3.4 Prechod k bezrozmérnym jednotkam a nastaveni parametru

V implementaci LBM se pouZivaji tzv. bezrozmérné jednotky. Bezrozmérné jednotky budeme
dédle oznaCovat hornim indexem * a redlné jednotky ponechame beze zmény v zdpisu. Pro snad-
Ar* = 1. Pfi prevodu mezi miizkovymi a redlnymi veli¢inami musime pouZivat konstanty de-
tailnéji popsané v [19]. V bezrozmérném popisu odpovidaji komponenty vektort &, tabulkdm
I.1al2.

V miizkovych jednotkdch je pro oba rychlostni modely z kapitoly 1.3 miizkov4 rychlost
zvuku

c., = —= (1.33)

viz [22].

Nyni vysvétlime postup nastavovani mfizkovych parametrt tak, aby rekonstruovaly vlast-
nosti tekutiny, které budeme zadavat v redlnych jednotkach.

V implementaci nejdiive zvolime pocet uzli N, na jedné ose @ € {x, y, z} a vypocitdme pro-
storovy krok Ax. MfiZkovy prostorovy krok nastavime Ax* = 1 a zdroven nastavime mfizkovy
Casovy krok Ar* = 1. V SRT-LBM déle musime nastavit mfizkovy relaxacni cas 7*. Ten na-
stavime podle predem zvolené kinematické viskozity v, Reynoldsova ¢isla Re z rovnice (1.3) a
maximalni mfizkové rychlosti, kterou ve vétSiné dloh v kapitole 5 nastavujeme pro tlohu kavity
pohanéné vikem z kapitoly 1.1 na u, = 0.1, tak aby

max

* L*u;:wx
Re = Re* = — (1.34)
V*

kde L* je bezrozmérnd charakteristicka délka (v ptipadé kavity s fullway bounce back okrajovou
podminkou je L* = N, - 1) a

1
V=l (T* — —) (1.35)



je tzv. miizkova viskozita. Ve skuteCnosti v implementaci v kapitole 4.3 nastavujeme pravé
miizkovou viskozitu v*, ne piimo relaxacni Cas 7*. Je duilezité provést i vypocet relaxacniho
Casu 7, protoZe analyza stability SRT-LBM ukazuje, Ze hodnota 7* by méla byt vétsi nez % ane
prilis blizko %, viz [22]. Redlny Casovy krok At miZeme vypocitat nasledovné:
At =2 A, (1.36)
v
viz [22]. V rovnici (1.36) je dilezité si vSimnout, Ze velikost ¢asového kroku klesa s druhou
mocninou pii zmenSovani prostorového kroku, coz zvySuje vypocetni ndrocnost LBM. Toto
schéma umoznuje dynamicky Skdlovat rozliSeni mfizky (prostorovy krok Ax) a zdroven zacho-
vat hydrodynamické vlastnosti simulované tekutiny, viz [22].
Diskuze stability a ptesnosti feSeni proudéni tekutiny pomoci SRT-LBM je provedena v [22].
Zde se spokojime se zminkou, Ze SRT-LBM neni stabilni pfi pouZziti hrubych mtiZek pro vy-
sokd Reynoldsova ¢isla, nicméné pouziti jemnéjSich miizek zvySuje vypocetni naro¢nost. Déle

Vv

bychom méli zohlednit, Ze mfizkové Reynoldsovo ¢islo

1 AX
Re, = (1.37)

V*

by nemélo byt prili§ vétsi neZ 10 pro vyreseni malych lokdlnich virt, viz [22].
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Kapitola 2

Optimalizace proudéni — adjungovana
metoda

V této Casti bude predstavena pouzitd optimalizaéni metoda — adjungovand metoda, kterd umoz-
nuje vyuzit predpisu parcidlnich diferencidlnich rovnic ptivodni tlohy k zjednoduSeni vypoctu
gradientu vynulovanim ¢lent rozvoje gradientu, které jsou numericky narocné na vypocet. Toho
je dosazeno zavedenim tzv. sdruZené proménné. Adjungovand metoda byla v této praci zvo-
lena diky jeji vlastnosti zjednodusit vypocet gradientu pro fidici parametry z prostoru vysoké
dimenze, které jsou ve vypocetni dynamice tekutin béZné. V nasledujicich kapitolach bude me-
toda podrobné popsana a poté odvozena pro formulaci LBM z kapitoly 1. Tato kapitola vychazi
predevsim z [10, 14].

2.1 Teoreticky zaklad adjungované metody

Tato podkapitola je z velké Césti prevzata z bakalaiské prace autora, viz [19]. Znaceni v této
kapitole je prevzato z [14], ale je upraveno pro lepsi ndvaznost na dalSi podkapitoly, predev§im
kapitolu 3.2, ktera se vénuje odvozeni adjungované metody k LBM.

Definice 1 (Smérova derivace). Necht' X, F' jsou normované linedrni prostory, U je oteviend
podmnoZzina prostoru X, f : U —» F,x € U, v € X. Pak

f(XHU;)_f(X) cF 2.1

Of (x;v) :==lim
t—0

nezveme smérovou derivaci f v bodé x a ve sméru v.

Definice 2 (Gateauxova derivace). Necht’ X, F jsou normované linedrni prostory, U je oteviena
podmnoZina prostoru X, f : U — F, x € U. KdyZ existuje omezeny linedrni operator D f (x)
takovy, Ze

fx+1)—fx)
5 ,

MveX)|Df (x)[v] = %in(} (2.2)

pak fekneme, Ze f je Gateauxovsky diferencovatelnd v bodé x.
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Definice 3 (Fréchetova derivace). Necht' (X, || - |lx), (F, |- ||z) jsou normované linedrni prostory,
U je oteviend podmnozina prostoru X, f : U — F, x € U. Pokud existuje omezeny linearni
operator f’ (x) takovy, Ze

lim M @+R) = f )= f ) Al
11m

=0, 2.3
lIAllx—0 Al 2.3)

pak fekneme, Ze f je Fréchetovsky diferencovatelnd v bodé x.

Definice 4 (Fréchetova parcidlni derivace). Necht X, F, Z jsou Banachovy prostory, v € X.
Ddle necht’ f : X X F — Z je Fréchetovsky diferencovatelnd a (a,b) € X X F, kde a € X
ab € F. Oznalime f; (x) = f (x, D).

fi(a,b)[v] = f] (a) [v] (2.4)
nazveme Fréchetova parcidlni derivace v bodé (a, D).
Podle [14] poté zavedeme také nésledujici definice.

Definice 5 (Minimaliza¢ni tloha). Necht' X je Banachtiv prostor, U je oteviend podmnoZina
prostoru X, C C U je neprazdnd konvexni uzaviend mnozina. Dale necht mdme funkcional
J : U — R, ktery se snazime minimalizovat. Pak

rrggl J(x) (2.5

nazveme minimalizacni vloha.

Definice 6 (Lokdlni a globdln{ feSeni minimalizacni dlohy). O x, € C fekneme, Ze je lokdlnim
FeSenim minimalizaCni tlohy min,cc J (x) pravé tehdy, kdyz 3V oteviena podmnoZina prostoru
Xtak,Ze Vx e VN C)(J (x) = J(xp)).

Pokud navic V = U, pak xy € C nazveme globdlnim (také optimdlnim) reSenim minimali-
zacni dlohy min,ec J (x).

Nyni mtizeme vyslovit dilezité véty pro minimaliza¢ni dlohu.

Véta 7 (Nutna podminka). Necht’ X je Banachitv prostor, U je oteviend podmnoZina prostoru
X, C c U je neprdazdnd konvexni uzaviend mnoZina a necht’ min.cc J (x) je minimalizacni
tiloha. Necht’ xy € C je lokdlnim rFesenim a J je Gateauxovsky diferencovatelnd. Potom Nx € C
plati

DJ (x¢) [x — x¢] = 0. (2.6)

Pozndmka 8. Misto Gateauxovské diferencovatelnosti staci i jen smérova derivace ve sméru
[x — xo].

Véta 9 (Postacujici podminka). Necht’ X je Banachiv prostor, U je oteviend podmnoZina pro-
storu X, C C U je neprdzdnd konvexni uzaviend mnoZina a necht’ min,cc J (x) je minimalizacni
tiloha. Ddle necht’ néjaké xy € C spliiuje (Vx € C) (DJ (xg) [x — xo] = 0). Potom x, je globdlni
minimum.
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Definice 10 (Minimalizacni dloha s vazbou). Necht U, F jsou Banachovy prostory. Prostoru
U tikame prostor Fizeni, u € U nazveme Fidicim parametrem a prostoru F tikdme prostor
reSeni. Necht' Z je Hilbertiiv prostor, dile m&jme zobrazenie : F XU — Z,J : F XU — R.
Rovnici e (f, u) = 0 nazyvame stavovou rovnici, viz [ 14]. Ddle méjme W,; C F X U neprdzdnou
konvexni uzavienou mnoZinu. Potom

min J(f,u) 2.7
(f’ Lt) € Wad
e(f,u) =0

nazveme minimalizacni iloha s vazbou.

Nyni se budeme snaZzit minimalizovat icelovou funkci s vazbami, které budou predstavovat
parcidlni diferencidlni rovnice popisujici néjaky fyzikalni systém, ktery v adjungované metodé
oznacujeme jako primdrni iiloha, viz [10].

Ve spojitém pristupu v adjungované metodé€, ktery se nazyva nejdrive minimalizovat, poté
diskretizovat (z angl. ,.first optimize, then discretize*), se zavadi pomocna Lagrangeova funkce
L:FxUXxXZ— Rjako

L(fiu, ) =J(f,u) +{d,e(f,u)), (2.8)
kde (-, -), je skaldrni soucin v prostoru Z, viz [14]. Spojity pfistup k adjungované metod¢ je
dale popsan v [19]. V nasledujici ¢ésti se prace vénuje diskrétnimu piistupu v adjungované
metodé, ktery je v principu stejny jako spojity pristup, ovSem probihd na kone¢nérozmérnych
prostorech.

V diskrétnim pfistupu k adjungované tiloze nahradime obecné nekone¢nérozmérné prostory
F, U a Z kone¢nérozmérnymi prostory Fj, U, a Z,. Dale misto icCelové funkce J : F X U — R
uvazujeme funkci stejného znaceni J : F), X U, — R s konecnérozmérnou vazbou, kterou
oznac¢ime podobné jako v [10] N : F}, X U, — Z,. Tento pristup se v literatuie nazyva nejdrive
diskretizovat, poté minimalizovat (z angl. , first discretize, then optimize*), viz [14].

V nésledujici ¢asti ozna¢me vektor feSeni primarni dlohy f € F;, vektor fidicich parametrti
u € Uy, a Lagrangeovu funkci L : Fj, X U;, X Z;, — R s Lagrangeovymi multiplikatory A € Z,.
Minimalizac¢ni dloha s vazbou ma potom tvar

in J(f, 29
Wi () 2

a Lagrangeova funkce
L(f,u, ) = J(f,u) - ' N(f,u). (2.10)

JelikoZ feSeni primarni dlohy f zdvisi na optimalizacnich parametrech u, zfejmé plati

d_L_a_J_/lTaLV d_fT+ a_J_/lTaLV
du \of af )\ du du u)l’
dL

Podobné jako ve spojitém piipadé€ se chceme zbavit zavislosti derivace § z rovnice (2.11) na

derivaci g, kterd byva v ulohach proudéni tekutin vypocetné narocna, viz [14]. Vektor Lagran-
geovych multiplikatort A tedy nastavime tak, aby

(2.11)

—-A—=0. (2.12)
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Obréazek 2.1: Schéma algoritmu diskrétni adjungované metody.

Definice 11 (Diskrétni adjungovand tloha). Diskrétni adjungovanou tilohou (také dudlni ilo-
hou) nazveme ulohu definovanou rovnici (2.12) pro nezndmou A. ReSenim dudlni dlohy je né-
jaké Ay € Z,, toto Ay nazveme sdruZend promennd.

VyfteSeni dudlni dlohy zjednodusi vypocet g—i zrovnice (2.11) na

dL (aJ TaN). 013

du \ou "ou

2.1.1 Algoritmus adjungované metody

Zvolime pocatecni odhad u € U, a parametr €. Iterace v k-tém kroku bude mit nésledujici tvar.
1. VyfeS§ime primdrni dlohu pro f s optimalizaénim parametrem u;.

2. Vyfesime dudlni dlohu: PouZijeme vyfeSené f k vypocltu sdruZené proménné A, podle
rovnice (2.12).

3. Pomoci Ay spocitdme g—s z rovnice (2.13).

dL

4. Spocitdme novy odhad fidicich parametrii pomoci gradientniho sestupu: u,; = u; — €3/

5. Postup opakujeme s novym odhadem u, .

Zjednodusené schéma algoritmu adjungované metody je k nahlédnuti na obrazku 2.1.

2.2 Zadani minimalizacni dlohy

V této podkapitole bude zaddna minimalizacni loha, se kterou tato prace pracuje. Numericky
model, ktery pouzijeme na aproximaci feSeni proudéni tekutiny, je popsdn v kapitole 1. Opti-
malizacni pfistup k dloze vyuZity v této praci je potom popsan v kapitole 2.1.

Proudéni tekutin mGZeme popsat pomoci makroskopickych veli¢in z kapitoly 1.1, jimiz
jsou lokdlni hustota tekutiny p a lokdlni rychlost tekutiny u. Pfi snaze zrekonstruovat proudéni
z naméfenych dat budeme tedy uvazovat naméreni pravé téchto makroskopickych veli¢in (dale
také ,,data”) a pro zjednoduSeni zépisu je odliSime hornim indexem ™.

Cilem price je zrekonstruovat proudéni pomoci nastaveni rychlostniho profilu u;, v Di-
richletové okrajové podmince na vstupu do domény s tekutinou. Takto zadand tloha by neda-
vala prili§ smysl, pokud bychom méli makroskopické veli¢iny naméfeny piimo u vstupu. Proto
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Obréazek 2.2: Priklad domény pro zadanou minimalizacni tlohu. V ¢asti domény oznacené jako
A nejsou naméfeny makroskopické veliCiny p™”, u™.

budeme uvaZovat naméfena data p™, u™ pouze v Casti domény. Na obrazku 2.2 se miizeme
podivat na ptiklad domény s tekutinou a na piiklad oblasti A, ve které nejsou data naméfena.
Minimalizaéni tlohu potom zaddvdme pomoci ucelové funkce J(u;,) nasledovné:

1
min J (&;,) = min Z f 5 I x. 1) — w"(x, £ dx, (2.14)
Yo\

Uin Uin

kde #; jsou Casové okamziky, ve kterych probéhlo méfeni dat, a kde

P(Win; X, 1) _ P, 0)

wu;,; x,t) = w"(x,1) = . (2.15)
u”(x,t)

w(ty; x, 1))

V definici (2.14) navic predpokladdme, Ze data jsou naméfend spojité v kazdém bodé do-
mény vyjma Casti A. To samozfejmé neni v redlném méfeni mozné a naméfend data se nachdzi
napiiklad na hrubé miizce. V numerickych vypoctech na jemnéjs$i miiZce tedy mizeme pro-
vadét optimalizaci napiiklad s linedrni interpolaci naméfenych dat. V této praci ovSem nejsou
vyuzita Zadnd experimentdlné naméfend data. Abychom mohli otestovat pouZzitou adjungova-
nou metodu, zvolili jsme pfistup, ve kterém si makroskopické veliCiny pfedpocitime a uloZime
pro néjaky profil u,;,, a poté se tento profil snazime zrekonstruovat pouze z uloZenych dat.
Tento pristup zdroven fesi problém interpolace dat pro jemné;jsi vypocetni mrizky — jednoduse
data také prfedpocitdme na jemné;jSi mriZce.
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Kapitola 3
Adjungovana metoda k LBM

V této kapitole bude piedstaveno podrobné odvozeni adjungované dlohy k LBM. Minimalizacn{
uloha zadand v kapitole 2.2 bude preformulovana na diskretizovanou minimaliza¢ni Glohu s vaz-
bou. Poté bude predstaven algoritmus dudlni dlohy, jehoZ implementace bude detailnéji popsana
v kapitole 4. Nejdrive se ale tato kapitola vénuje reSersi do soucasného stavu problematiky po-
uziti adjungované metody k optimalizaci proudéni pomoci LBM.

3.1 Soucasny stav problematiky

Prvni pouziti adjungované metody ve vypocetni dynamice tekutin Ize najit v [27]. Adjungovana
metoda ve vypocetni dynamice tekutin se Casto pouziva k optimalizaci parametrizovaného tvaru
domény, €1 néjaké prekazky v doméné, viz [10], topologie (napf. porézniho prostredi), viz [18,
24, 26], a jinych fidicich parametri vysoké dimenze, jako napiiklad silového pole ptisobiciho
na tekutinu, viz [12, 13, 19].

K LBM byla jiz adjungovand metoda odvozena v nékolika pracich, napt. [12, 18, 19, 20,
24, 26]. V pracich [12, 18, 19] je za fidici parametry voleno zrychleni tekutiny zpisobené
vnéjsi silou, kdeZto v [24, 26] je volena topologie prostoru. Toho je dosaZzeno pomoci porézniho
prostiedi popsaného v [29].

V bakalatské praci autora [19] byla odvozena adjungovand metoda k LBM pfistupem ,.first
optimize, then discretize®. Ridicim parametrem bylo zrychleni zptisobené vn&jsim silovym po-
lem. Tento pfistup byl ovéfen na nékolika dlohach. Byl ovSem objeven nedostatek tohoto pii-
stupu - v LBM se Casto okrajové podminky zavadéji az po diskretizaci a jejich spravnost v
rekonstrukci makroskopickych okrajovych podminek je poté zpétné€ ovéfena, viz napt. [22]. Pri
odvozovani adjungované dlohy piistupem ,,first optimize, then discretize okrajové podminky
tedy viibec neuvazujeme, diky cemuz je odvozena okrajova podminka pro adjungovany operator
Dirichletova a identicky rovna nule, viz [19].

Problém okrajovych podminek v adjungované metodé k LBM vhodné fesi pristup ,.first
discretize, then optimize®, prozkoumany a srovnany s pfedchozim pfistupem na 2D tlohdch
ve vyzkumném ukolu autora, viz [20]. Tento piistup nejen Ze umoziuje zakomponovat do od-
vozeni a vypoctu adjungované dlohy okrajové podminky, ale dokonce muzeme volit okrajové
podminky jako fidici parametry. Dalsi vyhodou tohoto pfistupu v optimalizaci pomoci LBM je
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obecnost odvozeni pro rizné kolizni operatory, vice v podkapitole 3.2. Optimalizace proudéni
pomoci okrajovych podminek se v literature priliS nevyskytuje.

Na souc€asny stav problematiky tedy navazujeme touto praci, ve které rozsifime odvozeni na
3D proudéni a podrobnéji jej rozepiSeme tak, aby ddvalo smysl pro iterativni feSeni a paralelni
programovdni. Zaroven poslouZi jako rdmec pro budouci prace na vyvijeném kédu adjungované
metody, napf. s jinymi koliznimi operdtory v LBM, ¢i s jinymi fidicimi parametry. Paralelni
implementace pro vypocet na grafickych kartach je podrobnéji popsdna v kapitole 4 a ziskané
numerické vysledky jsou uvedeny v kapitole 5.

Adjungovand metoda k LBM se v nékterych pracich nazyva zkracené¢ ALBM, viz [18]. Toto
nazvoslovi tedy pfevezmeme 1 v této praci.

3.2 Odvozeni ALBM

Nejdiive upravime minimalizacni dlohu z kapitoly 2.2 na diskrétni minimalizacni dlohu s vaz-
bou zadanou pomoci LBM. K tomu vyuZijeme diskretizace Boltzmannovy transportni rovnice
z kapitoly 1.3. Odvozeni bude v této kapitole provedeno obecné pro 3D proudéni, protoze zjed-
noduseni na 2D proudéni je trividlni. Navic budeme pracovat s popisem LBM pomoci bezroz-
mérnych jednotek, ktery Ctenaf najde v kapitole 1.3.4. Jednotlivé miizkové parametry, na rozdil
od kapitoly 1.3.4, nebudou pro zjednoduSeni znaceny hornim indexem *. U vSech veli¢in tedy
predpoklddame, Ze jsou v mfiZkovych jednotkéch.
OznaCme pro lepsi pfehlednost 7 =N, -1, X =N,, Y =N,, Z=N; a

fi(x1,0) Ni(x1,0)
fZ(xlaO) NZ(xlaO)
Uin(x1,0)
' Uu;n(x2,0) '
.fq(xlao) . Nq(xla())
fi(x2,0) ' Ni(x2,0)
f= ) s Uin = | Win(xxy,0) [, N(f,uin) = ) > (3.1)
Uin(xy, 1) .
fq(xXYZa 0) . Nq(xXYZa 0)
fl(xlal) ’ Nl(xlal)
. uin(xxy, T)
.ﬁ](xXYZ» T) Nq(xXYZ’ T)
kde jsme zménili indexovani uzlti x € Q tak, e kazdy uzel m4 index i € {1,...,XYZ}. Upo-

zorniujeme, Ze vektor distribucnich funkei f nema nyni stejny vyznam jako vektor f z kapitoly
1.3.2 v popisu MRT-LBM. Nyni pfedstavuje vektor vSech distribu¢nich funkci ve vSech uzlech
a casovych krocich. Vektor rychlostniho profilu u;, na vstupu do domény, ktery je fidicim para-
metrem minimalizacni dlohy, zaddvdme pouze na jedné sténé, kterd v tomto znaceni odpovida
viku I'; z obrdzku 1.1 z ulohy kavity pohdnéné vikem z kapitoly 1.1. Vektor vazeb N(f,u;,)
tvofi miizkova Boltzmannova rovnice (1.18) a okrajové podminky. Pro uzel x nachédzejici se v
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tekutiné ma tedy tvar

Ni(x, 1+ 1) = filx, 1 + 1) = (fix = &, ) + Culx = §, 1)) = 0. (3.2)
V odvozeni adjungované metody se vyplati zapis
Ne(x+ &t + 1) = filx + &t + 1) = (fi(x, 1) + C(x, 1)) = 0. (3.3)

Diskretizovand minimalizacni dloha s vazbou potom nabyva tvaru

in J(f,u,;,), 3.4
y(Rin (f, uin) (3.4)

kde jsme oznacili novou minimaliza¢ni funkci

1
J(foun) = ) 5w x.0) — w0 (3.5)

X 17

kde uzly x jsou uzly tekutiny, ve kterych mdme naméfena data w™ a f; jsou Casy, ve kterych
doslo k méfteni, viz kapitola 2.2.

S nové zadanou minimalizacni tlohou s vazbou podle rovnice (3.4) a (3.5) mlizeme piejit
k odvozeni adjungované dlohy tak, jak byla popsédna v kapitole 2.1. K tomu potifebujeme vyftesit
ulohu zadanou rovnici (2.12), aby pro Lagrangeovu funkci (2.10) platila rovnice (2.13).

Slozky vektoru adjungovanych operatorii A, ktery ma stejnou dimenzi jako vektor distribuc-
nich funkci f, si oznacime jako
A1(x1,0)

Ax(x1,0)

/lq(xb O)

/11(x2, O)
a=| T (3.6)

ﬂq(xxyz, 0)
A(x, D

Ag(xxyz, T)

Prvni poznatek z rovnice (2.12) a rovnice (3.5) je, Ze ¢len

o _(_a _w o aJ . o 3.7)
(9f T\ 0fi(x1,0) O0fy(x1,0)  9f1(x2,0) Ofq(xxyz,0)  dfi(x0,1) Ofy(xxyz.T) :

ma nenulové slozky pouze v uzlech x a Casech 7, ve kterych jsou data namétfena. V takovych
bodech (x, t) bude mit tvar

aJ o op(x,1) o r ou(x,t)
D = (p(x,1) — p"(x,1)) D) + (u(x, ) —u"(x,1)) )
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kde vychédzime z tvaru w a w™ z rovnice (2.15). Pokud navic vyuZijeme rovnice (1.12) a (1.13)
pro vypocet makroskopickych veli¢in p a u z distribu¢nich funkci, ziskdme

op(x,t
Opx.1) =1, (3.9)
Ofi(x, 1)
au(x7t) — gk _u(xvt). (310)
8fk(x7 t) p(x’ t)
Matici %}’ z rovnice (2.12) mizeme rozepsat po prvcich
ON;(x, 1
f(—x’)’ (3.11)
6.ﬁ€(xﬂ‘l’ t)
kde x;, x,, € Qjsouuzly at € {0,..., T} jsou viechny Casy. Jediné nenulové prvky jsou
ONi(x,t
ON(x, 1) =1, (3.12)
Ifi(x, 1)
a po prepsani podle rovnice (3.3) také
ONi(x+&,t+1 ofi(x,) OCi(x,t
gD (0D 9C,(x, 1) ’ 3.13)
9 fi(x, 1) Ofi(x,t) ~ 0fi(x,1)
kde trividlné o (x. 1)
(x,t
Ll (3.14)

- ik s
Afe(x,t) 7
aC j(x,1)

kde 6jx = 1 pro j=kadjy = 0pro j # k. Posledni Clen FIAET)
diskrétni aproximaci kolizniho operétoru, viz kapitola 1.3.2.
Pro aproximaci kolizniho operatoru v SRT-LBM ziskdvame

z rovnice (3.13) zalezi na zvolené

GC]S.RT(x, f) 1 af;(x, 1)
Of(x,1) __?[f"_ afk(x,t)]’ 3.15)
kde rozepiseme
af(x, 1) _ af ! (x, 1) . af; (%, 1) du(x, 1) ’ 3.16)
0fi(x,1) op(x, 1) ou(x,t) 0fi(x,1)
kde
2
ofxn) £ -ux,n (£ -uxD)  ux - w0
o) ‘”f[” 2, 2 | O
afix, 0\ (& ux, 0 ,
(o) = o[+ Bl i)

28



V MRT-LBM situace neni pfili§ komplikovanéjsi. Ziskavdme rovnici

GC?/[RT(JC, 1) M-S (am(x, 1 om“(x, t))
3 fi(x,1) Afi(x,0)  dfu(x,0) )
kde g}"g 2 odpovida k-tému sloupci matice M a &len aa"}kq(ix t’)t)

rovnice (1.28) jako

(3.19)

miZeme vypocitat po slozkach z

om(x,1) om< (X, 1) gu(x, 1)
J [ m n J >
= j,imnty at 3 t ’ 1)+ 4 320
Ofi(x, 1) ,mznaj’l w0, Dty (6, Dtz (1) ou(x,1) 0fi(x,1) (3.20)
kde
o1 1 T lu%‘l(x, t)u’i(x,t)u’;(x, 1)
ey :p%aj,lmn e, D™ e, Dl (x, 1) |. (3.21)
o 'l (x, Duy (x, Dul ™ (x, 1)
Pro D2Q9 model Ize z rovnic (1.29) odvodit
om:\" om\" (1 am\" (o
= 0 = =
Ou ’ ou 0l ou 1l
om\" (2pu, om\" 0 am\" (pu, 3.22)
ow) | o) ou | 2pu,) ou | \ou) .
oms\" _ pu, om\" _ | 20ouy am\" _ 2puu;
ou 2pu.u, ’ du pu ) ou 2putu,

Viechny potfebné Eleny z rovnice (2.12) jsou tedy uréeny predchézejicimi rovnicemi. Ulohu
(2.12) nyni lze fesit jako soustavu linedrnich rovnic. Jak ovSem bude ukazano v kapitole 3.2.1,
ulohu pro sdruZenou proménnou A lze upravit na podobny tvar jako md rovnice (1.18) a poté

paralelizovat podobné jako LBM, viz kapitola 3.2.4 a 4.1.

3.2.1 Vypoclet sdruzené proménné

Rovnici (2.12) prepiSeme pro kazdou sloZku vektoru (pro kazdy smér k, uzel z a Cas s) jako

q XYZ T

PIPRICD

j=1 n=1 t=0

3N Hx,0
Aflz,s)

0 fk(z s)
V sumé z rovnice (3.23) se vyskytuje hodné nulovych ¢lent, jak bylo ukazano
Sumu miiZeme tedy s vyuZitim rovnic z kapitoly 3.2 upravit na
q |

-2

J=1

oJ
ofi(x,1)

6N](x
O fil(x,

) aN/(x + ‘fj,t+ 1y)

0fi(x,1)

+A(x+ &1+ 1)

(/lj(x’ )
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v kapitole 3.2.
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Déle Ize sumu zjednodusit pomoci rovnice (3.12) na

aJ 1 ONj(x+&,,t+1)
- A(x, )= ) A; S+ 1 =0 3.25
i N0 2 DT 52
a spolu s rovnici (3.13) pfi prerovnani ¢lenti sumy ziskavame
d 0C(x,1) aJ
Alx, 1) = A 1+ 1 A S D : 3.26

J=1

Ziskavame tedy predpis pro sdruzenou proménnou A explicitni v ¢ase. Srovnanim rovnice
(3.26) s mfizkovou Boltzmannovou rovnici (1.18) lze pozorovat nékolik podobnosti. SdruZze-
nou proménnou A; 1ze povaZzovat za ,distribucni funkci“ v adjungované uloze. Suma z rovnice
(3.26) potom piisobi jako kolizni ¢len a posledni Clen rovnice 3 fka(fc 5 lze srovnat s puisobenim
vnéjsi sily v ptvodni miizkové Boltzmannové rovnici, viz [22]. Stejné jako ptivodni miizkova
Boltzmannova rovnice (1.18) Ize tedy rovnici pro sdruzenou proménnou (3.26) dobie paraleli-
zovat.

Hlavnim rozdilem je, Ze ¢asova iterace pro sdruZzenou proménnou bude probihat v opac-
ném sméru (tzv. zpétny chod). Misto pocitecni podminky zaddvdme pro A;(x,7T) koncovou
podminku ve tvaru

oJ
ofi(x,T)
Dalsi rozdily mezi mfizkovou Boltzmannovou rovnici (1.18) a rovnici (3.26) budou diskutovéiny
v kapitole 3.2.4.

Z rovnice (3.27) a (3.8) lze vidét, Ze méteni dat by mélo probéhnout i v ¢ase T. V opacném
piipadé by byly A,(x, T') nastaveny na nulu a zjevné by ziistaly nulové az do Casu #;, ve kterém
byly data naposledy méfeny. Iterace do Casu #; by tedy bylo zbytecné provadét.

A(x,T) = (3.27)

3.2.2 Pocatecni a okrajové podminky LBM v ALBM

Pocate¢ni podminku pro LBM z kapitoly 1.3.3 zapiSeme jako

Ni(x,0) = fi(x,0) = £ (0o, uo) = 0. (3.28)
Z této rovnice jednoduse ziskavdme dal$i nenulové prvky matice %Y z rovnice (2.12)
ONi(x,0
ON(x,0) _ (3.29)
9fi(x,0)

Pouzité okrajové podminky pro LBM jsou také popsany v kapitole 1.3.3. Podobné jako
pocatecni podminku prepiSeme i okrajové podminky jako vazby N z kapitoly 3.2.
Fullway bounce back okrajovou podminku definovanou rovnici (1.31) pfepiSeme jako

Ni(x,t) = fi(x, 1) = fi(x,1) =0 (3.30)
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a ziskdvame pro uzly rigidni pevné litky x dalii nenulové prvky matice %% F

f
ONi(x,1)

Lo, 3.31
Ofi(x,1) 630
ONz(x,1)

— = 3.32
dfi(x,1) (5:32)

Z rovnice (3.23) potom ziskdvdme okrajové podminky pro sdruZenou proménnou na uzlech
pevné latky
A(x, 1) = Ag(x, 1). (3.33)

Podminku na vstupu do domény definuje vztah (1.32). V zdpisu vazeb N ma nasledujici tvar

uin(x7 t) . é:_
s

N

Ni(x,t+1) = fi(x,t+1) - (f,;(x, 1)+ Ci(x, 1) — 2wip(x, 1) (3.34)

Pro uzly x, kde definujeme tuto podminku, tedy navic ziskdvdme dal$i nenulové prvky matice

ON(x,1)
——— = (3.35
3.1 :
a navic
ONj(x,t+1) _( ) 9D (p(x, 1) dp(, t)) 336
0fi(x, 1) Ofu(x,0) ~ p(x, 1) fi(x,1)) '
kde jsme oznacili D(p) = 2w ~pM a pro posledni ¢len tedy ziskavdme
aD; (p(x, 1) iy, ) - £;
— = 2w/, 3.37
p(x,1) i 2 (3.37)
op(x, 1)
= 1. 3.38
Afi(x, 1) (5-39)

Pro sdruZenou proménou pomoci rovnice (3.23) ziskdvame v téchto uzlech okrajovou podminku
pro nezndmé sdruzené proménné ve smérech k

0C;(x, t) Z 8D; (p(x, 1))
Aix, — =2

q
e = e+ D+ ) A+ D ofixn)

J=1

(3.39)

kde 7 je mnozina indexu i, pro které probihd tprava f; podle rovnice (1.32), a kde se Clen
T (x 5 nevyskytuje, protoZe okrajovd podminka pro vstup se nachazi v oblasti A, kde nejsou
data métena, viz kapitola 2.2. Pro ostatni sdruzené proménné A, v bodé x a ve smérech k, kde
probiha klasicka kolize pro distribuéni funkce f;, navic ziskdvame novy ¢len v rovnici (3.26)

Z/l( + 22O ED) 540

A, z)_ak(x+§k,t+l)+zﬂ(x+§pf+ ) dfi(x,1)

j=1

afk(
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3.2.3 Vypocet gradientu

Pro vypocet gradientu v gradientnim sestupu v ALBM potiebujeme jesté urcit Cleny z rovnice

v sV

(2.13). JelikoZz ucelova funkce J z definice (3. 5) nezdvisi pfimo na vstupnim rychlostnim profilu
u;,, tak (%) = 0. Zbyva tedy pouze clen . Z rovnice (3.34) ziskame

ONi(x,t + 1)\ £
( B, (x.0) ) wip(x, 1) ) (3.41)
Pro vypocet findlniho gradientu z rovnice (2.13) v bodé (x, ¢) tedy ziskdvame predpis
0N (x t+1)
Ai(x, t + . 342
G T A D G4

Rovnici (3.42) ziskdvame posledni nezndmy ¢len v adjungované metodé z kapitoly 2. Gra-
dient vyuZijeme v metodé gradientniho sestupu k iterativnimu nalezeni nového odhadu rych-
lostniho profilu u;,, viz kapitola 2.1.1.

3.2.4 Algoritmus vypoctu sdruzZené proménné

Pomoci rovnic odvozenych v ptfedchozich kapitolach je nyni predstaven algoritmus dudlni dlohy
pro sdruzenou promennou.

0. Inicializace: Nastaveni t = T a koncové podminky

aJ
/1k(x, T) = m (343)

1. Uprava éasového kroku: t — t — 1.

2. Wypocet gradientu: Vypocet a uloZeni Clent udL podle kapitoly 3.2.3.

duiy(x,1)

v

3. ReSeni okrajovych podminek: Viz kapitola 3.2.2.

v

4. Siteni: Propagace sdruzené proménné do okolnich uzli miizky:

(x, 1) = Z(x + &t + 1), (3.44)

5. ,,Kolizni* krok: Pomoci rovnice (3.26) ziskavame

‘ . OC (x,t 0
A, 1) = 4G, 1) + A, 1) ., _0F (3.45)
j=1

afk(x’ t) aﬁ((x’ t)

6. Kontrola konce: UkonCeni vypoctu, pokud ¢ = 0. Jinak zopakovani algoritmu od kroku 1.
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Kapitola 4

Numericka implementace

V této kapitole je popsdna konkrétni numerickd implementace ALBM. V podkapitole 4.1 jsou
popsany vyhody a nevyhody ALBM, které byly pii implementaci zohlednény. Pro tlohy prou-
déni tekutin ve 2D byla autorem prace implementovéna jak primarni iloha (LBM), tak dudlni
tiloha, viz kapitola 4.2. Ulohy proudéni tekutin ve 3D byly feSeny kédem TNL-LBM vyvijenym
na katedfe matematiky na FJFI CVUT v Praze, viz [16]. Tento kéd autor rozsitil o dualni dlohu
adjungované metody, viz kapitola 4.3. Ovéfeni obou implementaci a vypocetni studie pro rizné
typy proudéni v dloze proudéni v kavité pohdnéné vikem jsou provedeny v kapitole 5.

4.1 Vyhody a nevyhody ALBM

Srovnanim algoritmu LBM z kapitoly 1.3.1 a algoritmu ALBM z kapitoly 3.2.4 1ze pozorovat
velkou podobnost. Tento fakt umoZziiuje z velké Casti vyuZit implementaci primarni tlohy LBM.
Rozdil je pfedevs§im v implementaci kroku Sifeni a kolize v dudlni dloze.

Na obrézcich 4.1 a 4.2 Ize nahlédnout na rozdil v kroku Sifeni primarni a dudlni dlohy
v ALBM. SdruZené proménné v dudlni tloze se §ifi v opacnych smérech. Krok kolize probiha
v obou algoritmech lokdlné na kazdém uzlu. Tento krok 1ze tedy paralelizovat pro kazdy uzel.
Ze stejného divodu Ize i krok vypoctu makroskopickych veli¢in v algoritmu LBM paralelizovat.
Pokud navic zavedeme v implementaci druhé pole sdruzenych proménnych pro ukladéni jejich
hodnot po kroku kolize, pak 1ze podobné jako v LBM paralelizovat i krok Sifeni pro kazdy uzel.
Cely jeden Casovy krok algoritmii 1ze tedy v kazdém uzlu provést paralelné.

Hlavni nevyhodou adjungované metody je potfeba uklddani distribucnich funkci f; z pri-
marni dlohy v kazdém uzlu miizky a v kazdém Casovém kroku. K uloZeni téchto vysledku
je pii pouziti dvojité presnosti potfeba gN,N,N, - sizeof(double) [B] paméti pro 2D prou-
déni a gN.N,N_N, - sizeof(double) [B] paméti pro 3D proudéni. Jak lze ale vidét v kapi-
tole 3.2, hodnota distribu¢nich funkci se ve vypoctu dudlni dlohy pfimo nevyskytuje. K vy-
poctu sdruzené proménné potifebujeme pouze makroskopické veliCiny p, u, coZ sniZuje né-
roky na pamét pro ulohu 2D proudéni na 3N,N,N, - sizeof(double) [B] a 3D proudéni
na 4N,N,N;N, - sizeof(double) [B]. Tyto ndroky jsou ovSem zvlasté pro 3D ulohy velké,
proto bude v kapitole 4.3.1 upraven vypocet sdruzZené proménné pro ustdlené proudéni, ¢imz se
naroky na pamét’ jesté vyznamné snizi.
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Obrazek 4.1: Schéma Siteni distribunich funkci f; v algoritmu LBM.
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Obrazek 4.2: Schéma Sifeni sdruZenych proménnych A; v algoritmu ALBM.

4.2 Optimalizace proudéni ve 2D

Pro dlohy proudéni tekutin ve 2D bylo vyuZito kédu, jehoZ implementace je popsdna ve vy-
zkumném ukolu [20]. Implementaci ptistupu ,,first optimize, then discretize* nalezneme v praci
[19]. Obé implementace byly provedeny v jazyce C++ za pouZiti pouze standardnich knihoven.
Proudéni tekutin ve 2D je feSeno rychlostnim modelem D2Q9 a za pouziti SRT-LBM aproxi-
mace kolizniho operatoru z kapitoly 1.3.2.

V implementaci pristupu ,.first discretize, then optimize* v praci [20] nebylo vyuZito moz-
nosti paralelizace v primérni a dudlni dloze, popsané v kapitole 4.1. VypocCty v obou dlohdch
tedy probihaji na CPU, coZ vyznamné zvySuje vypocetni ¢as obou tloh. Navrhem na dal$i smé-
rovani v praci [20] je pravé paralelizace vypoctl a prechod na udlohy proudéni ve 3D. Toto
rozsifeni je popsano v kapitole 4.3.

Pro proudéni ve 2D pouzivame miizkové jednotky popsané v kapitole 1.3.4. Divodem
k tomu je snadnéj$i implementace, jelikoZ dudlni uloha pracuje stejné jako primarni tloha
s bezrozmérnymi jednotkami a prevod na redlné jednotky tedy v tomto ohledu neni dilezity.
V kapitole vysledki pro 2D proudéni 5.2 tedy budou nastavované parametry uvadény v bezroz-
meérnych jednotkéch.

Pro proudéni tekutin ve 2D provedeme v kapitole 5.2 vypocetni studii s riznym nastavenim
parametrd tekutiny a minimalizacni dlohy, jako je viskozita, zaSuméni naméfenych dat, atd.
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4.3 Optimalizace proudéni ve 3D

Jak jiz bylo zminéno v tdvodu kapitoly 4, tato prace rozsifuje kéd TNL-LBN, viz [1, 5, 6, 7,
8, 16], o adjungovanou ulohu k LBM. Kéd je napsén v jazyce C++ s pouzitim architektury
CUDA a knihovny TNL, viz [15, 25]. Diky podobnosti algoritmi LBM a ALBM, viz kapitola
4.1, vyuZijeme stavajici LBM kernel a jeho funkce definované v TNL-LBM i pro dudlni dlohu
adjungované metody.

Do kédu byl implementovan novy kolizni operator pro sdruzenou proménnou v ALBM z ka-
pitoly 3.2.1 pro SRT-LBM, nachézejici se v hlavickovém souboru col_srt_adjoint.havdo-
provodnych hlavickovych souborech common_adjoint.h a eq_adjoint.h. Okrajové pod-
minky nachézejici se v hlavickovém souboru bc . h byly rozsiteny o okrajovou podminku popsa-
nou Vv kapitole 1.3.3 pro primdrni dlohu a okrajové podminky z kapitoly 3.2.2 pro dudlni dlohu.
V tomto souboru je také ptidana klasifikace uzli kategorii GEO_ADJOINT_FLUID, ve které do-
chazi k opacnému Sifeni sdruzené proménné, viz kapitola 4.1, a GEO_ADJOINT_FLUID_m, ve
které navic dochdzi k méfeni dat a Cleny % z rovnice (3.26) tedy nejsou nulové. Déle byla
pozménéna inicializace pole sdruZzenych proménnych v dudlni dloze podle koncové podminky
(3.27). Do hlavickového souboru streaming_AB.h byl pfidan krok §ifeni sdruzené proménné.
Do hlavickového souboru macro.h byla pfiddna struktura D3Q27_MACRO_Adjoint a do sou-
boru defs.h struktura D3Q27_KernelStruct_Adjoint. Tyto struktury obsahuji pro kazdy
uzel nactené hodnoty p, u z primérni dlohy a také namérené p”, u™.

Do souboru 1bm_data.h byla navic pfiddna struktura NSE_Data_Adjoint pro adjungo-
vanou ulohu a struktura NSE_Data_InflowProfile obsahujici rychlostni profil na okrajové
podmince z kapitoly 1.3.3.

Vzhledem k velkym narokiim ALBM na pamét’ (viz kapitola 4.1) byly do hlavickového
souboru state.h ptfidany funkce na ukladani a nacitani makroskopickych veli¢in do bindrnich
soubortl.

Ulohy z kapitoly 5.3 jsou pak implementovany v souboru sim_adjoint.cu. Rozsifeni
k6édu TNL-LBM o ALBM je k nahlédnuti v [21].

4.3.1 Poznamka k ustalenému proudéni

V kapitole 4.1 byly diskutovany ndroky ALBM na pamét’. V pripadé ustidleného proudéni, kdy
vyvoj makroskopickych veli€in p a u nezavisi na Case, proto bude vyuZita nésledujici tprava
ALBM. Ustaleného proudéni v kapitole 5.3 dosahujeme vhodnym nastavenim vstupniho rych-
lostniho profilu u;,(x) nezdvislého na Case. Tento fakt méni vypocet gradientu z kapitoly 3.2.3,
kde je findlni gradient v uzlu x na vstupu do domény roven souctu gradientli v tomto uzlu pres
vSechny Casové iterace.

Zvolime findlni Cas dostatecné velky tak, aby se proudéni feSené pomoci LBM v primarni
uloze stihlo ustélit z obecné zadané pocateCni podminky. Poté uloZime pouze ustdlené makro-
skopické veliiny v kazdém uzlu. Tim se ndroky na pamét sniZi pro tlohu 3D proudéni na
4N,.NyN.-sizeof(double) [B]. V dudlni uloze potom nacitdme makroskopické veli¢iny pouze
jednou na rozdil od kazdé Casové iterace, coZ odpovidd odvozeni ALBM pro tlohu, ve které za-
davame pocatecni podminky v primarni tloze v rovnici (1.30) pomoci vypocitanych ustalenych
makroskopickych veliCin p a u. V takovém proudéni se makroskopické veli¢iny neméni a tedy
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nezédlezi na poctu ¢asovych kroku. Dudlni dloha tedy navic miiZe mit pro ustdlené proudéni
mensi pocet ¢asovych iteraci oproti pivodni primarni tloze. Pocet ¢asovych krokt v dudlni
uloze musi byt dostateCné velky, aby doslo k Sifeni nenulovych sdruZzenych proménnych A; az
k okrajové podmince, viz algoritmus 3.2.4.

Tohoto zjednoduseni vyuZijeme pouze u tloh 3D proudéni tekutin, kde jsou naroky na pa-

Vv

mét’ obecné vyssi neZ u 2D proudéni.
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Kapitola 5

Numerické vysledky

V této kapitole budou predstaveny vysledky optimalizace okrajové podminky pomoci ALBM,
kterd je popsdna a odvozena v kapitole 3.

V této préci jsme neméli k dispozici naméfend data. Tento problém obejdeme pomoci na-
sledujiciho testovaci schématu, ve kterém vyuZzijeme LBM k predpocitdni makroskopickych
veli¢in p™, u™ s néjakym rychlostnim profilem na vstupu u,, ;,. Poté zvolime pocatecni odhad
Won # Uy, a pomoci ALBM se budeme snaZit zrekonstruovat piivodni u, ;, pouze z dat p™, u™.
Pocatecni odhad u ;, bude v nasledujicich dlohach vZzdy identicky roven nule. Testovaci schéma
v tomto tvaru umoziuje otestovat ALBM na proudéni i se sloZit€j$imi profily u,, ;,, ke kterym
namérend data nemusi nutné existovat. Nacrt algoritmu testovaciho schématu je k nahlédnuti na
obrazku 5.1 a probihd nasledovné.

1. Zvoleni parametrli tekutiny a tvaru rychlostniho profilu %, ;, na vstupu do domény.
2. Spusténi simulace LBM se zvolenymi parametry a vstupnim profilem u,, ,.

3. UloZeni makroskopickych momentt p a u ve zvolenych miiZzkovych bodech a ¢asech jako
ot u.

4. Zapomenuti vstupniho rychlostniho profilu u,, ;,. Zvoleni poCateCniho odhadu u j,.
5. Spusténi adjungované metody k miizkové Boltzmannové metodé, viz kapitola 2.1.1.
6. Zastaveni adjungované metody po nalezeni dostateCné presného reSent.

7. Porovnani plivodniho rychlostniho profilu u,, ;, s odhadem vstupniho profilu uy ;, z adjun-
gované metody po N krocich. Porovnani makroskopickych momenti p a # uvniti domény
s ,,namérenymi‘‘ daty p" a u™.
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Obrazek 5.1: Algoritmus testovaciho schématu.

5.1 Formulace dlohy optimalizace proudéni v kavité

Testovaci schéma pouZijeme pro optimalizaci proudéni v kavité pohdnéné vikem z obrdzku 1.1.
Rychlostni profil na viku kavity bude v této uloze pro snadnéjsi vizualizaci konstantni v Case.

Doménu v uloze kavity nastavujeme na Q = (0, L,) x (0, L,) pro ulohu 2D proudéni a pro
tlohu 3D proudéni Q = (0,L,) x (0,L,) x (0,L;) s Casovym intervalem [0, T]. Schéma do-
mény ulohy proudéni v kavité pohdnéné vikem je pro 2D proudéni k nahlédnuti na obrazku 5.2
a pro 3D proudéni na obrdzku 5.3. Zad4ni minimaliza¢ni tlohy mé potom stejnou formulaci
jako v kapitole 2.2 a dcelovéd funkce mé tedy tvar pro makroskopické veli¢iny podle rovnice
(2.14) a v diskretizované formé podle rovnice (3.5). Nastaveni parametrtit LBM, ze kterych poté
vychazi i nastaveni parametri v ALBM, je popsano v kapitole 1.3.4.

Rychlostni profil na viku kavity u,,;,(x, ) navic z obecného odvozeni v kapitole 3.2 ziuZime
na konstantni profil v Case

ut . (x
TE) i
up,in(x) = ,0 ’ up,in(x) = 0 (51)
0
pro dlohu ve 2D a 3D. Toto ziZeni umozni snadnéjsi analyzu vysledk, a jak je diskutovdno
v kapitole 4.3.1, tak i snizZi ndroky na pamét’ pro ustdlené proudéni.

Vizualizace proudéni v tloze kavity pohanéné vikem jsou v této praci inspirované praci
[31], kde autori ovetuji metodu konecnych prvki pro rizné hodnoty Reynoldsova Cisla.
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Obrazek 5.3: Schéma kavity pohdnéné vikem pro 3D tdlohu.
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Parametr Hodnota

N, 100
N, 100
N; 2000
T 3.5
a 20
Uo,in 0

Tabulka 5.1: Nastaveni parametrti tlohy 2D proudéni v kavité pohdnéné vikem.

5.2 Vysledky optimalizace ve 2D

Pro tlohu 2D proudénti, jejiz implementace je popsana v kapitole 4.2, byl volen rychlostni profil
na viku u . nasledujicim zpusobem

0.1 sin® (%) pro x € [0,0.15L,],
u;’m(x) =40.1 pro x € [0.15L,,0.85L,], 5.2)
0.1sin’ (%)) pro x € [0.85L,, L],

kde x je x-ové soutradnice vektoru x. Tento profil je inspirovany praci [5].

Vysledky nasledujicich optimalizaci maji stejné nastaveni vétSiny parametri podle tabulky
5.1. Jediné zménéné parametry jsou vZdy uvedené u jednotlivych obrazkt. Optimalizaci pomoci
ALBM ve vSech nasledujicich vypoctech zastavujeme, pokud je gradient z rovnice (2.13) mensi
nez 0.01.

Na obrazku 5.4 Ize nahlédnout na typicky vir vytvoreny pohybujicim se vikem v kavité
pro Re = 1000, ktery jsme rekonstruovali pomoci LBM. Na obrazku 5.5 lze nahlédnout na
stejné proudéni, ale se zakrytim domény podle obrdzku 5.2 a pfidanym Sumem, ktery byl uméle
vytvoren vyndasobenim kazdé slozky vektoru w z kapitoly 2.2 ndhodnou veli¢inou s normélnim
rozdélenim.

Vysledky optimalizace proudéni s parametry z tabulky 5.1 pro rtizné hodnoty zakryti ,,na-
meéfenych® dat, které kontroluje parametr a z obrazku 5.2, jsou k nahlédnuti na obrazku 5.6.
Mensi hodnoty parametru a resultuji v lepsi odhad ptivodniho profilu pomoci ALBM.

Na obrazku 5.7 jsou vysledky optimalizace s nastavenim z tabulky 5.1 pro rizné hodnoty
Reynoldsova ¢isla, které ovlddame nastavenim relaxacniho Casu 7 podle rovnice (1.34) z kapi-
toly 1.3.4. Pro vysoké hodnoty Reynoldsova Cisla se relaxacni ¢as 7 blizi hodnoté % Pro tyto
hodnoty nemusi byt SRT-LBM stabilni, viz kapitola 1.3.4. Pro Re = 2000 jsme nebyli jsme
schopni pomoci ALBM ziskat stabilni vysledky odhadu rychlostniho profilu na viku. Pro sta-
bilni feSeni bychom museli zvysit rozliseni miizky a tim i pocet ¢asovych krokd podle rovnice
(1.36), coz by vyznamné zvysilo naroky na pamét’, viz kapitola 4.1. Tento fakt je dileZity i ve
vysledcich 3D uloh v kapitole 5.3.

Obrazek 5.8 ukazuje srovnani vysledkd optimalizace pro rtizna zaSuméni dat p™, u™ s na-
stavenim parametrti proudéni z tabulky 5.1.
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Obrazek 5.4: Izolinie velikosti makroskopické rychlosti ziskané pomoci
proudéni v kavité pro Re = 1000.
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— 0.035
0.03
0.025
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0

LBM pro ustdlené

Obrazek 5.5: Velikost ,,naméfené* makroskopické rychlosti s Sumem v kavité pro Reynoldsovo
&islo Re = 1000. Sum byl ziskdn vyndsobenim kazdé slozky vektoru w” nahodnou veli¢inou

s normdlnim rozdélenim se stfedni hodnotou u = 1 a rozptylem o = 0.1.
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Obrazek 5.6: Pivodni a rekonstruovany rychlostni profil na viku kavity pro rizné hodnoty pa-
rametru a z obrazku 5.2.
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Obrazek 5.7: Pivodni a rekonstruovany rychlostni profil na viku kavity pro rizné hodnoty Rey-
noldsova Cisla (ovladané relaxaCnim Casem 7). Pro Re = 2000 adjungovana metoda nebyla
stabilni a nekonvergovala — na grafu je tedy zobrazen posledni stabilni vysledek.
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Obrazek 5.8: Pivodni a rekonstruovany rychlostni profil na viku kavity pro rtizné hodnoty roz-
ptylu o v zaSuméni dat. Sum byl ziskdn vyndsobenim kazdé slozky vektoru w™ ndhodnou veli-
¢inou s normdlnim rozdélenim se stfedni hodnotou u = 1.
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Parametr Hodnota Jednotka

L, 0.1 m
L, 0.1 m
L, 0.1 m
T 16 S
v 1.5-107 m?s~!
Re 500

Tabulka 5.2: Nastaveni redlnych parametrd tlohy 3D proudéni v kavité pohanéné vikem.

5.3 Vysledky optimalizace ve 3D

Implementace 3D uloh je popsana v kapitole 4.3. Tato kapitola pracuje se dvéma tlohami kavity
pohanéné vikem z kapitoly 5.1. Obé tlohy budou kviili ndrokiim na pamét’ pracovat s Upravou
pro ustdlené proudéni, kterd je diskutovdna v kapitole 4.3.1. PouZijeme testovaci schéma ze
zacatku kapitoly 5. Pro ,,naméfeni* makroskopickych dat s profilem u,,;, byl napsan program
sim_pseudomeasure.cu, viz [21].

Pomoci funkce g = g(@) zadané pro soutadnici « jako

sin® () pro a € [0,0.15L],
pro @ € [0.15L,0.85L],

) = 5.3
9(@) sin’ (’T(O“—;LL)) pro « € [0.85L, L], (5-3)
0 jinde,
nastavime rychlostni profil na viku kavity jako
w, i,(%) = 0.1g(x)g(y) pro x € [0, L] X [0, L,] X {0}, (5.4)

kdex = (x y 2z) jsou soufadnice popisujici viko kavity a parametr L pfedstavuje &ést celkové
délky vika L,.

Tabulka 5.2 udava nastaveni spole¢nych redlnych parametrii obou testovacich tdloh v této
kapitole. Ulohy se i3 pouze v nastaveni parametru L z rovnic (5.3) a (5.4). Pomoci poZadova-
ného Reynoldsova ¢isla z tabulky 5.2 bychom dale méli spocitat maximalni hodnotu velikosti
rychlosti na viku. To ov§em neni potfeba, jak je diskutovédno v kapitole 1.3.4. Staci pouze nasta-
vit bezrozmérné jednotky podle kapitoly 1.3.4 pro u},,. = 0.1 ziskané z rovnice (5.4). Posledni
parametr z kapitoly 1.3.4, ktery je potfeba zadat, je prostorovy krok Ax, nebo ekvivalentné
pocet uzli N,. Pro vizualizaci proudéni v kavité pro rizné volby parametru L z rovnice (5.4)
pouZzijeme jemnéjS$i miizku nez pfi pocitdni samotnych uloh ALBM podle testovaciho sché-
matu ze zaCatku kapitoly 4. Zachovani hydrodynamickych vlastnosti simulované tekutiny pii
zjemniovani miiZky mdme zajiSténé nastavenim ostatnich miiZkovych parametrd, viz kapitola
1.3.4.
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Vizualizace proudéni Uloha 1 Uloha 2

Parametr Hodnota Parametr Hodnota Parametr Hodnota
N, 64 N, 32 N, 32
v 0.0126 v 0.0062 v 0.0062
L 0.1m L 0.05m
Uo,in 0 Ug,in 0
a 0.02 m a 0.02 m
€ 0.001 € 0.001

Tabulka 5.3: Nastaveni parametrii pro vizualizaci proudéni v kavité pohanéné vikem a dvou
zkoumanych uloh.

Tabulka 5.3 zadava pocet uzli N,, které pouzijeme ve vizualizaci proudéni a v obou tlohach,
ale také udava vypocitany parametr miizkové viskozity v* z rovnic (1.34) a (1.35) a parametr L
z rovnic (5.3) a (5.4) pro jednotlivé ulohy. Navic uvadime parametr a z obrazku 5.3 z kapitoly
5.1, vénujici se zaddni tlohy optimalizace pro proudéni v kavité, a parametr € z kapitoly 2.1.1.
V kapitole 4.3.1 bylo zminéno, Ze algoritmus dudlni dlohy z kapitoly 3.2.4 miZe mit pro usta-
lené proudéni méné ¢asovych krokl nez primarni dloha. Z diivodd zkraceni vypocetniho casu
tedy nastavujeme v obou ulohach pocet Casovych iteraci v dudlni tloze odpovidajici ¢asu 4 s.
Algoritmus ALBM byl v obou tlohach zastaven po 20000 iteracich.

Na obrazku 5.9 a 5.10 Ize vidét vizualizaci proudéni v kavit€¢ pohdnéné vikem pro tlohu 1
z tabulky 5.3. Pozorujeme znovu typicky vir vytvoreny pohybujicim se vikem. Na obrazku 5.11
je zobrazen rychlostni profil zadany rovnici (5.4), ktery se snazime pomoci ALBM rekonstruo-
vat, a na obrazku 5.12 je zobrazen rekonstruovany profil po 20000 iteracich ALBM z pocatecni
podminky zadané tabulkou 5.3. Rozdil téchto profild je potom k nahlédnuti na obrazku 5.13.
Na obrdzku 5.14 jsou zndzornény funk¢ni hodnoty tcelové funkce J.

Podobné pro dlohu 2 ze zadani v tabulce 5.3 je vizualizace proudéni k nahlédnuti na obraz-
cich 5.15a5.16. Na obrazku 5.17 je potom pivodni rychlostni profil na viku kavity, na obrazku
5.18 jeho rekonstrukce pomoci ALBM a na obrazku 5.19 rozdil téchto profilti. Pribéh tdcelové
funkce J v adjungované metodé pro ulohu 2 je na obrazku 5.20.

V obou tlohéch jsme byli schopni pomoci adjungované metody rekonstruovat pivodni rych-
lostni profil. Tyto dvé testovaci tlohy tedy slouZi jako ovéfeni implementace ALBM v TNL-LBM.
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Obrazek 5.10: Vybrand izoplocha velikosti makroskopické rychlosti v kavité v tloze 2.
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Obrézek 5.13: Rozdil piivodniho a rekonstruovaného profilu w3, .. — u, ;,, na viku kavity v
uloze 1.

100—5
10*2—;
- 10-3—;

1075 4

1076 4

0 2500 5000 7500 10000 12500 15000 17500 20000
lterace

Obrazek 5.14: Konvergence tucelové funkce J v uloze 1.
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Obrazek 5.15: Velikost makroskopické rychlosti na fezu doménou kavity podél osy x v tloze 2.

Obrazek 5.16: Vybrand izoplocha velikosti makroskopické rychlosti v 3D kavité v tloze 2.
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Zaver

Tato diplomové prace se zabyvala optimalizaci proudéni tekutin pomoci adjungované metody.
Prace vychazela z predchozich praci autora [19, 20], které rozsifila o odvozeni adjungované
metody k mfizkové Boltzmannové metodé pro obecny kolizni operétor a také o implementaci
adjungované metody pro proudéni ve 3D.

V prvni kapitole byl uveden makroskopicky matematicky popis proudéni tekutin, na ktery
bylo navdzdno mezoskopickym popisem v kinetické teorii a miiZkovou Boltzmannovou meto-
dou. V této kapitole byly také popsdny dvé aproximace kolizniho operétoru, které se v miizkové
Boltzmannové metodé bézné pouZzivaji.

Kapitola 2 se vénovala definicim a vétdm potiebnym k zaddni minimaliza¢ni tulohy s vazbou,
kterou tato préace feSila. Rychlostni profil na vstupu do domény zadany Dirichletovou okrajo-
vou podminkou byl zvolen jako fidici parametr minimalizacni dlohy. V této kapitole bylo také
uvedeno obecné odvozeni adjungované metody a jeji algoritmus.

V kapitole 3 byl diskutovan souCasny stav problematiky optimalizace proudéni pomoci ad-
jungované metody. Ddle tato kapitola predstavila odvozeni adjungované metody pomoci mfiz-
kové Boltzmannovy metody s obecné zadanym koliznim operdtorem pro minimalizacni Glohu
z kapitoly 2. Algoritmus odvozené tlohy pro sdruZzenou proménnou byl upraven pro paralelizaci
na grafickych kartdch.

Kapitola 4 diskutuje vyhody a nevyhody adjungované metody ve vztahu k numerické imple-
mentaci. Poté uvadi implementaci na CPU pro proudéni ve 2D, které bylo vyuZito jiZ v pracich
[19, 20]. Implementace pro proudéni ve 3D byla provedena rozsifenim kédu TNL-LBM vyvije-
ného na katedfe matematiky na FJFI CVUT v Praze, viz [16, 21].

Posledni kapitola se vénovala vypocetni studii. Implementace ve 2D byla vyuZita k prove-
deni n€kolika vypoctd s riznym nastavenim parametrti tekutiny a minimalizacni dlohy. Rozsi-
feni kodu TNL-LBM o adjungovanou metodu bylo otestovdno na dvou tlohdch. V obou tilohach
ve 3D bylo vyuZito navrZeného sniZeni narokli na pamét’ pro ustdlené proudéni predstaveného
v kapitole 4.3.1.

Rychlostni profily na vstupu do domény byly tspésné rekonstruovany ve 2D i 3D. Prace
ale narazila na hranice stability SRT-LBM pfi vysokych Reynoldsovych ¢islech. Stabilni SRT-
LBM simulace pro turbulentni proudéni by musely mit malé prostorové i asové kroky, coZ by
vyrazné zvysilo vypocetni Cas, ale také predev$im naroky na pamét’ v adjungované metodé, viz
kapitola 4.1. Tyto ndroky se ukdzaly byt nerealistické, proto v praci doslo k odklonéni se od
tretiho bodu zadani.
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Budouci prace navazujici na tuto prici by se mohly vénovat rozsiteni stavajiciho kédu o ad-
jungovanou tlohu pro kolizni operétory, které vykazuji vétsi stabilitu pro turbulentni proudént,
viz [22]. Dal§im moZznym sméfovdnim by mohla byt optimalizace topologie, jako napiiklad
tvaru pevnych prekazek v doméné, pomoci adjungované metody k miizkové Boltzmannové
metodé vyuZitim porézniho prostfedi, nebo jiné metody zaloZené na mozné zméné kazdého
uzlu mfizky na uzel tekutiny ¢i pevné latky.
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