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Abstrakt

Stochastickd metoda Monte Carlo (tedy kombinujici pravdépodobnost
a statistiku) nachdzi{ uplatnéni v mnoha oblastech: jadernd a Easticovd
fyzika [4], termodynamika a statistickd fyzika [5], pfedpovéd pocasi, poci-
tacova grafika, filmové efekty, finan¢ni matematika. My si vysvétlime pod-
statu metody a ukdzeme nékteré jeji aplikace, pficemz si vystacime se zna-
lostmi stfedoskolské matematiky obohacenymi o pojmy ndhodnd veli¢ina,
stfedni hodnota a rozptyl.

1 Historie

Popis historie metody ¢erpame 7 [3].

Metoda Monte Carlo byla formulovdna ve 40. letech 20. stoleti a svého vy-
uziti se dockala jesté v pribéhu druhé svétové valky. Jejim zakladatelem byli
S. Ulam a J. von Neumann, kteii v té dobé pracovali v americké Néarodni labo-
ratofi Los Alamos, kde zkoumali chovani neutronu, predevsim je zajimalo, jaké
mnozstvi neutrond projde riznymi materidly (napf. nadrzi vody). Pres velké
mnozstvi informaci nebylo mozné tento problém vyresit teoreticky ani prakticky.
K vysledku dopomohla az metoda Monte Carlo, kdy se autofi nechali inspiro-
vat hazardni hrou ruleta (odtud také nizev Monte Carlo). Bylo jim zndmo, Ze
k pohlceni neutronu jinym atomem dojde v priblizné jednom pripadu ze sta.
Kazdé roztoceni rulety by simulovalo pohyb neutronu. Pokud by se zastavila na
dilku, ktery znazorniuje pohlceni neutronu, neutron by cestu neprosel. To by se
opakovalo vzdy tak dlouho, dokud by neutron nebyl pohlcen, nebo dokud by
aspésné neprosel celou cestu.

A¢ je tento piiklad velmi zjednoduseny, podstatu metody Monte Carlo vysti-
huje. Simulace by byla pochopitelné velmi ¢asové naro¢nd, pokud by se skutec¢né
pokazdé tocilo ruletou. Autofi ale pracovali v dobé, kdy vyvoj vypocetni tech-
niky byl jiz v plném proudu, a proto pro tyto simulace mohli pouzivat na dne$ni
dobu jednoduché pocitace, které dobu simulace vyrazné zkratily.
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2 Nutné znalosti z pravdépodobnosti a statis-
tiky

U ¢tenare predpokladame znalosti pravdépodobnosti a statistiky na stiedoskol-
ské trrovni (jak jsou obsaZeny napiiklad v uéebnici [1]). Vybudujeme nyni mirnou
nadstavbu nad stfedoskolskymi znalostmi. Necht €2 zna¢i mnoZinu v8ech moz-
nych vysledkt ndhodného pokusu. Nahodna veliéina je funkce X : Q — R,
jejiz hodnota je jednoznacné urcena vysledkem ndhodného pokusu. Ozna¢me
mozné hodnoty X jako x1,xo,...,z;. Pravdépodobnostni funkce nahodné
veliéiny X je funkce p, kterd je definovdna jako p(z;) = P({w € Q|X(w) =
z;}) L. Jde tedy o pravdépodobnost ndhodného jevu, Ze ndhodna veli¢ina na-
byva hodnoty z;. Stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X se vypocita jako

k
E(X) = Z zip(zi).
i=1

Zhruba feCeno, stfedni hodnota ndhodné veli¢iny udava, jaky asi bude pramér
ziskanych hodnot ndhodné veli¢iny pfi mnoha opakovanich ndhodného pokusu.

Pro spolehlivy popis ndhodné veli¢iny potifebujeme znat nejenom stiedni
hodnotu, kolem které se jednotlivé hodnoty soustreduji, ale také védét, jak da-
leko se od tohoto st¥edu rozptyluji. Rozptyl D(X) je definovan jako stfedni
hodnota kvadrati odchylek od stfedni hodnoty.

k k
D(X) = Y- (@i — B(X)plai) = Y adplai)  B(X)

Realizujeme-li N-krat ndhodny pokus a oznacime-li X, Xo,..., Xy realizo-
vané hodnoty ndhodné veli¢iny X (hodnoty se mohou opakovat), pak vybérovy
(aritmeticky) primeér

1
X= z; X;
1=

dobfe aproximuje stfedni hodnotu F(X) pro N dostatetné velké. Dobrym od-
hadem rozptylu je pak vybérovy rozptyl

1 & — 1 —2
sg(:NZ(XZ-—XF:NZXf—X .
i=1 =1

3 Princip metody Monte Carlo
Hledame-li hodnotu néjaké velic¢iny, pak nastavaji nasledujici moznosti.

e V nemnoha pripadech zndme explicitni predpis pro zkoumanou veli¢inu.

LPou¥ivé se zkraceny zépis P(X = ;)



e V nékterych pripadech zndme algoritmus, ktery v konec¢né mnoha krocich
s dostate¢nou presnosti vypocte hodnotu dané veli¢iny.

e Ve vétsiné piipadl nezname ani vzorec ani algoritmus. Pak je prostor pro
metodu Monte Carlo, kdy vytvaiime ndhodné pokusy tak, aby se jejich vy-
sledky s uspokojivou pravdépodobnosti blizily hledané hodnoté. Casto lze
hodnotu veli¢iny povazovat za pravdépodobnost jistého ndhodného jevu
nebo obecnéji za stfedni hodnotu E(X) néjaké ndhodné veli¢iny X. Jest-
lize vypocteme N nezavislych realizaci X7, X5, ..., Xy nahodné veli¢iny
X, miizeme odhadnout E(X) pomoci aritmetického priiméru X. Chyba
|E(X) — X| je tmérna ¢islu j)‘ﬁ (jde ovsem o pravdépodobnostni odhad
chyby). 2

4 Vypocet Ludolfova ¢isla 7

Urceni ¢isla m metodou Monte Carlo je vhodna motivacéni tiloha. Predstavme si,
Ze méame ¢tverec o strané délky 2 se stfedem (0, 0), do ného? je vepsan kruh o po-
loméru 1. Pro jednoduchost se omezime na prvni kvadrant, viz obr. 1. Zvolme

(0,0) (1,0)

Obrézek 1: Mlustrace odhadu é&isla .
ve ¢tverci ndhodné body, jejichZ rozdéleni na plofe ¢tverce je rovnomérné. 3
Pak pravdépodobnost P, ze takto ndhodné zvoleny bod padne do ¢tvrtkruhu

je rovna podle geometrické definice pravdépodobnosti P = % =z

‘maly &tverec 4
P#i odhadu P budeme postupovat nasledujicim zptisobem. Generujeme 2N né-
hodnych ¢isel Xq,..., Xn,Y1,..., Yy s rovnomérnym rozdélenim na intervalu

(0,1). * Dvojice (X;,Y;) pak pfedstavuji soufadnice ndhodnych bodii ve ¢tverci.

2Tento odhad se ziskd vyuzitim tzv. CebySevovy nerovnosti. Pokud zvolime dostatetn&
malé a a polozime ¢ = /2 pak dostaneme odhad P(|E(X) — X| < &) > 1 — a. Pii

Na ?
fixovaném o tedy s pravdépodobnosti 1 — a klesd chyba Gmérné %. A jelikoZ odhadem
D(X) je s%, dostédvame, %e chyba |E(X) — X| je tmérn4 &islu s\/—xﬁ pro dostate¢né velké N.
3Tento pojem je intuitivni, nechdme ho tedy bez pFesné definice, kterd by piekradovala
ramec stfedoskolského studia.
4Uspéch feSeni miiZe zdviset na volb& generdtoru pseudonahodnych &isel (p¥i potitadovych
simulacich nepracujeme se skute¢né ndhodnymi €isly ziskanymi z fyzikdlnich procesi, ale s




Pomoci podminky X? + Y;? < 1 zjistime, kolik bodi lez{ ve ¢tvrtkruhu. Jejich
pocet oznaé¢me N'. Relativni éetnost NW/ pak bude odhadem P a pro ¢islo 7
dostavame odhad 7 = 4%/ pro dostateéné velké N.

Pro formulaci pomoci stfedni hodnoty definujeme ndhodnou veli¢inu Z, ktera
nabyva hodnoty 1, pokud (X,Y) lez ve étvrtkruhu, kde X,Y jsou ndhodné
veliéiny rovnomérné rozdélené na intervalu (0,1), v opafném piipadé nabyva
hodnoty 0. Potom E(Z) =1-P+0-(1 — P) = P. Jejim odhadem je pravé
relativni ¢etnost NW/ a odhadem rozptylu D(Z) je 5% = NW/ - (NW/)2 € (0,1).
Jelikoz chyba odhadu klesd tmérné S—\/ZN, chceme-li odhad pro 7 s presnosti na
5 desetinnych mist, musime provést fadové 10'° ndhodnych vybérd, proto tato
metoda neni pro prakticky vypocet m s velkou presnosti pouzitelna.

V programu Matlab vypadd skript pro odhad ¢isla 7 napt. takto:

cetnost=0; % cetnost vyskytu nahodnych bodu ve ctvrtkruhu
N=10% % pocet nahodnych bodu

for i=1:N

Xi=rand;

Yi=rand;

if XiZ+yi? <1

cetnost=cetnost+1;

end

end

odhadPi=4 x cetnost/N

Na zékladé teorie by mél program pii tomto po¢tu ndhodnych bodi odhadnout =

s chybou mensi nez m = 1\%\72 = 0,0016 s pravdépodobnosti vétsi nez 99%.

To je v dobrém souladu s vysledky programu: pii 100 bézich jsme dostali odhady
pro 7 v rozmezi 3,1413 az 3,1421, pricemz skutecnad hodnota 7 je 3,14159....

5 Vypocet plochy pod grafem funkce

Mgjme nezapornou funkci f na intervalu (a,b), kterd je spojitd nebo mé jen
kone¢né mnoho bodw nespojitosti (typu skok). Zajimé néds obsah S plochy pod
grafem funkce. UkdZzeme dva zptisoby vypo¢tu pomoci metody Monte Carlo [2].

1. Uvazujeme ndhodnou veli¢inu X s rovnomérnym rozdélenim na intervalu

(a,b) a ndhodnou veli¢inu Y danou vztahem Y = f(X). Pak pro stfedni
hodnotu veli¢iny Y plati E(Y) = ;2. Tomuto vztahu se d4 s nagimi

znalostmi porozumét v piipadé, kdy f nabyva na (a,b) pouze konecné
muoha hodnot y1,ys, . . ., yx. Potom totiZ plati E(Y') = Zle yip(y;)- Graf

programy, které na zdkladé n&jakych predpist dévaji pseudondhodnd ¢isla). UvaZovani tohoto
problému je ale nad rdmec nagich aktudlnich znalosti.



jedné takové funkce je na obr. 2. Véfme, ze vztah E(Y) = % plati i v
pripadé, kdy f nabyva nekonecné mnoha hodnot.

y3

y2

y1

Obrazek 2: Priklad funkce s kone¢né mnoha skoky a kone¢nym oborem hodnot
na intervalu (0,1).

Z druhé strany stiedn{ hodnotu E(Y’) ndhodné veli¢iny Y mizeme odhad-
nout pomoci aritmetického priméru jejich nezavislych NV realizaci ¥ =
+ Ef\il F(X3), kde X1, Xo,..., Xn jsou nezavislé realizace ndhodné ve-
liciny X, tj. jsou to ndhodna ¢isla s rovnomérnym rozdélenim na intervalu
{a,b). Odhadem rozptylu D(Y) je s3 = % vazl f(X;)? —Y’. Pro obsah
plochy tedy dostavame odhad S = }’_T“ Zf\]:l f(X;) pro dostate¢né
velké N.

2. Druhd metoda je zalozena na geometrické definici pravdépodobnosti. Po-
stupujeme tedy analogicky jako pfi odhadu ¢isla . Uvazujeme obdélnik
o stranach délky b — a a h, ktery obsahuje graf funkce f. Zvolme v obdél-
niku ndhodné body, jejichz rozdéleni na plose obdélnika je rovnomérné.
Pak pravdépodobnost, ze takto ndhodné zvoleny bod padne do plochy
pod grafem funkce f je rovna podle geometrické definice pravdépodob-

: _ S
nosti P = m

P#i vypoctu obsahu S budeme postupovat nasledujicim zptsobem. Ge-
nerujeme N ndhodnych ¢isel X; s rovnomérnym rozdélenim na intervalu
(a,b) a posloupnost N ndhodnych ¢&isel Y; s rovnomérnym rozdélenim na
intervalu (0, k). Dvojice (X;,Y;) pak pfedstavuji soufadnice ndhodnych
bodi v obdélniku. Pomoci podminky Y; < f(X;) zjistime, kolik bodu lezi
pod grafem funkce f. Jejich poéet ozna¢me N’. Relativni ¢etnost %/ pak
bude odhadem pravdépodobnosti P a pro obsah dostavame odhad
S=(b- a)hNWl pro dostateéné velké N.

Pro formulaci pomoci stfedni hodnoty definujeme ndhodnou veli¢inu Z,
kterd nabyva hodnoty 1, pokud Y < f(X), kde X, Y jsou ndhodné veli¢iny



s rovnomérnym rozdélenim na (a,b), resp. (0,h), v opatném piipadé na-
byva hodnoty 0. Potom plati, ze E(Z) = P. Jejim odhadem je pravé
relativni Cetnost 5-. Odhadem rozptylu D(Z) je s = &= — ()%

Lze ukazat, Zze druhd metoda ma vétsi nebo v optimalnim pripadé stejny roz-
ptyl jako prvni metoda, a byva proto méné piesné. V konkrétnich piikladech
odhad chyby \S/—Yﬁ, resp. \S/—ZN pro ilustraci tohoto faktu poc¢itame. Ovsem je tieba
mit na paméti, Ze pfi hodnoceni U¢innosti metod je tfeba uvazovat i jejich ¢a-

vyhodné;jsi.
Piiklad 1. Urcete obsah plochy pod grafem funkce f(x) = /x pro x € (0,1),

viz obr. 3. V programu dle své volby implementujte obé vyse uvedené metody a
porovnejte jejich chybu pro rostouct pocet realizact N .

Obrézek 3: Graf funkce f(x) = ¢z na intervalu (0, 1).

1. V programu Matlab vypada skript pii pouZiti proni metody napt. takto:

prumerY=0; % aritmeticky prumer Y
sY2=0; % vyberovy rozptyl

N=10%; % pocet nahodnych bodu

for i=1:N

Xi=rand;

Yi=nthroot (Xi,3); % dosadime Yi=vy/Xi
prumerY=prumerY+(1/N) *Yi;
sY2=sY2+Yi?/N;

end

odhadS=prumerY % odhad obsahu plochy pod grafem funkce
sY2=sY2—prumerY2;

sY=sqrt (sY2);

err=sY/sqrt(N) % odhad chyby




2. V programu Matlab vypadd skript pri pouZiti druhé metody napt. takto:

cetnost=0; % cetnost vyskytu nahodnych bodu pod grafem funkce
N=10%; % pocet nahodnych bodu

for i=1:N

Xi=rand;

Yi=rand;

if Yi< nthroot(Xi,3)

cetnost=cetnost+1;

end

end

odhadS=cetnost/N J, odhad obsahu plochy pod grafem funkce
sZ2=odhadS-odhadS?; % vyberovy rozptyl

sZ=sqrt (sZ2);

err=sZ/sqrt(N) % odhad chyby

Ti z vds, kteri uZ znagi pojem urcity integrdl, si mohou odhady ziskané programy
porovnat s presnou hodnotou S = fol Yxdr = %.

Priklad 2. Urcete obsah plochy pod grafem funkce f(x) = Si‘;w pro z € (0,1)
a f(0) = 1. V programu dle své volby implementugjte obé vyse uvedené metody
a porovnejte jejich chybu pro rostouci pocet realizaci N .

Skripty v MATLA Bu budou vypadat stejné jako v pitkladu 1, pouze misto /z do-

sadime v obou pripadech Si‘;w, tj. ve skriptu piseme sin(Xi)/Xi misto nthroot(Xi,3).

Vijsledek bude 0,946 s platnosti na tii desetinnd mista (pro N = 108).

Tentokrat nemiuzZeme obsah plochy ziskat vycislenim integralu. Jde totiz o funkci,
ktera memd primitivni funkci zapsatelnou pomoci elementarnich funkci, a neo-
bejdeme se bez pouZiti integrovani nekonecnych Tad.

Priklad 3. Urcete obsah plochy ohranicené spojitou kifivkou (obr. 4)
2? + (y — Va2)? = 1.

1 v tomto pripadé lze pouZit druhou z vyse uvedenych metod. Vysledek je 3,14
s platnosti na dvé desetinnd mista.
V programu Matlab vypadd skript napr. takto:

cetnost=0; % cetnost vyskytu nahodnych bodu uvnitr krivky
N=10%; % pocet nahodnych bodu

for i=1:N

Xi=-1.5 + 3*rand;

Yi=-1.5 + 3.5%rand;

if Xi2+(Yi-nthroot(Xi2,3))’<1

cetnost=cetnost+1;



Obrézek 4: Graf kiivky 22 + (y — V22)? = 1.

end

end

Sobd = 3*3.5; % Obsah obdelnika

odhadS=(cetnost/N)*S,,q4 % odhad obsahu plochy ohranicene krivkou

6 Buffonova Gloha

Tato historickéd tloha mtze rovnéz poslouzit k vypocétu hodnoty ¢isla 7. Navic
ji lze provést jako experiment (napt. se zapalkami) o prestavkach ve t¥idé nebo
i v rdmci celé &koly. > V roce 1773 Georges-Louis Leclerc, Comte de Buffon,
popsal experiment, ktery dava do souvislosti ¢islo 7 a ndhodné jevy. Pivodné
byl problém formulovany jako hra, kde dva hraci hazeli bagetou na podlahu.
Vyhral ten, jehoz bageta padla na ¢aru. Buffon si polozil otazku, jaky vliv na
hru mé délka bagety a vzdalenost ¢ar. Odpovéd nasel roku 1777. Zjednodugena
verze této hry spociva v hazeni jehly na rovinu, kde jsou narysované rovnobézky,
a opakovanim takového experimentu lze ziskat odhad ¢isla 7. Predpokldadame, ze
sousedni rovnobézky maji mezi sebou vzdalenost L a délka jehly je ¢, pficemz
¢ < L (tedy jehla protne vZdy nejvySe jednu piimku). Predpokladame, ze d
je vzdalenost stfedu jehly od nejblizs§i rovnobézky a ¢ znaci thel, ktery svira
jehla s touto rovnobézkou. Poloha jehly je tedy dané soufadnicemi (d, ), kde
0 <d< % a0 < ¢ < 7. Jak si ¢tendf rozmysli, jehla protne rovnobézku,
pokud d < %Sin . Priznivé pfipady jsou zndzornéné na obrazku 5 vybarvenou
¢asti. Obdélnik ABOm mé obsah S = éw a vybarvend plocha mé obsah Sy =

fow %sin pdp = £. (Tento integral bud umime spocitat pfimo, nebo ho vy¢islime

517. prosince 2013 jsme na Jaderce (Fakultd jaderné a fyzikalng inZenyrské CVUT v Praze)
odhadovali Ludolfovo ¢islo m hazenim sirek po stole. Podivejte se, jak experiment dopadl a
také pro¢ tak dopadl na https://www.youtube.com/watch?v=zmHpm_ tuvTg.
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£/2sin(p)

Obrazek 5: Hustrace pripadi, kdy jehla protne pfimku.

pomoci metody Monte Carlo jako obsah plochy pod grafem funkce gsinx na

intervalu (0, 7).)
Pravdépodobnost, Ze jehla protne rovnobézku, je rovna

S, 6w

P a Sl o %ﬂ' B LTI'.

Pri praktickém pokusu mtizeme pro jednoduchost volit vzdalenost rovnobézek
rovnu dvojnasobku délky jehly (nebo sirky apod.). Pravdépodobnost je pak
primo rovna % My ji odhadneme relativni cetnosti %’, kde N’ je pocet hodti,
kdy jehla protla nékterou rovnobézku, a N je pocet vSech hodi, pricemz N je
tfeba volit dostatecné velké.
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