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Abstrakt

Stochastická metoda Monte Carlo (tedy kombinující pravdìpodobnost
a statistiku) nachází uplatnìní v mnoha oblastech: jaderná a èásticová
fyzika [4], termodynamika a statistická fyzika [5], pøedpovìï poèasí, poèí-
taèová gra�ka, �lmové efekty, �nanèní matematika. My si vysvìtlíme pod-
statu metody a uká¾eme nìkteré její aplikace, pøièem¾ si vystaèíme se zna-
lostmi støedo¹kolské matematiky obohacenými o pojmy náhodná velièina,
støední hodnota a rozptyl.

1 Historie

Popis historie metody èerpáme z [3].
Metoda Monte Carlo byla formulována ve 40. letech 20. století a svého vy-

u¾ití se doèkala je¹tì v prùbìhu druhé svìtové války. Jejím zakladatelem byli
S. Ulam a J. von Neumann, kteøí v té dobì pracovali v americké Národní labo-
ratoøi Los Alamos, kde zkoumali chování neutronù, pøedev¹ím je zajímalo, jaké
mno¾ství neutronù projde rùznými materiály (napø. nádr¾í vody). Pøes velké
mno¾ství informací nebylo mo¾né tento problém vyøe¹it teoreticky ani prakticky.
K výsledku dopomohla a¾ metoda Monte Carlo, kdy se autoøi nechali inspiro-
vat hazardní hrou ruleta (odtud také název Monte Carlo). Bylo jim známo, ¾e
k pohlcení neutronu jiným atomem dojde v pøibli¾nì jednom pøípadu ze sta.
Ka¾dé roztoèení rulety by simulovalo pohyb neutronu. Pokud by se zastavila na
dílku, který znázoròuje pohlcení neutronu, neutron by cestu nepro¹el. To by se
opakovalo v¾dy tak dlouho, dokud by neutron nebyl pohlcen, nebo dokud by
úspì¹nì nepro¹el celou cestu.

Aè je tento pøíklad velmi zjednodu¹ený, podstatu metody Monte Carlo vysti-
huje. Simulace by byla pochopitelnì velmi èasovì nároèná, pokud by se skuteènì
poka¾dé toèilo ruletou. Autoøi ale pracovali v dobì, kdy vývoj výpoèetní tech-
niky byl ji¾ v plném proudu, a proto pro tyto simulace mohli pou¾ívat na dne¹ní
dobu jednoduché poèítaèe, které dobu simulace výraznì zkrátily.

∗Fakulta jaderná a fyzikálnì in¾enýrská, Èeské vysoké uèení technické v Praze, email:
lubomira.dvorakova@fj�.cvut.cz
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2 Nutné znalosti z pravdìpodobnosti a statis-

tiky

U ètenáøe pøedpokládáme znalosti pravdìpodobnosti a statistiky na støedo¹kol-
ské úrovni (jak jsou obsa¾eny napøíklad v uèebnici [1]). Vybudujeme nyní mírnou
nadstavbu nad støedo¹kolskými znalostmi. Nech» Ω znaèí mno¾inu v¹ech mo¾-
ných výsledkù náhodného pokusu. Náhodná velièina je funkce X : Ω → R,
její¾ hodnota je jednoznaènì urèena výsledkem náhodného pokusu. Oznaème
mo¾né hodnoty X jako x1, x2, . . . , xk. Pravdìpodobnostní funkce náhodné
velièiny X je funkce p, která je de�nována jako p(xi) = P ({ω ∈ Ω|X(ω) =
xi}) 1. Jde tedy o pravdìpodobnost náhodného jevu, ¾e náhodná velièina na-
bývá hodnoty xi. Støední hodnota náhodné velièiny X se vypoèítá jako

E(X) =

k∑
i=1

xip(xi).

Zhruba øeèeno, støední hodnota náhodné velièiny udává, jaký asi bude prùmìr
získaných hodnot náhodné velièiny pøi mnoha opakováních náhodného pokusu.

Pro spolehlivý popis náhodné velièiny potøebujeme znát nejenom støední
hodnotu, kolem které se jednotlivé hodnoty soustøeïují, ale také vìdìt, jak da-
leko se od tohoto støedu rozptylují. Rozptyl D(X) je de�nován jako støední
hodnota kvadrátù odchylek od støední hodnoty.

D(X) =

k∑
i=1

(xi − E(X))2p(xi) =

k∑
i=1

x2i p(xi)− E(X)2.

Realizujeme-li N -krát náhodný pokus a oznaèíme-li X1, X2, . . . , XN realizo-
vané hodnoty náhodné velièinyX (hodnoty se mohou opakovat), pak výbìrový
(aritmetický) prùmìr

X =
1

N

N∑
i=1

Xi

dobøe aproximuje støední hodnotu E(X) pro N dostateènì velké. Dobrým od-
hadem rozptylu je pak výbìrový rozptyl

s2X =
1

N

N∑
i=1

(Xi −X)2 =
1

N

N∑
i=1

X2
i −X

2
.

3 Princip metody Monte Carlo

Hledáme-li hodnotu nìjaké velièiny, pak nastávají následující mo¾nosti.

• V nemnoha pøípadech známe explicitní pøedpis pro zkoumanou velièinu.

1Pou¾ívá se zkrácený zápis P (X = xi)
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• V nìkterých pøípadech známe algoritmus, který v koneènì mnoha krocích
s dostateènou pøesností vypoète hodnotu dané velièiny.

• Ve vìt¹inì pøípadù neznáme ani vzorec ani algoritmus. Pak je prostor pro
metodu Monte Carlo, kdy vytváøíme náhodné pokusy tak, aby se jejich vý-
sledky s uspokojivou pravdìpodobností blí¾ily hledané hodnotì. Èasto lze
hodnotu velièiny pova¾ovat za pravdìpodobnost jistého náhodného jevu
nebo obecnìji za støední hodnotu E(X) nìjaké náhodné velièiny X. Jest-
li¾e vypoèteme N nezávislých realizací X1, X2, . . . , XN náhodné velièiny
X, mù¾eme odhadnout E(X) pomocí aritmetického prùmìru X. Chyba
|E(X) −X| je úmìrná èíslu sX√

N
(jde ov¹em o pravdìpodobnostní odhad

chyby). 2

4 Výpoèet Ludolfova èísla π

Urèení èísla π metodou Monte Carlo je vhodná motivaèní úloha. Pøedstavme si,
¾e máme ètverec o stranì délky 2 se støedem (0, 0), do nìho¾ je vepsán kruh o po-
lomìru 1. Pro jednoduchost se omezíme na první kvadrant, viz obr. 1. Zvolme

Obrázek 1: Ilustrace odhadu èísla π.

ve ètverci náhodné body, jejich¾ rozdìlení na plo¹e ètverce je rovnomìrné. 3

Pak pravdìpodobnost P , ¾e takto náhodnì zvolený bod padne do ètvrtkruhu
je rovna podle geometrické de�nice pravdìpodobnosti P = Sètvtrkruh

Smalý ètverec
= π

4 .
Pøi odhadu P budeme postupovat následujícím zpùsobem. Generujeme 2N ná-
hodných èísel X1, . . . , XN , Y1, . . . , YN s rovnomìrným rozdìlením na intervalu
〈0, 1). 4 Dvojice (Xi, Yi) pak pøedstavují souøadnice náhodných bodù ve ètverci.

2Tento odhad se získá vyu¾itím tzv. Èeby¹evovy nerovnosti. Pokud zvolíme dostateènì

malé α a polo¾íme ε =
√
D(X)
Nα

, pak dostaneme odhad P (|E(X) − X| ≤ ε) ≥ 1 − α. Pøi

�xovaném α tedy s pravdìpodobností 1− α klesá chyba úmìrnì
√
D(X)
N

. A jeliko¾ odhadem

D(X) je s2X , dostáváme, ¾e chyba |E(X)−X| je úmìrná èíslu sX√
N

pro dostateènì velké N .
3Tento pojem je intuitivní, necháme ho tedy bez pøesné de�nice, která by pøekraèovala

rámec støedo¹kolského studia.
4Úspìch øe¹ení mù¾e záviset na volbì generátoru pseudonáhodných èísel (pøi poèítaèových

simulacích nepracujeme se skuteènì náhodnými èísly získanými z fyzikálních procesù, ale s
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Pomocí podmínky X2
i + Y 2

i < 1 zjistíme, kolik bodù le¾í ve ètvrtkruhu. Jejich
poèet oznaème N ′. Relativní èetnost N ′

N pak bude odhadem P a pro èíslo π

dostáváme odhad π
.
= 4N

′

N pro dostateènì velké N .

Pro formulaci pomocí støední hodnoty de�nujeme náhodnou velièinu Z, která
nabývá hodnoty 1, pokud (X,Y ) le¾í ve ètvrtkruhu, kde X,Y jsou náhodné
velièiny rovnomìrnì rozdìlené na intervalu 〈0, 1), v opaèném pøípadì nabývá
hodnoty 0. Potom E(Z) = 1 · P + 0 · (1 − P ) = P . Jejím odhadem je právì
relativní èetnost N ′

N a odhadem rozptylu D(Z) je s2Z = N ′

N − (N
′

N )2 ∈ 〈0, 14 〉.
Jeliko¾ chyba odhadu klesá úmìrnì sZ√

N
, chceme-li odhad pro π s pøesností na

5 desetinných míst, musíme provést øádovì 1010 náhodných výbìrù, proto tato
metoda není pro praktický výpoèet π s velkou pøesností pou¾itelná.

V programu Matlab vypadá skript pro odhad èísla π napø. takto:
=======================

cetnost=0; % cetnost vyskytu nahodnych bodu ve ctvrtkruhu

N=108 % pocet nahodnych bodu

for i=1:N

Xi=rand;

Yi=rand;

if Xi2+Yi2 <1
cetnost=cetnost+1;

end

end

odhadPi=4 ∗ cetnost/N
=======================

Na základì teorie by mìl program pøi tomto poètu náhodných bodù odhadnout π

s chybou men¹í ne¾
√

D(Z)
0,01N

.
= 10sZ√

N
= 0, 0016 s pravdìpodobností vìt¹í ne¾ 99%.

To je v dobrém souladu s výsledky programu: pøi 100 bìzích jsme dostali odhady
pro π v rozmezí 3, 1413 a¾ 3, 1421, pøièem¾ skuteèná hodnota π je 3, 14159 . . . .

5 Výpoèet plochy pod grafem funkce

Mìjme nezápornou funkci f na intervalu 〈a, b), která je spojitá nebo má jen
koneènì mnoho bodù nespojitosti (typu skok). Zajímá nás obsah S plochy pod
grafem funkce. Uká¾eme dva zpùsoby výpoètu pomocí metody Monte Carlo [2].

1. Uva¾ujeme náhodnou velièinu X s rovnomìrným rozdìlením na intervalu
〈a, b) a náhodnou velièinu Y danou vztahem Y = f(X). Pak pro støední
hodnotu velièiny Y platí E(Y ) = S

b−a . Tomuto vztahu se dá s na¹imi
znalostmi porozumìt v pøípadì, kdy f nabývá na 〈a, b) pouze koneènì
mnoha hodnot y1, y2, . . . , yk. Potom toti¾ platí E(Y ) =

∑k
i=1 yip(yi). Graf

programy, které na základì nìjakých pøedpisù dávají pseudonáhodná èísla). Uva¾ování tohoto
problému je ale nad rámec na¹ich aktuálních znalostí.
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jedné takové funkce je na obr. 2. Vìøme, ¾e vztah E(Y ) = S
b−a platí i v

pøípadì, kdy f nabývá nekoneènì mnoha hodnot.

Obrázek 2: Pøíklad funkce s koneènì mnoha skoky a koneèným oborem hodnot
na intervalu 〈0, 1).

Z druhé strany støední hodnotu E(Y ) náhodné velièiny Y mù¾eme odhad-
nout pomocí aritmetického prùmìru jejích nezávislých N realizací Y =
1
N

∑N
i=1 f(Xi), kde X1, X2, . . . , XN jsou nezávislé realizace náhodné ve-

lièiny X, tj. jsou to náhodná èísla s rovnomìrným rozdìlením na intervalu

〈a, b). Odhadem rozptylu D(Y ) je s2Y = 1
N

∑N
i=1 f(Xi)

2−Y 2
. Pro obsah

plochy tedy dostáváme odhad S
.
= b−a

N

∑N
i=1 f(Xi) pro dostateènì

velké N .

2. Druhá metoda je zalo¾ena na geometrické de�nici pravdìpodobnosti. Po-
stupujeme tedy analogicky jako pøi odhadu èísla π. Uva¾ujeme obdélník
o stranách délky b− a a h, který obsahuje graf funkce f . Zvolme v obdél-
níku náhodné body, jejich¾ rozdìlení na plo¹e obdélníka je rovnomìrné.
Pak pravdìpodobnost, ¾e takto náhodnì zvolený bod padne do plochy
pod grafem funkce f je rovna podle geometrické de�nice pravdìpodob-
nosti P = S

(b−a)h .

Pøi výpoètu obsahu S budeme postupovat následujícím zpùsobem. Ge-
nerujeme N náhodných èísel Xi s rovnomìrným rozdìlením na intervalu
〈a, b) a posloupnost N náhodných èísel Yi s rovnomìrným rozdìlením na
intervalu 〈0, h). Dvojice (Xi, Yi) pak pøedstavují souøadnice náhodných
bodù v obdélníku. Pomocí podmínky Yi < f(Xi) zjistíme, kolik bodù le¾í
pod grafem funkce f . Jejich poèet oznaème N ′. Relativní èetnost N ′

N pak
bude odhadem pravdìpodobnosti P a pro obsah dostáváme odhad
S
.
= (b− a)hN

′

N pro dostateènì velké N .

Pro formulaci pomocí støední hodnoty de�nujeme náhodnou velièinu Z,
která nabývá hodnoty 1, pokud Y < f(X), kde X,Y jsou náhodné velièiny
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s rovnomìrným rozdìlením na 〈a, b), resp. 〈0, h), v opaèném pøípadì na-
bývá hodnoty 0. Potom platí, ¾e E(Z) = P . Jejím odhadem je právì
relativní èetnost N ′

N . Odhadem rozptylu D(Z) je s2Z = N ′

N − (N
′

N )2.

Lze ukázat, ¾e druhá metoda má vìt¹í nebo v optimálním pøípadì stejný roz-
ptyl jako první metoda, a bývá proto ménì pøesná. V konkrétních pøíkladech
odhad chyby sY√

N
, resp. sZ√

N
pro ilustraci tohoto faktu poèítáme. Ov¹em je tøeba

mít na pamìti, ¾e pøi hodnocení úèinnosti metod je tøeba uva¾ovat i jejich èa-
sovou nároènost. Tím se mù¾e pro slo¾itìj¹í funkce stát geometrická metoda
výhodnìj¹í.

Pøíklad 1. Urèete obsah plochy pod grafem funkce f(x) = 3
√
x pro x ∈ 〈0, 1),

viz obr. 3. V programu dle své volby implementujte obì vý¹e uvedené metody a
porovnejte jejich chybu pro rostoucí poèet realizací N .

Obrázek 3: Graf funkce f(x) = 3
√
x na intervalu 〈0, 1).

1. V programu Matlab vypadá skript pøi pou¾ití první metody napø. takto:
=======================

prumerY=0; % aritmeticky prumer Y
sY2=0; % vyberovy rozptyl

N=106; % pocet nahodnych bodu

for i=1:N

Xi=rand;

Yi=nthroot(Xi,3); % dosadime Yi= 3
√
Xi

prumerY=prumerY+(1/N)*Yi;

sY2=sY2+Yi2/N;

end

odhadS=prumerY % odhad obsahu plochy pod grafem funkce

sY2=sY2-prumerY2;

sY=sqrt(sY2);

err=sY/sqrt(N) % odhad chyby

=======================
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2. V programu Matlab vypadá skript pøi pou¾ití druhé metody napø. takto:
=======================

cetnost=0; % cetnost vyskytu nahodnych bodu pod grafem funkce

N=106; % pocet nahodnych bodu

for i=1:N

Xi=rand;

Yi=rand;

if Yi< nthroot(Xi,3)

cetnost=cetnost+1;

end

end

odhadS=cetnost/N % odhad obsahu plochy pod grafem funkce

sZ2=odhadS-odhadS2; % vyberovy rozptyl

sZ=sqrt(sZ2);

err=sZ/sqrt(N) % odhad chyby

=======================

Ti z vás, kteøí u¾ znají pojem urèitý integrál, si mohou odhady získané programy
porovnat s pøesnou hodnotou S =

∫ 1

0
3
√
xdx = 3

4 .

Pøíklad 2. Urèete obsah plochy pod grafem funkce f(x) = sin x
x pro x ∈ (0, 1)

a f(0) = 1. V programu dle své volby implementujte obì vý¹e uvedené metody
a porovnejte jejich chybu pro rostoucí poèet realizací N .

Skripty v MATLABu budou vypadat stejnì jako v pøíkladu 1, pouze místo 3
√
x do-

sadíme v obou pøípadech sin x
x , tj. ve skriptu pí¹eme sin(Xi)/Xi místo nthroot(Xi,3).

Výsledek bude 0, 946 s platností na tøi desetinná místa (pro N = 108).

Tentokrát nemù¾eme obsah plochy získat vyèíslením integrálu. Jde toti¾ o funkci,
která nemá primitivní funkci zapsatelnou pomocí elementárních funkcí, a neo-
bejdeme se bez pou¾ití integrování nekoneèných øad.

Pøíklad 3. Urèete obsah plochy ohranièené spojitou køivkou (obr. 4)

x2 + (y − 3
√
x2)2 = 1.

I v tomto pøípadì lze pou¾ít druhou z vý¹e uvedených metod. Výsledek je 3, 14
s platností na dvì desetinná místa.
V programu Matlab vypadá skript napø. takto:
=======================

cetnost=0; % cetnost vyskytu nahodnych bodu uvnitr krivky

N=108; % pocet nahodnych bodu

for i=1:N

Xi=-1.5 + 3*rand;

Yi=-1.5 + 3.5*rand;

if Xi2+(Yi-nthroot(Xi2,3))
2
<1

cetnost=cetnost+1;
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Obrázek 4: Graf køivky x2 + (y − 3
√
x2)2 = 1.

end

end

Sobd = 3*3.5; % Obsah obdelnika

odhadS=(cetnost/N)*Sobd % odhad obsahu plochy ohranicene krivkou

=======================

6 Bu�onova úloha

Tato historická úloha mù¾e rovnì¾ poslou¾it k výpoètu hodnoty èísla π. Navíc
ji lze provést jako experiment (napø. se zápalkami) o pøestávkách ve tøídì nebo
i v rámci celé ¹koly. 5 V roce 1773 Georges-Louis Leclerc, Comte de Bu�on,
popsal experiment, který dává do souvislosti èíslo π a náhodné jevy. Pùvodnì
byl problém formulovaný jako hra, kde dva hráèi házeli bagetou na podlahu.
Vyhrál ten, jeho¾ bageta padla na èáru. Bu�on si polo¾il otázku, jaký vliv na
hru má délka bagety a vzdálenost èar. Odpovìï na¹el roku 1777. Zjednodu¹ená
verze této hry spoèívá v házení jehly na rovinu, kde jsou narýsované rovnobì¾ky,
a opakováním takového experimentu lze získat odhad èísla π. Pøedpokládáme, ¾e
sousední rovnobì¾ky mají mezi sebou vzdálenost L a délka jehly je `, pøièem¾
` < L (tedy jehla protne v¾dy nejvý¹e jednu pøímku). Pøedpokládáme, ¾e d
je vzdálenost støedu jehly od nejbli¾¹í rovnobì¾ky a ϕ znaèí úhel, který svírá
jehla s touto rovnobì¾kou. Poloha jehly je tedy daná souøadnicemi (d, ϕ), kde
0 ≤ d ≤ L

2 a 0 ≤ ϕ ≤ π. Jak si ètenáø rozmyslí, jehla protne rovnobì¾ku,
pokud d ≤ `

2 sinϕ. Pøíznivé pøípady jsou znázornìné na obrázku 5 vybarvenou
èástí. Obdélník AB0π má obsah S1 = L

2 π a vybarvená plocha má obsah S2 =∫ π
0
`
2 sinϕdϕ = `. (Tento integrál buï umíme spoèítat pøímo, nebo ho vyèíslíme

517. prosince 2013 jsme na Jaderce (Fakultì jaderné a fyzikálnì in¾enýrské ÈVUT v Praze)
odhadovali Ludolfovo èíslo π házením sirek po stole. Podívejte se, jak experiment dopadl a
také proè tak dopadl na https://www.youtube.com/watch?v=zmHpm tuvTg.
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Obrázek 5: Ilustrace pøípadù, kdy jehla protne pøímku.

pomocí metody Monte Carlo jako obsah plochy pod grafem funkce `
2 sinx na

intervalu 〈0, π〉.)
Pravdìpodobnost, ¾e jehla protne rovnobì¾ku, je rovna

P =
S2

S1
=

`
L
2 π

=
2`

Lπ
.

Pøi praktickém pokusu mù¾eme pro jednoduchost volit vzdálenost rovnobì¾ek
rovnu dvojnásobku délky jehly (nebo sirky apod.). Pravdìpodobnost je pak
pøímo rovna 1

π . My ji odhadneme relativní èetností N
′

N , kde N ′ je poèet hodù,
kdy jehla protla nìkterou rovnobì¾ku, a N je poèet v¹ech hodù, pøièem¾ N je
tøeba volit dostateènì velké.
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