Nahlédnuti pod poklicku kombinatoriky na nekoneénych
slovech

L’'ubomira Balkova, Praha

Abstrakt

Clanek pfiblizi kombinatoriku na nekoneénych slovech ve tiech kapitolach.
V prvni budeme patrat po pocatcich této discipliny. Ve druhé se zamétfime na
palindromy, tedy slova, ktera se ¢tou stejné zepredu a pozpatku, a jsou proto
oblibenou slovni hfickou. My se ovSem od palindromi v pfirozenych jazycich
presuneme k palindromtim v nekonecénych slovech a objasnime, jak moc ‘satur-
ovéna’ palindromy mohou nekonecéné slova byt. V posledni kapitole zminime
aplikaci kombinatoriky na slovech v matematické fyzice. Konkrétné ukazeme,
jak lze znalosti palindromii v nekonec¢nych slovech vyuzit pti vysetfovani spek-
ter diskrétnich Schrédingerovych operéatort.

1 Zrod kombinatoriky na nekonec¢nych slovech

Za zrod kombinatoriky na nekonecnych slovech byvaji povazovany dva momenty.
Podle toho, ktery z nich si vybereme, jde o disciplinu starou 100 ¢i 70 let.

1.1 Axel Thue

Norsky kombinatorik A. Thue, znamy svymi vysledky v diofantickych aproximacich,
publikoval v roce 1906 v mélo zndmém norském casopisu [14] odpovéd na nésledu-
jici otazky: Otazka 1: ,Existuje binarni nekonecéné slovo, které neobsahuje tieti
mocniny?“ Nejlépe asi vysvétlime, co je tfeti mocnina v nekoneéném slové, na
konkrétnim piikladu. Predstavme si, Ze mame nekonecné slovo, tedy nekonecnou
posloupnost, obsahujici pouze dva symboly a, b, které je pro jednoduchost period-
ické:

abbabbabbabbabbabbabbabbabb . . . (1)
jde tedy o nekoneéné opakovani fetézce abb, coz obvykle znacime (abb)¥. Takové
slovo obsahuje tfeti mocninu, protoze napriklad fetézec abb se v ném vyskytuje
bezprostiedné 3krat po sobé:

abbabbabbabbabbabbabbabbabb . . .,

Otéazka 2: ,Existuje ternarni nekone¢né slovo, které neobsahuje étverce?“ Ctvercem
zde myslime dvojnasobné opakovani néjakého retézce. Obé tyto otdzky zodpoveédél
A. Thue ve svém ¢lanku kladné. Navic vysvétlil, Ze nemél na mysli zddnou konkrétni
aplikaci, nybrz tyto otazky studoval, protoze se mu zdaly samy o sobé dostatecné
zajimavé. Timto tvrzenim dnes radi haji svou praci teoreti¢ti kombinatorici na
nekonecnych slovech.

1.1.1 Slovnik kombinatoriky na slovech

Abychom si mohli ukazat Thueovu konstrukci, potfebujeme nejprve zavést nékolik
pojmu. Abecedou A rozumime koneénou mnozinu symboli, fikdme jim pismena.
Slovem w nazyvame konec¢nou posloupnost pismen. Jeho délkou rozumime pocet
pismen, kterd obsahuje, a oznad¢ime ji |w|. A* zna¢ime mnozinu vSech konec¢nych slov
nad abecedou A s pfiddnim prazdného slova ¢ (jde o neutralni prvek vici operaci
Fetézeni). Mnozina A* vybavend operaci fetézeni tvofi monoid. Pod nekonecngm
slovem u nad abecedou A pak rozumime nekonecnou posloupnost pismen z A,
v niz se kazdé pismeno z A skuteéné vyskytuje, tj. u = upuiuz ..., kde u; € A.



Konecné slovo w nazveme faktorem (podslovem) koneéného ¢ nekoneéného slova
u, pokud existuje slovo v a slovo ¢ (kone¢né ¢ nekoneéné) tak, ze u = vwt. Je-li v
prazdné slovo, nazveme w prefizem slova u. Podobné pokud je t = ¢, fikdme, ze w je
sufiz slova u. Jazykem L(u) nekoneéného slova u nazyvidme mnozinu vSech faktort
tohoto slova. Necht n je pfirozené ¢islo, symbolem £,,(u) zna¢ime mnozinu vSech
faktortt délky n slova u. Casto pracujeme s morfismy ¢: A* — A*. (Morfismus
je samoziejmé jednoznacéné dan, pokud zndme obrazy pismen abecedy .A.) Jejich
puisobeni lze pfirozenou cestou rozsirit i na nekoneéna slova:

o(uguius ... ) = p(ug)p(u)p(usz) .. .

Pokud nekonecné slovo u splituje ¢(u) = u, nazveme jej pevngm bodem morfismu .

Nustrujme uvedené pojmy na slové u = (abb)* z naseho piikladu (1). Abeceda
je A = {a,b}. Slovo babb je faktorem délky 4 slova u. Slovo abbabba je prefixem
délky 7 slova u. Snadno nahlédneme, Ze mnoZina vsech faktoru délky 5 slova u je
L5(u) = {abbab, bbabb, babba}. Definujeme-li morfismus ¢(a) := abb a p(b) := abb,
pak je zfejmé u pevnym bodem .

1.1.2 Thue-Morseovo slovo

Thue-Morseovo slovo, které A. Thue uvedl jako piiklad nekone¢ného binarniho slova
bez tfetich mocnin nad abecedou {0, 1}, lze zkonstruovat nékolika ekvivalentnimi
zpisoby.

Definice 1. Thue-Morseovo slovo je nekonecénd posloupnost urpy = uguius . ..
definovand rekurentné

up:=0, uzp:=u, a Ugpq1:=1—u, pron>0.
Prefix Thue-Morseova slova délky 68 je
01101001100101101001011001101001100101100110100101101001100101101001 . . .

Véta 1. Oznacéme sz(n) soucet cifer v bindrnim rozvoji ¢isla n € N. Pak Thue-
Morseovo slovo uryr = uguius ..., kde

Up = S2(n) mod 2.
Véta 2. Definujme morfismus oy 2 {0,1} — {0,1}* jako
eram(0) =01 a oru(l):=10.

Pak Thue-Morseovo slovo urys je pevngm bodem tohoto morfismu zacinajicim pis-
menem 0.

Prozradme, Zze morfismus ¢y mé dva pevné body. Druhy za¢ind pismenem
1 a z Thue-Morseova slova jej ziskame tak, ze v urjs mezi sebou zaménime nuly
a jednicky.

A. Thue déle zkonstruoval nekone¢né slovo v nad abecedou {0, 1, 2}, které neob-
sahuje ¢tverce. Pro n > 1 oznaéil jako v,, pocet jednicek mezi n-tym a (n + 1)-vym
vyskytem nuly v Thue-Morseoveé slové. Hledané slovo pak ziskal jako v = vjvavs .. ..
Tedy urpy =0 11 0.1 0 0110 0.1 0110...

Y~ Y Y Y Y Y Y Y
Pro piesnost je tieba zminit, ze Thue-Morseovo slovo objevil jiz v roce 1851

Eugene Prouhet [12] pfi studiu tlohy, které se dnes ¥ikd Prouhet-Tarry-Escottiv
problém. Jednd se v ni o rozdéleni ¢isel {0,1,2,...,n} pro dané k € N do dvou
mnozin tak, aby soucet prvki, soucet jejich kvadratt az soucet jejich k-tych mocnin



byl stejny v obou mnozindch. E. Prouhet pomoci Thue-Morseova slova (také se
mu proto nékdy Fikd Prouhet-Thue-Morseovo slovo) nalezl takové rozdéleni ¢&isel
0,1,...,(2¥1—1) pro libovolné velké k. Napiiklad pro k = 3 staéi éisla 0,1,2,...,15
rozdélit do dvou mnozin tak, ze do prvni mnoziny napiseme pozice vyskytd 0 v upys
v prefixu délky 16 a do druhé mnoziny pozice vyskytt 1 v uras v prefixu délky 16,
tj.

M, ={0,3,5,6,9,10,12,15}, My ={1,2,4,7,8,11,13,14}.

Snadno zkontrolujeme, ze:
1 42t a4t gt 411t 13t 414t

12422442472 48241124132 4142 |
13423 4434734834113 41334143 .

0 +3 5t 6t 9l 10t +128 4151
02432452462 4924102 +122 4152
03+3%+5%+6%+9°+10%+12%+15%

Jelikoz ani Prouhettiv ani Thuetv vysledek nevesly ve vSeobecnou znédmost, bylo
Thue-Morseovo slovo znovuobjeveno v roce 1921 Marstonem Morsem pifi studiu
diferencialni geometrie. A nebylo to naposledy, co se urys objevilo v naprosto
odlisné oblasti, da se Fici, Ze je vSudypiitomné [1]. Dokonce holandsky Sachovy
velmistr Max Euwe jej nezavisle objevil pti teoretickém hrani nekoneéné Sachové
partie, tzv. némeckych Sachi [8].

1.2 Gustav A. Hedlund a Marston Morse

Jesté Castéji byva za zrod kombinatoriky na nekonecnych slovech povazovan slavny
¢lanek G. A. Hedlunda a jiz zmitiovaného M. Morse z roku 1940 [11]. Studovali tehdy
nulové body Feseni diferencidlni rovnice Sturm-Liouvilleova typu a pravé na pocest
francouzského matematika J. C. F. Sturma pojmenovali nekone¢né slova, na néz pti
studiu narazili. Abychom si mohli sturmovska slova popsat, musime nejprve védeét,
co je faktorova komplexita nekone¢ného slova u. Faktorovou komplexitou slova u
nazveme funkci C : N — N, ktera kazdému n pritadi pocet faktort délky n slova u,
tj.
C(n) := #Ly,(u).
G. A. Hedlund a M. Morse si vSimli, Ze ne kazda funkce f : N — N je faktorovou
komplexitou néjakého nekonecného slova. Nekonecna slova jsou posléze periodicka,
tj. maji tvar vw®, kde v,w jsou konec¢na slova nad danou abecedou a w znaci
nekone¢né opakovani, tehdy a jen tehdy, je-li jejich faktorova komplexita posléze
konstantni. (U slova z (1) muZete zkontrolovat, ze C(n) = 3 pro kazdé n > 2.)
Slovim, ktera nejsou posléze periodicka, fikdme aperiodickd. Pro aperiodické slova
G. A. Hedlund a M. Morse dokazali, ze pro kazdé n € N splnuje jejich faktorova
komplexita
C(n) >n+1.

Sturmovska slova jsou aperiodicka slova s nejniz$i moznou faktorovou komplexitou.

Definice 2. Nekonecné slovo u se nazgva sturmouvské, pokud pro kazdé n € N plati
Cn)=n+1.

Je jasné, Ze sturmovska slova jsou binarni, protoze C(1) = 2. Od jejich zavedeni
az dodnes je tato tiida slov pfedmeétem intenzivniho studia. Kromé jejich nizké
faktorové komplexity je to jisté i proto, ze popularni Fibonacciho slovo je jejich
zastupcem.

Definice 3. Pevny bod morfismu pp : {0,1}* — {0,1}* definovaného jako pr(0) :=
01, ¢r(1) := 0 nazyvdme Fibonacciho slovem up.



Jak takovy pevny bod ziskdme? Aplikujeme substituci opakované na 0:

©p(0) = 0

ep(0) = o1

©3(0) = 010 (2)
¢3.(0) = 01001

¢L(0) = 01001010

Jelikoz kazda iterace je prefixem nasledujici iterace a jejich délky ostfe rostou,
lze najit nekone¢né slovo, které ma pro kazdé n prefix ¢%(0). Pravé toto slovo
je hledanym (rozmyslete si, Ze jedinym) pevnym bodem up. Symbolicky piSeme
up = lim, o ¢ (0). Co se faktorové komplexity tyce, snadno zkontrolujeme, ze
napiiklad £4(upr) = {0100, 1001, 0010,0101, 1010}, a proto C(4) = 5.

Fibonacciho slovo je spjato se zndmymi Fibonacciho ¢isly. Pfipomenme, ze Fi-
bonacciho ¢isla byla zavedena Leonardem z Pisy v feSeni tlohy zabyvajici se ristem
populace kralikt. Dospély par (ozna¢ime jej 0) mél vzdy po mésici par mladat (ten
ozna¢ime 1) a par mlddat po mésici dospél. Fibonacci se zajimal, kolik kralik bude
populace ¢itat po n mésicich za predpokladu, ze krélici jsou nesmrtelni.

0
1. meésic ‘ \
0 1
2. meésic |\ \

o 1 0
3. meésic ‘ \\ \\
o 1 0 0 1

Obrézek 1: Rust populace kralika

Je lehké nahlédnout, Ze odpovéd dava Fibonacciho slovo. Kdyz ozna¢ime délky
iteraci Fy, := |¢%(0)], je jasné, ze poclet kralikti po n mésicich je pravé F,,. Déle
snadno ovéfime, 7ze Fy =1, F} =2 a F,41 = F,,+ F,,_1. Neni divu, Ze se konference
vénovand Fibonacciho slovu konala v Turku (Finsko, 2006), kde maji Fibonacciho
C¢isly vyzdoben tovarni komin.

Obréazek 2: ‘Fibonacciho’ komin v Turku

Je pochopitelné, ze diky zadjmu a intenzivnimu studiu kombinatoriky na nekone¢nych
slovech, které sturmovska slova vzbudila, je dnes zndma péknda fadka ekvivalentnich



definic sturmovskych slov, at uz pomoci zobecnéni jejich geometrickych ¢ kombina-
torickych vlastnosti. Také se studuji zobecnéni sturmovskych slov na vicepismenné
abecedy. Souhrn zndmych vysledkéi najdete v [3]. My zde uvedeme pouze jednu
z geometrickych definic.

Véta 3 ([11]). MnoZina sturmouvskych slov spljvd s mnoZinou (hornich a dolnich)
mechanickych slov s iractondlni smernici . Viz obr. 3.

y=ar+p

.PnJrl

Obrazek 3: Konstrukce horniho mechanického slova (dolni mechanické slovo se kon-
struuje analogicky) se smérnici « € (0, 1). Na posunu p jazyk ziskaného nekone¢ného
slova nezalezi. V miizce Z? uvazujeme body o z-ové soutadnici n, které jsou nejblize
nad pfimkou. Pokud je spojnice takto ziskanych po sobé jdoucich miizkovych bodt
P, a P, 4+ horizontalni, ma konstruované nekonecné slovo na n-tém miste 0, jinak 1.

Kapitolu o sturmovskych slovech zakon¢ime jejich ekvivalentni kombinatorickou
definici, kterd vyuziva pojem palindrom a umozni nam tak pfejit ke studiu palin-
dromt, coz bude napln druhé kapitoly. Palindrom je takové konecné slovo, které se
Cte stejné zepredu i pozpatku. Napi. prefix 010010 Fibonacciho slova je palindrom.

Véta 4 ([7]). Nekonecné slovo u je sturmouvské pravé tehdy, kdyz u obsahuje jeding
palindrom kaZdé sudé délky a prave dva palindromy kazde liche délky.

2 Palindromy pod lupou

Nikoho jisté nepiekvapi, ze v pfirozenych jazycich obzvlast dlouhé palindromy ne-
topen’, ‘nezasazen’, ‘nezarazen’. V angli¢tiné je nejdelsim palindromickym slovem
‘tattarrattat’. Jeho vitézstvi ovSem neni zcela zaslouzené, protoze nejde o bézné
slovo, nybrz o fantazii Jamese Joyce, ktery ve svém romanu Odysseus pouzil tento
neologismus k oznaceni energického poklepani na dvere.

»I was just beginning to yawn with nerves thinking he was trying to make a fool
of me when I knew his tattarrattat at the door.“

Zajimaveéjsi jsou pak palindromické véty. Palindromy z nich vzniknou, pokud za-
pomeneme na mezery mezi slovy, pfipadné i na diakritiku. V cCeStiné patii mezi
nejznameéjsi palindromické véty:

»,Bazantu pada za zada putna zab.“

»Jelenovi pivo nelej.“
»Kobyla ma maly bok.“



Ale zajimavé jsou i palindromy ¢&iselné, zvl4ast kdyZ se k nim véze néjaké alespori
Castecné dolozené vysvétleni. Naptiklad s polozenim zékladniho kamene Karlova
mostu je spojovan palindrom ze samych lichych ¢isel 135797531. Muzeum Karlova
mostu jej pouzilo jako své logo. Podle astronoma a filozofa Zdeika Horského mohl
byt zakladni kdmen polozen 9. ¢ervence 1357 v 5:31. V tu chvili pry byla prizniva
konstelace Slunce a Saturnu. Palindrom je tedy sestaven z tdaju: rok - den - mésic
- hodina - minuty.

cnLN79vAuoA[

MUZEUM KARLOVA MOSTU -l

Obrazek 4: Logo Muzea Karlova mostu

2.1 Palindromy v nekone¢nych slovech

Jesté mnohem zajimaveéjsi je situace tykajici se palindromt v nekonecnych slovech.
Tam uZ najednou miZeme nachéazet palindromy libovolné délky. OvSem Zadna anar-
chie nevladne ani tady. Nekonec¢né slovo muze totiz obsahovat v libovolném faktoru
délky n maximalné n + 1 rizngch palindromii (v€etné prazdného slova, které také
za palindrom povazujeme).

Definice 4 ([6]). Nekoneéné slovo u nazgvdme bohatym na palindromy, pokud
v kaZdém svém faktoru w obsahuje prdvé |w|+ 1 palindrom.

Je znamo, ze sturmovska slova jsou bohata na palindromy. Vezméme libovolny
faktor Fibonacciho slova, napf. 001010, a ovéime, Ze obsahuje 7 palindromu. To
skuteéné plati, nebot vsechny jeho palindromické faktory jsou e, 0, 1, 00, 010, 101
a 01010. Ale naptiklad Thue-Morseovo slovo bohaté na palindromy neni. Prefix
011010011 délky 9 obsahuje pouze 9 palindromt &, 0, 1, 00, 11, 010, 101, 0110,
1001.

Podobné jako Slo méfit slozitost nekone¢ného slova pomoci jeho faktorové kom-
plexity, 1ze pomoci palindromické komplexity mérit palindromickou rozmanitost.
Palindromickou komplexitou slova u nazveme funkci P : N — N, ktera kazdému n
prifadi pocet palindroma délky n slova u, tj.

P(n) := #{w € L,(u)|w je palindrom}.

Napftiklad Fibonacciho slovo obsahuje 2 palindromy délky 3, a to 010,101. Proto
P(3) = 2. Dokonce z véty 4 vime, 7e pro vSechna sturmovska slova plati P(2k) = 1
a P(2k+ 1) = 2 pro kazdé k € N.

Mezi palindromickou a faktorovou komplexitou byl dokézan pomoci teorie grafi
nasledujici vztah.

Véta 5 ([2]). Necht nekonecné slovo obsahuje s kazdgm svym faktorem i jeho zr-
cadlovy obraz, tj. slovo cten€ pozpdtku. Pak pro palindromickou a faktorovou kom-
plexitu plati nerovnost:

Pn+1)+Pn)<C(n+1)—C(n)+2 pro kazdé n € N. (3)

Vsimnéme si, Ze pro sturmovskd slova se ve vztahu (3) nabyva rovnost pro
kazdé n € N. Vime totiz, ze jejich faktorovd komplexita splituje C(n) = n + 1
a palindromickd komplexita zase spliiuje P(2k) = 1 a P(2k+ 1) = 2, proto jsou obé
strany rovny 3. Pro Thue-Morseovo slovo se rovnost v (3) pro n = 3 nenabyvé. Po
vySetFeni slova totiz zjistime, ze P(3) =2 =P(4) aC(4) =10 a C(3) = 6.



Prirozend otézka pak zni, zda slova bohatd na palindromy maji také nejvyssi
moznou palindromickou komplexitu. A odpovéd je pozitivni.

Véta 6 ([4]). Necht nekonecné slovo u obsahuje s kaZdym svgm faktorem i jeho
zrcadlovy obraz. Pak u je bohaté na palindromy pravé tehdy, kdyz plati:

Pn+1)+Pn)=C(n+1)—C(n)+2 pro kazdé n € N.

3 Palindromy a diskrétni Schrédingertiv operator

V souvislosti s objevem kvazikrystali - aperiodickych materialii, které i pfes svou
aperiodi¢nost vykazuji uspofddani atomt na dlouhou vzdalenost - v 80. letech [13]
stoupl zajem o diskrétni Schrodingerovy operatory s aperiodickymi potencialy. Charak-
ter spektra takového operatoru souvisi s vodivosti materialu, jehoz atomovou struk-
turu tento systém modeluje. Aby takovy operator popisoval pohyb elektronu v kvazikrys-
talickém materidlu, pozaduje se, aby operator mél ¢isté singularné spojité spektrum.

Necht je u nekonec¢né aperiodické slovo nad abecedou A C R. K takovému slovu
prifadime mnozinu vSech oboustranné nekonec¢nych slov, kterd maji stejny jazyk,
tj.

Qui={we A" | L(w) = L(u)}

K mnoziné Q,, je pfidruzena rodina diskrétnich Schriodingerovych operatort Hy =
(Hy)weq,, kde diskrétni Schrédingeriv operdtor H,, s potencidlem w = (wy)nez je
definovany pro kazdé ¢ € (*(Z) a pro kazdé n € Z jako

Hop(n) :=¢(n+1) +¢(n — 1) + watp(n).

Ptipometime, Ze /2(Z) je prostor oboustranné nekoneénych posloupnosti (¢(n))nez,
pro které plati, 7% _ [y(n)|? < +oo.

7 Kotaniho teorie plyne, zZe takové operatory maji prazdnou absolutné spoji-
tou ¢ast spektra. K tomu, aby se ukazala absence ¢isté bodového spektra, tedy
nepfitomnost vlastnich hodnot, jsou zndmy dvé metody: jedna z nich je zaloZena
na zrcadlové symetrii, tedy pfitomnosti palindromi ve slové u, druh4 na translac¢ni
symetrii, tedy pfitomnosti mocnin faktori slova u. Absence ¢isté bodového spektra
miuze byt

e uniformni (to znamend, %e vSechny operdtory v dané rodiné H,, maji prézdné
¢isté bodové spektrum),

e skoro jistd (na mnoziné Q, se zavddi mira a vici ni pak skoro vSechny opera-
tory z dané rodiny H, maji prazdné ¢isté bodové spektrum),

e generickd (na mnoziné (2, se zavadi topologie a pro hustou podmnozinu
maji operatory prazdné ¢isté bodové spektrum).

Pritomnost libovolné dlouhych palindromii v nekoneéném slové u zajisti gene-
rickou absenci €¢isté bodového spektra [9]. Tzv. silnd palindromicita [10] zarucuje
dokonce uniformni absenci ¢isté bodového spektra. Skoro jista absence vlastnich
¢isel se da zase studovat pomoci pfitomnosti mocnin vétSich nez tietich ve slové
u [5].

Jak je vidét, kombinatorika na nekoneénych slovech, kterd vznikla jako pouha
matematickd hiicka (A. Thue), po sto letech nasla konkrétni uplatnéni v matemat-
ické fyzice. Ve skutecnosti tato aplikace neni jeding; struktury kédovatelné nekone¢nym
slovem nad konec¢nou abecedou se vyskytuji v riznych dalsich oborech, jako je teorie
¢isel ¢i teorie dynamickych systémi, ale i mimo matematiku samou, naptiklad v bi-
ologii a lingvistice. To uz by ovsem byla jina kapitola.
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