
Podprostor

Z teorie je nutné znát pojmy: podprostor, součet podprostor̊u P +Q, pr̊unik podprostor̊u P ∩Q. A je d̊uležité vědět, že P +Q a
P ∩Q jsou vektorové prostory, a tud́ıž má smysl hledat jejich bázi a dimenzi. Také využijeme 1. větu o dimenzi.

1. [cvičeńı] Zjistěte, zda množina M ⊂ C3 je podprostor C3, a pokud je, určete bázi a dimenzi M . (Využijte faktu, že dimenze
vlastńıho podprostoru je menš́ı než dimenze prostoru samého.)

(a) M =


 x1
x2
x3

 ∈ C3
∣∣ (∀j ∈ {1, 2, 3})(xj ∈ Z)

,

(b) M =


 x1
x2
x3

 ∈ C3
∣∣ x1 − 2x2 + x3 = 0

,

(c) M =


 x1
x2
x3

 ∈ C3
∣∣ x1 − 2x2 + x3 = 0 ∧ x1 − x3 = 0

,

(d) M =


 x1
x2
x3

 ∈ C3
∣∣ x1 − 2x2 + x3 = 1

.

2. [cvičeńı] Necht’ P ⊂⊂ R3, Q ⊂⊂ R3. Nalezněte dimenzi a bázi P + Q a P ∩ Q, je-li P =

 1
1
−1

 ,

 1
2
1

 ,

 1
3
3


λ

a Q =

 2
3
−1

 ,

 1
2
2

 ,

 1
1
−3


λ

.

3. [cvičeńı] Necht’ P ⊂⊂ R4, Q ⊂⊂ R4. Nalezněte dimenzi a bázi P +Q a P ∩Q, je-li

P =



x1
x2
x3
x4

 ∈ R4
∣∣∣ x2 + 3x3 + x4 = 0 ∧ 2x1 + x2 + 3x3 − x4 = 0

 ,

Q =



x1
x2
x3
x4

 ∈ R4
∣∣∣ −2x1 + x2 + 5x3 + 5x4 = 0 ∧ 4x1 + 3x2 + 5x3 − 5x4 = 0

 .

4. [cvičeńı] Necht’ P ⊂⊂ C3, Q ⊂⊂ C3. Nalezněte dimenzi a bázi P +Q a P ∩Q, je-li

P =


 x1
x2
x3

 ∈ C3
∣∣ 2x1 + 4x2 − 3x3 = 0

 a

(a) Q =

 5
−1

1

 ,

 3
0
1


λ

.

(b) Q =

 1
1
2

 ,

 5
−1

2


λ

.

5. Necht’ P ⊂⊂ R3, Q ⊂⊂ R3, V ⊂⊂ R3. Nalezněte dimenzi a bázi P ∩ Q ∩ V , je-li P =

 1
−1

0

 ,

 2
0
3

 ,

 4
−2

3


λ

,

Q =

 0
2
3

 ,

 3
1
6

 ,

 9
−5

5


λ

a V =

 1
−3
−3

 ,

 −3
5
3

 ,

 1
1
4


λ

.
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6. Necht’ P ⊂⊂ R4, Q ⊂⊂ R4. Nalezněte dimenzi a bázi P,Q, P +Q a P ∩Q, je-li

P =


x1

x2

x3

x4

 ∈ R4

∣∣∣∣∣∣x1 − x2 + x3 = 0

 , Q =




0
2
0
3

 ,


0
1
0
−1

 ,


1
0
−1

0



λ

.

7. Necht’ ~x1, ~x2 jsou vektory v R4, kde ~x1 =


1
−2

1
2

 , ~x2 =


3
−1

3
1

 .

(a) Je-li to možné, doplňte vektory ~x1, ~x2 na bázi P =




1
−1

1
3

 ,


0
5
0
1

 ,


1
−2

1
−2

 ,


4
−3

4
3

 ,


2
1
2
−1



λ

.

(b) Je-li to možné, doplňte vektory ~x1, ~x2 na bázi Q =


x1

x2

x3

x4

 ∈ R4 | x1 + x3 = 0

 .

(c) Doplňte vektory ~x1, ~x2 na bázi R4.

(d) [cvičeńı] Najděte doplněk [~x1, ~x2]λ do R4.

8. Necht’ P ⊂⊂ R3, P = [~a,~b,~c]λ, kde ~a =

1
2
1

 ,~b =

0
3
1

 ,~c =

1
α
5

. Nalezněte α ∈ R tak, aby dim P = 2. Je-li Q podprostor

R3, najděte bázi a dimenzi Q, P +Q a P ∩Q s užit́ım vypočtené hodnoty α. Neńı-li Q podprostor R3, vysvětlete proč ne.

(a) Q =

{(
x1

x2

x3

)
| x1 + x2 = x3

}
,

(b) Q =

{(
x1

x2

x3

)
| x21 + x22 = 0

}
,

(c) Q =

{(
x1

x2

x3

)
| x21 = x3

}
.

9. Necht’ P ⊂⊂ R4, Q ⊂⊂ R4. Nalezněte dimenzi a bázi P , Q, P +Q a P ∩Q, je-li

P =



x1
x2
x3
x4

 ∈ R4
∣∣ x1 + 2x2 = 0

 a Q je nejmenš́ı podprostor obsahuj́ıćı vektory


0
0
1
1

 ,


0
0
1
−1

 ,


0
0
2
1

.

Dále najděte doplněk podprostoru P do R4 a doplněk podprostoru Q do R4.

10. [cvičeńı] Necht’ M ⊂ P4. Zjistěte, zda M ⊂⊂ P4, a v kladném př́ıpadě určete dim M a najděte bázi M , je-li:

(a) M = {x ∈ P4|x(1) = 0},
(b) M = {x ∈ P4|x(0) = 1},
(c) M = {x ∈ P4| stupeň x je 0 nebo 1 nebo 2},
(d) M = {x ∈ P4| (∀t ∈ 〈0, 1〉)(x(t) = x(1− t))},
(e) M = {x ∈ P4| (∀t ∈ R)(x(t) = x(1))},
(f) M = {x ∈ P4|x(1)− 2x(−1) = 0 ∧ x(0) + x(1) = 0}.

11. Necht’ P =
{
x ∈ P4

∣∣ (∀t ∈ R)(x(t) = x(−t))
}

a Q =
{
x ∈ P4

∣∣ (∀t ∈ (1, 2))(x(t) = x(1− t))
}

. Je-li P ⊂⊂ P4

a Q ⊂⊂ P4, najděte bázi a dimenzi P +Q a P ∩Q.

12. [cvičeńı] Necht’ P ⊂⊂ P4, Q ⊂⊂ P4. Najděte doplněk P do P4 a doplněk Q do P4. Nalezněte dimenzi a bázi podprostor̊u
P,Q, P +Q a P ∩Q, je-li

P = {x ∈ P4 | x(0) + x(1) = 0}, Q = [a, b, c]λ ,

kde pro každé t ∈ C plat́ı:
a(t) = 1− t− t2, b(t) = 1 + t+ t2, c(t) = 2 + 2t.
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13. [cvičeńı] Necht’ P ⊂⊂ C2,2, Q ⊂⊂ C2,2. Určete dimenzi, nalezněte bázi P +Q a P ∩Q a dále najděte doplněk P do C2,2, je-li:

(a) P =

[(
1 2
1 0

)
,

(
−1 1

1 −1

)]
λ

, Q =

[(
2 −1
0 1

)
,

(
1 −1
3 7

)]
λ

,

(b) P =

[(
1 2
1 −2

)
,

(
2 3
1 0

)
,

(
1 2
2 −3

)]
λ

, Q =

[(
1 1
1 1

)
,

(
1 0
1 −1

)]
λ

,

(c) P =

[(
1 1
1 1

)
,

(
1 −1
1 −1

)
,

(
1 3
1 3

)]
λ

, Q =

[(
1 2
0 2

)
,

(
1 2
1 2

)
,

(
3 1
3 1

)]
λ

,

(d) P =

{(
x1 x2
x3 x4

)
∈ C2,2

∣∣∣∣x1 − x2 + x3 − x4 = 0

}
, Q =

[(
1 0
1 0

)
,

(
0 2
1 1

)
,

(
1 2
1 2

)]
λ

,

(e) P =

{(
x1 x2
x3 x4

)
∈ C2,2

∣∣∣∣x1 − x2 − x3 − x4 = 0 ∧ 2x1 − x3 − 3x4 = 0 ∧ x2 + x3 − 2x4 = 0

}
,

Q =

{(
x1 x2
x3 x4

)
∈ C2,2

∣∣∣∣ 3x1 = 2x2 ∧ x2 + x3 + x4 = 0

}
.

14. [cvičeńı] Necht’ M ⊂⊂ C2 nad R,

M =
[(

1 + 2i
1

)
,
(

i
2 + i

)
,
(

1
1 + 2i

)
,
(

2 + i
i

)]
λ
.

(a) Vyberte bázi M z generátor̊u M .

(b) Doplňte na bázi M následuj́ıćı vektory, je-li to možné:

(b1)

(
i
−i

)
(b2)

(
1
−1

)
,

(
1 + i
1− i

)
.

15. Necht’ P,Q ⊂⊂ C2,2,

P =

[(
1 1
1 1

)
,

(
−1 1

1 2

)
,

(
1 2
3 4

)
,

(
0 1
2 3

)]
λ

,

Q =

{(
x11 x12
x21 x22

)
∈ C2,2

∣∣∣x11 + x22 = x12 + x21

}
.

(a) Najděte dimenzi a bázi P,Q, P +Q a P ∩Q.

(b) Pro jaká α ∈ C lze

(
1 α
α 1

)
doplnit na bázi P ∩Q? Pro taková α vektor na bázi doplňte.

(c) Najděte doplněk P do C2,2.

Výsledky: Podprostor

1. (a) M neńı uzavřená v̊uči násobeńı č́ıslem z C,

(b) M je podprostor dimenze 2, báze je např.

 1
0
−1

 ,

 2
1
0

,

(c) M je podprostor dimenze 1, báze je např.

 1
1
1

,

(d) M neobsahuje nulový vektor ani neńı uzavřená v̊uči operaćım.

2. dimP +Q = 3,dimP ∩Q = 1, báze P +Q je např.

 1
1
−1

 ,

 1
2
1

 ,

 2
3
−1

 nebo standardńı báze R3, báze P ∩Q je

např.

 3
5
1

.

3. dimP +Q = 3,dimP ∩Q = 1, báze P +Q je např.




1
−1

0
1

 ,


0
−3

1
0

 ,


2
−1

0
1


, báze P ∩Q je např.




1
2
−1

1


.
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4. (a) dimP +Q = 3,dimP ∩Q = 1, báze P +Q je např. E3, báze P ∩Q je např.

 −2
1
0

.

(b) dimP + Q = dimP ∩ Q = dimP = dimQ = 2, tj. P + Q = P ∩ Q = P = Q, báze je u všech těchto prostor̊u např. 3
0
2

 ,

 −2
1
0

.

5. Plat́ı P ∩Q ∩ V = P , proto dimP ∩Q ∩ V = 2 a báze je např.

 1
−1

0

 ,

 2
0
3

.

6. dimP +Q = 4,dimP ∩Q = 2, báze P +Q je např. E4, báze P ∩Q je např.




1
0
−1

0

 ,


0
0
0
1


.

7. (a) Báze P je např. (~x1, ~x2,


1
−1

1
3

), (b) taková báze Q neexistuje, nebot’ ~x1, ~x2 6∈ Q, (c) (~x1, ~x2, ~e1, ~e2), (d) [~e1, ~e2]λ.

8. α = 14 (a) dimP +Q = 3, báze je např. E3, dimP ∩Q = 1, báze P ∩Q je (

 1
−1

0

), (b) dimP +Q = 3, báze je např. E3,

dimP ∩Q = 0, báze P ∩Q neexistuje, (c) Q 6⊂⊂ R3, Q neńı uzavřeno na operace.

9. Q ⊂ P , proto P +Q = P a P ∩Q = Q, dimP = 3, dimQ = 2, báze P je např.




0
0
0
1

 ,


0
0
1
0

 ,


2
−1

0
0


, báze Q je např.




0
0
0
1

 ,


0
0
1
0


, doplněk P do R4 je např. [~e1]λ, doplněk Q do R4 je např. [~e1, ~e2]λ.

10. (a) dimM = 3, báze M je např. (e1 − e2, e1 − e3, e1 − e4),

(b) M neńı podprostor P4, M neobsahuje nulový vektor a neńı uzavřená na operace,

(c) M neńı podprostor P4, M neobsahuje nulový vektor (nulový polynom nemá definovaný stupeň),

(d) dim M = 2, báze M je např. (e1, e2 − e3),

(e) dim M = 1, báze M je např. (e1),

(f) dim M = 2, báze M je např. (4e1 − e2 − 7e3, e2 − e4).

11. Báze P je např. (e1, e3), báze Q je např. (e1, e2 − e3), dim(P +Q) = 3 a báze je např. (e1, e2, e3) a dim(P ∩Q) = 1 a báze je
např. (e1).

12. Báze P je např. (e1−2e4, e1−2e3, e1−2e2), báze Q je např. (a, b, c), dim(P+Q) = 4 a báze je např. standardńı a dim(P ∩Q) = 2
a báze je např. (e1 + e2 − 3e3, e1 − e2 − e3), doplněk P je [e1]λ, doplněk Q je např. [e4]λ.

13. (a) P +Q = C2,2 (dimenze je tedy 4 a báze např. standardńı) a P ∩Q = {
(

0 0
0 0

)
} (dimenze je tedy 0 a báze neexistuje),

(b) P +Q = C2,2 (dimenze je tedy 4 a báze např. standardńı) a dim (P ∩Q) = 1 a báze je např. (

(
1 1
1 1

)
),

(c) P+Q = Q, dim Q = 3 a báze je např. (

(
1 2
0 2

)
,

(
1 2
1 2

)
,

(
3 1
3 1

)
), P ∩Q = P , dim P = 2 a báze je např. (

(
1 1
1 1

)
,

(
1 −1
1 −1

)
),

(d) P +Q = C2,2 (dimenze je tedy 4 a báze např. standardńı) a dim (P ∩Q) = 2 a báze je např. (

(
1 1
1 1

)
,

(
1 2
2 1

)
),

(e) dim(P +Q) = 3 a báze je např. (

(
3 −1
3 1

)
,

(
2 3
−3 0

)
,

(
2 3
0 −3

)
) a P ∩Q = {

(
0 0
0 0

)
} (dimenze je tedy 0 a báze neexistuje).
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14. (a) Báze M je např́ıklad
((

1 + 2i
1

)
,
(

i
2 + i

)
,
(

1
1 + 2i

))
.

(b) (b1) Báze M je např́ıklad
((

i
−i
)
,
(

1 + 2i
1

)
,
(

i
2 + i

))
. (b2) Nelze doplnit na bázi M , protože

(
1 + i
1− i

)
6∈M .

15. (a) dimP = 3, dimQ = 3, dimP + Q = 4, dimP ∩ Q = 2, báze P je např.

((
1 1
1 1

)
,

(
−1 1

1 2

)
,

(
0 1
2 3

))
, báze Q je

např.

((
1 1
0 0

)
,

(
1 0
1 0

)
,

(
−1 0

0 1

))
, báze P +Q např. standardńı, báze P ∩Q např.

((
1 1
1 1

)
,

(
0 1
2 3

))
, (b) α = 1((

1 1
1 1

)
,

(
0 1
2 3

))
, (c) [E1,1]λ.
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