Podprostor

7 teorie je nutné znat pojmy: podprostor, souc¢et podprostoru P + @, prunik podprostoru P N Q. A je dulezité védét, ze P+ Q a
P N Q jsou vektorové prostory, a tudiz méa smysl hledat jejich bazi a dimenzi. Také vyuzijeme 1. vétu o dimenzi.

1. [cvigeni] Zjistéte, zda mnozina M C C? je podprostor C?, a pokud je, urcete bazi a dimenzi M. (Vyuzijte faktu, Ze dimenze
vlastniho podprostoru je mens{ nez dimenze prostoru samého.)

T
) M={ e |cC?|(ve23) ey,
T3
T
(b) M = To 6@3’331—23:24—303:0 ,
T3
T
(¢c) M= To €C3’x1—2x2+x320/\x1—x3:0 ,
T3
1
(d) M= To 6@3’x1—2x2+x3:1
T3
1 1 1
2. [cviéeni] Nechf P cC R?, Q@ cC R3. Naleznéte dimenzi a bazi P+ Q a PN Q, je-li P = 11,12, 3
-1 1 3 2\
2 1 1
aQ= 31,121, 1
-1 2 -3 N
3. [cviéeni] Nechf P cc R*, Q@ cC R*. Naleznéte dimenzi a bazi P+ Q a PN Q, je-li
T
P = 52 €R4’$2+3’JZ’3+$4:0A2$1+$2+3Z3*$4:0 ,
3
T4
T
Q: 22 €R4’—2$1+.’£2+5$3+51’4:0/\4.’51+3LE2+51’3—51’4:0
3
Tyq
4. [evigeni] Nechf P cc C?, Q cC C3. Naleznéte dimenzi a bazi P4+ Q a PN Q, je-li
1
P = To €C3|2x1—|—4x2—3x3:0 a
T3
_ 5 2\ ]
(a) Q= -11,(0
L 1 L)1
-1 5\
L\ 2 2/ 1,
1 2 4
5. Nechf P cc R3, Q cc R®, V cc R3. Naleznéte dimenzi a bazi PN Q NV, jeli P = —1],10],[ -2 ,
0 3 3
0 3 9 1 -3 1
=112, 1],| -5 aV=1|-31,1 51,1
3 6 5 N -3 3 4 N



6. Nechf P cc R*, Q cc R*. Naleznéte dimenzi a bézi P,Q, P+ Q a PN Q, je-li
0 0 1
T
; 2 1 0
P=q2 ERYz —20+23=0p,Q= 0 ,(0 (1) )
4 3 -1 0 N
1 3
y o . 4 R 2 . —1
7. Necht 71, Zs jsou vektory v R*, kde #; = 1 |7= 3
2 1

1 4
- —2 -3
b 1 b 4 b
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wz) €R4|J31+$3=O
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(b) Je-li to mozné, doplite vektory #1, Zy na bz Q = {
T4

(¢) Dopliite vektory #1,Z» na bazi R*.

(d) [cviceni] Najdéte doplnék [, #2]x do R?.

1 0 1
8. Necht P cc R®, P = |a, b, Ar, kded = |2 b= 13],2=[a|. Naleznéte a € R tak, aby dim P = 2. Je-li Q podprostor
1 1 5

R3, najdéte bézi a dimenzi Q, P+ Q a PN Q s uzitim vypoctené hodnoty c. Neni-li Q podprostor R?, vysvétlete pro¢ ne.

(a) Q:{(Z) |x1—|—x2:x3},
w>Q={Gg|ﬁ+£=o}
<@Q={Gg|ﬁ:%}

9. Nechf P cc R*, Q cc R*. Naleznéte dimenzi a bézi P, Q, P+ Q a PN Q, je-li

T
Z2
T3
Ty

eR? ‘ 1+ 222 =0 p a @ je nejmensi podprostor obsahujici vektory

= =0 o
= =0 O
=N OO

Déle najdéte doplnék podprostoru P do R* a doplnék podprostoru @ do R?.
10. [cvi€eni] Necht M C Py. Zjistéte, zda M CC Py, a v kladném pifpadé uréete dim M a najdéte bazi M, je-li:

(a) M ={x € Pylx(1) =0},
(b) M = {x € P4|2(0) =1},
(¢c) M = {x € Py|stupeni z je 0 nebo 1 nebo 2},
(d) M ={z € Pyl (vt € (0,1))(x(t) =2(1-1))},
() M ={z e Pyl (vt € R)(x(t) = z(1))},
(f) M ={x € Py|z(1) — 22(—1) =0 A z(0) + z(1) = 0}.
11. Nechf P={z € Py | (Vt e R)(a(t) = (1))} a Q= {x € Py | (Vt € (1,2))(z(t) = x(1 —t))}. Je-li P CC Py
a Q CC P4, najdéte bazi a dimenzi P+ Q a PN Q.
12. [cvi€eni] Necht P CC P4, Q CC Py. Najdéte doplnék P do Py a doplnék Q do Py. Naleznéte dimenzi a bazi podprostori

P.Q.P+QaPNQ, jeli
P={rePi|a0)+2(1) =0}, Q=abd,.

kde pro kazdé t € C plati:
alt)=1—t—t2 bt)=1+t+1t2, ct)=2+2t



13. [eviéeni] Necht P cc C*?, Q cc C*?. Uréete dimenzi, naleznéte bézi P+ @Q a PN Q a dale najdéte doplnék P do C*?, je-li:

12\ /-1 1 2 -1\ (1 -1
(a) P= _(1 0)’( 1 —1>L’Q:K0 1)’<3 7)]>\7
/1 2\ (2 3\ (1 2 L1y (1 0
(b) P= _(1 _2)’(1 0)’<2 —3)L’Q Kl 1)’(1 _1)}\,
/1 1) (1 -1\ (1 3 12\ (12) (31
or=[(1)-G )03 e-162)-03)-6G],
- 10 0 2 1 2
(d) P:{(x; xi)e@“ xl—x2+x3—w4=0},Q= Kl o>v<1 1)*(1 2>L’
(e) P:{(m1 m2>6(C2’2 xl—a:g—xg—m4:()/\2x1—$3—3$4:0A$2+$3_2x420}’
Tr3 X4
Q{(m w2>€(c2,2 3x12x2/\x2+x3+$40}-
xr3 T4

14. [cvigeni] Necht{ M ccC C? nad R,

1424
1

1
\2414)0
(a) Vyberte bdzi M z generdtoru M.

(b) Dopliite na bazi M nésledujici vektory, je-li to mozné:

on (

7

)

—1

15. Necht P,Q cc C*?2,

11 -1 1
r=[(11) (e )
o 11 T12 2,2
Q{(Izl xzz)ec ‘x“

(a) Najdete dimenzi a bdzi P,Q,P+Q a PN Q.
«
1

(c) Najdéte doplnék P do C*2.

(b) Pro jakd a € C lze ( 014

Vysledky: Podprostor

1. (a) M neni uzaviend vuci ndsobeni ¢islem z C,
1 2
(b) M je podprostor dimenze 2, bdze je napi. 01,1
-1 0
1
(¢) M je podprostor dimenze 1, bdze je napf. 1 ,
1
(d) M neobsahuje nulovy vektor ani neni uzaviend vuci operacim.
1
2. dmP+Q =3,dimPNQE =1, baze P+ Q je napft. 1],
—1
3
napft. 5
1
1
3. dmP+Q=3,dimPNQE =1, baze P+ @ je napt. _(1) ,
1

1424
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12
3 4

01
23

> doplnit na bazi P N Q7 Pro takova a vektor na bazi doplite.

1 2
21, 3 nebo standardni baze R3, bize PN Q je
1 -1
0 2 1
-3 -1 ) . . 2
E 0 , bdze PN Q je napt. 1
0 1 1



e

10.

11.

12.

13.

-2

(a) dim P+ @ =3,dim PN Q =1, bdze P + Q je napi. &, bdze PN Q je napft. 1
0
(b) dmP+Q =dimPNQEQ =dimP =dim@Q =2, tj. P+ Q = PNQ = P = @, baze je u viech téchto prostoru napft.
3 -2
0|, 1
2 0
1 2
. Plati PN@NV = P, proto dim PN Q NV =2 a baze je napf. 11,10
0 3
1 0
dim P+ Q =4,dim PN Q = 2, baze P 4+ @ je napt. &, bdze P N Q je napft. _(1) , 8
0 1
1
(a) Bdze P je napi. (¥, %2, _} ), (b) takovd baze @ neexistuje, nebot Ty, T2 & Q, (c) (F1,T2,€1,¢€2), (d) [€1,Ea]r-
3
1
a=14 (a) dim P+ @ = 3, baze je napt. &3, dim PN Q =1, bdze PNQ je (| —1 |), (b) dim P + @Q = 3, baze je napf. &3,
0

dim PN Q = 0, bize P N Q neexistuje, (c) Q ¢C R®, Q neni uzavieno na operace.

QCP,proto P+Q=PaPnN@=Q,dimP =3, dim@ = 2, baze P je napft. , baze @ je napft.

_ o O O
o= o o

2

-1

’ 0
0

, dopInék P do R* je napf. [¢1]x, doplnék @ do R? je napi. [e1, €]x.

= o O O
O = OO

(a) dim M = 3, baze M je napi. (e; —ea,e1 — e3,e1 — €4),

(b) M neni podprostor Py, M neobsahuje nulovy vektor a neni uzaviend na operace,

d) dim M =2, bdze M je napf. (e1,e2 — e3),
dim M =1, bdze M je napf. (e1),

)
)
(¢) M neni podprostor Py, M neobsahuje nulovy vektor (nulovy polynom nemé definovany stupen),
(d)
)
) dim M =2, bdze M je napt. (de; — ey — Teg, ea — eyq).

(e
(f
Béze P je napt. (e1,e3), bdze @ je napft. (e, ea — e3), dim(P + Q) = 3 a bdze je napt. (e1,es,e3) a dim(PNQ) =1 a baze je
napf. (e1).

Béze P je napf. (e; —2eq4, 1 —2e3, €1 —2e3), bdze @ je napf. (a, b, ¢), dim(P+Q) = 4 a bdze je napt. standardn{ a dim(PNQ) = 2
a béze je napi. (e; + ea — 3es, e1 — ea — e3), doplnék P je [e1]y, doplnék @ je napf. [eq]y.

00

(a) P+ @Q = C?? (dimenze je tedy 4 a baze napi. standardni) a PN Q = {(0 0

)} (dimenze je tedy 0 a béze neexistuje),

(b) P+ Q = C*? (dimenze je tedy 4 a béze napf. standardni) a dim (PN Q) = 1 a baze je nap. (<} }) ),

. 12\ [12) (31 o 11 (1 -1
(¢) P+Q = @, dim Q = 3 a béze je napf. ((O 2> , (1 2) , <3 1>), PNQ = P, dim P = 2 a baze je napft. (<1 1) , (1 _1>),
2,2 (1 . ( N , . . . 11 1 2
(d) P+ Q = C** (dimenze je tedy 4 a baze napf. standardn{) a dim (P N Q) = 2 a béze je napf. ( 11) e ] ),

(e) dim(P+ @) = 3 a bdze je napt. (<§ }) ) (_?)) g) , ((2) _2)) aPnQ@= {(8 8)} (dimenze je tedy 0 a béze neexistuje).



14 (a) Béze M je napiiklad (%), (30,) . (1 L2))-
(b) (bl) Baze M je napiiklad ((_ZJ 7 (1 _|i Qi) 7 (2 —Zi- Z)) (b2) Nelze doplnit na bazi M, protoze (1 ir i) Z M.

15. (a) dimP =3, dimQ = 3, dimP 4+ Q = 4, dim PN Q = 2, baze P je napt. ((1 })(1 ;)(g ;)),bézere
({11 10 ~10 ) ) . ({11 01 B
napr. ((0 0),(1 O>’< 0 1>),bazeP—|—Qnapr. standardni, bdze P N Q napf. ((1 1),<2 3>), ) a=1

((11)(33)) @@



