Podprostor

7 teorie je nutné znat pojmy: podprostor, soucet podprostoru P + @, prunik podprostoru P N Q. A je dulezité védét, ze P+ Q a
P N Q jsou vektorové prostory, a tudiz mé smysl hledat jejich bazi a dimenzi. Také vyuzijeme 1. vétu o dimenzi.

1. [cvigeni] Zjistéte, zda mnozina M C C? je podprostor C?, a pokud je, urcete bazi a dimenzi M. (Vyuzijte faktu, Ze dimenze
vlastniho podprostoru je mensi nez dimenze prostoru samého.)

Z1
(a) M={| 22 | €C°|(vje{1,2,3})(a; € Z)},
T3
1
(b) M ={]| = E(C3|x1—2x2+x320},
T3
1
() M =A{| z2 E(C3|x1—2x2+x320/\m1—13:0},
T3
Z1
(d) M={[ 22 | €C® |21 — 225+ a3 =1}.
3
1 1 1
2. [cviGeni] Necht P cC R?, Q cC R’ Naleznéte dimenzi a bazi P+ Q a PNQ, jeli P =[| 1|, 2],( 3 ]],
-1 1 3
2 1 1
a@Q=1[ 3].[2], 1],
-1 2 —3
3. [cviéeni] Nechf P cc R*, @ cC R*. Naleznéte dimenzi a bazi P+ Q a PN Q, je-li
1
P={ ig ER* | 2y + 33 + 24 = 0A 22y + 29 + 323 — 24 = 0},
3
T4
Z1
Q=A{ ? e R4 | —2x1 + x5 + bxg + 5x4 = 0 A day + 3x2 + 523 — by = 0}.
3
T4
4. [evigeni] Necht P cc C?, Q cc C3. Naleznéte dimenzi a bazi P+ Q a PN Q, je-li
T
P={[ 2 €C3|2x1+4x2—3x3:0}a
z3
5 3
(@ Q=1[[ -1 ], 0[],
1 1
1 )
b e=[{1].[-1]]
2 2
2 4
5. Necht P cc R?, @ cc R? V ccC R’ Naleznéte dimenzi a bézi PNQ NV, jeli P = [[ =1 |, | 0 |, =2 |],,
0 3 3
0 3 9 1 -3 1
=1[[2].{t).[-5 |, av=]-3].| 5].[1]],
3 6 ) -3 3 4



6. [cviceni] Necht M C Py. Zjistéte, zda M CC Py, a v kladném pifpadé uréete dim M a najdéte bazi M, je-li:
(a) M = {x € Py|z(1) =0},
(b) M = {z € P4|z(0) =1},
(¢c) M = {x € P4|stupen z je 0 nebo 1 nebo 2},
(d) M =A{z € Py (vt €(0,1))(2(t) = z(1 - 1))},
() M ={z e Pyl (vt € R)(x(t) = z(1))},
(f) M ={z € Py|z(1) — 22(—1) =0 A z(0) + z(1) = 0}.
7. [cviGeni] Necht P = {z € Py | (Vt e R)(2(t) = x(—t))} a Q = {w € Py | (Vt € (1,2))(x(t) = (1 —t))}. Je-li P CC Py a
@) CC Py, najdéte bazi a dimenzi P+ Q a PN Q.

8. [cvigeni] Nechf P cc C*?, Q cc C*?. Urcete dimenzi a naleznéte bazi P+ Q a PN Q, je-li:

wr=G8)- (b )] e 16 7)-6 )l

(b) P= _(1 _2>’(1 0)’<2 —3)L’Q: Kl 1>7(1 _1>L’
(/1 1 1 -1 13 12 12 31
(C) P= _(1 1)7(1 _1)7<1 3>:|>\7Q: |:(0 2)7(1 2>7<3 1>:|)\7
(d) P{(ié ii) € C?? x1x2+9€3$40}’Q {G 8)’((1) ?)’G §>L’
(e) P:{<x1 352) e C?? 961—362—563—1‘4ZO/\2$1—$3_3$4:0Ax2+x3_2w420}’
Tr3 T4
QZ{(‘T1 x2> € C*? 3x1=2$2A$2+$3+”54:O}'
Trs3 T4

9. [cviéeni] Nechf M cC C? nad R,

(a) Vyberte bdzi M z generdtoru M.

(b) Doplitte na bazi M nésledujici vektory, je-1i to mozné:
) 1 1+

1. Ukazte, ze matice s prvky z T rozméru m x n, které maji na predepsanych mistech nuly, tvoii podprostor 7™,

Pro zajimavost

2. Rozmyslete si, ze vektorovy prostor T nad 7' m4 jen dva podprostory: {0} a sam sebe T
3. Necht V je podmnozina R*? tvofend

(a) tzv. symetrickymi maticemi, tj.

a1l a2
V= aiy, azs €R, a2 =a
{ 451 G ’ 11, @22 , a12 21}7

(b) tzv. diagondlnimi maticemi, tj.
aill 0
V:{( 0 a22) |a11, GQQER}.

Zjistéte, zda V cc R*2



Vysledky: Podprostor

1. (a) M neni uzaviend vici ndsobeni ¢islem z C,
(b) M je podprostor dimenze 2,
(¢) M je podprostor dimenze 1,
(d) M nenf uzaviend vuci operacim.
1 1 2 3
2. dim P+ Q@ =3,dim PNQ =1, bdze P+ @ je napt. ( 11,121, 3 |), bdze PNQ je napt. (| 5 |).
—1 1 —1 1
1 0 2 1
. . , . - -1 -3 -1 [ . . 2
3. dim P+ @ =3,dim PNQ =1, bdze P + Q je napi. ( o | e 0 ), bdze P N Q je napf. ( 1 ).
1 0 1 1
-2
4. (a) dim P+ Q =3,dim PNQ =1, baze P + Q je napi. &3, baze PN Q je napf. ( 11]).
0
(b) dm P+ Q =dim PNQ =dim P=dim Q =2, tj. P+ Q = PNQ = P = Q, bédze je u vsech téchto prostoru napf.
3 -2
(o). 1
2 0
2
5. Plati PN @ NV = P, proto dim PNQ NV =2 a bdze je napt. (| —1 |,| 0 |).
0 3

dim M =1, bdze M je napt. (e1),
f) dim M = 2, bdze M je napf. (de; — ea — Tes, ea — ey4).

7. Béze P je napft. (e1,e3), bdze Q je napt. (e1,e2 — e3), dim(P + Q) = 3 a baze je napf. (e1,ea2,e3) a dim(P N Q) =1 a béze je
napf. (ey).

00

8. (a) P+ Q = C*? (dimenze je tedy 4 a baze napt. standardni) a PN Q = {(O 0

)} (dimenze je tedy 0 a bédze neexistuje),

(b) P+ Q = C*? (dimenze je tedy 4 a béze napi. standardn{) a dim (P N Q) = 1 a baze je napi. ((1 }) ),

. (1 2) [12) (31 Ty 4 B AN 4 B
(c) P+Q—Q,dlmQ—3abazeJenapr.(<0 2),(1 2),<3 1)),POQ—P,d1mP—2abazeJenapr.((1 1),<1 _1>),

(d) P+ Q = C*? (dimenze je tedy 4 a béze napf. standardni) a dim (PN Q) = 2 a baze je napi. (<1 }) , (; ?) ),

(e) dim(P+ Q) = 3 a béze je napf. ((g _}> ) <_§ ?)) ) ((2) _§>) aPNnQ = {(8 8)} (dimenze je tedy 0 a baze neexistuje).

9. (a) Béze M je naptiklad ((1 —E 2i> , (2 i z) , (1 _& 22))

(b) (b1) Baze M je napiiklad (( i ) 7 (1 _|i Qi) 7 (2 —Zi— 2)) (b2) Nelze doplnit na bazi M, protoze (1 i_ i) Z M.

—i
Pro zajimavost
1. Snadno uvéazime, ze pfi s¢itani a nasobeni ¢islem se nuly zachovavaji.
2.

3. Obeé vlastnosti se pfi s¢itani a nasobeni ¢islem zachovavaji.



