Linearni funkcional

7 teorie je nutné znat pojmy: linedrni funkciondl, jadro, hodnost a defekt linedrniho funkcionalu.
Také vyuzijeme 2. vétu o dimenzi.

A
1. [cvi€eni] Necht je definovan funkciondl ¢ : C3 — Cprokazdé ¥ = | x5 | € C3 nasledujicim
T3
zpusobem
(a) p(Z) =1 + 222 + 33,
(b) »(Z) =0,
(c) @(Z) = [z,
(d) @(Z) = Re(z1),
a1
(e) o(¥) = ar+as—as, kde (¥)x = | a2 | a X je baze prostoru C? definovana nésledovné
as
1 1 1
X=( -1 ], 1|, -2])
1 2 1

(f) (&) = 1 + 22 — w2 + a3 za stejnych predpokladi jako v predchozim bodé.

Zjistéte, zda o € (C*)#. V kladném piipadé najdéte hodnost h(yp), defekt d(p) a bézi ker ¢.

Linearni zobrazeni

7 teorie je nutné znat pojmy: linedrni zobrazeni, jadro, hodnost a defekt linearntho zobrazeni,
matice zobrazeni. Také vyuzijeme 2. vétu o dimenzi.

L1
1. [cviéeni] Necht je definovéno zobrazeni A : C3 — C? pro kazdé ¥ = T2 e C3
T3
néasledujicim zpusobem

(a) AZ = ( Im(xfl_ 22) )
(b) A7 — < 229 — i3 )

x|+ 29 + a3

() A7 = ( Ty — 203 )

Z1

Zjistéte, zda A € L(C3,C?). V kladném piipadé najdéte hodnost h(A), defekt d(A) a bazi
ker A.

2. [cviéeni] Zjistéte, v kterém pifpadé je A € L(R?,R?). Pokud nenf, vysvétlete pro¢. Pokud
je, najdéte h(A), d(A),kerA. Pro kazdé ( f/ > € R? plati:

o a(3)-(20) ) o a()-(4) @ oG- (o



To — X1
3. [cvi€eni] Necht A € L(R? R?), kde pro kazdé ¥ = ( o ) € R? plati AT = | 1 — 22
T2 1+ o
(a) Urcete h(A), d(A).
-2
(b) Dopliite 2 | na bazi A(R?).
0
(c) Najdéte bazi ker A.
(d) Je A reguldrnf operdtor? Vysvétlete.

1
4. [eviceni] Nechf X béze prostoru C* a Y baze C? jsou definovény ndsledovné X = (| 0 |,
1
a) = (( é ) , < 1 )) V pifpadech z 1. cvigeni, kdy A € L(C?,C?), sestavte
(a) &3 p&2
(b) &4,
(C) X ASQ’
(d) ¥AY.
1
5. [cviéeni] Necht X béze prostoru C? a ) baze C jsou definovény néasledovné X = ( 0 1,
1

a) = (—3). Sestavte matici Y funcionalu ¢ z kapitoly Linearni funcionél pitkladu 1.(a)
v bazich X a ).

6. Necht A : P3 — P3 definované nasledovné (Az)(t) = z(t+1) pro kazdé x € P3 a kazdé t € C.
Ovéite, ze A € L(P3). Sestavte ¥ A, kde X = (x1,2,23) je bdze Ps, v niz pro kazdé t € C
plati

i(t) =t — 12, xa(t) =1 —t + 12, x3(t) = —1+1.

7. [evi€eni] Necht A € £(C3,C?) zadané obrazy bazickych vektort prostoru C3 nésledovné

1 1 1
al o =(§>,A 1 :(?),A 3 =(i).
0 1 1

Sestavte €3 A%2.

1 1
8. [cvigeni] Necht A € L(R? R?), V) = 1 2 ) je béze R® a necht £24Y =
1 1
L1 2 -1
2 2 |. Sestavte ¥* A% kde X = < ( ) je béaze R2.
3 1
-1 0
15 —11 5
9. [cvi€eni] Necht A € L(V3), YA= | 20 —15 8 |, X = (¥1,7a,T3) je baze V3. Sestavte
8 -7 6

yA, Y= (251 + 3% + 73,371 + 4% + T3, ¥ + 275 + 2:2"3).

-1
1



10.

11.

12.

13.

14.

15.

[cviGeni] NechEAeﬁ((C3,(C2),X:(( é ) : ( —i ) : ( § )),y:(( ;)( _51)) )),

3 -2 1
XAy _ <
AY = ( 5 3 9 ) NalezneteA(
1
4

N v -1 -2 1 . [
[cviéeni] Necht X = (( 5 >,( ) ay= (( 1 ),( . >) jsou baze R?, A €
L(R?),B € L(R?). Necht *AY = ( _1 ? a necht pro kazdy vektor ¥ € R? plati
Bi = ( O‘_aw ) kde (Z)x = ( g ) Naleznéte €2(A + 2B)¥ .
1 -1 0
. 2 1 1 0 0 0 1
e 4 2y X pgEs _ =
[cviCeni] Necht A € L(C*,C?), A2—<1 1 1 -1 ),X_( o2 o
1 1 0
Ukoly:
(a) Najdéte bazi A(C*) a urcete hodnost h(A) a defekt d(A).
(b) Najdéte bézi jadra.
(c) Naleznéte vSechna fesen{ rovnice AZ = < } >
[cviéeni] Necht A € £L(C?,C3), B € L(C3,C*). Zobrazen{ A je definovano obrazy bazickych
1 3 -1
2 ! 1 - -2 0 2
vektoru A =2 ],4 = 0 | aYB% = , baze Y a Z jsou
1 3 1 9 0 0 2
1 1 0
tvaru
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Naleznéte €2(BA)Z.

1 1 1
[cvigeni] Necht A € L(R3,R?), XAyZ(Lll g 2),kd€X=(( 1))(1>7<0 ))
1 0 0

a) = (< } ) , ( ; )) Necht ¢ € (R?)#, €290% = (1,1), kde Z = (3). Najdéte bézi jadra

pA.

1 0 -1
[cvigeni] Necht A € L£(C* C3),B € L(C?),5sB = ( -1 2 « ), kde A

0 1 } 0 0
11,4 = 0 ].,A 1= 11,4 = 1 |. V zavislosti na
1 0 -1 -«

parametru « € C urcete hodnost zobrazeni BA.
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Pro zajimavost
1. Pro¢ z&dné zobrazeni A : C? — R? nenf linedrni?

(F)x, kde X = (&) +

9. Nechi A : R? — R? je definované pro kazdé # € R? jako AF =
A_l([( % )]x). Je A epimorini,

&, ¢1). Najdete A({(1),(3)}), A1), A7{(1),(3)}),

monomorfni?

3. Necht A :R? — R3 je definované pro kazdé ¥ € R? jako

AZ =

- = o . _ 1 2 _ 1
kde & = (¢4, ). Najdete A((1),(3)D), A(DI, A7A(3) (3)n. a1
Je A epimorfni, monomorfni?
4. [cviéeni] Nechf A je redlna matice typu 2 x 2. Definujeme zobrazeni A : R? — R? piedpisem
AF := A - 7 pro kazdé T € R2. Ovéite, 7ze A € L(R?). Zkontrolujte, Ze operatory A uréené
néasledujicimi maticemi A pusobi tak, jak je uvedeno v zdvorkéch.

Nacrtnéte si, jak v jednotlivych piipadech
vypada vektor AZ!

8

Il
A/~
< 8
~——

o A= < (1) _(1) ) (A je zrcadleni nebo osovd soumérnost podle osy x.)
0 1 . . . -

e A= 10 (A je zrcadleni nebo osovd soumérnost podle osy x = y.)
-1 0 L . -

o A= 0 1 (A je stfedova soumeérnost.)

e A= CO.SG sin 6 (A je rotace o thel 8 po sméru hodinovych ruéicek, matici se
—sinf  cosf

iikd elementdrni matice rotact.)

e A= ( ao (1) ) (A je prodlouzeni respektive zkraceni ve sméru z.)

o A= < (1) 01[ ) (A je zkoseni ve sméru x.)

5. Necht P, Q jsou vektorové prostory nad stejnym télesem. Necht A : P — @ je izomorfismus.
Ovéfte a zapamatujte si:



(a) dim P = dim Q
(b) Je-li (&1,&5,...,%,) LN soubor, pak (A%, AZs, ..., AZ,) je LN. (Na toto tvrzeni staci
A monomorfni.)

(¢) Je-li P, CC Padim P, =k, pak A(Py) CC @ (na to staci linearita A) a dim A(P;) = k.
(d) Je-li (Z1,%9,...,%,) baze P, pak (AZy, AZs, ..., AZ,) je bize Q.
)

(e) Analogickd tvrzen{ plat{ i pro A1
6. Jak je mozné, ze funkciondl ¢ : R? — R definovany pro kazdy vektor & = (§.) € R? jako
p(T) = 27 + a3

neni prosty, ackoliv ker p = {0}?

7. Ukazte, Ze nasledujici zobrazeni R? do R? nejsou linedrni. Pro kazdé & = (%) € R3

definujeme

(a) AZ = (),

(b) Az = ("37757),

(c) AZ = (I2+1w§>’

(d) Az = (mrgg/\m),

(e) AZ = ("%7),

(f) AZ = ()

Vysledky: Linearni funkcional

-3 —2
1. (a) p € (C#, h(p) =1,d(p) = 2, baze jadra je napf. (( 0 ) , ( 1 ))

=3

(b) ¢ € (C)#, h(p) = 0,d(p) = 3, baze jadra je napi. &
(c) ¢ & (C)*
(d) ¢ ¢ (C)*

2 0

(e) v € (C*)# h(p) = 1,d(p) = 2, baze jadra jenapt. ([ =3 |, 2 ])
2 1
1 -1

(f) ¢ € (C3#,h(p) =1,d(p) = 2, baze jadra je napt. (| 0 |, 2 )
1 0

Vysledky: Linearni zobrazeni

1. (a) A¢L(C3,C?
2
(b) A€ L(C3,C?),h(A) =2,d(A) =1, baze jidra je napt. ( i )
2
(c) A ¢ L(C%C?)

2. (a) A je linedrni, h(A) =2, d(A) =0, kerA = {( 8 )}



(b) A nenf viibec zobrazen{ do R?, tudiZ ani linedrn{ zobrazen{ do R?

(¢) A nenf linedrni, napiiklad proto, ze obraz nulového vektoru neni nulovy vektor

(a) h(A) =2,d(A) =0

-2 0
(b) baze AR =([ 2 |,[ 0o |
0 1

(c) béze jadra neexistuje, protoze jadro je nulovy prostor

(d) A nenf reguldrnf operdtor, protoze defini¢ni obor a obor hodnot nejsou stejné vektorové
prostory

wea=(3 )

(b) 547 ( i Ez 711+i )

(c) X A8 — ( —2@ —21—2' —20—i )
(

—14+2¢ —-1+3¢ —-1+2
2 1 0

S NN O
o

—-81 =27
Ea X _
L B(A+2B)Y = ( o6 1o >

(a) baze A(C*) je napt. &2, h(A) =2,d(A) =2

-1 2
(b) béze jddra je napf. ( 1 | _i) )
-3 3
0 —1 2
@ar (1) =Lo |+ 3L
0 -3 3



3 —4

-3 -1
& zZ _
13 &2(BAZ = | L)
2 =2
5 5
14. béze jaddra @A je napf. ( 01, 24 |)
24 0

15. pro oo # —3 je h(BA) = 3, pro a = —3 je h(BA) =2



