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Predmluva

Skripta, ktera drzite v ruce, vznikla v izké spolupraci se studenty, kteri byli v akademickém
roce 2012-2013 prvaky. Texty jsem zverejnovala postupné jako poznamky k prednaskam
a studenti mi sdélovali své pripominky k nim, opravovali nalezené preklepy, davali zlepsujici
navrhy. Dva z nich nakonec otiskli své stopy do skript tak nesmazatelné, ze jsem jim navrhla
spoluautorstvi. (Bohuzel jejich jména nefiguruji na obdlce, protoze to podle pravidel neni
mozné, ale to nic opravdovosti jejich spoluautorstvi neubird.) Jakub Krasensky nesmirné
peclivé texty procetl, odstranil fadu chyb, vytiibil jazyk a sjednotil styl. Rodici se skripta
s nfm prozila i prazdniny — procestovala CR i cizinu, kdyz Jakub vychytaval posledni mouchy.
Jakub Klinkovsky se zase chopil ilustraci. Neptejte si védét, jak vypadaly obrazky pred
jeho zéasahem. Ovsem podékovani patri i fadé dalsich student. Jmenovité pak Kateriné
Jirakové, ktera pti uceni se na zkousku odhalila ¢etné nepresnosti, a Ondreji Groverovi,
jenz mé zejména upozornil na dilezitost formatovani.

Skripta jsou urcena studentiim prvniho roéniku ,Jaderky*. Zahrnuji latku k povinnému
predmétu Linearni algebra 1 (LNA1) a volitelnému predmétu Linearni algebra plus (LAP).
Symbolem Y jsou oznaceny pasaze, které se tykaji pouze LAP a v ramci LNA1 neni jejich
znalost vyzadovana. Hvézdickami je také naznacena obtiznost tikolu, které jsou ponechany
¢tendri k TeSeni (zadnd hvézdicka = lehky tikol, * = obt{Znéjsi ukol, s = tézky ikol). Déle
se v textu objevuji poznamky pod carou, které obsahuji smés historickych tudaji, informaci
ke znaceni, terminologii apod. (Jsou urceny k letmému procteni, nikoliv k uceni.)

Linearni algebra je velmi abstraktni, univerzalni a logicky vystavéna. Jelikoz se na
stfednich skolach nevyucuje, budete mit moznost béhem prvaku sledovat, jak se mate-
maticka disciplina buduje tuplné od zakladu. Naucite se pracovat systémem ,definice,
véta, dikaz“. Navic kouzlo linearni algebry spocivd v jednoduchosti dikazi (Zddné umélé
konstrukce jako v matematické analyze).

Zacatecnik zrejmé tento fakt neoceni ihned. Dokonce se miize stat, ze se velkého
stupné abstrakce zalekne. Proto je pro néj pripravena v dodatku kapitola z historie
linearni algebry, ktera mu prozradi, ze pojmy ze zacatku semestru, napriklad vektorovy
prostor, byly v historii az jakousi tresnickou na dortu — vyvoj linedrni algebry zavrsily.
Proto neni neobvyklé, Ze prvakovi v iivodnich tydnech semestru pripada linearni algebra
nepochopitelna.

Linearni algebra je — opét ve srovnani s matematickou analyzou — mlada disciplina. Prvni
ucebnice vznikaly az na zacatku 20. stoleti. Na FJFT je autorem koncepce kurzu linearni
algebry prof. Miloslav Havliéek, ktery ji také zpocatku ucil. Dlouha léta pak prednésel
linearni algebru Jiri Pytlicek, prom. mat. Svym preciznim vykladem, spravedlivym
pristupem, ale i povéstnou prisnosti vychoval celé generace matematikii — mit hotovou
zkousku od Pytlicka, to totiz néco znamenalo! Asistent Pytlicek se stal legendou, o ¢emz

svedci i pameétni deska, jiz ,mimoradnému uciteli, ktery na FJFI v letech 1966-2011 svym



nezaménitelnym zptisobem prednésel linedrni algebru“ vénovali studenti z vlastni iniciativy.
I v téchto skriptech tu a tam na asistenta Pytlicka zavzpominame a pripomeneme jeho
slavné vyroky.

Pytlickiv pifstup k linedrni algebfe by se dal oznacit za bourbakisticky ! — razil nézor,
ze linearni algebra je krasna ve své abstraktnosti a obecnosti a neni tfeba tuto krasu zastirat
ilustracemi pojmi na konkrétnich obycejnych prikladech (alespon ne béhem prednasek
a ve skriptech). V tomto sméru jsem se ovSem nesnazila asistenta Pytlicka kopirovat. Misto
toho jsem se nechala ovlivnit doc. Emilemm Humhalem, ktery taktéz dlouha léta linearni
algebru prednésel (ovSem hlavné studentim nematematickych smért) a prosazoval zasadu,
ze i pres abstraktnost mize linedrni algebru na postacujici irovni pochopit kazdy pilny
student. Proto se snazime ilustrovat nové pojmy a praci s nimi na prikladech a nechybi
ani motivacni texty, které maji ¢tenari ukazat, ze linearni algebra je vSudypritomna a ze
jeji poznatky jesté mnohokrat zuzitkuje. (Z motivacnich tloh se ale samoziejmé nezkousi.)

Jsem velmi rada, ze lektorkou skript se stala prof. Edita Pelantova, ktera se postarala,
abychom ve své snaze vse vylozit nezachazeli az do zbyteénych detaili. A zejména diky
své peanovské 2 schopnosti odhalovat chyby a zjednodusovat ditkazy pohlidala korektnost
tvrzeni a matematickou eleganci dikaz.

Zéavérecny dik pak patii Ing. Petru Ambrozovi, Ph.D.; a Ing. Tomasi Hejdovi za

jejich cenné rady tykajici se formatovani a typografie.

V Treboni 1. srpna 2013 Lubomira Balkova

I'Nicolas Bourbaki byl pseudonym, pod kterym od roku 1935 publikovala své prace skupina prevazné
francouzskych matematiki. Clenové této skupiny jsou oznacovani jako bourbakisté. Jejich cilem bylo
vybudovat celou matematiku axiomaticky na zékladé teorie mnozin. A to co nejobecnéji, naprosto rigorézné

a zasadné bez pouziti obrazku, prikladu a bez zajmu o aplikace.
2Ttalsky matematik Giuseppe Peano — jak je uvedeno i v Dodatku 2: Historie vektorového prostoru —

mél schopnost snadno nachazet chyby a protipriklady a v matematickych diskuzich a textech se vyjadroval

presnéji nez vsichni ostatni.



Seznam pouzitych symboli
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vektor ze standardni baze T™
vektor ze standardni baze 177"
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linedrni kombinace vektoru ¥y, Zs, ..., T,
linedrni obal vektort 4, 7, ..., T,
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Pa&Q direktni soucet mnozin

P=qQ izomorfni podprostory

codim P kodimenze podprostoru P

© nulové zobrazeni

1 identicky operator

A B, C linedrni zobrazeni

D operator derivovani

S operator integrovani

AB slozené zobrazeni

Ax obraz vektoru ¥

A(M) obraz mnoziny M

ATY(N) vzor mnoziny N

L(P,Q) prostor linedrnich zobrazeni P do )
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ker A jadro A

d(A) defekt A

h(A) hodnost A

V# dualni prostor k V'

X# dudlni béze k bazi X

XAY matice zobrazeni A v bazich X a Y
XA matice operdtoru A v bazi X

(71, %2, ..., Tpnla afinni obal vektoru 7y, 7, ..., Ty
w linedrni varieta

Z(W) zaméteni W

aWi + W, linearni kombinace W; a Ws

(71, T2, .., Tnlw konvexni obal vektoru &, T, . . ., Tp

K konvexni mnoZina
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1 Soustavy linearnich algebraickych rovnic

Reseni soustav linedrnich algebraickych rovnic (LAR) je zékladni dovednosti, bez niz se

v linedrni algebte neobejdeme. Proto se hned v ivodni kapitole nau¢ime rozhodnout, zda

je dand soustava LAR fesitelna, a najit alespon jedno feSeni (pokud soustava Tesitelnd

je). Na kompletni popis mnoziny feseni soustavy LAR budeme muset pockat az do konce

semestru — elegantné jej formuluje Frobeniova véta.

Soustavou m linearnich algebraickych rovnic (LAR) pro n neznamych nazveme

kazdou sadu rovnic tvaru:

anr1 + aipT2 + ... 4+ ATy by
a21T1 + GQo9T2 + ... + GQo,Tp, = bg
Am1T1 + AmaTs + ...+ GpnTn = b,
kde ¢isla a;; a b; pro ¢ € m a j € n jsou komplexni.
Néazvoslovi:
b1
b2 Id 7’ ’
e Sloupec | . | se nazyva sloupcem pravé strany.
bm
z1
Ve v/ :I/.2 vV e v . v 4 1
e Sloupec komplexnich ¢isel | . |, pro néz jsou vSechny rovnosti splnény, se nazyva

Tn

resenim soustavy.

e Matici soustavy rozumime tabulku koeficienti u nezndmych (v i-tém radku jsou

koeficienty z i-té rovnice):

ailr  ai2 ain
A a1 a2 a2n
aml Gm2 ... GOGmn

¢ Rozsifenou matici soustavy nazyvame matici soustavy rozsitenou o sloupec pravé

strany:
a1l a2 ... ain | b1
- az1 a2z ... a2 | b2
(Afb) =
Gml Am2 ... Omn |bm

13



1 SOUSTAVY LINEARNICH ALGEBRAICKYCH ROVNIC

e Rikdme, Ze soustava je homogenni neboli bez pravé strany, pokud je sloupec

pravé strany nulovy, tj. by = by = --- =1, = 0.

e V opacném pripadé se jedna o soustavu s pravou stranou.

e Homogenni soustava ma vzdy alespon jedno feseni, a to feseni | . |. Toto reseni

nazyvame trivialnim.
Poznamka 1.1. Dilezité je uvédomit si, Ze existuji soustavy, jez reseni nemaji. Napriklad

31‘1 + 21’2 =35
3[E1 + 21‘2 = 7.

A naopak existuji soustavy, které jich maji vice. Napriklad
3.CE1 -+ 2.(132 = 5
633'1 -+ 4£C2 = 10

1 -1
mé reseni (1 a také Nk Dokonce méa nekonecéné mnoho resSeni.

V této kapitole se nebudeme ucit hledat vSechna reseni, ale budeme se zabyvat dvéma

trochu leh¢imi otazkami:
(a) ,Jak zjistit, zda je dana soustava fesitelna?“

(b) ,Jak najit alespon jedno feseni?“ (Samoziejmé za predpokladu, Ze soustava je resi-
telna.)

Budeme prevadét soustavu do tak jednoduchého tvaru, ze z néj bude odpoved na tyto dveé
otazky zrejma. Dulezité je, ze ipravy budeme provadét tak, abychom neménili mnozinu

reseni. Takovym upravam se rika ekvivalentni a budeme pouzivat nasledujici t¥i:
1. zdména dvou rovnic,
2. pric¢teni nasobku jiné rovnice k vybrané rovnici,
3. nésobeni rovnice ¢islem « # 0.

Snadno nahlédneme, ze takovymi tipravami se skutec¢né mnozina feseni soustavy nemeéni.
Pro zjednoduseni nemusime tyto tpravy provadét s rovnicemi, ale mtizeme je provadét

primo v rozsitené matici soustavy. Jde potom o tpravy:

1. zaména dvou radk,

14



2. pri¢teni nasobku jiného fadku k vybranému radku,
3. nésobeni radku ¢islem a # 0.

Tyto tpravy budeme provadét s cilem dostat rozsitenou matici soustavy do tzv. horniho

stupniovitého tvaru. 3

Definice 1.2. Matice B o m fadcich a n + 1 sloupcich s prvky b;;,7 € m, j € n/—i—\l, tedy

tabulka ¢isel

b1 biz ... bin bigngn)
ba1 b2z ... ban by(nga)

B - . . . . . I
b1 bm2 ... bmn bm(n+1)

je v hornim stupnovitém tvaru, pokud méa vsechny prvky nulové, nebo existuje £ € m
a indexy ki, ko, ..., kp takové, ze 1 < k1 < ky < --- < ky <n+1 a plati:

1. by, # 0 pro kazdé i € ¢,
2. bij = 0 pro kazdé i € L a j < ki,
3. by =0 pro kazdé i > ¢, j € n + 1.

Nenulovd matice v hornim stupnovitém tvaru mé tudiz tyto vlastnosti: V prvnim radku je
prvni nenulovy prvek ve sloupci ky, ve druhém radku ve sloupci ks, ..., az v {-tém radku
ve sloupci ky. Od (¢ + 1). fadku pocinaje jsou vsechny radky nulové. Soustava s rozsitenou

matici v hornim stupnovitém tvaru ma proto nasledujici jednoduchou podobu:

blklxkl + ... + b1k2]}k2 + ... + blkgxkg + ... + blnxn = bl(n+1)
bngZEkQ + ... + bgklxké + ...+ bz, = b2(n+1)

b, Tr, + oo + DTy = bpnyr).

Sloupce rozsitené matice soustavy s indexy ki, ko, ..., k; nazyvame hlavnimi sloupci,
ostatni sloupce nazyvame vedlejsimi. Ze soustavy upravené do horniho stupnovitého

tvaru jednoduse vycteme odpovéd na Tesené problémy.

(a) Soustava je Fesitelnd, pravé kdyz sloupec pravé strany je vedlejsi.

Je zrejmé, ze kdyz je sloupec pravé strany hlavni, tj. k, = n + 1, ma posledni rovnice
tvar 0 = byn41). To znamend, Ze nula ma byt rovna nenulovému cislu, coz neni
mozné. Fakt, Ze soustava feSitelna je, kdyz je sloupec pravé strany vedlejsi, vyplyne

z nasledujiciho tvrzeni.

3Pouziva se i termin Gaussova matice, odstupiiovand matice ¢ (redukovand) schodovita matice.
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1 SOUSTAVY LINEARNICH ALGEBRAICKYCH ROVNIC

(b) Je-li sloupec pravé strany vedlejsi, feSeni soustavy nalezneme tak, ze nezndmé odpovi-

dajici vedlejsim sloupctim zvolime libovolné a zbylé neznamé jednoznacné dopocitame.

Je jasné vidét, Ze pokud jsou neznamé odpovidajici vedlejsSim sloupciim zvoleny,
dopocitdme z posledni rovnice zy,, po dosazeni do predposledni rovnice dopocitame

Ty, , atd.

Poznamka 1.3. Neni tézké ovérit, ze plati nasledujici tvrzeni: Soustava ma jediné reseni,
pravé kdyz ma matice soustavy jen samé hlavni sloupce a sloupec pravé strany je vedlejsi.

Kdyz totiz neexistuji vedlejsi sloupce v matici soustavy, nelze zadné neznamé volit.
Disledkem poté je, ze homogenni soustava mé jen trivialni feSeni, pravé kdyz ma matice
soustavy jen hlavni sloupce. Pokud méa matice homogenni soustavy i vedlejsi sloupce, pak
pii hledani netrivialniho feseni je treba zvolit alespon jednu z neznamych odpovidajicich

vedlejSimu sloupci nenulovou.

Zbyva zodpovédét otazku: ,Lze kazdou rozsitenou matici soustavy prevést ekvivalent-
nimi fadkovymi tpravami do horniho stupnovitého tvaru?“ Ano! Dokonce stac¢i prvni
a druha ekvivalentni radkova tprava. Nasledujici algoritmus se oznacuje jako Gaussova

eliminace: *

e Je-li matice nulova, pak uz je v hornim stupnovitém tvaru.

e Je-li matice nenulova, prohledame prvni sloupec matice a nalezneme nenulovy prvek.
Odpovidajici fadek zaménime s prvnim rfadkem. Neni-li v prvnim sloupci nenulovy
prvek, postupujeme stejné s druhym sloupcem. Oznacime k; index prvniho sloupce,
ve kterém najdeme nenulové ¢islo. Od kazdého fadku pocinaje druhym odecteme

takové nasobky prvniho radku, abychom ve sloupci s indexem k; dostali nuly.

e Prohledavame dalsi sloupce, které jsou na radé, vzdy od druhého radku pocinaje.
Index prvniho sloupce, v némz najdeme nenulovy prvek, oznac¢ime ky. Odpovidajici
radek zaménime s druhym. Od tretiho a dalsich fadkt odecitame takové nasobky
druhého radku, abychom od tietiho radku pocinaje vyrobili ve sloupci s indexem ko

samé nuly.

e Analogicky postupujeme tak dlouho, dokud jsou v prohledavanych sloupcich na

potfebnych mistech nenulové prvky.

Priklad 1.4. Zjistéte, zda je nésledujici soustava teSitelnd. Pokud ano, najdéte jedno

4Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), némecky matematik. Elimina¢ni algoritmus nese jméno na
Gaussovu pocest, ackoliv byl v jeho dobé jiz bézné pouzivan. Vice se k historii eliminace a Teseni soustav
LAR obecné dozvite v dodatku skript pro letni semestr Linedrni algebra 2.
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reseni.

T + 31 — 2x4 = 1
—41’1 — 21‘2 + 533'3 — 91’4 =0
Ty + 31’2 + Ty = 0.

Reseni: Rozsifenou matici soustavy upravime do horniho stupnovitého tvaru. Symbol ~

znadi provedeni ekvivalentni radkové tpravy (tGprav).

1 30 =21 1 30 -2 1
-4 =25 -9|0|~|0 10 5 —17| 4
1 30 10 0 00 3| —1

Soustava je Fesitelnd, protoze sloupec pravych stran je vedlejsi. Resenf najdeme volbou
neznamé v jediném vedlejsim sloupci, kterym je ten treti. Zvolime tieba z3 = 0. Zbylé

neznamé dopocitame ze soustavy odpovidajici matici v hornim stupnovitém tvaru

Ty + 3$2 — 21‘4 = 1
10xe + B3 — 1724 = 4
31’4 = —1.
)
6
§ 1
Dostéavame x4 = —1/3, 29 = —1/6, x; = 5/6. Resenim je tudiz napiiklad (6)
1
BE]

Na cvicenich si ukazeme, jak upravovat matice do horniho stupnovitého tvaru co nejsikov-
neji. Naucte se, ze je lepsi si upravy rozmyslet, nez je provadét mechanicky. Jinak budete —

podle slov asistenta Pytlicka — ,milovniky zlomku“.
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